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ALGEBRES DE LIE D1AUTQMORPHISMES INFINITESIMAUX SYMPLECTIÛUES 

André LICHNEROWICZ 

En 1909, Elie Cartan déterminait ce qu'il nommait les"groupes infinis tran­

sitifs simples". Les algèbres de Lie correspondantes ont récemment fait l'objet de 

travaux concernant soit leur cohomologie (Gelfand et Fuks, Arnold, Rozenberg) dans 

le cas des variétés compactes, soit leur structure et leurs dérivations (Avez, 

Lichnerowicz, Takens) dans le cas général. Les quatre* algèbres de Lie infinies 

classiques sont les suivantes. 

1°) algèbre de Lie des champs de vecteurs d'une variété différentiable W • 

2°) algèbre de Lie des automorohismes infinitésimaux d'une structure unimodu-

laire (w, 0 ) > où v> est une forme élément de volume 

3°) algèbre de Lie des automorohismes infinitésimaux d'une structure symolec-

tique (W, F) 

4°) algèbre de Lie des automorphismes infinitésimaux d'une structure de contact. 

En ce qui concerne les dérivations, lc?s résultats sont les suivants : dans les 

cas 1 (Takens [2~J ) et 4 (Lichnerowicz ̂ 3] ) les dérivations sont toutes intérieures 

Dans les cas 2 (Lichnerowicz £4^ ) et 3 (Avez et Lichnerowicz £s3 )> les dérivations 

sont données par les crochets car les champs de vecteurs oui reoroduisent V) (resp. F) 

à un facteur constant près. 

J'étudierai ici le cas des structures symolectiques qui est le olus riche et 

le olus intéressant du point de vue des apolications à la physique mathématique* A 

partir de ce que je nomme des lemmes principaux différents, les résultats concernant 

les idéaux sont semblables oour les quatre algèhres envisagées. 

I - Structure svmplectiaue 

1 - Motion de variété svmplectique 

a) Soit W une variété différentiable connexe, paracompacte, de dimension 2n ; 

TW ( resp. T* '//) est le fibre tangent (resp cotangent) • Tous les éléments introduits 

sont supoosés C°*. Une structure symplectique est définie sur W Dar une 2-forme F 

fermée telle aue F D soit partout 4 0 • 

Nous notons £xxJ (i, tout indice latin « 1,..., 2n) une carte locale de W de 
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domaine U . On sait que W admet des atlas de cartes canoniques ĵ x°", xaJ 

(a = 1, .. ., n ; a = a + n) telles que : 

(i-iï F I - F rf**A A t * 

" l u w 

La variété symolectiaue (W, F) admet l'élément de volume v> = Fn/nî . On note N 

l1espace des fonctions C 0 0 (W ; R) , NQ le sous-espace de N défini par les fonc­

tions à supports compactŝ N̂  le sous-espace de N Q défini par les fonctions u 

vérifiant : 

(1-2) JW

 J 

b) Soit ji : TW T*W 11 isomorphisme de fibres défini oar X —>-i(x) F f 

où i( ) désigne le produit intérieur. Cet. isomorohisme s'étend naturellement 

aux fibres tensoriels. Mous notons A 1'opérateur sur les formes déf*ni par 

i(u * (F)), * l'adjonction symolectiaue sur les formes ( a — a = i(u *(a)) y> ) 

et S l'operateur de codifférentiation symplecticue défini sur une p-forme par 

<S = (-l) ¥r d * . On vérifie que pour toute 1-forme ^ : 

(1-3) Adi -î% 

c) Sur (W, F) il existe des structures presque kahleriennes (W, F, g), où g 

est une métrique riemannienne ; (w, F, g) est une variété presque k^hlerienne si 

u *(g) coïncide avec le tenseur contravariant inverse de g. La 2-forme fermée 

F est aussi cofermée oour la métriaue g : si S est la codifférentiation métrique : 
- g 

(1-4) ^ f ~ 0 

Le second membre de (l-3) est en fait une divergence métrique : - C ^ . 

où C est l'opérateur de structure complexe s r les 1-formes défini par la struc­

ture presque kShlerienne. Par suite si ^ est à support compact : 

(1-5) f A d t 3 ~o 

2 - Transformations infinitésimales symplectigues 

a) Soit X, Y deux champs de vecteurs arbitraires. Si *£ (x) est lfopéra-
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teur de dérivation de Lie : 

(2-1) Ï ( X ) F = * K ( 0 F - -clfK) 

On montre que : 

Une transformation infinitésimale (t.i.) symplectique est définie par un vecteur X 

tel que $ (x) F = 0 , c' est-à-dire tel oue la 1-forme u(x) soit fermée. On note 

L l'algèbre de Lie des t.i. symolectiques• Pour X, Y £ L 

(2-3) J * l M > = ^ f r t f O A f M ) 

Soit l'image par \i de l'espace des 1-formes exactes. D'après (2-3) 

[L, L] C L*. Si X £ L, Y C L* (avec U(Y) = dv , v C N) 

(2-4) 7\ (|* JO A < / v ) : i f ( j ( ) ^ : - U ( V j e ( J U j 

b) Soit L q le sous-esoace de L défini par les vecteurs X à supports 

^ —1 

compacts ; L Q est le sous espace de L q défini par les vecteurs X = u (du) , 

où u £ N Q , est le sous-espace de L* correspondant aux fonctions uC N^. 

Des relations ci-dessus il résulte : 

Proposition 1 - 1°) L* est un idéal de L tel que LA,* soit abélien 

2°) On a ÇL, L q1 C L * . En particulier L Q et L* sont des idéaux de L et L /L* 
est abélien 

3°) On a L L», L*l C $ ÇL*, L q1 C L̂  En particulier est un idéal de L. 

c) Soit H*(w, R)(resp. H*(w ; R) le crémier espace de cohomologie de W à 

supports fermés (resp. compacts) ; b̂ (w) et b̂ (w) sont les dimensions corresoon-

dantes ; b^(w) est le premier nombre de Betti pour l'homologie à supports compacts-

et b°(w) le premier nombre de Betti pour l'homologie à supports non restreints. 

Il résulte des théorèmes de G. de Rham : 

Proposition 2 - 1°) L'espace L A / * est isomorphe à l'espace de cohomologie H*(W:R)  

et dim L/L* «b^w) 

2°) L'espace LQ/L* _est isomorphe à l'espace de cohomologie H*(W;R) et 
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diHL.L0̂ Lj_-bJ M 

3 - Parenthèses de Poisson 

a) Soit M/R lfespace des classes de fonction de N module les constantes addi-

tives ; nous notons TT : u € N ̂ 7u ë N/R 11apolication canonique de N sur N/R. 

Si u £ N , sa différentielle du ne dépend que de la classe u de u ; nous la 

notons éventuellement du • A chacue X € L* correspond une 1-forme exacte 

= du = du , donc une classe u et inversement. Cet isomorphisme de L3* 

sur N/R induit sur N/R une structure d'algèbre de Lie définie de la manière 

suivante : si ïïf v £ N/R , il résulte de (2-3) que 

(3-1) A (du A AT) 

définit une classe w qui est le crochet de u et v. 

A la fonction (3-l) on donne le nom de narenthèse de Poisson, par rapport à la 

structure symplectique de û et v , ou de deux représentants u et v dans N. 

On note cette parenthèse ju, v^ ou |u, vJ-# Ainsi 

(3-2) { M , V ] = | Ï Ï , 5 J - h(à\Lhk)z h ( d ù h d v ) ^ / i d l u d v ) 

b) On montre que la parenthèse de Poisson définit sur l'espace N une struc­

ture d'algèbre de Lie, Il résulte de (3-2) et (l-5) que j^N, N^CNj ; ainsi 

N et N, sont des idéaux de N. 

0 1 1 1 

Si W est non compacte> à chaque élément X de L* correspondant par n(x) = du 

une fonction unique u de N Q . Ainsi L Q est isomorphe à N q et Lj à N^. 

Si W est compacte. L Q = L, L£ = L* Pour X € L* , ц(x) = dû la classe ïï 

contient un élément et un seul u de . Ainsi L̂  = L* = L* et L*" est isomorphe 

à N R 

Dans ies deux cas. si X C L* nous posons u = a(x)f où a est 11isomorphisme 

L ^ ^ ^ N Q dans le cas non compact et 1 1 isomorohisme L * — d a n s le cas compact 

c) Cela oosé, si X, Y € L* (avec u = a(x), v = cr(Y)Jon peut définir sur L Q 

une structure d'espace préhilbertien à partir du produit scalaire 
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(3-3) <<>V> - ( U<1>3 

Si Z £ L et U(Z) = | , on a : 

4 ? , X l , y > K * , [ ? , V] > .- j A (( y A 4 0 * + (TA A ; II J 5 - H ) 

où la 1-forme uv J est à support compact. Ainsi 

(3-4) < M . Y > + < * , M > : 0 

Le oroduit scalaire < X, Y >, défini sur l'idéal L* de L est invarient par 

1 fac ion ::e ad(L). 

4 - Algèbre de Lie admettant un produit scalaire invariant 

a) Soit A une algèbre de Lie arbitraire (de dimension finie ou infinie) sur le 

corps des réels ; A est dite semi-simple si elle n'admet aucun idéal abélien ̂  ^c/j ; 

elle est dite réductive si elle est somme directe de son centre C et d'un idéal 

semi-simple. Nous considérons ici des algèbres A admettant un produit scalaire 

invariant par ad(A). On établit aisément 

Lemme - Soit A une algèbre de Lie admettant un produit scalaire invariant. 

10) Si I est un idéal de A» son centre est contenu dans le centre C de A 

2°) En particulier tout idéal abélien de A est contenu dans C ; A est semi- 

simple si et seulement si C = 0 

On en déduit 

Théorème 1 - Soit A une algèbre de Lie admettant un produit scalaire invariant 

1°) L'algèbre dérivée est semi-simple ; lfalgèbre guotient A/C est semi-simole 

2°) Si A est nilootente ou résoluble, elle est abélienne. 

En effet soit T le centre de A^^ ; d'après le lemme T C C et si X, X f€ A, 

C C r , on a [ C> x l = 0 et d'après l'invariance du produit scalaire : 

4 M l , e > f < X ' , M > - ° 

Le second terme étant nul, c*est orthogonal à A^^ donc à lui-même et c = 0 • 

Ainsi r = 0 ; Â *̂  admettant un produit scalaire invariant induit par celui défi­

ni sur A, il résulte du lemme oue A^^ est semi-simple. Un raisonnement analogue 
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est valable oour A/C. Si A est somme directe de C et d'un idéal .celui-ci est 

semi-simole e; A est. reductive. 

Si A est nilootente, soit A(p) ^e Premier terne nul de la série centrale 

descendante. Pour p >1, on a oour X, Y c A , Z L A^ ^ : 

Le second terme est nul; A^^^ est orthogonal à &(\) donc à lui-même et A ^ 

Ainsi = 0 et A est abélienne. Raisonnement analogue si A est résoluble. 

Théorè-e 2 - Soit A une algèbre de Lie admettant un oroduî . scalaire invariant  

Si C est de dimension finie, A est reductive. 

Si C est de dimension finie, c'est un sous-esoace complet de l'espace oréhilbertien 

A . Il existe un orthoconolément Q de C dans A, oui est invariant par ad(A) ; 

8 est donc un idéal et A cst reductive. 

b) Il résulte de notre étude que toute sous-algèbre A de L* admet un orcduit 

scalaire invariant oar ad(A). Les deux théorèmes précédents sonf donc valables oour 

de telles alaèbres. En particulier toutesous-algèbre de dimension finie de L* 
1—, o 

est reductive 

II - Idéaux de L . 

5 - Lemme principal 

a) Le lemme suivant qui est une généralisation d'un résultat de Calabi ^9J 

est un instrument important pour la suite 

Lemme pr neipal - Soit U, Uy deux domaines contractiles de W , avec U' C U .  

Donnons-nous 2n fonctions £ , a supports ) Ç U , telles que les 

x* = w^^l{j' définissent une carte locale de domaine U'. Si u est un élément 

de tel que S(u) C U' , il existe 2n fonctions v^^) €. , a supports 

S(v^^))CU, telles que l'on ait : 

D'après (l-2), il existe une 1-forme ^ à support compact S( *| ) C U1 telle 

que u = £ ̂  . Introduisons une structure presque kShlerienne subordonnée à la 



II-7 

structure symoiectique et dont \7 est 1'opérateur de dérivation covariante. Pour 

les coordonnées locales ^x 1] choisies sur Uf, on a : 

En oosant v(i) ~ ^ 9 on vérifie que 

où v(i) ^ 0

 e s t à suooort 2^v(i)^ C U* . Soit K C U un compact tel que 

S(w^) C K , h € NQ à support S(h) C U-K et d'intégrale non nulle. En substi­

tuant aux v(i) l e s fonctions v(i) ~ v'i) ~ 9 o n a D O u r u n choix convenable des 

constantes ĉ  > V(i) ̂  ^1 e t ^ v ^ ) CU . La considération des supports donne 

(5-1) 

b) Si W est non compacte son 2nf groupe de cohomologie réelle à supports non 

restreints est trivial. Si u £N, il existe sur W une (2n-l)-forme V telle que 

u v> = d V • 

W étant compacte ou non , soit P l'esoace des (2n-l)-formes de W à supports 

comoacts. Si u C , il existe V € P telle que u = d y . Si 

X = [x ̂"(du) £ , on a : 

Si X £ L1 , Y C L , on a Y 1) = dw avec 

W A (lift A f lY ) ) 

et w est associée à la forme Y = - (u |i(Y)) . En particulier 

(5-2) S t f ) - ^ S cY3 

6 - Idéaux dérivés 

a) Etudions les idéaux dérivés de L, L* . Nous nous plaçons dans le cas non 

compact, mais les résultats sont encore valables dans le cas compact. 

Introduisons un recouvrement j^^^çT c'e ** P a r ^ e s ^ o m a ^ n e s contractiles 
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vérifiant la condition suivante (Palais) : il existe une partition de I en une 

collection finie de sous-ensembles Î(|i = lf..., & ) telle que, pour chaque |i , 

les domaines oour lesquels \) £ I soient deux à deux disjoints. Si X € L* , 

on a u(x) = du, u b = d Y , Soit ^ ^ } u n e partition dif férentiable de 

l'unité subordonnée au recouvrement et posons T = J>. *f * f M
1 = T y , u K = d V . 

Pour u fixé, considérons les domaines |^v;\)£Ï^ d G U X ^ deux disjoints. En 

apoliquant à u^ ^ le lemme principal, on voit que u^ est la somme des paren­

thèses de 2n couples (v(i)> w ^ ) d'éléments de M , où Sfv^j, S(w^) C l / ^ . 

Si = iT^du^) , on a X^ £'[v*9 L*"J et X ;somne finie d'éléments de [ , 

appartient à £ L*", Lv][ . On en déduit : 

Proposition - Les alqèbres L et L*~ admettent L̂ " pour idéal dérivé» 

b) On établit de manière analoque en raisonnant sur L̂  , 

Proposition - Les alqèbres L* et L̂  admettent L̂  pour idéal dérivé» De plus 

7 ~ Fermés de nullité et idéaux canoniques correspondants. 

a) Soit M un sous-espace vectoriel de L . Le fermé de nullité n(M) de M 

est l'ensemble fermé f des points x de W tels aue X(x) = 0 pour tout XGM ; 

Cf est l'ouvert complémentaire. L'espace M est transitif en x q €1 Cf si les 

valeurs en xQ de M engendrent l'espace tangent en x Q ; M est transitif sur 

un ouvert de Cf s'il est transitif en chaque point de l'ouvert ; L̂  (et L* , L Q , 

L*, L) sont transitifs sur W . 

Etant donné un fermé f de W , considérons l'espace I-(f) des vecteurs 
c 

X C Lx tels que X = ̂ (-d <S* y ), où Y € P est à support S(V)CCf . D'après 
(5-2), I (f) est un idéal de L admettant f comme fermé de nullité ; I (f) est c c 

dit l'idéal canonique associé à f . Pour f = 0 , on a I (f) = L, • 

b) On a le lemme suivant 

Lemme - Soit M ^avec n(M) = f^ un sous-espace de L invariant par Ic(f). Le  

sous-esoace |̂ M, Ic(f)invariant par Ic(f) est transitif sur Cf et admet f 

comme ferré de nullité. 
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En effet si x^CCf , il existe X £M tel que x(x ) ̂  0 • Si Y C I (f)(Y)=dv. 

v = - 6 x-y, on a u( [ X, Y 1) = dw , où w = i(x) dv . Soit U C Cf un domaine 

contractile contenant X q et sur lequel X ne s'annule pas. On peut choisir 

v £ NĴ  , avec 5(v) C U , tel que Z = f X, y] orenne en Xq une valeur vectorielle 

arbitrairement donnée. On note que comme S(v) C U , on a S(w) C U. 

Théorème - Soit MCavec n(M) ~ f3 un sous-espace de L invariant par I^(f). On a 

En particulier M ̂  jp^ ne peut être de dimension finie 

Il suffit d'établir fM, r(f)1 = I (f). Choisissons en x 6 Cf une base 
L C J C 0 

( Z ^ ^ ) q de l'espace tangent. D'après le lemme précédent, il existe 2n éléments 

Z ^ (u(Z^) = dw ̂ ) de C M, I C^^J prenant en Xq les valeurs ( Z ^ ) O et 

tels que les S(v / ^ ) c K , où K est un compact Q U . Il existe alors un domaine 

contractile U' (avec x Q C U' , U' C U) tel eue les x* = définissent 

une carte de domaine U' . 

Si u é Nj est tel que S(u) C U' , il existe, d'acres le lemme orincipal, 

2n fonctions v/^ € , avec S(v(i)) V » telles eue 

Comme S(v^.j)cU . il existe une (2n-l)-forme H^ ĵ associée à v ^ vérifiant 

S(Y(.))CU et i f^dv^)) S Ic(f). Ainsi U ~
X (du) Ic(f)] 

Soit maintenant X £ Ic(
f) J on a X = u ' ^ - d S * Y ) , S(vf)CCf . En intro­

duisant un recouvrement fini convenable d'un voisinage ouvert de S(V) t on déduit 

du résultat précédent que X £^M. I C ^)J • Ainsi Ic(f) étant un idéal de L : 

ce qui démontre le théorème. 

8 - Idéaux et idéaux canoniques - Semi-simplicité. 

a) Soit A une sous-algèbre de L contenant » En- Drenant pour M un 

idéal I de A , on déduit du théorème précédent 

Corollaire 1 - Si I [avec n(l) = est un idéal de A. 
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En particulier I ̂  lo3 nfest jamais de dimension finie 

On voit aisément eue des résultats semblables sont valables sur un idéal J 

d'un idéal I de A . En particulier si jf (avec n(j) = ff) est abélien, on a 

Ic(f)c J et 

1?", t . tf')]3^')W 

Ainsi f1 = W et J = So) 

Corollaire 2 - Tout idéal I d'une sous-algèbre A de L contenant L-̂  est  

semi-simple. En particulier L, L*, LQ, L*, et tous leurs idéaux sont semi-simples 

b) Soit Z(l) le centralisateur dans A d'un idéal I de A. L'idéal 

Z(I) H I de A est abélien et par suite : 

On établit aisément, à oartir du lemme précédent, eue Z(l) coïncide avec l'ensemble 

des éléments de A qui s'annulent en tout point de Cf. On en déduit : 

Théorème - Un idéal I non trivial de A n'admet .jamais un idéal supplémentaire  

dans A 

Si I admet un idéal supplémentaire, il résulte de (8-l) oue celui-ci coïn­

cide nécessairement avec Z(l) et l'on a : 

L t c A I ffi 2 f f ) 

Comme chaque élément de A est alors nul sur f (\Cf , on a f 0 Cf = 0 . Il résulte 

de la connexité de W qu'où bien f = 0 et Z(l) = [o} , I = A , ou bien Cf = 0 , 

f = W et I = [u] . 

III - DERIVATIONS. 

9 - Transformations infinitésimales conformes symolectiques 

a) X définit une t.i. conforme symolectiaue si £ (x)F = a F . Pour n > 1 , 
c f 

a est nécessairement une constante. Nous notons L et appelons (par abus de 

langage pour n = l) algèbre des t. i. conformes symplectiques, l'algèbre de Lie 
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des champs de vecteurs X tels qu'il existe une constante K Y pour laauelle 
À 

(9-1) Ï ( X ) F + F : t > 

Pour X € L° , Y € L , (2.?) s'écrit 

(9-2) ^ ] ) - - à h ^ K ^ i K ^ d ) 

U(Y) étant fermée, u( [ X, Yl ) est fermée et [ X, Ï ] Ê L . Il résulte de (9-2) 

que les alqèbres L, L , L , L"*, L, sont des idéaux de L . 1 1 1— o — o — 1 

b) Si X <S L° , (9-1) s'écrit : 

K x F r * l p ( X ) 

Si F n'est pas exacte (en particulier si W. est compacte) = O pour tout 

c c 
X C L et L coïncide avec L 

Si F est exacte, F = d (X ) et X C L° avec K = 1 • L'espace L° est la 
\x o o x̂  

somme directe L° = L © C Q , où C Q est le sous-espace de dimension 1 engendré par 

X Q • En particulier dim. L°/l = 1 

De cette décomposition, il résulte' £ L° , L°]CL. D'autre part de (9-2) appli­

qué à X Q et à un élément arbitraire Y de L , il résulte, compte tenu de L* =^L,LJ 

que Y £ [L0 , L°] . Ainsi 

Proposition. Si F est exacte, l'algèbre L admet L oour idéal dérivé. 

10 - Caractère local des dérivations de L. L et . 

a) Au cours de cette section, nous nous or posons de déterminer les dérivations 

des différentes algèbres de Lie introduites. Une dérivation de l'algèbre de Lie L 

est̂ une application linéaire ̂  •—~ -~ " " 

^^^T^L ~? L tel le "que pour tout Y, Z C L 

Mêmes définitions oour une dérivation D* de L~* , -2) de , 35 de N/R , ^ ) ^ de 

Si D est une dérivation de L, soit U un ouvert de W tel auef pour YêL, 

on ait y|y = 0 ; si x £ U , on peut trouver Z € L* à support S(z) C U , tel que 

Z(x) soit un vecteur arbitrairement donné en x . On a [Y, Z^ = 0 , donc 
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D [Y, Z~] = 0 ; d'autre part [Y, DZ] = 0 , donc d'après (lO-l) [DY, Z ] U = 0 

soit [DY, z ] = 0 . Ainsi 

Le premier lembre étant à intégrale nulle, on a C = 0 ; par suite (D Y)(X) = 0 

donc DY|JJ = 0 • Le même raisonnement s'applicue à L* 

Proposition 1 - Toute dérivation de L (resp. L* ) est un opérateur local. 

Pour des dérivations de N , N/R OU , on établit de même que pour uf N , 

u C N/R, U X € N X : 

ce oui nfétablit pas le caractère local de ces dérivations. Nous verrons dfailleurs 

que N oeut admettre des dérivations non locales. En orenant u = 1 , élément de 

N, on voit que est une constante sur W. 

b) Soit D une dérivation de L. Comme L* est l'idéal dérivé de L , il ré­

sulte de (lO-l) que si X £ L* , alors DX £ L*. La restriction à L* d'une dériva­

tion D de L est donc une dérivation D* de L*. Inversement soit D* une dé­

rivation de L^ ; si Y (E, L introduisons Y*€L L* tel que Y|JJ = Y^J ̂  sur un 

domaine U de W et posons D^ly = D*Y*|^ . D'après le caractère local de D* f 

on définit ainsi une dérivation D unique de L dont la restriction à L* coïncide 

avec . On obtient 

Proposition 2 - L'espace des dérivations de L* est l'esoace des restrictions à L*~  

des dérivations de L . Il est isomorphe a l'espace des dérivations de L • 

c) Nous allons établir 

Proposition 3 - Toute dérivation ^ ^ de est un opérateur local. 

Soit U un domaine contractile. Si u C est à support dans U , on peu 

trouver 2n couples (v(i)> d'éléments de à supports dans U tels que 

u = 1 • Il vient : 

( 1 0_ 2 ) v i & %) y ' j + K - ) , \ j 

On en déduit S($^u) C U . 
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Soit u C Nj : il existe <f £ P , à support S (y ) = K , telle que u y= d <f . 

Introduisons un recouvrement fini Ĵ U ĵ par des domaines contractiles dfun voisi­

nage ouvert de K et soit [^"j u n e partition de l'unité subordonnée. Posons 

^0 = • uvV^ = d , où u v ^ N x et S(u^)cU v . On a 

et par suite S(-Ô x u) C U u # Ainsi s C6 1 u) CS( y). 

Soit V un domaine contractile tel que u = 0 ; on a d yjy = d ( y ^ ) = 0 

et il existe sur V une (2n - 2)-forme a y telle que y j y = doy . Donnons-nous 

une (2n-2)-forme |3 de W à, support compact telle que |3 |y = a y. et substituons 

à y la forme = Y ~dP ' o n a = 0 • C o m m e S ^ l u ) c s ( V) > 1 1 v i e n t 

-2) ̂  u ^ = 0 • Ainsi *b i e s t u n opérateur local. 

d) Soit une dérivation de N . Si u £ N^ est a supoort dans un domaine 

contractile U , il vient d'aorès le lemme orincipal et (lO-l) : 

et u £ • Ainsi la restriction à N̂  d'une dérivation de N est une 

dérivation de N̂  e 

Inversement soit ¿35̂  une dérivation de N̂  ; si u 6. N introduisons Uj éL 

telle aue u ^ = ui | y P° u r un domaine U et posons ¿0 u | ^ = ̂  Uj | ̂  . D'après 

le caractère local de , on définit ainsi une dérivation ¿3 de N de caractère 

local dont la restriction à N̂  coïncide avec Cette dérivation locale est 

unique. 

Proposition 4 - L'espace des dérivations de est 1'espace des restrictions à 

iil des dérivations de N . Il est isomorphe à l'espace des dérivations locales 

de N_ . 

11 - Détermination des dérivations locales de N. 

Le lemme suivant s'obtient par un calcul direct. 

Lemme - Si 3) est une dérivation de N , on a oour tout u, v C N : 



II - 14 

Cela oosé, soit *£> une dérivation locale de M oour laquelle nous Dosons 

& 1 = K • Soit u un élément de N et x un peint où ( d u) x ̂  0 . On oeut 

trouver une carte canonique (xa, x a) de domaine U contenant x et telle que 

x l|u = ulu # P o u r v = x° o u v = x a (â / l), on a [u, vj = 0 , u 2, vj u = 0 . 

Pour v = x 1 , on a £u, v] u = 1 , j^u2, v] y = 2ujy . On déduit de (ll-l) appliquée 

a Z 
a v = x , x que sur U : 

Ainsi j^d(^u2 - 2û )u + Ku2)J x = 0 . Si A est l'ouvert défini par les points de 

W où du 4 0 , on a sur A : 

(11-2) 

Si CA possède des points intérieurs y , il existe un voisinage ouvert V de y 

tel que duĵ .= 0 , du2^y = 0 , donc d"^ u |y. = 0 , d^)u2jy. = 0 • On voit que 

(11—2) est satisfaite sur W connexe et eue par suite : 

et étant de caractère local, en substituant à u une fonction u1 £ N qui coïn­

cide avec u sur un ouvert et qui est nu le sur un autre ouvert, on a C = 0 . 

Pour tout u, v £ N , il vient par polarité : 

£b - K définit donc un champ de vecteurs X de W et si S£ (x) est la dérivation 

de Lie correspondante, on a + K . Cela oosé, on voit aisément que pour 

que (x) + K soit une dérivation, il faut et il suffit que ^ (x) (\ = K A » c'est-

à dire ^(x)F = - K F • Ainsi X est une t. i. conforme symplectioue 

Proposition - L'algèbre de Lie des dérivations locales de N est isomorphe à l'algè-

bre de Lie L des transformations infinitésimales conformes symolectiques de  

(w, F) D(fcfc 11isomorphisme défini de la manière suivante : si X 6 L , on a  

^£(x) F + KXF = 0 et X donne la dérivation 

<2>x r U) * K < 
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D'après la proposition 4 du ^ 10 , ftous avons ainsi déterminé les dérivations 

de Nj_ . 

12 - détermination des dérivations de L"*", L et L • 

a) Soit 45 une dérivation de N . A oartir de , on définit par CÙ u = ¿0 u 

une dérivation ^ de N/R telle que 

Soit JE une dérivation de N/R. Cherchons une application linéaire 45 ̂  : N -̂̂ N^ 

telle que d£>^ û  = cU$u^ pour tout û  £ . Une telle application est nécessai-r 

rement unique, car JÔ = C n'appartient à que pour C = 0 ; d'autre part 

¿6 étant une dérivation, on a ju j > - , v^ - v^ = C]L ; 

le pemier nombre appartenant a N p on a Ĉ  = 0 et est nécessairement une 

dérivation de . 

Soit U un domaine oontractile Si u € est à support dans U, on pose 

par définition 

Ainsi u € M2 , sC^j u) C U et d ^ u = d ¿6 u . 

Soit u £. . Avec le même recouvrement qu'au 510c , posons 

où les u^ sont définis comme ci-dessus ; ̂ >^ u £ N1 et d ^ u = ld^>u^ = 

d 2)u . 

b) La dérivation ^ de ainsi construite est la restriction à d'une 

dérivation locale <i£̂ rftN . Si u £ N , introduisons u 1 £ telle que u j \ y ~ u|y 

sur un domaine U . On a 

d'aorès le caractère local de Ainsi u et *0 est telle oue 

ô T • La dérivation locale de N jouissant de cette propriété est unique. 

Ainsi,d'après la proposition du % 11, toute dérivation de N/R est donnée par 

-¿6 = <i£ (x) + Ky , où X £ L° . On en déduit immédiatement d'après la proposition 
À A 

2 du §10 

Théorème - Toute dérivation de L*(resp. L) est une transformation infinitésimale 
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c 1 c coreóme symolectioue Y—> \ X, Y \ , où X g L 

c) 5i F est exacte, on a [L° , L c]= L . On en déduit aue la restriction 

C C c 
a L c'une dérivation D de L est une dérivation D = o£ (x) (avec X C L ) 

c 

de L • On peut en déduire que D est un? -.K'rivo tion intérieure. Ainsi dans 

to u s 1 e s c a s 
ç 

Théorème - Toute dérivation de l'algèbre de Lie L est intérieure. 
c + 

13 - Cohomoloqie de L , L, L 

Pour la cohomologie de l'algèbre de Lie L à valeurs dans L, au sens de 

Chevalley-Eilenberg, l'espace des 1-cochaines fermées coïncide avec celui des 

dérivations, celui des 1-coc >ain-~s -exactes avec celui des dérivations intérieures. 

Des résultats précédents on déduit 

l e 1 
Théorème - L'espace de cohomologie H (L ) est nul. L'espace de cohomologie H (L) 
est isomorphe à L C/L , l'espace de c homologie H^(L*) à LC/L* . 5i F n'est pas 

1 1 4t 

exacte (en particulier si W est conpacte) dim H (L) = 0 , dim H (L ) = b^(w). Si 

F est exacte, on a dim H*(L) = 1 , dim H*(L*) = b^(w) -f- 1 , où b-̂ (w) est le pre­ 

mier nombre de Betti pour 1'homologie à supports compacts• 

14 - Dérivations de N . 

La situation est différente selon que W est compacte ou non. 

a) En introduisant un recouvrement de Palais identique à celui du § 6 , on 

démontre par un raisonnement analogue à celui du § 10, c concernant que toute 

dérivation (25 de N est locale dans le cas non compact. 

Théorème - Si W est non compacte, toute dérivation de M est locale et est donnée 
c 1 

oar (x) + , où X £ L . L'espace de cohomologie H (n) est isomorphe à 

L°/L* et à même dimension que H*(L*) 

b) Dans le cas compact tout élément u de N admet la décomposition unique 

où V est le volume de W et où û  est élément de . 

On déduit des résultats précédents 

Thécrème - Si W est compacte. toute dérivation de N est donnée par ; 
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où X L et g)jg R • On a dim Н1(м) = b^w) +1 

On notera que M admet dans ce cas des dérivations non locales. 
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