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ALGEBRES DE LIE D'AUTOMORPHISMES INFINITESIMAUX SYMPLECTIQUES

André LICHNEROWICZ

En 1909, Elie Cartan [ledéterminait ce qu'il nommait les"groupes infinis tran-
sitifs simples". Les algebres de Lie correspondantes ont récemment fait 1'objet de
travaux concernant soit leur cohomologie (Gelfand et Fuks, Arnold, Rozenberg) dans
le cas des variétés compactes, soit leur structure et leurs dérivations (Avez,

Lichnerowicz, Takens) dans le cas général. Les quatre algébres de Lie infinies

classiques sont les suivantes.
e s

1°) algébre de Lie des champs de vecteurs d'une variété différentiable W .

2°) algebre de Lie des automorvhismes infinitésimaux d'une structure unimodu-
laire (W, D), ol v est une forme éldment de volume

3°) algdbre de Lie des automorohismes infinitésimaux d'une structure symplec-
tigue (N, F)

4°) algébre de Lie des automorphismes infinitédsimaux d'une structure de contact.

En ce qui concerne les dérivations, los vésultats sont les suivants : dans les
cas 1 (Takens [2j ) et 4 (Lichnerowicz'[3] ) les dérivations sont toutes intérieures
Cans 1es cas 2 (Lichnerowicz {4] ) et 3 (Avez et Lichnerowicz [5] ), les dérivations
sont données par les crochets par las champns de vectazurs ouil reoroduisent Y (resp. F)
a un facteur constant preés.

J'étudierai ici le cas des struc .ures svmnlectigues qul est le plus riche et
le plus intéressant du point de vue des apolications a la physique mathématique. A
partir de ce que je nomme des lemmes principaux différents, les résultats concernant

les iddaux sont semblables oour les cuatrs azlodhres envisagées.

I - Structure svmplectigue

1 - Notion de variété symplectique

a) Soit W une variété différentiable connexe, paracompacte, de dimension 2n ;
TW (resp. T® W) est le fibré tangent (resp cotangent). Tous les éléments introduits

sont supposés C®°, Une siructure symplectique est définie sur W par une 2-forme F

’ n .
fermée telle que F soit partout % 0.

Nous notons gxl} (i, tout indice latin = 1,..., 2n) une carte locale de W de
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. . . a G
domaine U . On sait que W admet des atlas de cartes canoniaues ix ,y X }

(¢ = 1,00, 03 6 =u +n) telles que :

(1-1) F‘u z g dxdn dlz

. Id ’ . by I n
La variété symnlecticgue (N, F) edmet 1'élement de volume v = F /n! . On note N
1'esvace des fonctions C > (W ; R) , N0 le sous-espace de N défini par les fonc-
tions a sunports compacts)N1 le sous-espace de No défini par les fonctions u

vérifiant :
un =20
(1-2) Jw Y

b) Soit n : TW — T*W 1'isomorphisme de fibrés défini var X —> -i(X) F ,
ol i( ) désigne le produit intérieur. Cet.isomornhisme s'étend naturellement
aux fibrés tenscriels. Nous notons N 1'onérateur sur les formes défini par
i(u-l (F)),<* 1'adjonc*ion symolectique sur les formes (a-—%>* « = i(u-l(c)) ) )

et & l'opérateur de codifférentiation symplecticue défini sur une p-forme par

-1
§ = (—l)p » dx , On vérifie que pour tou%e l-forme g :

(1-3) ./\0“6:5?

c) Sur (W, F) il existe des structures nresque kihleriennes (w, F, g), ou g

4 I d ‘ : .
est une métrigue riemannienne ; (W, F, g) est une variété oresque kibhlerlenne si1
-1 : . .
n (g) cofncide avec le tenseur contravariant inverse de g. La 2-forme ferméde

- P

F est aussi cofermée pour le métrique g : si Sg est la codifférentiation métrique :

—

(1-4) . gg F: 0

Le second membre de (1-3) est en fait une divergence métrique : 8‘§==— Sg C E ’
ot C est l'opérateur de structure complexe s.r les l-formes défini par la struc-

ture presque kZhlerienne. Par suite si % est a suoport compact :
(1-5) f Nd€ n=o0
v

2 - Transformations infinitésimales symplectiques

a) Soit X, Y deux champs de vecteurs arbitraires. Si £ (X) est l'opéra-
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teur de dérivation de Lie :
(2-1) j(X)F:O“(X)F:_dr,‘X)

On montre que :

(22)  p(XV])= dA(ra) A gD - CO L) F+0() LOF

Une transformation infinitésimale (t.i;) symplectique est définie par un vecteur X

tel que £ (X) F =0, c'est-a-dire tel oue la l-forme u(X) soit fermée. On note

L 1'algébre de Lie des t.i. sympnlectiques. Pour X, Y €L

(2-3) I By = dA (k&) Ap())

Soit L% 1'image par u de 1l'espace des l-formes exactes. Dtaprés (2-3)

L tlcL™ si x&L, YeL* (avec u(Y) =dv, v EN)
(2-4) Meoyndv)= Lpow = A dwp®)

b) Soit Lo le sous-espace de L défini par les vecteurs X 2a suooorts
' fes -1
compacts ; L? est le sous espnace de Lo défini par les vecteurs X = u (du) ’

ot u€N L; est le sous-espace de L: corresoondant aux fonctions u € Nl'

o ’

Des relations ci-dessus il résulte :

Proposition 1 - 1°) L*¥ est un idéal de L tel que L/L* soit abélien

2°) On a [L, LO] C L§ . _En rarticulier L _ et L:' sont des idéaux de L et LOZLz

est abélien

3°)ona [L, Lg1 C L, s, LL”™, Loj C L1 . _En particulier L, est un idéal de L.

c) Soit Hl(W, R)(resp. Hi(w i R) le oremier esvace de cohomologie de W &
supports fermés (resp. compacts) ; bl(w) et b?(w) sont les dimensions correspon-
dantes ; bl(W) est le premier nombre de Betti pour 1'homologie a supboorts compacts:
et bi(W) le premier nombre de Betti pour 1'homologie & supports non restreints.

Il résulte des théorémes de G. de Rham :

Proposition 2 - 19) L'espace L/L* est isomorphe 3 1'espace de cohomologie Hl(wiB)

et dim L/L* =bl(W)

2°) L'espace LOZL; est isomorphe & l'espace de cohomologie Hé(w-R et
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: % _ 4.0
dim LOZ}O = bl_iﬂ)

3 ~ Parenthdses de Poisson

a) Soit N/R l'espace cdes classes de fonction de N modulec les constantes addi-
tives ; nous notons M: u € N »%73.6 N/R l'application canonique de N sur N/R.
Si u €N, sa différentielle du ne dépend cue de la classe u de u ; nous la
notons éventuel!lement du . A chacue X € L* correspond une l-forme exacte
u(X) = du = du , donc une classe U et inversement. Cet isomorphisme de L*
sur N/R induit sur N/R une structure d'algdbre de Lie définie de la maniére

suivante : si u, v € N/R, il résulte de (2-3) que
(3-1) nw = /\(alE Mh;)

définit une classe W qui est le crochet de U et v.
A la fonction (3-1) on donne le nom de parenthése de Poisson, par raoport 3 la
structure symolectique de u et V , ou de deux représentants u et v dans N.

On note cette parenthése {G, Q} ou {u, y}, Ainsi
G (w22 Ndundv)z Ndi A d5)= A dudv)

b) On montre que la parenthdése de Poisson définit sur l'espace N une struc-

ture d'alagdbre de Lie. Il résulte de (3-2) et (1-5) que {N, No}(‘,Nl ; ainsi

No et Nl sont des idéaux de N.

Si_ W est non compacte, 3 chaque élément X de L: correspondant par p(X) = du

une fonction unique u de N_ . Ainsi L: est isomorphe 2 No et L, a Nl'

Si W est compacte, L =L, Lg = L¥ pour X €L*, u(X) = du @k 12 classe T
contient un élément et un seul u de Nl . Ainsi L1 = L§ = L* et L est isomorphe
a Nl‘
Dans ies deux cas, si X € L: nous 0osons u = c(X), oU o est l'isomorphisme
¢ 13 : »*
L0 ~e>No dans le cas non compact et l'isomorohisme Lo —-—‘.>Nl dans le cas compact
c) Cela pvosé, si X, YE L; (avec u = o(X), v = c(YZ)on peut définir sur Lo

une structure d'espace préhilbertien a partir du produit scalaire



I -5

(2-3) CX\Y> = fwu’vb

Si 2z €L et u(z) = g , ON a

21,y > + X RS :JA({{AA«MH (YAdv)u)g:-fw/\d(wr).D
ot la l-forme uv y est a support compact. Ainsi

(3-4) <[Z/X] l\/> + <Y) ?I\I] > =0

Le »oroduit scalaire <« X, Y >, défini sur 1'idéal L; de L est invarient par

l'ac .ion e ad(L).

4 - Algébre de Lie zdmettant un produit scalzire invariant

a) Soit A une algébre de Lie arbitraire (de dimension finie ou infinie) sur le
coros des réels ; A est dite semi-simple si elle n'admet aucurn idéal anélien £ SO} H
elle est dite réductive si elle est somme directe de son centre C et d'un idéal
semi-simple. Nous considércns ici des algébres A admettant un produit scalaire
invariant par ad(A). On £tablit aisément

Lemme ~ Soit A une algébre de Lie admettant ur nroduit scalaire invariant.

l°) Si I est un idéal de A, son centre est contenu dans le centre C de A

2°) En particulier tout idéal abélien de A est contenu dans C ; A est semi-

simple si et seulement si C = 0

On en déduit

Théordme 1 - Soit A wune algébre de Lie admettant un nroduit scalaire invariant

1)

1°) L'algébre dérivée A est semi-simole ; 1l'alcdbre quotient A/C est semi-simole

2°) Si A est nilpotente ou rdsoluble, elle est abélienne.

A(1)

En effet soit [ le centre de ; d'aprés le lemme T C C et si X, X'€ A,

Qe , ona [C, X\ = O et d'sords l'invarisnce du produit scalaire :

<1, e v a1 e]> =0
(1)

Le second terme étant nul, c’est orthogonal a A donc & lui-méme et ¢ =0 .
ainsi | =0 ; A(l) admettant un oroduit scalaire invariant induit par celui défi-

ni sur A, il résulte du lemme aque A(l) est semi-simple. Un raisonnement analogue
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est valable vour A/C. 51 A est somme directe de C et d'un iddal,celui-ci est

semi-simnle et A est rdéductive.

~ s

51 A est nilootente, soiz A(o) l2 oremier terme nul de la sdrie centrale

descerdante. Pour p >1l, on a nour X, Y{ A, Z & A(p-l) .
xvyz> +< Y, ME> -0,

o PRy, 1. i A, S 3 e =(;
Le second terme est nulj; A( est orthogonal 3a A(l) donc a lui-m8me et A(p—l) G

p—

ot

1)
Ainsi A(l) =0 et A est abélienne. Raisonnement analogue si A est rédsoluble,

Thécré-e 2 - Soit A une algébre de Lie admet-an* un orodui* scalaire invariant

Si C est de dimension finie, A est rdéductive.

Si C est de divension finie, c'est un scus-esvace complet de 1'espace préhilbertien
A . Il existe un orthocorwlément 2 de € dans A, aui est invariant par ad(A) ;
B est donc un idéal et A est réductive.

h) Il rtésulte de notre dtude que *oute sous-algdbre A de LZ admet un orecduit
scaleire invariant oar ad(A). Les deux théordmes précédents son* donc valables oour

de telles algébres. En particulier toute sous-algébre de dimension fini= de Qg

est réductive

IT - Idéaux de L .

5 -~ Lemme o»rincipal

a) Le lemme suivant qui est une générelisation d'un résultat de Calabi |9
est un instrument imodortant pour la suite
Lemme pr ncival - Soit U, U' deux domaines centractiles de W, avec U* C U .

(1)

i
Donnons-nous 2n fonctions w 3 Nl , 2 suoovorts Svh; ))<; U, telles que les

i

i : 7 z
= w( )\U' définissent une carte locale de domaine U'. Si u est un élément

de N, tel aue S(u) C U' , il existe 2n fonctions V(i) € N, , 3 supoorts

————

S(V(i))C_U, telles que l'on ait :
Y

we T {1y, W

D'anrds (1-2), il existe une l-forme g a2 suonort compact S(g Y C Ut telle

(5-1)

que u = é\f . Introduisons une structure p-esgue k8hlerienne subordonnée a la
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structure sympnlecticue et dont y est l'ovérateur de dérivaticn covariante. Pour

les coordonndes locales {xi} choisies sur U', on a :
U= V()(F“ E")

En vposant V(i) = ‘gi , on vérifie que
- £,

ol V(i) € N, est a support S(V<i)) c U' . Soit K C U un compact tel que
S(w(i)) CK, h C.NO 3 supoort S(h) Z U-K et d'intégrale non nulle. En substi-
tuant aux V(i) les fonctions V(i) = ;}i) - Cih » On a oour un choix convenable des
constantes ¢, V<i) E.Nl et S(V{i)) C U . Le considération des supnorts donne
(5-1)

b) Si W est non compacte son 2ng groupe de cohomologie réelle & supports non
restreints est trivial. S3i u €N, il existe sur W wune (2n—l)-forme Y telle que
unh=d Y.

W étant compacte ou non , soit P 1'esnace des (2n—l)—formes de W 2 suoports

comoacts. Si u G-Nl , 11 existe Y €P tellecgue unh=4dY . Si

-1
X = pn  (du) €L ,ona:

) e Swe Sy

Si Xe€L,,YeL,ona p(LX, Y1) =0dw avec
- ,\(AU. A }‘(Y))
et w est associde 3 la forme ¥ = - % (u p(Y)) . En particulier

(5-2) C) = Sw)n Sd)

6 - Idéaux dérivés

a) Etudions les idéaux dérivés de L, L* . Nous nous plagons dans le cas non
compact, mais les rdsultats sont encore valables dans le cas compact.

Introduisons un recouvrement {}JQ}‘QG'T de W par des domaines contractiles
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vérifiant la condition suivante (Palais) : il existe une partition de I en une

i

collection finie de sous-ensembles Iu(u 1ious, 2 ) telle gue, pour chague u ,
les domaines pour lesguels VE Iu soient deux a deux disjoints. Si X € L*,

ona u(x) =du, u h=dV¥ . Soit %%joﬂ} une partition différentiable de
1'unité subordonnée au recouvrement et posons LU = =T u =d .
P n elrQ’wu pWoeuh =4,
Pour u fixé, considérons les domaines { Uv *QéT‘L deux a deux disjoints. En
aooliquant a3 u
- (1) (1)
\ 1 1 s . i
theses de 2n couples (V'(i)’ w ) d'éléments de N y OU S(V(i), s{w ! )C:L&u U

uv le lemme principal, on voit cue uu est la somme des paren-

Y

-1 ,
: = du ; e e : <. ' 2 éﬁ *
Si X, =y ( u) , On a Xu C:[L , L_] et X  somme finie d'éléments de | L7,
appartient & ‘:L*} L*} . On en déduit :

Proposition - Lés algdbres L et L™ admettent L™ pour idéal dérivé.

b) On 2ta"lit de maniére analogue ern raisonnant sur Ll '

Prooosition - Les algébres L: et Ll admetent Ll pour idéal dérivé. De plus

Ly L, L] =[5, 0] =L L] = g LT = L]

7 - Fernés de nullité et idéaux canonigues correspondants.

a) Soit ¥ un sdus—espace vectoriel de L . Le fermé de nullité n(M) de M

est l'ensemble fermé f des points x de W tels que X(x) = O pour tout XEM ;
Cf est l'ouvert complémentaire. Ll'espace M est transitif en X, € Cf si les
valeurs en X, de M engendrent l'espace tangent en Xy 3 M est transitif sur
un ouvert de Cf s'il est transitif en chague point de l'ouvert ; Ll (et L: R Lo R
L*, L) sont transitifs sur W .

Etant donné un fermé f de W , considérons l'espace Ic(f) des vecteurs
X €,Ll tels que X = u_l(-d‘6¥ YY), o Y eP est i support S(Y) CCf . Draprés
(5=2), Ic(f) est un idéal de L admettant f corme fermé de nullité : Ic(f) est
dit 1'idéal canonique associé 3 f . Pour f =@, on a Ic(f) =1,.

b) On a le lemme suivant -

Lemme - Soit M {:avec n(Mlﬁ: f] un sous—espace de L invariant par Ic(f). Le

sous-espace [ML_ICQE)] _invariant par Ic(f) est transitif sur Cf et admet f

comne ferrté de nullité.
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En effet si % €Cf , il existe XEM tel que X(xo) £0. s1 v Ic(f)(Y)=dv,
v==-6§ »Y, on a u\[X Y1) = dw, ob w=1(X) dv . Soit UC Cf un domaine
contractile contenant X, et sur lequel X ne s'annule pas. On peut choisir
v € Nl , avec S(v) Cc U, tel que Z ==[ X,'Y] prenne en X une valeur vectorielle

arbitrairement donnée. On note que comme S(v) C U, ona S{w) CU

Théordme - Soit MUlavec n(M) = £J un sous-espace de invariant par Ic(f). On a :
L¢)cM M Td)] = % c!)

En particulier M £ EO} ne peut &tre de dimension finie

Il suffit d'établir [ M, I (f)] f) Choisissons en x € Cf une base
(Z(i)) de l'espace tangent. D'apris le lemme précédent, il existe 2n éléments

Z( ) (u(Z( )) (i)) de [ M, Ic(f)] prenant en X5 les vzleurs <Z(i))o et

( )) C K, oo K est un compact QU . Il existe alors un domaine
i (i)l
U’

contractile U' (avec x, € U , U' C U) tel cue les x =w

tels que les S(w
définissant
une carte de domaine U' .

Si u € Ny est tel que s(u) cU'", il existe, d'aprés le lemme orincipal,

2n fonctions Vi) € N, » avec S(V( )) C U, telles cue

w= 3 P, "] i £ Z[ vy, 2]

Comme S(v(i))C,U , i1 existe une (2n-1)-forme \P(i) associde 3 V(i) vérifiant
-1 . . -1 ¥
(Y (1)) cu et wHavg)) e 1(6). ainsi w7 (aw) el 1.(6)]
Soit maintenant X € ’Ic(f) $ ona X = y:;_l(—dS*“\’) , S{¥)cCcf . En intro-
duisant un recouvrement fini convenable d'un voisinage ouvert de S(‘V) s on déduit

du résultat précédent que X éf[M, Ic(f)] . Ainsi Ic(f) étant un idéal de L :

Ld)e M Td)]c T.d)

ce qui démontre le théordme.

8 - Iddaux et idéaux canoniques - Semi-simplicité.

a) Soit A une sous-algébre de L contenant L, . En prenant pour M un

idéal I de A, on déduit du théorime précédent

Corollaire 1 - Si I [avec n(I) = f | est un idéal de A.
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Ldel [I.Tc&{)]:l—c&)

. . § . . : -
En particulier I # LO} n'est jamais de dimension finie

On voit aisément que des résultats semilables sont valables sur un idéal J

d'un idéal I de A . En particulier si Jr(avec n(J) = f') est zbélien, on a

b, = T4 = o)

Ainsi f' =W et J =10}

Ic(f')(J et

Coro.laire 2 - Tout idéal I d'une sous-algébre A de L contenant Ll est

semi-simple. En particulier L, L*, L L_Lg, L, _et tous leurs idéaux sont semi-simples

(o]

b) S0it Z(I) 1le centralisateur dans A d'un idéal I de A. L'idéal

Z(I)NI de A est abélien et par suite :
(8-1) ZT)n I={o]

On 4tablit aisdmert, 3 oartir du lemme précédent, cue 2Z{I) cofncide avec l'ensemble
des éléments de A qui s'annulent en tout point de Cf. On en déduit :

Théoréme - Un idéal I non trivial de A n'admet jamais un idéal supplémentaire

dans A
Si I admet un idéal supplémentaire, il résulte de (8-1) oue celui-ci cofn-

cide nécessairement avec Z(I) et l'on a :

lL,cA=1® 20

—

Comme chaque élément de A est alors nul sur f(YE? ,ona fOCf = ¢ . Il résulte
de la connexité de W qu'owu bien f = B et z(1) = {0} sy I = A, ou bien Cf = ¢ ’

f =W etI_ @O} .

IIT - CERIVATIONS.

9 - Transformations infinitésimales conformes symolectiques

a) X définit une t.i. conforme symplectiaque si z (X)F =aF. Pour n>1,
c
a est nécessairement une constante. Nous notons L et appelons (oar abus de

langage pour n = 1) algdbre des t. i. conformes symplectiques, 1'algdébre de Lie
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des champs de vecteurs X <els qu'il existe une constante KX pour laquelle
(9-1) :f(X)F t Ky Fzo
Pour X € L s, YEL, 2.9 srécrit

(9-2) P([X;ﬂ) = dA G‘Q“A jn) + Ky ¥()

u{Y) étant fermée, u([-X, Y1) est fermée e [X, YleL . Il résulte de (9-2)

N < iz c
que les algdébres L, Lfl_Lo,_L:,_L sont des idéaux de L .

1
b) Si X € LS, (9-1) s'écrit :

KX F- A}((X)

Si F n'est pas exacte (en particulier si W est compacte) KX = 0 pour tout

. c c
X €L et L cofncide avec L

X
o}

. c N . . .
somme directe L = L.()(So , ou C est le sous-espace de dimension 1 engendré par

Si F est exacte, deu(xo) ot erLC avec K. =1 . L'espace L° est la

o
. . . c
XO . En particulisr dim. L /L =1

, ., . . . ,C c .
De cette décomposition, il résulte L_L s L JC:L. D'autre part de (9—2) appli-
qué a XO et & un €lément arbitraire Y de L , il résulte, compte tenu de L* 4:L,L]

que v € [1°, 1] . Atnsi

s c . s
Proposition. Si F est exacte, l'algebre L~ admet L oour idéal dérivé.

10 - Caractére local des dérivations de L, L et Ny .
a) Au cours de cette section, nous nous pr-posons de déterminer les dérivations

des différentes algdbres de Lie introduites. Une dérivation de l'algebre de Lie L

est une application linéaire
i) L —>L telle que pour tout Y, Z€< L

(10-1) DI‘_},Z] = (D Y, 7] + X\/) DZ]

M8mes définitions pour une dérivation D¥ de L* , D de :C,QB de N/R ,@1 de N

1

Si D est une dérivation de L, soit U un ouvert de W tel que, pour YEL,
on ait Y‘U =0; si x €U, on peut trouver 2 € L: 3 support S(z) c U » tel que

Z(x) soit un vecteur arbitrairement donnéd en x . On a 5:Y, Z:l= 0 , donc
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D [Y, Zt&= 0 ; d'autre part [Y, DZ] U= 0 , donc d'apres (10-1) [DY, Z] U= 0

soit | DY, z] =0 . Ainsi
dA(EONA E®)zo N fje 094 @)= (= omt.

Le oremier i1embre étant 3 intégrale nulle, on a C = O ; par suite (D Y){x) =0

*
donc DY\U = 0 . Le méme raisonnement s'applicue a L

Proposition 1 - Toute dérivation de L (resp. L* ) est un opérateur local.

Pour des dérivations de N , N/R ou Nl , on établit de m&me que pour ué N,

G € N/R, u; € Ny

S(ddu) ¢ Sdwy Sddi)c sdiy , Sddyw)c Sduy)

ce cui n'établit pas le caracteére local de ces dérivations. Nous verrons d'ailleurs
que N peut admettre des dérivations non locales. En orenant u =1, élément de
N, on voit que-jjl est une constante sur W.

b) Soit D wune dérivation de L. Comme L* est 1'idéal dérivé de L , il ré-
sulte de (10-1) que si X € L* , alors DX € L*. La res*riction 3 L™ d'une dériva-
tion D de L est donc une dérivation D* de L*. Inversement soit D* une dé-
rivation de L*; si Y €L introduisons Y¥€& L* tel que Y|U = Y*‘U sur un
domaine U de W et posons DYlU = D*Y*\U . D'aprés le caractére local de D*,
on définit ainsi une dérivation D unique de L dont la r-striction & L¥* cofncide

avec D, On obtient

Prooosition 2 - L'espace des dérivations de L™ est 1'esoace des restrictions & L*

des dérivations de L . Il est isomorphe & l'espace des dérivations de L .

c) Nous allons établir

Proposition 3 - Toute dérivation ;5 } —de N, est un ovérateur local.

Soit U wun domaine contractile. Si u € N1 est 3 supvort dans U , on peu

i ’ b Y
trouver 2n couples (V(i)y w( )) d'éléments de N1 a sunports dans U tels que

U =.§ V(i), W(i)} . Il vient :
o D S, 4 Sy 3,00

On en déduit s(@lu)c U .
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Soit u € Ny @ il existe Y € P, a support S(\)) =K, telle que uy=d\Yy.
Introduisons un recouvrement fini ng} par des domaines contractiles d'un voisi-
nage ouvert de K et soit {%1)} une partition de 1'unité subordonnée. Posons

YQ=\f\)Y,uv\7=d\YQ,oh uv€N1 et S(UQ)CU\) . On a

@1u:23¢uy

et par suite S(.bl u) C Y U, - Ainsi S b 1 u)cs(y).

Soit V un domaine contractile tel que u LT =03 ona d Wwvr—-d(“(&7)

et il existe sur V une (2n - 2) forme @ of telle que Y

V= . Donnons=-nous
une (2n-2)-forme R de W a support compact telle gue B\‘f = a‘r et substituons
a Y la forme \—1) =Y -dg ; on a _*-F‘,v. =0 . Comme S(-ZBl u) C,S(:j—’) , 11 vient
451 u\v. =0 . Ainsi :bl est un opérateur local.

d) Soit <15 une dérivation de N . Si u e,Nl est & support dans un domaine

contractile U , il vient d'aorés le lemme ovrincipal et (10—1) :
. g ‘)
@u-f{obfv(,),'w §+ {O)Qw(g

et D u € Nl . Ainsi la restriction 3 Nl d'une dérivation D de N est une
dérivation de Nl o

Inversement soit 351 une dérivation de Nl ; s1 u &N introduisons u, € N

1 1

- ; ) \ '
telle que U\U = ul\ y Ppour un domaine U et posons D u\ U 1 Y1 D'apres

U L
le caractére local de ) , on définit ainsi une dérivation D de N de caractére
1

local dont la restriction a N1 cofncide avec Q51 . Cette dérivation locale est
unique.

Proposition 4 - L'espace des dérivations de Nl est l'esvace des restrictions &

N, _des dérivations de N . Il est isomorphe & 1'esvace des dérivations locales

de N .,

11 - Détermination des dérivations locales de N.

Le lemme suivant s'obtient par un calcul direct,

Lemme - Si D est une dérivation de N, on a pour tout u, v €N :

(11-1) @{uiﬂ)ﬁz{ﬁuz-?u@u) 4}3 1 Qu.«@{u,'v; +2 @u.{u,v}
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Cela vosé, soit 5 une dérivation locale de N oour laguelle nous posons
éb 1 =K. Soit u un élément de N et x un pcint ou (du)x # 0 . On peut

i . . a G .
trouver une carte canonigue (x", x") de domaine U contenant x et telle que

1

1 p - -
X \U = U\U . Pour v = xa ou v x* (a # l), on a iu, V}U =0, {Au2, v} U= 0.

1 2 o
Pour v =x" , on a {u, v} U= 1 U, v, = 2u\U . On déduit de (11-1) appliquée

N G
a v=x , x que sur U

dy et gudu) = gk 0 [du’. udu)=0 o i #1

Ainsi Ld(é§u2 - 2u:5u + Kuz)] x = 0. Si A est l'ouvert défini par les points de

Wol du# O, on a sur A :
(11-2) d(Du'- 2w dusku')=o0

Si CA nposséde des points intérieurs y , il existe un voisinage ouvert V de vy
2 2
tel que du\ =0, du \ = 0, donc dth%r =0, ddu \ =0 . On voit que
vOr v T

(11-2) est satisfaite sur W connexe et cue nar suite :

Duldudu+ kuds € = womb.

) étant de caractdre local, en substituant & u une fonction u' € N qui coin-
cide avec u sur un ouvert et aqui est nu' le sur un autre ouvert, ona C = 0.

Pour tout u, v €N, il vient par nolarité :

(D-yuw) - w@-K)v - v@-KJu=o

D - K définit donc un champ de vecteurs X de W et si ¥ (x) est la dérivation
de Lie correspondante, on a Qﬁ:éﬁ()o + K . Cela posé, on voit aisément que pour
que L (X) + K soit une dérivation, il faut et il suffit que B (X)N =K A, c'est-
a dire ‘iﬂ(X)F =-KF . Ainsi X est une t. i. conforme symplecticue

Proposition -~ L'algébre de Lie des dérivations locales de N est isomorphe & l'algé~-

. c . s e st .
bre de Lie L des transformations infinitésimales conformes symnlectiques de

e s s . . . 1€
(W, F) pdﬂLﬁl'isomorphisme défini de la maniere suivante : si X€E€ L , on a

L(X) F+KJF =0 et X donne la dérivation

@x < 3(X) "Kx
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D'aprés la proposition 4 du % 10 , Rous avons ainsi déterminé les dérivations
de Nl .

, . . . . c
12 - Détermination des dérivations de L*, L et L~ .

_ -
a) Soit 2L une dérivation de N . A partir de ) , ondéfinit par & u =D u

une dérivation <D de N/R telle que Dot =T .
Soit A une dérivation de N/R. Cherchons une avplication linéaire "ﬁl : Nl—;Nl
telle que dﬁl u, = daéﬁl pour tout Uy € Nl . Une telle anplication est nécessai=

rement unique, car o@lul = C n'appartient a N1 gque pour C = 0 ; d'autre part

& étant une dérivation, on a &31 {ul ’ Vl} - {@1 Yy o Vl} - {Ul ,@1 Vll = C1 H
le pernier nombre appartenant a Nl s ON a Cl =0 et @l est nécessairement une
dérivation de Nl .

Soit U wun domaine contractile . Si wu eNl est & supvort dans U, on pose

nar définition
@4“:2{ “IJi;'-Vmg"E{@);gq—‘wg DT

Ainsi o@l u QNl , S(a@l u) C U et dQl u = déga .

Soit u €& Nl « Avec le m&me recouvrement qu'au §lOc , posons ﬂ lu = 2501 Uy,
ou les gbl u, sont définis comme ci-dessus ;@1 u €N1 et dzsl u = }_dﬁ{)a\).—_
a D3 .

b) La dérivation QDI de Nl ainsi construite est la restriction & N1 d'une

dérivation locale ad‘N . Si u €N, introduisons u

1 € N, telle aue ul\ U= U‘U

sur un domaeine U . On a

ddu| - ddyu - A9 i, - dd i,

d'aprés le caractére local de d-g . tinsi éf)—l_l =<,’EL: et D est telle cue

/\TOQB =,’5 oW . La dérivation locale de N jouissant de cette prooriété est unique.
Ainsi,d'aprés la proposition du é 11, toute dérivation de N/R est donnée par

-gx =:£(X) + KX , ou X € LC . On en déduit immédiatement d'aprés la vroovosition

2 du 8§10

Théoréme - Toute dérivation de L*(resp. L) est une transformation infinitésimale
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. - a1 c
conforne sympnlecticue Y—->'LXz Y|, ol X €L

o c c s s s
c) 5i F est exacte, on a [L sy L :k: L + On en déduit gue la restriction

N . Cc se . ; . o]
a L o'une dérivazion D de L est una dérivation D ::QE(X) (avec L€L )

Wb

de L . On peut en décuire gue = es3v urnc Lirive<ion intérieure. Ainsi dans

2
[t
-
NS
®

Théoreme - Toute dérivation de l'algébre L est interieure.

13 - Cohomologie de L, L, LW .

Pour 1a cohomclcgie de l'algébre de Lie L 3 wvaleurs dans L, au sens de
Chevalley-Eilenberg, l'espzce des l-cocraires fermées coincide avec celui des
dérivations, celul des l-cocain=s -xactes avec celul des dérivations intérieures.
Des résultats orécédents on déduit

o A o 1
Thécreme - L'espace =e cohomolegie H (L") est nul. L'espace de cohomologie H (L)

. N c . o . C .
est 1somorohe a L /L , l'espasce de ¢ homclogie H (L*) 4 L/L¥. 31 F n'astpas

1
exacte (en vart. culier si W est compacte) dim Hl(L) = (0, dim H (L*) = bl(W). Si

1 1
F est exacte, on a dim H (L)Hf 1, dim H (L®) = bl(w) + 1, oU bl(W) est le pre-

mier nombre de Betti pour l'homologie & suvnvnorts compacts.

14 - Sérivations de N .

La situation est différente selon que W est compacte ou non.

a) En introduisant un recouvrement de Palzis identique & celui du § 6 , on
démontre par un raisonnement analogue & celui du § 10, ¢ concernant &Dl gue toute
dérivation @ de N est locale dans le cas non compact.

Théordéme - Si W est non compacte, toute dérivation de N eést locale et est donnée

1 s
DaT &g(X) + KX , ou X € LC . L'espace de cohomologie H (N) est isomorohe a

1
LC/L¥ et 3 méme dimension que H (L%)

b) Dans le cas compact tout élément u de N admet la décomposition unique
-
W= l‘i + \[ . U U
W

ot V est le volume de W et oU u; est élément de Vl .

On déduit des résultats précédents

Thécréme — Si W est compacte, toute dérivation de N est donnde par :

Du=dOusViDLf wy  (uel)
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1
ot X L et D4 e R. OnadimH(N) =b (w) +1

On notera aque N admet dans ce cas des dérivations non locales.
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