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SOLUTIONS ASYMPTOTIQUES DES KQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES*
(une adaptation du Traité de V.P. Maslov)

par Jean LERAY

Introduction

V.P. Maglov [1] a publié en 1965 un Traité des solutions asymptotiques, qu'un
article de V.I. Arnold [2] a complété en 1967 ; J. lascoux vient de les tradui-
re [3].

Une solution asymptotique d'une équation se calcule par intégrations le long
d'une famille de bicaractéristiques de cette équation (cf. Birkhoff, méthode
BKW, lax, Ludvig) ; elle a une singularité sur l'enveloppe de ces bicaractéris-
tiques (par exemple, eh optique, sur les caustiques) § Maslov énonce une régle
générale pour la prolonger au-deld de cette singularité ; cette regle de Maslov
emploie un indice, dont Arnold explicite la définition en termes de topologie

algébrique 3 mais il reste & justifier cette régle.

Les opérateurs pseudo-différentiels, que nous introduisons au § 1, n® 5, per-
mettent une telle justification § nous l'esquissons ici (voir ci-dessous § 2).
Nous 1'expliciterons ailleurs [4], ainsi que l'application de la théorie de

Maslov aux équations de Schrddinger et Dirac (voir ci-desscus § 3).

§ 1. Fonctions formelles sur RY .

1. CLASSES ASYMPTOTIQUES.~ Dans € , notons J 1la demi-droite imaginaire
I = il1, +e[ .

Soit H(X) 1'espace de Hilbert des fonctions de carré sommable X-C 3 soit

!

rues et bornées

o5 e

| 1a norme de H(X) . Soit €(X) 1le groupe additif des fonctions conti-
i

f:3-HX) .
L'éguivalence asymptotique
£ ~1
signifiera que, pour tout Ne¢R
-N _
15, (v) = 5, =0T, (ved) .

Ia classe asymptotique de f sera notée F(y) 3 1'ensemble de ces classes est
un groupe additif ().

*) A paraitre dans Convegno internazionale Metodi valutativi nelle figica-
matamatica j Accad. Naz. dei Lincei, Roma, 1972,
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Si g=0, HX)=C3 €X) est l'algtbre € des fonctions contimes et -
borndes f : F € 3 £(X) est une algdbre, notde A

Les classes asymptotiques des fonctions

v HIX £ (x,v)%, (x,v)alx | ol x = (% ,...,Xz) ot afx = dx Ave oA ax

v (fl s%) = fX f, (Xv\))fg (X,\)j dzx ’

v = [lE(V)]]

ne dépendent que des classes de £, , £, , £ ot gont notdes :

J 5 Ge)g, (ev)atx = [ 5 O0F (e ¢ A,
~ . . ~
(£ .5) = EO)LE W) £,

Fo) e £ .

Ltopérateur j' eee alx est normé intégrale asymptotique.

Soit P le dwal de X ; la waleurde x en p = (p ,...,pz) € P est notée

CPyX 2> =RXK +eoet pﬂxz

Avec Maslov, nous nomnons transforration de Fourier la bijection

7 :ex) - %(p)

définie, quand f(v) est & support compact, par
2/2
-y < >
(1.1) FE) () = (-2) [ VP r(v)alx g
X

on sait qu'elle est unitaire pour tout v

(1.2) NFEYO)| = IEM)| - (&8 .78 ) = (£ ,5,) ;
quand g(v) est & support compact, on a 3

-1 v 412 v<p,x> )
(1.3) F &) (xv) = (=) fP e P17 glp,v)ap 3

dans les forrmles (1.1) et (1.3), (--\))fz’/2 et \)f’/2 sont des nombres complexes
conjugués, d'arguments respectifs -wi/4 et TL/4 .

Puisqu'elle est unitaire, l'application ¥ induit une bijection unitaire

G:Ax) - £@) 3
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BEO)| = [FO)] € £, GE ()55 () = G (5 M) e A

On norme & transformation de Fourier agymptotigue.

2, FONCTIONS v-FORMELLES.-~ Supposons que f posgéde les propriétés suivantes :
Supp (£(v)) appartient & un compact de X indépendant de v 3 il existe des
fonctions indéfiniment différentiables

aer : X - C $jN : X - R

(jJ , Jfini 3§ O0=xr<N , r et N entiers)
telles que, pour tout N
N-1

) - 2 % B e ) -

O (v -N

-8

alorg, pour chque valeur de r , la fonction de v

VQjN
Y > ur(v) = T a.ye € H(X)
JeJ J
est définie sans anbiguité par la donnée de f et est donc indépendante de N j

nous choigirong des aer et ij indépendants de N , que nous noterons

. et 95§ nous désignerons la classe asymptotique u(v) de f par les
gynbcles, ou les I représentent des sommes formelles s
T

o u_(v) v@-
(2.1) uv) = ¢ rr , ol ur(v) = ¥ a., I

=0 v je3 9

CP ® Gsn
= z o (v)e , ou g.(v) = % -l; .
Jed J r=0 v

On prouve aisénent que tout symbole (2.1) représente une telle classe asynmptoti-
que, quand il existe un compact K de X tel que

(2.2)  (vr) Supp(u,(v)) c K 3

on nomme fonctions v-formelles sur X ces classes asymptotiques. Elles consti-
tuent une algébre A(X) , dont le produit est défini par

u%(v) u;(v) ur(v)

r
. L =3 = oh u_ = Y u
r =

voeu" .
T s T8

r T
v r Vv a=0

b
r oy
On nomme Supp(u) 1'intersection des K vérifiant (2.2). On mmnit Jﬁ(x) de
la topologie définie par le systénme fondamental de voisinages VNMKE de <:>

gque voicl :
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Ve

signifie que pour tout ved , tout r =N et tout n tel que ]m[ =M,

G%H%Eﬁ

Les fonctiong @j et leg fonctiong formelles aj(v) sont appelées phasges et

Supp(u_(v)) X

applitudes de u ; les aoplitudes étant donc les fonctions formelles de phases

milles. Ia donnée de u ne définit pas de facon unique ses phases et amplitu-

68(1).

Nogbreg v-formelg.- Quand 4 = din X = 0 , alors

u(y) est norné nombre v-formel ; 1l'algébre des nombres formels est notde A .

Une fonction formelle sur X est donc une application indéfininment différen-

tiable, & support compact :

u'X——>»7Z’

° 3

3. INTEGRALE ASYMPTOTIQUE.- Soit u(v) ¢ /£(X) 3 rappelons que

(3.1) fJ u(v)dzx ¢ J%J .

X
En général, ce résultat peut &tre précisé par "la néthode de la phase station-
naire", qui est une méthode classique de calcul de développenents asymptotiques.
Soit Kj 1tensenble des points cr1t1¢ues< ) de o appartenant & Supp(u).
Faigons 1lthypothése de non dégénéregcence :

(3.2) Aucun Kj ne contient de point critique dégénéré.

Alors on peut préciser (3.1) corme suit :

(1) BEn particulier si deux phases sont égales sur un domaine de X les deux
anplitudes correspondantes ne sont pas définies de fagon unique sur ce domaine.

(2) Un point critique de ¢ est un point anmulant ¢ = grd ¢ 3 il est dégé~
néré s'il annule aussi le hessien de o :

Hess ¢ = dbt @xhxkl
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=0

(3.3) (- §%<§ T; u(v)dzx € A H

o~

en outre IX oo @x est alors un opérateur local. En effet : il est lindaire:

si tous les Kj sont vides, f w(v)@®x = 0
X

si

® o
(3.4) u(v) = a/(\))e\)cp = X '-f e¥?
=0

i

a une seule phase ¢ , possédant un seul point critique y , alors
1
2 oy n
(-32)" T u(v)atx
X

a aussi une seule phase, qui est la wvaleur critigue o(y) 5 plus précisément

65) B T e s 7O

1'anplitude B ayant l'expression

ol

(3.6) 8(x,v) = [Hess ¢] Pr(a,@:x)[v Hess @]-r 3

s

0

Pr(a,@;x) est un polynome des dérivées en x des fonctions ¢ et oy (s = )
P est lindaire en o 3 P ne dépend pas des valeurs de ¢ , ni de @x ,

en x § par exeople
(307) P = .

Précisons les conventions de signe qu'enploient (3.5) et (3.6) : dtune part

arg(-v)ﬂ/z = ~mL/b 3

d'autre part, si nous notons Inert ¢ 1'indice d'inertie de la forme quadrati-
g )

Ay

n Qp 9
h,k Bk B
nous avons

(_1)Inert ? Hoss ©>0,

(3) Par hypothése, cette forme quadratique n'est pas dégénérée; elle vaut donc

n £
- I2 + % L; ,
k=1 h=n+1 ©

les Lk et Lh Stant £ formes lindaires indépendantes.; n est son indice
dlinertie.
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ce qui nous permet de définir

i
P

1
(3.8) [Hess @] = iInert ? ]Héss @[2 .

4. TRANSFORVMEE DE FOURIER ASYMPTOTIQUE.- Soit u(v) e JE(X) 3 rappelons que
(4.1) Z u(v) € A(P) .

En général, vu (1.1), ce résultat peut &tre précisé au noyen des forrmles (3.5)
(3.6) et (3.7). Notons ?5 les phases de u(v) 3 faisons 1'hypothése impli-
quant llinversibilité locale de 1l'application x+— grd P :

(4.2) (v 3) Hess 95 £0 sur Supp(u) .
Alors on peut préciser (4.1) comme suit :

Fu(v) e A) 3

en outre % opére localement sur w . En effet 7 oest lindaire H SuppE?u(v)

appartient & 1t'image de Supp u par llapplication
(403) XBX""’P:CPXGP 3

supposons la restriction & Supp (u) de cette application bijective § alors

gon inverse est l'application

(4.4) Poprox=-y X,

{ ¢&tant la fonction de p qui se définit comme suit

/G/
(4.5) #(p) = olx) - k21 P, X4 pour p=¢ , xe Supp(u)

¢ » qui se nomme transfornée de Legendre de ¢ , est la phase de ¥ u(v) 3

(4.6) 7 u(v) = y(v)e“V

1tamplitude v(v) étant la composée de l'application (4.4) pr—x = -, et
de 1a fonction formelle g(v) : x+—Jt définie par (3.6).

Notee~ On a

[olind

iy
v ) ,
(4.7) Inert ¢ + Inexrt ¢ = £ 3 [HessX o] [Eessp §] =i .

Exenple.~ Si ¢ est un polynome sur X de degré 2 tel que Hess ¢ # O ,
son transforné de legendre ¢ est un polynome de degré 2 sur P ;5 Hess ¢ et
Hess { sont deux constantes vérifiant (4.7) 3 on a, en employant les opéra-

teurs pseudo-différentiels (n° 5, ci-dessous) :
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l\)ll—'

(48) o)) = [Hes ] al- T, )e¥R)

Par exemple, si ¢ =1 au voisimge du point critique de o ,
1

(4.9) Fla(v)e™] = [Hess o] "V .

Clest en généralisant la formmle (4.8) qu'on réussit & calculer explicitenment
les polynomes P, figurant dans (3.6).

5. OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS.- Soit a un polynome v-formel sur
XOP® eee X® P, clest-d~dire un polynome de Xje.e,X'€X,D,ess,D'e¢P ayant

pour coefficients des nombres v-formels :

n m! |
a(xspn"sx'vp',\)) = Z nt(\))xmp yese Xt P’n

c 1
m .‘.,n' m,nyll.,m 9
?

ou m= (g ,..ﬁ,mz) est un g~indice (mK : entier = 0) et ou
= = xlml ces X 4. Associons & ce polynome a 1ll'opérateur différentiel

2
a, : A(x) - 2 (x)
défini(4) rar les relations, ol uy ¢ (X))
(o) (ev) = a0, T2 4euiyx, = (x,0)

D (2 (x)]

= I ¢C (v)E
B,u..,n Mj.eeynt Vv 0X

Agsocions aussi 3 & l'opérateur

ap : £(®) - #(?)
défini par la relation, ob up € &(P) 2

(apup) (psv) = a(- ;;5—5 s Dyesesm %58-1-; »P)up(p,v) .

Ces opérateurs ont les propriétés suivantes classiques :

(4) Eviderment
IB.S .

< |-

'é—anq; applique J8(X) dans A(X) 3 mais ajx; ne le fait
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4 19 19 1
a(.-.,x,\) aX X,'\;_a_}z ,ooc’\)) = b(--o,x,;a—a}'g ,oo:,\))
(5.1) - )
3B \" |
blesesXyDyeceyy) = LET;B-&' a——) a('°'yX,Q:Y9Ps-°°9V)J
meM \ y=x
q=p
’, . ' . . »
H
(M désigne l'ensemble des f-indices)
(5.2) Flagn,] = ap F uy
< > 1 -y < >
(5:3) aled & () - & P alepe L2, O Py ()]

la formule (5.3) et la formule de Taylor domment la formule suivante, ol
£
w9y %) = o) - 9(3) = ¥ (xey), 0, (3)
k=1 Y

est le reste en y de la formule de Taylor limitée & l'ordre 1 :

( X ’V)[d(X,V)evw(X)J & Bm(x,v)ev@(x)

meM

a(Xs

(5.4¢ ou

"
. Bm(xv\’) = o

v a

'“f

/\J\)_ga_) (Q(X"‘))GVP@(y’X)ﬂ

[

Ggaumwﬂ

P=0y y=x

o(v) déeigne une amplitude ; Bm(v) en est une § 1'intérét de (5.4) est que
(5.5) o (v) =]y =12
parce que g%ipw(y,x)] =0 pour X =Y .

Pour tout a € AXDP® ... ® X® P), polynonial ou non, (5.1) et (5.4)
définissent un opérateur linéaire, local, conservant la phase

ay : A - A,

car (5.5) vaut ; a, est nomé opérateur peeudo~différentiel ; ll'espace de ces
opérateurs est un espace vectoriel topologique J%k(X,P).

Vu (5.4) et (5.5) l'application

est une application continue j vu le théoréne de Weierstrass, les polynones
y—fornels sont denses dans "72'(‘.( ®PD «e.®X® P) 3 done, come ces polyno-
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nes, les opérateurs pseudo-différentiels ont les propriétés (5.1), (5.2), (5.3),
(5.4), (5.5) 5 dans (5.2)

ap : A (P) - AP) 3 ap € AL(X,P) .

6. 1ES INVARIANTS ATTACHES A UN OPERATEUR PSEUDO-DIFFERENTIEL.~ Soit
a ¢ AAX®P) ;5 ona d'une part

(6:1)  alx,pp) = 8(x,0) + T g'(x,0) + ()

dtautre part :
ot 2, v)a(x)e®(®)] - ST (x _a__)a(x)”‘r ovelx)
'y ox ? VMY *erov T ox J

br étant un opérateur différentiel, dtordre =r , qui dépend de a et de o3
en particulier

(6.2) b (x) = alxsgp,)

3 1 .
(63) B(x,g3) - E gpk<x,<px>£&—{ 3 I 33;? (g G, )3 + 30,

N,

ou

6o i(x,p) = 8'(xyp) -2 X X,P) o
(644)  3(x,p) = g'(x,p) kgpkxk( D)

On a donc

(6.5) a(xs% 'a%; »v) [ (%0 v_rar(x)evcp(x)] =

()7 %) -

© T
- o)
Z v 2o (x,5h)e,
r=0 g=0
Des formles précédentes résulte ceci : la donnée de 1'opérateur ay
définit, indépendarment du choix des coordonnées(S) dans X :
la fonction g(x,p), nommée fonction v-bicaractéristigue de ay

(5) Nous envisageons, en ce moment, des changenments de coordonnées non linéai-
regs ¢ P est ltespace des covecteurs de X .
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) 2
< 3
1'opérateur Z &, 2. % g T3
BXk k=1 xkapk
le systeme différentiel
oy dpy
(6.6) = "7 - dt pour tout h et tout ke{l,...,2} 35
Pn *x

la fonction j(x,p) , nommée fonction vy-sous~caractéristigue de ay
que définit (6.4).

7. SOLUTION y~FORMELLE LOCAIE.- Cherchons une fonction formelle

u(v) = £ v o e e ()

V=

telle que

(7.1) a(xs &, v)ulx) = 0

gur un voiginage V d'un point de X . Vu (6.5), 1téquation (7.1) équivaut

aux suivantes :

(7.2)  elxp,) = 03
(73), B () o () = 0 3

r
3
(7.3)., bl(x, =) o (x) + i bz e, (x) =0 (rz1).
Puisque o est nul et doit vérifier (7.2) nous nous limiterons & 1'étude des
opérateurs ay tels que g soit une fonction réelle ¢+ X® P - R 3 nous

exprimerons {7.2) en disant que la phase ¢ doit &tre v=-caractéristique.

Nous noterons W 1'hypersurface de X @® P d'équation
W e(x,p) =0
et nous supposerons

&, #0 sur u 5

(on dit que By est & carachéristiques simples quand cette condition est véri-

fide).

T
Quand x déerit V, alors (x,p) = (x,px) décrit une variéts 1 de W 3
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on a @

2
(7.4) Z dp Aax =0, glxp)=0 sur V' 5 dim ¥=p ;
k=1

on exprime ces conditions en disant que U est une variété lagrangienne.

La théorie de 1l'équation non lindaire du premier ordre (7.2), qui est celle
du systéme (7.4) (voir [6] et [7]), établit que V" est engendrée par des cour-
bes v=bicaractiques de X ® P , c'est-a-dire vérifiant

dxy dpy

gph(xyp) - T gxk(x,p) d

(7.5) g(x,p) =0,

pour tout h et tout k ¢ {1,...,2} ’
(g est intégrale premidre du systéme différentiel).

Nous utiliserons le long des v~bicoractéristiques le parandtre t que définit

(6.6) 3 nous surons donc :

(7.6) 'é“l'l=—g-—=dt9 g=0.
P *x

Nous choisirons, pour coordcnndes locales sur Qf_, t et (g-1) intégrales

prenidres de (7.6), que nous noterons y § puisque
dx - rd . »
e 8§(X,QX) , le long des v-bicaractéristiques ,

le déterminant fonctionnel
£

d’x

at A at™ly

’

YO ,
A= Srhyy 0 is av § 2, sera noté

(6)

vérifie
a
Ltog b =3 == [g (x,0.)] 3

% k %%k gpk *

soit J une fonction 1" - € telle que

a .
T log J(x,p) = =3(x,p)

le long des v-bicaractéristiques engendrant 'Ly; notons

I(x) = I(x0.) 3

(6) Ne pas confondre

"é'— P Q ' Kot = X .
axk [E{pk( ’HJX)] vec gpkxk( ’\PX) [gpk]%( 9P)]p=q)

X
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la définition (6.3) de l'opémteu bl stécrit | ZX X
3 Jx) 4 /A Wj
1.7 by (0, )alx) = X&) _ﬂ%-desz .
3x /z(gj'dt J(x ’

supposons que 77 ait un bord régulier ; J ne s'anmule pas sur v 3 mais A

> X

slannule en les points de 7% od ax =0 .

Les équations (7.3) signifient donc ceci : les solutions formelles locales u

de 1'équation (7.1) s!obtiennent par intégrations lo long des V-bicaractéristi-

ques d'une variété lagrangienne 1/ 3 leurs singularités appartiemment & la

projection sur X du contour apparvent ¥, de 1f 5 yvoici deux définitions

éguivalentes de ce contour apparent

£y est 1lensemble des points do 1F o x =03

L, est l'ensemble des points olt 2 & un vecteur tangent paralllle & P .

Note.~ Les gystemes & caractéristiques simples g'étudient comme les équations.
et ont les mérmes propriétés; leur étude est une adaptation de [5].

§ 2. Varidtés et fonctions lagrangiennes.

En adaptant Maslov, nous définirons dans ce § 2 les solutions formelles globa~
les 3 mrlgré leurs singularités, nous pourrons dire en quel sens elles sont
golutions de 1l!'équation proposée. Nous devrons préciser les propriétés de 1tin
dice que Maslov a introduit et dont Arnold a clarifié la définition,

1. L'ATIAS IAGRANGIEN.- Nous allons définir, avec Maslov, un atlas d'une variété
lagrangienne, sur les cartes duquel les opérateurs pseudo-différentiels et cer-

taines transformations de Fourier asymptotiques opéreront localenent.

Corme au n°7 du § 1, dommons-nous X = RY , sen dunl P et une hypersurface
Ude X@P :

W+ glx,p) =0 (gb £0 sur W par hypothise)

et, dans W, une variété U lagrangienne, cl'est-a-dire telle que :

£ "
(1.1) % dpk/\ dx = 0, glxp) =0 sur U7y adin Vo= 3
k=1

meis nous ne supposons plus que x soit un systénme de coordonndes sur o
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Nous emploierons sur 1% divers systimes t, de coordomndes locales, définis
comme suit : K et H désignent des parties quelconques de L = {1,...,0} 3
K¥ = INK et H¥ = INH sont leurs complémentaires § étant dommé (x,p)e? ,
nous définissons

e = 1(xyp) = {x,p) | K , heK*} ¢ T .

P,
Done TK est un R‘a; par exemple :
tL=x,TL=X;t¢=p,T¢=P. ZX Zx
Nous notons
e = A A dp, X
k€K h€K*

et ZK la partie de V7 ol df’tK =0, clegt-d-dire ot U possdde un vecteur
tangent (dx,dp) tel que dty = 0 . Au voisinage de tout point de

Vi = V\Zg

tK eat donc un systéme de coordomnées locales.

Maslov [1], puis Arnold [2] ont prouvé ceci : en tout point de V¥ 1l'un au
moins de ces systémes est utilisable : autrement dit :

V=U'v’ .
K X

v

Vu (1.1), on peut définir, sur le revitement simplement comnexe V° de v,

une fonction

cp:f{}'-') R
telle que
4
SR
nous définirons ¢p =¢ et
q;K:’{}' - R

= - O .
() Cen) = = B my
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donc
(1.2) @ = = p dx - & x, dp , ob {x P} = b o

keX heK*
(7) geg fonctions v-formelles Up(v) définiss
sur les ouverts de 7%, et ayant pour phase Pg 3
(1.3) UK(v) = cv(v)ewK = :EO v o, ewpK H

Nous nommerons ’LLK 1'ensemble

v

llamplitude o(v) est définie sur un ouvert de U7 § elle est telle que

Ve
av)e K goit défini sur ?]’K (ctest-a~dire : prenne une méme valeur en tous

les points de 7" ayant méme projection sur VK )e
Nous nommerons projection uK(\)) = T UK(\)) de UK(\)) sur T la fonction
fornelle (de phase o) wolant en t :
(1 '4) uK(tK’\)) = z UK(X9P9V) H
(XQP)eT}'{l%{

ges points singuliers appartienment a T} Z‘,K y Doyemnant 1'hypothése suivante
que nous ferons :

1'ensenble fq{ltK est fini guand tg ¢ Ty = Tp Iy o

Soit a ¢ £#(X®P) 3 pour chaque K c L , définissons un opérateur local

ay qui opére sur les fonctions vy-formelles de t,{ € TK :

a.K(‘aK ,%-ﬁz ,v) stobtient en substituant dens a(x,p,v) :

guand k ¢ K 3

< |

2

axk a pk
125 ¥ w
..vaphaxhq_uand he K¥ 3

la, permutetion de 5%" et p, p'effectue suivant (5.1) § 1.
h
En enployant tK corme systéne de coordonnées locales en chague point de
Vg » on fait opérer ap sur ceux des é1lénents de uK dont le support es®
projeté injectivement par r, sur TK 3 1ltopératenr ainsi congtruit se pro-

longe éviderment en un opérateur linéaire et local AK tel que :
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(1.5) ay g Uglv) = my A Tp(v) o
Ay congerve la phase de UK(v) et ap celle de 1y UK(v) , qui est @ par
définition.

Note.~ Clest le germe de o sur v qui définit ay et AK: goient a ot

a! ¢ (X ® P) tels que a-a' et toutes ses dérivées en x et p s'anmulent

sur UV, alors ag = at et AK=A.;{ , pour tout X .

Définissons des trangformntionsg de Fourier partielles 9}; au noyen de la

transformtion de Fourier ”Jk des fonctions de xkfR en fonctions de Py € R

-1
et de son inverse #_ = (?k) :
ffff I 45 0 F, (K et HcL) g
keKNH¢  heHNK*
on a gsur U—
A ap, A FE
kN w5 HNR* “n B
(1.6) = T ;
A A dp at,
KN B* Tk HNKx D X

done 0;’1}{1 transforme toute fonction formelle UK(\’) de typ € TK\TK(ZKU ZH) ,
ayant ¢p Dpour pi?.cse,,en une fonction uy(v) de tye¢ Ty \TE(Z U ZH) , ayant
pour phase ¢ § F; ORSre linéairement et localement ; vu (5.2) § 1 :

T o (V) = ay 7 uv) 3
(1.7)

~J K X
Fy g = K
En enployant tK corme systeéme de coordomnées locales en chague point de

F (pour tout J <L) 5 Fp = I (identité) .

~

Vg on fait opérer %, sur ceux des éléments de 'UK dont les supports sont
disjoints de ZH et sont projetés injectivement par T Sur TK; 1topéra-
teur ainsi congtruit se prolonge éviderment en un opérateur lindaire et local
Fg tel que :

FI::‘I‘Q’LK"Q’%H"

le domine de définition et le support de F’II; UK(\)) gont_les intersections de

ceux de UK(\)) par Uy 3
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~K <
(1'8) J‘H TI( UK(V) = TH F'IH UK(\))

(1.9)  FoA T () =A, Feu () 5 By B = Fos o= I,

H

On peut expliciter F U (v) erfice & (3.6) § 1

-y

) . N
/ d + \; o] / d. t \r pv1¢
L : K2 B K g
> \dtH/ v=0 1Y @t/

les B, sont définies sur 1'ouvert de V™ ot est aéfinie 1tamplitude o(v)
de UK(v) (voir (1.3)] : ces B, sont réguliceres mérie en les points de V' ge
projetent sur T, . Vu (3.7) § 1, on a

(1.11) By = o -

. L
Dens (1.9), le signe de (dz‘tK/d%H)z cat défini par la convention (3.8) § 1.
Explicitons-la. Etant donné (x,p) ¢ QﬁHFYUk , notons %(x,p) l'espace des
vecteurs (X,D) de X® P qui sont tangents &8 17 en (x,p) et qui vérifient

les conditions :

£, =0 si keKNH D, =0 8i he K¥n I*

e

nous avons, en notant Card KNH = ]K(?Hl

din €(x,p) = £ - KN H| - |K*N B¥| = |KN I¥] + |K*N |

-e

sur  ©(x,p) 1la forme quadratique

b= Do & By

MAEKQTI* *(1H

n'est pas dégénérée, vu (1.6), puisque (x,p) ¢ L UZ, 5 son indice d'inertie
Inerth(x,p) permet de définir sur 1f Fllf la fonctlon localement cong—
tante, & valeurs dans 4 :

K K H
(%y0) — n(x,p) = Inert (x,p) - |K¥N H| = -n (x,p) .

La convention (3.8) § 1 signifie que

(8) Une fonction lacalement constante est une fonction constante sur chaque
composante comnexe de son domaine de définition : 2 et 1l'anneau des entiers.
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, 4 K
(1.12) (d'th \i% dth 5 .YLH(X,p)
° i - = v 1 .
\ dzt’( / dZtK

v \d

2, L'INDICE DE MASLOV n. : U'p ~2 .- Notons ’Ui{ la partie de V' se

projetant sur IG(,, Suivant Maslov [1], on peut décomgoser la fonction loca-

lement constante

X
n UﬂHﬂVK*’Z

jss

en la différence

K
(2.1) L

de deux fonctions localement constantes
R4 v

n, ¢ Q/”H - Z ny s lfk - 7 3
les siuxs de n., & travers I, (et ceux de -n, & travers ZK) gont ceux
de nﬁ .

Ce résultat n'est pas évident : il exige qu'on complete la théorie de 1'in-
dice de Maslov qu'a faite Arnold [2].

Supposons U~ orientable et notons 1 un élément de volume de 17 (clest-a-

dire : une forme différentielle de degré 4 ne s'anmmulant en aucun point
de V) 3 1'indice de Maslov permet de définir la fonction Q?*H - C 3

! N
fatt )z laft & n
(2.2) =3 . =ETE
’ v § mo ’
|
la formmle (1.12) stéerit
raFs 0 fabe)r rdbtea
(2.3) — F} =§~__7n ~/ l\nK/;w .
L atyy, Vi L

les relations (1.10) et (1.11) s'énoncent comme suit :

Il existe des fonctions indéfiniment différentiables

Yelles que
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[ g ® = [ n\r vy
(2.4) e U (v) = - = ( - e :
HK \dﬁtH) =0 detg Yz
| XK=

v, ¢étant défini par (1.3).

5. FONCTIONS IAGRANGIENNES.- Nous définissons une fonction lagrangienne
U(v) = {UK(v)} par la donnée, pour chague K c L , d'une fonction vy-formelle
UK(v) , définie sur ka ot de pase ¢p , ces UK(v) étant agsujettis & la

(9)

condition de compatibilité suivante :

7 Ny
en tout point (x,p) € ?/K N QTH ,
(3'1> UH(X,P,\)) = (Flé UK)<X7P;V) .

Vu (2.4) et (2.5), cette définition exige 1l'existence de fonctions indéfini-~
ment différentiables

BK,r Voo
telles que
5 e 1 \I‘ VP
(3.2) UI,=7”—/ 5 ;-—?——/ B ©
v d tK r=0 Y & tK
(3.3) Bg, = B, est indépendant de K 3
cecl exige que
[ 2
. IRV .
(3.4) EEZ;;) B, © et (si B, ne s'anmle pas) BKr/Bo

soient définis sur 7/, et non pas seulement sur U .

Noug définircns

(3.5) TK U = TK UK: .

(9) Ce n'est pas la condition qui définit gsur 1" une fonction formelle
U(v) = {UK(V)} et qui est :

UK(X’PN) = UH(X9P9V) sur VKO /U—H .
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4. OPERATEURS LAGRANGIENS.~ Nous définirons de méme un opérateur lasrangien
A= {A.K} , tous les A‘K ‘étant définis par une méme fonction formelle

a ¢AX®P) (plus précisément par un germe sur V). Vu (1.9), A = {ag]
transforme U = {UK} en la fonction lagrangiemne :

(4.1) AT = {A, T}
Eviderment :
(4.2) g AU =2y T, T

5. SOLUTIONS ILAGRANGIENNES ET FORMELLES.- Nous nommons golution lagrangienne
d'un opérateur lagrangien A t{oute fonction lagrangienne U telle que

(541) AT=0.

Rappelons que tL=x,TL=X; notons ap =8y 5 T[ = Ty s ZL=Z‘,X.

Nous nommons golutions formelle de ay toute projection sur X
u(v) = 7y U(v)

d'une solution lagrangiemne U(v) de A .

Sur X \TX ZX , u est régulier et vérifie ayu
u est solution de ay en le gsens gsuivant :

1Y

0 s mis gur TXZIX ausgi

(5.2) uK=§:’§u=TKU vérifie ap Uy 0, sur TK\ "'KZK’

(5.2) résulte aisément de (1.8) et de la définition (3.1).

Notee.~ Vu le n° 7 § 1, les golutions lagrangiennes de l'opérateur A , défini
paxr - a =g+ %‘8’ +eea € J%(Xta P) , résultent de l'emploi des variétés
lagrangiennes 7/ telles que :

(5.3) g(x,p) =0 sur U .

Ces solutions se construisent par intégrations le long des v-bicaractéristiques
engendrant 17; les diverses coordomnées locales tK doivent &tre employées.

afin dtexpliciter les intégrations & faire.

6. SOLUTIONS ASYMPTOTIQUES,.- Considérons les fonctions lagrangiemmes U(v) tel-
les que

(6.1) A 0(v) =O0A?) |

1a condition (5.3) doit &tre vérifide ; U(v) est défini mod 1/v 5 wu (3.2)
et (3.3) ,
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A A
UM—(-”L)E 5% +O@) |, 1) = = pe <40,

Vad¥x

g &tant une fonction régulidre 1V - C ;3 elle se construit par une intégra-
tion le long des v-bicaractéristiques (7.3)0 et (7.7) § 1 définissent expli-
citement cette intégration.

Suivant Maslov, nous nommerons solution agymptotigue de by toute projection
sur X
u(v) = 7y T(v)

d'une fonction lagrangienne U(y) vérifiant (6.1).

Sur X\1, Z, , u est pégulifre et vérifie a, u =(O0A?) 5 mis sur

Ty 2 2ussl u est solution asymptotique de a, en le seng suivant :

u, = i; T U vérifie oy w = =O0un2) .

Note 1.~ Supposons que 1'é1lément de volume 7 de 1" puisse &étre choisi d
type
(6.2) M=datA T ,

la forme différentielle sur 7, © s, <Etant une forme invuriante(1o) du syste-

ne différentiel (7.5) § 1 des v-bicaractéristiques j alors le n° 7 § 1 peut

choigir

_Dx_d’zx.
A=Dt,y) " drp

(7.3)O et (7.7) § 1 nontrent que §/J est congtant sur les v-bicaractéristiques
engendrant 177,

Note 2.- Supposons, en outre, que j = 0, clest-a-dire, vu (6.4) § 1, que

Yy

6. Xy = 3 Xy H
(6.3) g'(x,p) = % E gbkxk( p)

J est donc congtant sur chagque v-bicaractéristique : pur suite B egt cons-

tant sur les v-bicaractéristiques engendrant 7 .

(10) cleast-d~dire : ® s'exprine localement avec des intégrales preniéres de
ce systéme : voir [6] et [7].
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Note 3.- Supposons enfin ceci :

(6.4) l'une des v-bicaractéristigues est denge dans 1 ;

alors la fonction 8 , qui est continue, est constante sur 77 : on peut

choigir g =1 .

Moyennant les trois hypothéses (6.2), (6.3) et (6.4), on a_donc la golution

agymptotique

14

(6.5) () = () e

2 condition qu'elle soit définie sur 7 (cf. (3.4)).

Vu 1a définition (2.2), cette condition st'énonce :

i
- — +VCP
2 P s
e eat définie sur H

notons vy un lacet arbitraire de V et [n]Y 1o variation''') de n le

long de v ;3 cette méme condition s!énonce
V I S ‘1 -
(6.6) §;I’JY i P, dx = T [n]Y mod 1 3

ce gont les conditions quantiques de Maslov. Sous les hypothéses (6.2), (6.3)

et (6.4), elles précigent les valeurs de v auxguelles correspond une solution

agymptotique.

Si ces valeurs de v sont grandes, cette solution asymptotique est évidem-

ment golution approchée de l'opérateur a, .

Note 4.~ Le calcul de 1ltindice de Maslov n, est aisé quand

(6.7) T g  (xp) % % >0 pour %40, (x0)eV ;

nk Pk bk

alors, le long d'une bicaractéristique orientée dans le sens dt > 0 , n,
a le saut +1 & chaque travergsée trangverse de ZX . Lt'indice de Maslov

s'identifie alors & 1'indice de Marston MORSE des géodésiques d'un probléme

régulier de calcul des variaticns.

(11) v est la projection dlun are y de V 5 soient v, 1lorigine de Y s
v, son extrémité ;

A - - -L._g N . v K.
[njy = 1w ) n(v.) , valeur indépendante deschoix de ¥ ot
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§ 3. Application & la mécanique quantique.

©o

Les équations de la mécanigque ondulatoire sont du type

a(x,‘lé -é-)u =0 ,

idx

ou 2mf est la constante de Planck, qui est trés petite & 1'échelle macroscopi-
que ; on cobtient donc des approximations des solutions de ces équations en
1 5)

congtruisant les solutions asymptotiques (n°7, § 2) de 1l'opérateur a(X’C'§§

et en y prenant :

1. L'BQUATION REIATIVISTE DE SCHR@DENGER,vindépendante(12) du temps x_ , a
pour vy-bicaractéristiques les trajectoires de 1l'électron de 1l'atome d'hydroge-
ne ; ce sont les ellipses de Képler, en lente rotation dans leur plan (correc-
tion relativiste), qui tourne lui-néme lentement autour du champ magnétique
(rotation de Larnor) ; chacune de ces v-bicaractéristiques est dense dans un
tore UV de X® P, qui est lagrangien et vérifie (6.2) 3 1l'opérateur de
Schridinger a(x,gk) vérifie (6.3), car

% a X = 0 = 8 ''=0) 3
o pkyjl(( 9P> (g y & )9

les solutiong asymptotiques sont donc u = Tx UX , UX ayant l'expression
(6.5). Ila condition (6.4) est vérifide : 1'indice de Maslov est celui de Morse.

U dépend de E et de deux intégrales preniires des vy-bicaractéristiques

(13)

de 1'électron) 3§ B et ces deux paramétres doivent vérifier les conditions

(1a longueur et la projection sur le chanp nagnétique du noment cinétique

guantigues de Maglov, qui sont au nombre de 3, puisque 7" est un tore de

dimension 3.

On obtient ainsi une expression de 1'éncrgie E en fonction de trois entiers:

les trois nombres gquantiques

(12) %'S%— est remplacé par la mmltiplication par l'énergie E .
0

(13) respectivement proportionnelle & ¢ + 5 et & n .
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n (total) , 5 (azimutal) , o (magnétique)
qui sont liés par les inégalités

0=42<n H -2

liA

o

A
tSY

cette expression est (en négligeant ¥ ot o*) :

— ME‘%L i Q/g -igi P T .
E = pc? ﬂg‘rﬁha—m 4n3}+4£m,
(c s vitesse de la lumidre 3 § et & : magse et charge de 1'Slectron j
H : charge magnétique 3 E : énergie ;

b

= 5,5 ¢ moenéton de Bohr).

[

2
cx=§3='h29x1033 "

Cette expression de E est celle que donmait la premiere théorie des gquanta,

4 cela prés que cette théorie obtemait dans [,..] :

2 ) o
m gu licu de m .

Ia solution asymptotique donne aussi une approximation de la solution de
1téquation de Schrddinger j rappelons que cette soclution est normée fonction

dtonde.

Ces approximations de E et des fonctions d'onde ne valent a priori que pour

les nombres quantiques élevés ; on constate qu'elles valent pour tous les norm-

bres guantiques ; c'est pourquoi la preniére théorie des quanta est une approxi-

mtion de la nécanique cndulatoire.

2. L'EQUATION DE DIRAC peut &tre résolue approximativenent de fagon analogue,
bien qu'lelle ait des caractéristigues doubleg et gut'il faille ge contenter d'une

golution asynmptotique approchée. On obtient ainsi une description corpusculai-

4

re de llatone d'hydrogene rendant correctement compte de l'effet du chanp ma-

gnétique (structure fixe de 1l'effet Zeeman).
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