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§ 0 . INTRODUCTION.

Si aqy1dyseee,a sont des fonctions méromorphes au voisinage de

N1

l'origine de C , il est bien connu que 1'équation différentielle

n n-1
SLX Q__X { -
o + an_1(2) o7 teeet 2g(2)y = O
z dz

a une singularité réguliére & l'origine si et seulement si, pour tout i, a; a
un pdle d'ordre inférieur ou égal & n-i . Un critére aussi simple ([3], Chap. 4;
[5], appendice B et chap. 6; [77,({10]) n'est pas connu pour les systémes différen -

tiels

(1) dy _ A(z)y

dz

ot A(z) est une matrice carrée d'ordre n de fonctions méromorphes au voisinage
de l'origine et y un vecteur colonne & n é&léments. Un systéme (1) peut se

mettre sous la forme
S(p) : ZP%.—. B(’z)y p=1

ol cette fois B(z) est une matrice holomorphe au voisinage de 1'origine de € .
L'origine est un point singulier régulier pour un systéme S(p), si
toute solution est & croissance modérée au voisinage de 1l'origine ([4], [8]et [7])et
[10]). Ceci est le cas lorsque p=1 mals cela est également possible pour p;(1.
Tout systéme ayant une singularité réguliére & l'origine se raméne A un systéme

S(1) par une transformation de la forme
y = T(2)w

ot T(z) est une matrice carrée d'ordre n de fonctions holomorphes au voisina-
ge de l'origine dont le déterminant n'est pas identiquement nul ([6]) .

Par une telle transformation le systéme (1) devient :



-1 -
(1) Wt ar -1 Sy

EE dz

I1 est parfois important de pouvoir reconnaltre si un systéme S(p)
a une singularité réguliére ou non sans avoir, & utiliser la condition de croissance
qu'il est difficile d'appliquer en pratique. Plusieurs critéres ont été donnés;

rappelons-les briévement.

Critére de W.B. JURKAT et D.A. LUTZ [7].-Au systéme (1), Jurkat et Lutz associent

la suite de matrices (Gk) définie par la formule de récurrence

d
G=24 , G, =35 G+ QA (k=1,2,404).

Si on note 9y l'ordre polaire de l'origine pour la matrice Gk alors on a
équivalence entre les deux propriétés :
o) le systéme (1) a une singularité réguliére a 1'origine.

8) q Sk+ (n=1)(p-1) pour tout k=n, ntl,...,(n-1)(2n(p-1)-1)

Critére de J. Moser [14].~ Au systéme (1), Moser associe le nombre rationnel

r
m(A) = p-1+-20

A= Eigl et r= rang B(O)

z

et considére le nombre

-.1.d_T

-1
Inf m(T  AT-T P

T

©
]

Alors l'origine est un point singulier régulier si et seulement si us1.
Moser donne des transformations T assez simples permettant de dimi-

nuer le nombre m(A), et une estimation du nombre de transformations successives 2
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exécuter pour atteindre le nombre 1 .

Critére de N, Katz ([4]) p. 45 et 50, le présent article § 5).

C'est le langage des connexions linéaires qui est utilisé. Katz associe
a tout systéme (1) un nombre rationnel r dont la nullité est équivalente & la

régularité du point singulier.

Critére de B. Malgrange [12]. Malgrange remarque que tout systéme (1) peut se

ramener 3 une équation différentielle. (utiliser un vecteur cyclique, voir ci-

dessous). Dans ce cas il considére l'opérateur différentiel

et montre que D : C[[z] = C[[z]] ainsi que D : C{z} = €{z} sont des opérateurs
4 indice dont les indices sont notés respectivement x(D,C[[z]]) et

x(D,€{z}) . Bt la condition i(D) = x(D,c[[2]]) - x(D,c{z}) = O caractérise les
points singuliers réguliers.

Un autre probléme important est la construction d'une transformation T
qui mette un systéme (1) avec une singularité réguliére & l'origine sous une forme
S(1) . Ce probléme qui se pose, par exemple lorsqu'on veut calculer la monodromie
des solutions d'un systéme (1), a récemment attiré 1l'attention en rapport avec
1'étude des singularités isolées des hypersurfaces ([2], [47, [13]),il est résolu
en principe dans les articles de Lutz et Moser.

Dans le méme ordre d'idées se situe un théoréme de Lutz énoncant une
propriété de stabilité des singularités réguliéres {[9] , Théoréme 1). Il s'agit
de déterminer les perturbations qu'admet un systéme et qui respectent le "carac-
tére singularité réguliére".

Dans l'étude des singularités d'équations différentielles, il semble

naturel d'introduire des grandeurs mesurant le degré de complication de la

singularité. On pourrait, par exemple, penser au nombre p , si on a mis le
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systéme (1) sous la forme S(p) avec B(0) # O . Puisque p change déja par des
transformations aussi simples que celles qui sont définies plus haut, cela n'a pas
beaucoup de sens. Dans cet article l'ordre d'une singularité sera la valeur mini-
male de p lorsqu'on applique toutes les transformations T possibles., Si 4

est 1'ordre de la singularité nous définissons une suite de nombres positifs

p1> p2> eee > 92-1 , les invariants associés au systéme (1) . Dans la littérature,

on trouve d'autres invariants, le nombre 1, , de Moser le nombre rationnel
de N. Xatz ([4], Chap. II, Théoréme 1.9 ;[5], Appendice B.4) ainsi que 1'indice
i(D) de B. Malgrange ([12]).

Les présents auteurs se sont inspirés du travail de N. Katz et
P. Deligne ([4]). On parle plutdt de "comnexions" que de systémes d'équations dif-
férentielles linéaires. Ce langage apparait trés approprié pour traiter les problé-
mes considérés plus haut. Les notions nécessaires sont introduites au § 1 avec
leur traduction en termes d'équations différentielles. Dans le § 2 nous définissons
les invariants et nous démontrons leurs propriétés essentielles. L'idée fondamentale
est 1'étude de "domaine + image modulo domaine'" d'un opérateur différentiel singu-
lier. Tout cela est d'une extréme simplicité. Le § 3 est de nature plus technique ;
on y calcule les invariants os lorsqu’on a un vecteur cyclique (c'est-a-dire le
cas ou le systéme considéré a la forme d'un systéme associé A une équation diffé-
rentielle ordinaire d'ordre n). Ensuite, dans le § 4, utilisant les résultats

du § 3, on démontre un théoréme de base (théoréme 4.2) qui a pour conséquences di-

directes les résultats de Jurkat et de Lutz généralisés au cas des singularités
de tout ordre.

On dispose alors d'une méthode de calcul de cet ordre pour un systéme

donné,

Enfin, au § 5, on compare les invariants p, et r (Katz). Ces deux in-

variants ne se déduisent pas l'un de l'autre ; mais on a 1'inégalité % p1Sr'Sp1.

Un probléme non résolu dans cet article est celui du calcul des

nombres p; Ppour un systéme donné ; remarquons que l'on ne sait pas plus le faire



pour r & moins d'avoir un vecteur cyclique.
D'autre part, il reste & faire une étude plus poussée des rapports qui

existent entre les divers invariants, £, 0.y M et v .
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§ 1 . RAPPELS ALGEBRIQUES. NOTATIONS ET DEFINITIONS.

Pour plus de détails concernant les notions introduites dans ce

paragraphe, on pourra consulter [1] et [47 .

A) RAPPELS

a) Anneau de valuation discreéte,

Une valuation discréte sur un corps K est une application v

de K sur Z U{=} ayant les propriétés suivantes

v(xy) w(x) + viy) pour tout x€ K et y€K

v(x+y) = inflwie), v y) pour tout x€ XK et y€KX
v(0) = = et v(1) =0,
Alors

1°) A = {x€ x|v(x) 2 0} est un sous-anneau local de K appelé 1'anneau
de la valuation Vv .

20) M(A) = {x€A| (x)>0} est 1'idéal maximal de A (idéal de la va-

luation).

*
3°) A = A - MA) est 1l'ensemble des éléments inversibles de A .

Un anneau local intégre A distinct de son corps des fractions est

un anneau d'une valuation discréte s'il existe une valuation discréte sur son

corps des fractions tel que A soit 1l'anneau de cette valuation.
S5i A est l'anneau d'une valuation discréte v sur son corps des

fractions K , on appelle uniformisante de v , tout élément t<£X tel que

V(t) = 1.

Alors pour tout x%< K-{0}, il existe

a) un entier néZ

. - WX n
b) un élément u< A tels que x = ut .



b) Réseau

Soient A un anneau de valuation discréte et X son corps des
fractions, V un espace vectoriel de dimension finie sur X .

Un réseau de V est par définition un sous A-module de type fini

de V engendrant V comme K-espace vectoriel. Un tel sous-module est auto-
matiquement libre de rang n , égal A la dimension de V sur K .
Une propriété de réseaux que nous utiliserons dans la suite est la
suivante :
Si M et M' sont deux réseaux de V , alors il existe deux ente
entiers q et q' tels que :
Mo M

Mc 3 M

B) NOTATIONS ET DEFINITIONS.

Les données utilisées dans cet article sont :

6 : un anneau d'une valuation discréte
K : le corps des fractions de @

v : la valuation sur X .,

2@ ¢ 1'idéal de la valuation

0 : un G-module libre de rang un.

d: 60 : une dérivation

t ¢ une uniformisante de la valuation v telle que dt engendre 0
(on suppose l'existence d'une telle uniformisante ce qui n'est pas

trés restrictif).

<

espace vectoriel de dimension n sur K .
Nous noterons :

= Hom éQ,G\) (dual de Q)

K8>® Q

= K®

PP

¥
6 O (K-dual de QK>



On se servira souvent de la formule suivante

dt
. éf .. af
ou f est un élément de K et rry 1'élément de K défini par df::a; . dt.

n

*
La formule se démontre en écrivant £ = ut’ , u€ 0 . On a alors

af du n n-1
it = at t7 + u nt

ol %% € & . Par conséquent

du

= ), wunt®™ N} 2 n-1 .

W) 2ine W

Une connexion linéaire sur V est par définition une application

additive

H >
v:V QK @K v
satisfaisant & 1'identité de Leibniz
V(fv) = AfF ?v + £VV pour tout f<K et vEV ,
v
Pour tout T¢ QK nous noterons :
BT : ¥ —> K

f F— < 4f,T>

et

vV p——> < v, T>

On vérifie aisément que :
- aT est une dérivation de K

- et que pour tout f£%K et vEV

i

VT(fv) BT(!:‘)V + £ OV (Leibniz)

]

Vf’r(v) f VT(V) .

Un vecteur v de V est dit cyclique pour VT si le systéme
(v,99, P V,een, @ 9)
T T T

est libre sur X .



Si X est de caractéristique zéro, il existe pour tout T # 0 et tout V

un vecteur cyclique ([4],chap.II,lemme 1.378]), Le choix d'une base de V ,
identifie, pour tout T£ éK , 1'application VT a un opérateur différentiel
sur X . En effet : soit (e) = (e1,e2,...,en) une base de V ; alors pour

tout i on a :

n
VT(ei) = j§1 ajieJ avec ajiE K pour tout couple (i,j).
Si vev
24
v= L Ve,,
. i
i=1
et

n . n .
- 1 J
vv= I [(BTV ) + R a; 5V ]ei .
i=1 J=1

Donc avec ce choix de base, on déduit l'application

. LN n
(VT)(e) : K —> K

1 1
v v

2 2
v v
. ' > (BT+ A) )

n n
v v

ol AfEZ@an(K) (matrices carrées d'ordre n A coefficients dans le corps X) ;
cette matrice sera notée Mat (VT,(e)). On se servira d'une notation analogue
pour les applications K-linéaires E de V ; par Mat(E,(e)) on entendra la
matrice de E par rapport a la base (e) . D'autre part, le choix d'une base

(e) dans V identifie ¥V & une application.

v' dv v
. - .
3 ad . + A . ]
. L] L3
n n
v dv v

ot A est une matrice a éléments dans QK . Cette matrice sera notée

Mat(V,(e)).
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Si (e') est une autre base de V et S

la matrice de passage de la
base (e) 2 la base (e')

(e') = (e)s

alors :

’
v v
2 2
v v
. . ' —1 "'1 .
(vT)<e,). ' l > (aT+ S AS+S aTs) '
n n
v \'4

¥
DEFINITION 1.- Soit 7% QK . La connexion linéaire V est dite T-réguliére s'il

existe une base (e) de V telle que

(<38
Mat (VT,(e) S ﬁan(@)

Une connexion V sera dite de Fuchs si elle est t 4

T reggllére.




§ 2.LES INVARIANTS.

Les notations sont celles des paragraphes qui précédent,
LEMME 2.1.- Pour tout réseau A de V et tout 750
31(/\) = A+ V_(A)
T T

est également un réseau de V ,

I1 est évident que El(A) est un sous-groupe additif du groupe
abélien V+ . Pour montrer que c'est un sous S-module de V il suffit de
vérifier que 3

VEE O , WEV ; £ VT(V)E 31(/\),

Or ceci résulte de la formule de Leibniz :

£ VT(V) = VT(fv) - (an) v
et de

o ° = v z
VT(fV>“ VT<V) ; an‘ 0 si fZ0

Si (e1,ez,e3,...,en) est un systéme de générateurs du &~module A alors

(e1,e2,...,en , VTe1, VTez,..., VTen) , est un systéme de générateurs du

G~module El(A) . Donc 31(A) est un sous O-module de type fini de V

contenant un réseau ; c'est donc un réseau de V .

1 . .
Remarque 2.1. Le réseau ET(A) ne change pas si on remplace T par gT ou

3
geE® car VgT= g VT. On a donc
1 1
3 (A) = A)

I1 en est de méme pour SET(A) = 3¢(A) (m=0,1,...) , voir corollaire 2.1.

COROLLAIRE 2.1,- Pour tout m=z0
FUA) = A
A = A+ T (A) + F(A) +uar TH(A)

est un réseau de V et on a @




3‘;(/\) = AC 3:_(/\) c...C 34]:—1(/\) c @A) < ...

Ce corollaire résulte du lemme 1 et de la formule :

V(A+ 7 (A) +eoour vf, (A) = V_(A) + v_zr(/\)+...+ vﬁ” (A) .

LEMME 2.2.~ Pour tout entier m=20, le O-module quotient

T T /
& (/\)
T

est de longqueur finie, De plus VT induit un homomorphisme surjectif §T

du  G-module Q?(A) sur le G-module Q?+1(A).

La premidre partie de ce lemme est triviale car Q?(A) est le quotient
d'un réseau par un sous-réseau, Si (e1,e2,...,en) est une base de A, alors
pour tout m=20 (Vi<ej)) (1<j<n,0<i<m) engendrent 3¢(A) ; donc QT(A)
est engendré par les images des vecteurs Vﬁ+1(ej) (1<j<n) par 1'application

quotient

q : f;m(/\) "Qﬁ(/\) .

Pour tout m , la restriction de VT a 3:(A) est une application additive de

3§(A) dans 32+1 , elle induit donc une application additive

- . m -
vT : QT(/\) Q A) .

:+1(
Montrons que 67 est O-linéaire. Un élément quelconque de Qﬁ(A) est représen-
té dans 3?+1(A) par un élément de la forme Vﬁ+1(k) ou A€ A . Or, pour tout
fFE®

v (9T ) = e 0D + £ TR
Corme anE @ nous avons

v (£ 91 (1)) ZARICVE 7 (A)

ce qul prouve que

VT(ffy) = fAGT(a) pour tout @£ Q?(A)

et exprime que pour tout m=z20

S . Al m+1
v QT(/\) —>Q,_ (A)

est G<linéaire.



m+ 1

. (A) des vecteurs

Pour tout m=0 , §T(QT(A)) contient les images dans Q

m+1|/

V¢+2(ej) (1<j<n) et ces images engendrent Q A) donc §T est surjective.

Ce qui prouve le lemme.

COROLLAIRE 2,2.~ 11 existe un entier moz 0 tel que pour m:zmo

m+1
(

T A)

- m
v, i (A) —>aQ

soit un isomorphisme.

Ceci résulte de

1) pour tout m =20

m+1

. (A) est surjectif.

= m
v (A —q
2°) pour tout m=20,
Q?(A) est de longueur finie.
. ® i . . . m S
Désignons par QT(A) la limite inductive du systéme {QT(A), VT}m et par
ell) (N €l .
t , t yeeost les diviseurs élémentaires de QT(A) . On a

C)sel(A) <e (AN) €. .0 < eﬁ(A),
et on pose

n .
- 1(0% = ¢
o (M) = 1(7(N) = T er(n)

© . ©
ou £(QT(A)) désigne la longueur du A-module QT(A) .

PROPOSITION 2.71.- Si T = t' é% avec r=z1 alors oT(A) ne dépend pas du

choix du réseau A de V .

Si A et A' sont deux réseaux de V alors il existe deux entiers
positifs gq et q' tels que :
A £7IA
et P VYR

Pour démontrer la proposition 2, il suffit de prouver que :



a) pT(tﬁqM) = pT(M) pour tout réseau M de V
b) si M et M' sont deux réseaux de V tels que MCM' alors
(M
p (M) = o (M)

Démonstration de a).

Nous avons pour tout m=z20 :

£ 95 M) = F(+7 W)
T T
en effet cette relation est triviale pour m=0 . Si on la suppose vraie
pour tout entier psm , sa validité pour p=m+1 résulte de la formule
v‘}‘;“((%) - 790 (V)€ T M+ 9 (M)+...4V0(M)) pour tout VEM

qui est une conséquence immédiate de 1'application itérée de la formule de

Leibniz et de 1'hypothése 7T = tF é% avec r=1.

Démonstration de b).

Si MCM' nous avons pour entier p=z20
P c p/ '
v(u) < VP ()
donc pour tout mz0

() < Fur)

Le noyau de l'homomorphisme

M), — T,
T /M T '
m . T .
induit par l'injection de 3:’%) dans SZ’N‘) est contenu dans M+M', , il

/
M
est donc de longueur bornée comme foncticn de m . Les suites

80 ) ) = moe ()

L(FMY, ) =m0 (M)
T Sy T
sont également bornées., On en déduit immédiatement que

o (M) < p (M)

ce qui prouve la proposition 2.1,



Remarque 2.2.~ 5i r est un entier positif ou nul et si T et 7' appartiennent
a Zflf} —_7/_7”15 , alors pT(/\) = pT,(/\) et e:,(/\) = e:,(/\) pour tout

*
réseau A de V , en effet dans ce cas T'= g7 ou g€ @ et la remarque 2.1

entraine ce résultat.

Dans la suite de cet article si T = t' é% (t uniformisante arbi-

traire) avec r=21, on remplacera l'indice par l'indice r . On écrira
m i m i
donc QL(A) , 3:(/\), P €.(A) etc....d la place de Q_(A), 3’:(/\), P (A

etCese

0S 2~ . . . - . .
PROPOSITION 2.2~ Il existe un entier positif r tel que __pr 0 Et si

4 = Inf{rec N+|pr= o} .

On a

Py >0y > ee>py >0

(respectivement rien si 4 = 1).

Démonstration : Pour tout réseau A de V , A4-VT (A) est un réseau

0]
(TO = é% , il existe donc un entier r>0 tel que

tT(A+ v. (M) cA.

0
Comme
Vr = 'CI‘V’r
0O
on a
v.(A) cA,

ce qui implique que 3:(A) = A pour tout m=20 donc P = o .

Pour démontrer la deuxiéme partie de la proposition il suffit de
prouver que pp> 0 entrafne pp+1< pp . Il existe un réseau A de V tel
que

py= L(A+~VP(A»4A
(Prendre A = Eg(M) pour un réseau M arbitraire, m grand et corollaire 2.2.

Montrons que A4-Vp+1{A) est strictement inclus dans A+-VP(A) 'inclusion

simple et évidente). Pour cela supposons que l'on a :
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/\+Vp+1(/\) = A+ vp(/\)
On a alors

A+ vp(/\) c t{A+ vp(/\)) + A
et le lemme de Nakayama entraine

A+ Vf(A) = A

qui a pour conséquence pp: 0O ce qui contredit 1l'hypothése ci-dessus., On a

donc @

L(A+Y_ (A < .

(M40 (N ) <,
Comme le membre de gauche majore pp+1 on a pp+1 < pp ce qui achéve la dé-
monstration.

DEFINITION 2.1.- On appelle ordre de la singularité de V 1l'entier positif 4

de la proposition 2.2, Les entiers p1,92,...,pz 1 sont les invariants de V.

L'entier p, est aussi appelé l'invariant de Fuchs de V . Les nombres

1

e;(A) (r=1,2,.00,4=1; 1i=1,2,...,n) sont appelés les invariants de V as-

sociés a A,

§ 3 . CALCUL DE o, -

Pour simplifier 1'écriture nous noterons T 1'opérateur Vr.

Dans ce paragraphe T = t' é% (r=21)

THECREME 3.1.-~ Pour tout vecteur cyclique v<V on a :

p, = Sup(0,vy)

91_) VO = Sup (‘V(ai))
0<i<n~1

et les a; les éléments de X donnés par la formule

1=0

Ce théoréme est trivial lorsque Yo est négatif ou nul., En effet, dans ce cas
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v(ai) 20 pour tout i=0,1,2,...,n-1 donc aiE @ . Désignons par A le

3 2 n-1 .
réseau engendré par v,Tv,T v,...,T v alors L‘fmr+1 est engendré par v,Tv,

V,TV,... ,Tm+n

donc

v . Mais si pour tout i , on a aiE @ , on voit que pour tout m

Et le théoréme est démontré dans le cas v, < 0 ; pour le démontrer dans le

0

cas VO>O nous utiliserons le lemme suivant.

LEMME 3.7.- Si
k=Sup.{ilOSiSn—1 , V(ai)-_—-vO

alors, pour tout entier m=20 : il existe

« .
am) BgrPyresesDy 1abyaseeed €O tels que
k k-1 k+m+1
(Am) TV = bV +eeet b T v+b T Veeeet b
avec

v(b;) >0 si iZzlktmt?

Dl s . _
V(bn+m) 2 v (1t égalité n'ayant lieu que pour m=0)

yeae,C € O vérifiant :

bm) €017 k=1 Cxeme 1 n+m

(Bm) TNy = ¢ vheire, TN v 4 T e

0 k-1 ¢ k+m+1 n+m

avec

v(ci) >0 si izk+m+l ,
etV(cn+m) =Vo

Preuve du lemme. Par récurrence sur l'entier m . Nous avons

donc
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=1, kel K1
A %1

T Ve ecss—a 1 n-1

X -1 -1 -
T v--—ak aov-—ak a1Tv - X an_1T vV o+

T 3% e
-1.n
+ ak v .

D'aprés les propriétés d'une valuation, nous avons pour tout i

-1

v(-a;1ai) = v(ak ai)) = v(a;1) + v(ai)

i

—v(ak) + v(ai)

Donc

-1 . . . -
v(—ak ai) 2 0 pour tout 1 qui exprime que -a, aiE 6.

D'autre part

et

Ces inégalités démontrent le lemme ci-dessus dans le cas m=0 .
Supposons donc que ce lemme est vrai pour tout entier p<m et

montrons qu'il est encore vrai pour p=m+1 . Comme (Bm) est vrai on a :

Tk+m+1v - T(Tk+mv)
k~1 k+m+1 n+m
= T(cov+-c1Tv teewt o T e LT vec, T v).
Donc
k+m+1 k-1 X+m+1 n+m
T v._T(cov)4-T(c1T v )+...+T(ck_1T v)+-T(ck+m+1T v)+...+T(cn+mT v)
= (dc )vei(c+d3c )TV +euet (c, + 3 C )Tk_1v re. TN &+
T o o r 1 F k-2 r k-1 k-1
k+m+1 k+m+2 n+m
(ar‘ck+m+1)T (Ck+m+1+ arck+m+2)T '”'(Cn+m—1+ arcn+m) V4
+ c Tn+m+1v .
n+m
Comme (Am) est vrai on a :
T%:bv4u“+b ’ﬁ4v+b k+m+1v+...+b Tmmv,
o] k-1 k+m+1 n+m

et en substituant dans la formule ci-dessus
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( e s e
_1bo)v + (e +dc+c b1)Tv+ +

ro k 1 k-1

b )Tk-1V + ( k+m+1

+ (e p* B8 1% S Py s B ket SketPramer)

) n+mv+

+ (ck+m+1+ arck+m+2+ Ck-1bk+m+2 n+m-1+ arcn+m+ck—1 n+m

n+m+ 1
+ C T v
n+m

Par suite :

k+m+1 n+m+1
<1_(arck+m+1+ ck—1bk+m+1))T v = (arco+ ck_1bo)v+...+cn+mT v .
Montrons que 1l'élément
a=1- (arck+m+1+ Ck—1bk+m+1)

est inversible dans © . Pour cela il suffit de vérifier que

vit-a) >0.

On a
/
v(arck+m+1+ Ck—1bk+m+1) = Inf.{v(arck+m+1),v(ck_1)+ V\bk+m+1)}
et
v(ar Crrms 1 ) =2 v(ck+m+1) (car r=21).
Donc

)} .

v(1-a) > Inf-{V<Ck+m+1)'V(ck_1) + v(bk+m+1

D'aprés les hypothéses

(
v‘ck+m+1) >0
{
V\bk+m+1) >0,
et
v(ck_1) >0
donc

v(1-a) >0 .
L'élément a est donc inversible dans 6 et nous avons

T Ve A TV otd, TN vad oK ud TR o
e} 1 k-1 k+m+2 n+m+ 1
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-1
d=a (arco+ ck—1bo)

d.= a—1(C.

i1t 3.C4* Sy yby)

(i= 1,2,000,k=1, ktm+2,...,n4m)

= a e .
n+m+ 1 n+m
Mais :
a) diE 6 pour toutes les valeurs de i ;
-1
B) v<dn+m+1) = v(a cn+m)
-1
= V(Cn+m) = vO (car v(a ) = -v(a) = O),
v) pour tout i vérifiant keme2 < i man
-1
v(di) = v(a (ci_1+ d,c,+ Ck—1bi))
= v(ci_1+arci+ Ck—1bi)
2 Inf.{v(ci_1),v(ci) ,v(ck_1) + v(bi)} ,
> 0,
car
v(ci_1)> 0, v(ci) >0

2 L) >
v(ck_1) 0, v(bl) 0
pour toutes les valeurs de 1 considérées,

Nous venons ainsi de démontrer que si am) et bm) sont vraies alors bm+1) est

vraie .
Dans la formule (Am), remplagons Tk+m+1v par ce qui nous est donné
par la formule (Bm+1) .
I1 vient :
X = e vooute, TX vt e TR v Gt

o k-1 k+m+2 n+m+1
avec

= b. . <ic<

ei b1+ bk+m+1d1 pour 0<1<n+m

et

Cneme1 bk+m+1' dn+m+1
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On vérifie alors immédiatement :
) eiE & pour tout i ,
8) si  i2k+md2
v(ei) 2 Inf.{v(bi),v(bk+m+1) + v(di)}

Y) v(e

- /
) = v(bk+m+1) + vid

V“hmm)+ o

) > 0)

> v, (car v(bk+m+1

Donc am) et bm+1) entralnent a . ),ce qui achéve la démonstration du lemme 3.1.

LEMME 3.2.~ Pour tout entier mz20 , le réseau 3§(A) est engendré par

k-1v,Tk+mv,...,Tn+m—1v .

i

V,TV,e0a,T

Démonstration : Ef(A) = A est engendré par v, Tv,...,Tn—1v . Supposons que

3§(A) est engendré par les vecteurs :

v,Tv,...,Tk—1v,Tk+mv,...,Tn+m-1v

et montrons que 3§+1(A) est engendré par la suite de vecteurs obtenue en remplacant
dans la suite ci-dessus m par m+1 .
Comme

FA) = F(A) + T(FA)

ce réseau est engendré par les vecteurs

v,Tv,Tzv,...,Tk—1v,Tkv,Tk+mv,Tk+m+1v,...,Tn+mv .

. k k+m .
Mais le lemme 3.1, montre que les vecteurs T v et T v <'expriment comme com-

binaison linéaire des autres vecteurs écrits ci-dessus. Ce qui prouve le lemme 3.2.

Démonstration du théoréme 3.1,

. 0 .
Le G-module QF{A) = A+~T(A)/ est engendré par la classe de Tnv, c est
Y A
donc un 6-module cyclique.
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Dtautre part :

avec
Ce qui exprime que pour tout i
c'est-a-dire

0
La longueur de Q_ (A) est donc au plus V. . Comme les homomorphismes

0

T:ql(n) = WA

4

induits par T sont tous surjectifs ; la longueur de QT(A) est, pour tout m ,

majorée par Vg En d'autres termes :

L@ = b v,

Supposons que pr< 0.

Le G-module cyclique Q? (A) est engendré par la classe du vecteur
-1
mm . VO
T "(v) et, pour m assez grand, il est annulé par t donc :

v0-1
t T’i"’n € 3’:(/\)

La propriété bm) du lemme 3.1. donne aprés avoir multiplié la formule (Bm)

-1
par t
- - -1 - - -
-t 1c Tn+mv = t 1c V+eooett ¢ Tk 1v--t 1Tk+mv + t 1c Tk+m+1 taan
n+m 0 k-1 k+m+1
-1 n+m-1
+ .
n+m-1
Or
v(t—1c )==1+v, 20
n+m 0
donc v.~1
-t_1c Tn+mv = 2t 9] Tn+mv
n+m

avec 2z€ 6 ce qui exprime que
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LI Gl ES(A) .

n+m
" , 2 k-1
Comme le réseau v(A) est engendré par les n vecteurs v,Tv,TV,...,T v ,
k+ n+m~— . s .
T mv,...,T +m 1v ; la formule ci-dessus donne une contradiction car le premier

membre est un vecteur de 32(A) alors que dans le second membre le coefficient

de Tk*mv n'est pas un élément de 6 . Nous avons donc °T= Vg ¢

§ 4 . REGULARITE, STABILITE, THEOREMES DE W.B. JURKAT ET D.A. LUTZ.

A) REGULARITE.
Avec les notations et données du § 1, on a :

» \ v . ) . N
THEOREME 4.71.- S0it TEQ ,T =T ‘r21), T+ commevion ¥ ost v-rézulidre pour,

r

si et seulement si

Démonstration : Supposons que V  est réguliére relativement & T , il existe

donc une base (e) = (e1,e2,...,en) de V telle que
Mat(v_ (e)) € (6) .

Si A est le réseau de V engendré par (e) on a évidemment VT(A)C:A , ce qui
entraine que pour tout mz20 , QTm(A) = {0} et donc 0= O . Réciproquement,
g1 p.= 0 . Pour tout réseau A de V il existe un entier my tel que

T
m
Qi(A) = {0} pour tout mzm, . Notons alors A' le réseau STO(A) et
m
(e') = (e;,eé,...,eé) une base de A' . Comme QTO(A) =0 on a VT(A')CZA' ce qui

montre que

Mat (VT,(e'))Qimnxh(G) .

Dans la suite, & la place de dire que 7 est T-réguliére nous dirons

V est r-réguliére,.

COROLLAIRE 4.1.- Pour tout entier 4>0 les trois conditions suivantes sont équi-

valentes :
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i) V est 4-réguliére,

ii) V a une singularité d'ordre inférieur ou égal & 4 .

iii) il existe une base (e) = (e1,e2,...,en) de V telle que :

Mat(V&,(e)) € j%xn(G)

COROLLAIRE 4.2.- Une connexion V sur V est dite de Fuchs si et seulement si

elle est un—-réquliére c'est-a~dire si son invariant de Fuchs P est nul,

Dans toute la suite de ce paragraphe on se donne une connexion singu-

liédre V .

THEOREME 4.2.- Si_la singularité de V est d'ordre 4 alors pour tout réseau A

de V.

Qz(/\) = 0 pour tout m=2n-1 .

La démonstration de ce théoréme résulte du théoréme 3.1 et du

LEMME 4.1.- Soient r un entier supérieur ou égal a un, V' un sous-espace vecio-

riel de V stable par V_ . i p=0 alors l'invariant p, de la restriction
Vq_de Vr a V' est éralement nul.

Preuve : Comme p = 0 il existe un réseau A de V tel que Vr(A)C:A (cE.
démonstration du théoréme 4.1). Or A'= ANV' est un réseau de V' vérifiant
V;(A')C:A' . En effet, soit (e1,e2,...,en) une base de V telle que
(e1,e2,...,%') soit une base de V' , Désignons par M 1le réseau de V engendré
par (e1,e2,...,en), il existe un entier positif ou nul q tel que tMz A .
Alors (tqe1,tqe2,...,tqei) est une base de V' contenue dans A' , de plus pour

tout h=1,2,oo.,i H

r-1(

vedl Y q g/
Vr(t eh) =qt t eh) + t Vr‘eh) .

Comme v;(e}) € V' pour tout h , on a V;(V') C V' D'autre npart U IAYCA,
! ¥

d'on VI[(/\') = vll(Amv')cAnv'z A et donc pl = 0.
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Démonstration du théoréme 4.2,

Nous avons = 0, d'aprés les propriétés des G-modules Q?(A), il

%
suffit de prouver que 02"1(A) = 0 ., C'est-a~dire qu'il suffit de montrer que pour
. . . Vb - 3;1'1—‘1

tout A€ A, il existe un entier h (1<hs<n) tel que V;(})E ) (A) ; en effet
on aura alors VE(R)E 3?~1(A) et donc Q(A)C:3?~1(A) , C'est-a-dire que

n-1

Pour tout A& A—{O} , désignons par h le plus grand entier i
tel que A, Vz(k),...,vz“1(1) soient linéairement indépendants sur X . On a évi-

demment 1<hs<sn .

Soit V' 1le sous-—espace vectoriel de V engendré par les vecteurs ),

Vz(k),og.,V£_1(k). D'aprés le lemme 4.1, l'invariant pé de la restriction Vé
de V, a V' (stable par Y,) est nul. D'autre part
£ L
h-1 5
v, (A) = a, V', A,
i £
1:0

et le théoréme 3,71 donne @

p; = Sup (0, Sup (-v(a;))) .
0<1i<h-1

Comme =0, on a aié & pour tout 1 , ce qui prouve que ?2(1)6 32—1(A)

1
)
et le théoréme 4.2 est démontré,

Pour déduire un certain nombre de conséquences du théoréme 4.2 nous

wtiliserons encore le ¢

LEMME 4.2.~ Soient A et M deux réseaux de V tels que ATM, (f1’£2"'°’£n)

une base de M . 81 ps<n (entier) et si 91,92,...,gp sont p éléments de A

alors (f1+ tgq,f2+ tg2,...,fp+ tgp,fp+2,...,fn) est encore une base de M .

Ce lemme se démontre par récurrence sur l'entier p .

I1 suffit de prouver que si QTE A alors (f1+ tg1,f fn) est

2,-.0;

encore une base de M . Comme ACM , il existe aiE 6 (i=1,2,...,n) tels que :
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9,= a1f1+ a2f2 Feoot anf

d'ou

£+ tg, = (1+ta1)f1+ tayfoteeet ta £ .

Pour tout i=1,2,.¢.,n ; taiE(S et 1+ta1 est inversible dans & , ce qui im-
plique le résultat énoncé,

Nous supposerons maintenant que 6 contient un corps de représentants,

c'est-a-dire qu'il existe un sous-corps Xk de & tel que 1'application résiduelle

induise un isomorphisme de k sur Q@m .

Remarque 4.7. Dans ce cas pour tout couple d'entiers n et h (h20) et tout élé-
n
ment a de t 6 on a:

n+h i
a= T Cit + b avec cié kX et bt

i=n

n+h+1@ .

Remarque 4.2.~ Dans la pratique 6 = C{x} ou 6= £[[x]] et il existe un corps des
représentants dont les éléments sont méme des constantes, c'est-a-dire annulés

par la dérivation 4 .

THEOREME 4.3.- Si : 1°) la singularité de V est d'ordre £ ,

2°) il existe un entier non négatif q et une base (e) de V
tels que :

Mat(v,,(e)) € t'qmnxn((s) .

Alors il existe une base (e') = (e)8 de V telle que :

a) Mat(Vb(e')) € ﬂ%xn(G)

b) les éléments de la matrice de passage S soient des polyndmes en t--1

de degré inférieur ou égal a (n—1)q a coefficients dans le corps des représen-

tants k .

Démonstration : Soient A le réseau engendré par (e)= (e1,e en) et M le

2,-0.,
n-1

réseau J , (A) . On sait que V&(M)C:M (c£. théoréme 4.2,). Comme
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Mat(V,,(e)) < ™3 m

{
nxn\@> *

On a
— =9
Vz</\) Tt A
par un procédé de récurrence immédiat on en déduit que pour tout p =20

v, (A) € £ PA

En utilisant ce résultat et en remarquan: que pour tout couple d'entier m, et m,

tels que =, 2m2 on a

nous obtenons @
M= BTN e ma

Soit (f) = (f1,f2,...,fn) une base de M , nous avons

n

£f. =1 a..e, avec a..€ ‘c"<n"1)q G .
17,0 T3 ji

A l'aide de la remarque 4.1, on peut écrire pour tout couple (i,j)

~ -1 . . ,
ou bjiEEQz et ou Sji est un polyndme en t de degré inférieur ou égal a

(n-1)q .
Posons pour tout i
n
ei =L S. 85
j=t It
il vient
n
ei = fl -z b.ie .
j=1 It
Comme pour tout i et tout j , bjiE 7, il existe gié/\ tel que
n
-Z b..e. = tg. .
joq 9177 i
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Le lemme 4.2 entraine alors que (e')= (e%,eé,...,e;) est une base de M et
1

comme Vt(M)C:M le théoréme 4.3 est démontré.

B) STABILITE ET THEOREMES DE W.B. JURKAT ET D.A, LUTZ.

Si v :V - QK8 KV est une connexion linéaire sur V et
P:vV - Qf&iv est une application K-linéaire alors V'= V+P est une connexion
linéaire sur V ; de plus toute connexion linéaire sur V est de cette forme.

Dans ce paragraphe nous allons interpréter P comme perturbation de V,
et nous allons chercher des conditions pour que V et ¥+ P aient une singularité
de mé&me ordre. Nous abordons le probléme de la stabilité de 1'ordre de la singulari-

té par perturbation.

THEOREME 4.4.- Soient ¥V une connexion linéaire d'ordre £ sur V .

P une application K-linéaire de V dans QKSKV .

S'il existe une base (e) = (e1,e ,...,en) de V telle que :

2

( 9 9 it
Mat(9,{e)) € ¢ "‘an(Q) {q>0)

Mat (P, (e)) € t'q'”“'q)'cnnxn () .

Alors V'= V+P a une singularité d'ordre inférieure ou égale & £ .

Démonstration : Le corollaire 4.1. entraine que q=24.

. Désignons par A le réseau engendré par {e) et par M le réseau

3?-1(A) . Comme A est d-régquliére on a

Vz(M) M.
De plus

e 9 /
Mat(v,(e))s R (D)

-~
entralne que

c 4=y {
Mat(Vz,(e))\ 7R T n,\(s)

nx
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donc (démonstration du théoréme 4.3)
-1Y(4-
po () (k)

Notons Pz 1l'application composée

P D
vV ———> QKQiV >V
4 4
P = < P( —
v > P£<V) P(v),t T > .,

On a donc

{ \
/ (n-1)(a-2> & /4
Mat(Pz,\e))E + ‘Rnxn‘\{")

ce qui implique en utilisant

‘n=1){q-
t\n 1)‘q E)//\\

M
que P, /M) M
Donc

' = - M) =M
v, (M) = (v« P, ) (M) =M
c'est-a-dire que l'ordre de la singularité de V' ecst inférieure ou égale a L,

COROLLAIRE 4.3.- S5'il existe une base (e) de V telle que

( =79 Iq !
Mat(V,(e)) s t ‘,nxnbo) ‘q>0)

- =a-n{1=q), /A
Mat(P,(e))= t uxnxn(.t)

alors les singularités de V et de V+P sont de méme ordre.

Démonstration : Soit £ (resp. £') l'ordre de la singularité de V (resp.

V'= ¥+P) . Comme £ =1 on a @

-q-n(4-q) < -q-n(1-q) ,

donc - -"](f,-q) ,
Mat (P, (e)) < ¢~377 074 )

de méme

( c pmanld'=a) p
Mat\P,(e))\ t nxn\Q) .
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Le théoréme ci-dessus appliqué & V et V+P entraine

FANES

et appliqué 2 V' et ¥'—~ P il donne

L < 4

d'ou le résultat.

Donnons nous une base (e) de V , celle—i permet d'identifier V
a Kn que nous identifierons a mnx1(K) . Sous cec hypothéses le réseau engendré
par (e) est @& .

Pour toute matrice A = (e..)<Z \J(K) posons :

u(a) = Inf v(a. ) .
1]

Si V est une connexion linéaire sur V et £ un entier supérieur ou égal 2 un,

on a dans la base (e) de V :

ou A% t-qiﬁan(@) pour un certain entier q=0 .

LEMME 4.3.- S1 (a1,a ,...,an) désignent les colonnes de la matrice A alors pour

2

tout m=20 les vecteurs (V?—1(a1) , V?-1(a2),..., V?—1(an)) engendrent le réseau

3§(®n) modulo le réseau 3§—1(®n) .

Ce lemme est une conséquence immédiate de 1l'égalité
V2= a£+ A,

~ r n
qul entralne que les colonnes de A engendrent le réseau Hg(Gn) modulo G

THEOREME 4.5.-~ Posons

SRS
fl
—

3 &
Y

=
o=

= PN
t

—

=

|

Alors

a) Si ¥V a une singularité d'ordre inférieur ou égale & £ on a pour
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tout m :
7
via’) 2z =(n=1)q .,
i 1
b) si
{I /2 / " 4 \
v\Am):Z—yn—1)q pour m=n,n1, ..., n=TIng+ 1 ,
V A une singularité d'ordre inférieur ou 473l & - .,

Démonstration :

Le lemme 4.3 ainsi que la définition des Aﬁ nous donne immédiatement
Lo -1 -1 -1,
B= ) A (o) B )

donc les colonnes de Ai engendrent GQ(GH) modulo 3m—1(@n

/) ) . D'autre part, la

. . N
croissance de la suite de réseaux %:(@ )) .

Comme A< t_qman(G ) on a (démonstration du théordme 4.3) pour tout

s
@
5
s
n
ct
&
Ka]
2
2]

“L
donc 0
V(E?(G ) = -mq .

Preuve de a).

Si ¥V & une singularité d'ordre £ on sait que

Qm%P = 0 pour tout m=za2n-1 |
L 3

donc

-1,.n ) .
32 1{@ ) = J?{@n) pour tout m=zn-1 . Ce qui donne pour tout

m =n-=1 V(Ai)?V(d£—1(®n)) > -(n-1)q .
Donc on a a) lorsque m=n-1, mais pour m<n-1 elle résulte tri-
vialement de
V(3§(®n) > - mq .
Preuve de b).
Nous allons raisonner par 1'absurde. Supposons que 1l'ordre de la sin-

gularité de ¥ est supérieure strictement & £ ; alors pour tout m



- 26 -

Q,(6") £ 0 donc 1ong(Qy(6") = 1

et
long(ﬁ?(@n)/®n) >m .
b/ £ 4 -y 1 .
Pour tout m 1les colonnes de AO""’A1"°"Am engendrent dz\é ), donc si
m=my= (n-1)ng+ 1 on tire de
\J(A.z)z— (n-1)q nsmsm
\‘m / O

£
et de la relation évidente v(Am)Z:-(n—1)q pour Q<m<n-1 que

m -
%O “ﬁ)::t\n1)q®n

d'ol la contradiction

e

m. < long (27*2 /@n)/@n) < ‘n=1)ng=m -1 .

0

C). CONCLUSIONS DE CE PARAGRAPHE.
INTERET PRATIQUE.

Les théorémes 4.3 , 4.4 transcrits dans le langage des systémes différen-
tiels sont des généralisations de résultats obtenus par D.A. Lutz ([10], [11] et
[7]). Le théoréme 4.5 est une généralisation aux singularités d'ordre quelcongque
du théoréme 5 de Jurkat et Lutz ([7] page 480) et mBme appliqué au cas régulier
il domne un résultat meilleur. Pour bien comprendre tous ces résultats les

auteurs du présent article ont préféré remplacer é% par tL é% (2 21).

Les théorémes de ce paragraphe ont un intérét pratique évident pour le
calcul de 1l'ordre d'une singularité d'un systéme différentiel. Avant d'expliciter ce

calcul, remarquons que le corollaire 4.3 s'exprime également de la maniére suivante @

si dans une base (e) de V on a
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Mat(VL,(e)) € = (6)

nxn

et

nq-q-n+; /
Mat(P,,(e)) € ¢t Jtnxn\@)

)

alors si V & une singularité d'ordre 4 il en est de méme de V+P . Considé-

rons un systéme différentiel

d - ’
(1) 3 =-a(t)y avec a(t) € c?m (6) qz1)

ol ® est l'anneau des séries convergentes ou des séries formelles a coefficients
complexes., On se propose de calculer l'ordre £ de la singularité. On sait que

L£<q . Pour tout r(1<r<q), concidérons 2 canrexicn licdaive ¥  Abfinie par

Va=d+t alt)ar

dans la base canonique (c) de 1'espace vectoriel V = K .

Nous avons

=L LA = (
V.=t dt+A\t)_ar+ alt)

et

(6) .

Pour voir si le systéme (1) a une singularité d'ordre r , on peut le remplacer par

Mat (v_,(c)) = A(t)+ t'q:wnxn

dy __ %
(1*) dt =-A (t)y hd

* r . .
ou A ' est obtemu a partir de A en supprimant dans A les termes d'ordre Su-

t(n-—1)(q+r)—n+r

périeur ou égal A , (corollaire 4.3) donc :

(n-1)(q+r)—n+r—1

¥*
A 'r(t) = z B. ¢t ,
i=0 1

les Bi étant des matrices constantes car ici le corps des représentants est annu-
1& par 4.

On va appliquer le théoréme 4.5, on sait que 1<q . On commence par
regarder si la singularité est d'ordre g pour ceci, on prend r=q et s'il existe

m 013n1$(n—1)nq+1), tel que
*,q
v 1) <{n-1)q

ona £ =gq.
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Dans le cas contraire /4 <q et on recommence avec r=gq-1

. Le
nombre d'opérations a exécuter pour déterminer 1l'ordre est limité par une borne N

que 1l'on pourrait expliciter et qui ne dépend que de n et q .

Supposons enfin, que la connexion ¥ (ou le systéme /1) ) a une singu-
larité d'ordre 4 , si on cherche une base {e') = (e)S de V = X° telle que
Mat(v,,(e')) € ﬂ%xn(G) on peut se restreindre a des matrices de passage assez simples
grice au théoréme 4.3. De maniére plus précise, on cherche S polynSme en 1 de

t

degré inférieur ou égal & (n-1)q A& coefficients matriciels tel que

-1 -1 c R
S AS + S %S T »-.nanx\@) .

Ce qui raméne a résoudre un nombre fini d'équations algébriques pour
déterminer S .
Le lecteur notera le r8le-clef joué par le théoréme 4.2 dans les pro-

blémes qui ont été abordés dans ce paragraphe.

§ 5 . COMPARAISON DE o, AU NOMBRE RATIONNEL DE N. KATZ ET A L'IRREGULARITE
DE B. MALGRANGE.

A)o COMPARAISON DE p1 AU NOMBRE RATIONNEL DE N. KATZ.

Avec les définitions, notations et hypothéses du § 1, rappelons les

résultats de N. Katz ([4], p. 45) concernant 1'irrégularité d'une connexion li-

d

néaire sur V dans lecas T = t It

. Pour tout réseau M de V 1'application :

v, ¢V >Z'J{+oo}

définie par

VM<X) = Sup {k]k€ZU {+o} et x& W"kM}

(m idéal de la valuation V)
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est une valuation sur l'espace vectoriel V . C'est-a-dire que cette application
posséde les propriétés suivantes :

pour tout x&€V, y&V et A< K

o (re3) = ine {y(x), (9]
vM()\x)

vM(x) 208 x&M

v(d) + VM(x)

VM(X)zﬂ“’ Xx = 0.

De plus si M' est un autre réseau de V , on démontre sans difficulté qu'il

existe un entier N tel que
(1) 9 (¥) = v ()] s ¥
pour tout =x€V .,

THEOREME DE N, KATZ.~ Il existe un nombre rationnel rz=0 tel gue :

Quels que soient le réseau M de V et la base (e)= (31’82""’en)

de V , il existe une constante C telle que pour tout 120

(2) Sup {-vM(VJek) }-rilsc
1<k<n
jsi
Le nombre rationnel r mesure également l'irrégularité de la connexion V pour

T =t ag;c- . Nous entendons par 1& que : pour gue lz connexicn Vgoit de Fuchs il faut

et il suffit que r=0 .

Il est donc naturel de comparer l'invariant entier p1 au nombre de

N. Katz.
Soient M et A deux réseaux de V , posons
- (A) = suwp (~-v,(A.)),
M 1<i<n M
ou )\1,)\2,...,)\!1 sont des vecteurs engendrant le réseau A . En fait, vM(/\) est



indépendant du choix de A_,..s,A_, car on a v (A) = inf (v (1)),.
1 n M X E A M

Remarque. Dans le théoréme de Katz on peut se restreindre & un réseau M f£ixé,
grace a 1'inégalité (1). Nous noterons donc simplement V 1la valuation de V

assoclée & un tel M fixé.

THEOREME 5.1.~ Pour toute connexion V sur V , il existe un entier plZ(J et

un nombre rationnel r =0, vérifiant la propriété suivante :

Quel que soit le réseau A de V , il existe deux constantes C1, 02 tels

qae pour tout 120

2) |1omg (3;(A) ;) -0 | s,

b) [v(F(A)+ri]sc, .

Démonstration : Soient (e) = (e1,e2,...,en) une base de 1'espace vectoriel V et

A le réseau engendré par (e). D'aprés le théoreéme de Katz on a :
[v(F () + ri] sc,

car les vecteurs Vg(eh) 1€hsn, j<i engendrent le réseau
3?(/\) = A+ V1(/\)+...+v1i(/\) .

Mais on a aussi pour tout i

1°n9(3i<A)/k = 1 ;3 o 1ong(31(A)/§J_1(A))
) 1

et pour tout J supérieur & un nombre m assez grand

1ong(3)(A) /37 (A)) = o

1 .

Donc il existe une constante C1 telle que :
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1 .
Ilong(31(A)/A) - p,i] sC,

Les inégalités a) et b) ne se déduisent pas directement 1'une de 1l'autre cependant

on a 3

PROPOSITION 5.,1.~ 91

- < r <
n L

1

On peut vérifier ces deux inégalitécs de deux maniéres différentes.

1°) Si v est un vecteur cyclique pour V on a ([4], prop. 1.10 p. 48) :

v(ai)
r = Sup{0, Sup (-——7)}
O<i<n-1
avec n-1 i
Vv o= r a. V. v.
1 . 11
i=0

alors en utilisant le théoréme 3.1 qui dit que :

p1 = SU—P {09 Sup (_V(al))}
0<i<gn-1

on obtient aisément les inégalités ci-dessus.

2°) Prenons V = v, ou A est le réseau considéré ci-dessus, Alors si

A= 33 (N)

By Mo ¥ . . .

et 81 t ,t ,eee,t sont les diviseurs élémentaires de A’/K , 11 existe une
~Hy ~Ho ~Hn

(] t 1 t ] t 14
base (e1.e2,...,en) de A tels que (t e',t e2,...,t en) soit une base
de A' d'ou

-v(A') = Sup by
1<isn
et
1 —
long(A /A) = gt Hpteeeti

donc

1 |
- long(A'/A) < ~v {A') <long(A //\) ,

et le théoréme 5.1. entraine les inégalités indiquées.
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B) COMPARAISON DE p1 A L'IRREGULARITE DEFINIE PAR B. MALGRANGE.

Rappelons la définition de 1l'irrégularité de B. Malgrange [12]. A
1l'aide d'un vecteur cyclique on se raméne au cas d'une équation différentielle. Con-

sidérons donc l'opérateur différentiel

avec an# 0 et aiE c{z} (i=1,2,...,n) .

Les deux opérateurs :

D : c[[z]] > CMlz]] .

D : C{Z} > c{z} ,

sont & indice et ont respectivement pour indice

x (D,€[[=]])

sup [p~-v(a )]
> D

x (D, c{z})

n - v(an) .

L'irrégularité de D est par définition 1'entier

i(p) = x(p,C{[2]] - x(D,C{z}) =sup [v(a ) -n-(v(a)-p)].
p

La considération de la suite exacte

0 —> ¢{z} —> ¢[[z]] —> C[[Z]]/c[z} —> 0

-~
entralne

i(D) = dim Ker (D,C[[z]]/c{z}) ,

donc i(D) 20 .

La condition 1i(D) =0 caractérise la régularité.
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PROPOSITION.~ Pour tout systéme différentiel

CRIE
dz

it

Alz)y . A(x)e i (cfz])

on a p,= i(p) .

Posons €= z = Ed; . Soit v un vecteur cyclique pour Ve , on a
donc
n n-1 5
9.v = ¥ b, V V .
0 . i "6
i=0
1 V'n--‘!
Dans la base (e) = (v,V5V,...,Vy v) on a

0 0 esascenae 0 bO
1
0 1 ) . .
Mat(ve,(e)) = - O . . -
. . 1 0 .
0 (] soee e 0 1 b
n=-1

o~

et 1'étude du systéme (1  est équivalente a 1l'étude de 1l'équation différentielle

n~-1 i
eny__:): b. 8y ,
. 1
1=O
n-1 i
et alors si D = Sn- z bie
1=0

i(D) = Sup [—[(V(bp) + p)=pll,
p

or
py = Sup(0, Sup [-v(b )],
P

ce qui entrafne o .= i(D) car

Sup [~-v(p )] = i(D) =0 .
D P
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