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UNE GBN BRAL IS A ΤIΟ Ν DU THEOREME DE LA TRANSFORMES DE LAPLACE  
ET SES APPLICATIONS AUX PROBITES DU TYPE "EDGE OP ΤΗΞ ;/ED3E"  
ET A L'ETUDE DES HÏPBRFONCTIONS 

Jacques Bros 
CERN - Genève 

INTRODUCTION 

Soit }f~ la transformiÉeh de Fourier sur ^ n qui 

a s s o o i e à ( f = (!„••• U) e f $ ) * 

sa transfermée ^ Λ c 

et considérons l'espace ^ n des variables = /^ + ̂  ^ 0 < i 5 n ) > 

complexifié de La transformation de Fourier-Laplace ILSÎ en 

correspondance biunivoque les classes de fonctions qui sont analytiques 

dans les tubes ' J ̂  de base B*. 

-/ 

et suffisamment régulières à l'infini-, avec des classes de fonctions 

des variables χ possédant des bornes exponentielles appropriées. 

Intéressons~nous seulement au cas où. Β est un ouvert de j j \ n dont 
la fermeture contient l'origine» Alors, si on associe à Β son 
ensemble pulaire 3 dans l'espace des variables χ 
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on a la propriété d'équivalence suivante: si f(p) est C 0 0 dans 

la fermeture de | ̂  et analytique dans | (et suffisamment dé­

croissante à 1!infini), alors la transformée de Fourier de la res­

triction (valeur au bord, éventuellement) f ( J ) de f à est 

une fonction f(x) satisfaisant dans à des bornes du type 

suivant: ĵ j 

où nous avons posé x- |x|u5 

u e Ο 

et où |x| = ̂ (u) désigne l'équation de la frontière de B. (ÏÏ 

est un convexe fermé contenant l'origine de ÎF\^*) 

Nous dirons que Β est le "support essentiel" de f(x). 
Cas particu]i 

Si 3 est un cône de sommet à l'origine, il en est de même 
pour Β et le "support essentiel" devient un support strict, 
puisque r£(u)=0, \f'\ij^B. 

Réciproquement si f(x) admet le convexe Β pour 
support essentiel, sa transformée de Fourier inverse f ( J ) 
est la restriction (ou la valeur au bord) d'une fonction ana-
tique dans le tube '"PB0 dont la base est l'intérieur du polaire 
Β de Β, c'est-à-dire l'enveloppe convexe B" de B. Cette méthode 

fournit ainsi en particulier une démonstration du théorème suivant 

lequel l'enveloppe d ' holomcrphie d'un tube -g est le tube convexe 

^ y ^ Q . Elle permet aussi de résoudre simplement tous les problèmes 

de "valeurs au bord sur les réels" de fonctions analytiques dans des 

tubes, en les ramenant à des problèmes de découpage de "supports essen­

tiels", pour les transformées de Fourier. Notons bier cependant que 

cela n'est possible que si les conditions imposées aux valeurs au bord 

sont non 3ocal1 nées, c'est-à-dire données sur ̂  n tout entier. 
„ _ _ - ~ 

, ,v. ' a.; : ο:.% ·· ·"...· j. a presey.rc :or:r.c r ; .-.;·.:• .·.. .:..:·: a:: •;. or. a : : ons 
suffi somment réguii près à 1 ' infi ni. 
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Exemples : 
a) à une variable: 

Toute distribution tempérée Τ s!éerit ΤΓ =τί - Τ, 
où sont valeurs au bord de fonctions T^p) respectivement 

analytiques dans les demi-plans tj >0, *j < 0. 

Cette décomposition revient à faire pour le découpage 
~± v

 x 

en Τ à supports dans les demi-axes x>0, χ£0· A 

b) à plusieurs variables : théorème de i' "ed~e of the wedge" sur 

Soit f^j ) -valeur au bord de f^p), dans Tj^ et 

soit f 2(| ) -valeur au bord de f2(p), dans TB 2, et supposons 

que f 1 (£ ") = f 2( J ) sur $> n. Alors support de f 1 = f 2 C ^ Π V 
ce qui implique que f̂  = f̂  = valeur au bord de f(p) analytique dans 
( T B 1 U T B 2 ) C -

On se propose ici de généraliser cette méthode pour 
l'étude des problèmes de valeurs au bord dans lesquels les conditions 

sont localisées dans un ouvert borné X X , de *^ n- La méthode que 

nous proposerons permettra aussi d'étudier de façon relativement élé­

mentaire les hyperfonctions, et en particulier de donner une repré­

sentation explicite de caractère géométrique de leur structure locale. 

Cette représentation sera faite dans notre deuxième exposé, la première 

séance étant réservée principalement à l'exposition de la méthode 

utilisée et à la résolution des problèmes du type "edge of the wedgeM 

dans le cas de valeurs au bord C 0 0 . Notre contraction peut être 

décrite de la façon suivante. 

I ) Une classe de domaines bornés de (£. n

; ηontenant les tubes 
comme cas limites est introduite; ces domaines seront appelés 
"tubes locaux", notés T-^ et caractérisés par la donnée de deux 
éléments: un ouvert Β de jouant un rôle analogue à la 
base d'un tube ordinaire et une fonction analytique ( 5 dite "loca­
lisante" d:.,o u-_ o^viri.Q de Π d'équaMon 0< (f/(| )<1: H est 
en fait 1 ' ensemble des points de apparl enant au tube local Τ... γ 

' 1:J 
ou a se frontière; dans ce dernier cas Τ - sera tout a fait 
adapté à l'étude des problèmes de valeurs au bord localisées dans 
I I ouvert · 
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2) En vue de définir une transformation de Fourior généralisée pour 
l'étude des clr;.:.:sos de fonctions analytiques dans des tubes locaux 
Τ r, nous donnons une formulation générale de la formule de Parseval ψ - _ 
pour d̂ s distribntΊons concentrées sur une variété // de classe 

, de dimension n, plongée dans un espace ^ n r p . Le résultat 
de cette étude est l'expression du produit scalaire de deux éléments 
en dualité f, g définis sur au moyen de l'intégrale d'une 
forme différentielle fermée ΤΉ f > ï> ) \ cette intégrale est prise 

ς*·** ^ η ) \ , 
'sur une surface > ' appartenant a une classe appropriée dans l'espace 
j P n _ i ^ des variables χ.,.,.,χ conjuguées par Fourier de Si * · · · f > 

' · ̂  ""t- ρ ι ^ η "f" ρ 
soit: Λ 

5 ) Généralisation du théorème ee la ara^sf ora.de de L api ace. Uti-

<lisant ces résultats, nous pouvons maintenant définir une 

transformation fp^ * qui, à toute fonction (ou distribution) f(jF ) 

de support compact sur ffij1 (convenable par rapport à la fonction^), 

associe une forme différentielle ^(>-}x ,p) 5 de degré η dans les 
varjables (X,X q), dont les propriétés sont les suivantes: 
a) les coefficients W^k^ (χ, X q , p) de W (k^C)1j...n) sont des 
fonctions entières de x, X q et analytiques de p; 

b) pour x, X q réels, ces coefficients sont à croissance lente ou 

à décroissance rapide en |x|, suivant que f est une distribution 

ou une fonction C 0 0 ; cette borne est uniforme par rapport à x^ 

dans le demi-espace X Q > 0 . 

c) W^0^ est indépendant des variables p, et l'on a: 

transformée de" Fourier de f(^ ); 

d) la forme différentielle: 

r 

/ oe degré n. 

http://ora.de
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est fermée et l'on a: 

pour toute une classe d1 hypersurfaces .UEL rendant l'intégrale (l) 
convergente. En particulier, on peut toujours prendre pour Jj>T 
l'hyperplan χ =0, et la formule (l) se réduit alors à la formule 

0 *Λ d'inversion de Pourier 

La latitude avec laquelle on peut déplacer 1 * hypersurface^T 

dans (l) dépend des propriétés d'analyticité locales de f(J ), 

considérée cornue valeur au bord (ou restriction suivant les cas) 

drune fonction f(p = £ + ), définie au voisinage de l'ouvert JjL · 

Plus précisément, on peut montrer ici un théorème d'équi­

valence qui généralise le théorème de la transformée de Laplace. 

Il y a équivalence entre /la propriété que f(£ ) soit 

valeur au bord d'une fonction analytique f(p~ J-fiJ ) dans un tube 

local Ί r et le fait que la forme différer;: ici le 7/ (x.x ,p) oui 
ψ ί o' w -

lui est associée par jjîJL a -̂"t tous ses coefficients bornés par 
e"X° à l'extérieur d'un'cône convexe du demi-espace 

Nous dirons que est le support essentiel de la forme W associée 

à f. Un énoncé précis du théorème d'équivalence sera d'abord 

fourni dans le cas où f(J ) est C 0 0 sur J ^ n et où f(p-^ ) 
OD est C dans la fermeture de Τ ~, puis dans le cas où cette valeur rp 

au bord est une distribution prolongeable sur n. 

4) Représentation intégrale des fonctions analytiques dans des tubes 

locaux : Le théorème d'équivalence que nous venons de mentionner va 

permettre tout d'abord de donner une condition géométrique pour qu'un 

tube local -p̂ T soit un domaine ά 1 holomorprn e (comme pour les tubes, 
elle s'exprime par la convexité de 1 ! 0·.·: :cr: V. de fî\ H) . De plus 

Eventuellement, la formule (1) devra être considérée au sens 

des distributions, en . 
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la transformation ^^*0 fournit très simplement une représentation du 

type Cauchy-Fantappié pour les fonctions qui sont analytiques dans 

T^0 et régulières sur sa frontière (cette représentation utilise un 

ensemble d1hypersurfaces analytiques tangentes à · 

5) Exoblèmes du type "edge of the wedge" î le théorème de l'edge of the 

wedge (local) s'obtient immédiatement par la considération des supports 

essentiels des formes W associées. Et l!on retrouvera, de même, le 

théorème généralise de l!,ledge of the wedge" ' avec une spécification 

précise des domaines dTholomorphie : 

Théorème: Si m fonctions f\(p) (l<i<m) sont respectivement 

analytiques dans des tubes locaux TBjjf? s i leurs valeurs au bord 

(supposées ici C 0 0 ) satisfont sur tout 1 1 ouvert jCi > la relation 

VA 

alors il existe un ensemble de fonctions f (p) (l<ijj<m) telles 

que : 

i) ^ ( p ^ - f ^ p ) ; 

ii) f_^(p) est analytique dans le tube local 

iii) ψ± (l<i<m), on a: f. ( £ ) = f . . ( § ), relation qui 
prolonge analytiquement £J_APJ dans le domaine 

Ρ \ f • 

En faitj une série de résultats analogues peut être 
également présentée, où il apparaît qu'il y a isomorphisme entre une 

homologie de "découpage de supports essentiels", et une honologie 

de décomposition de fonctions analytiques dans des tubes locaux. 

*) 
Démontré par A. Martineau par des méthodes cohoinoiogiques· 
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6) Représentation des hyperfonctions. Pour toute fonctionnelle 
analytique Τ de support compact K= J T L (fermeture d'un ouvert.-52* 
de ^ R " , défini à l'aide d'une fonction analytique ( j^ , comme ci-
dessus), on peut également définir sa transformée C p 0 Q̂ i est une 
forme différentielle Y/̂ (x,x ,p) ayant des propriétés analogues à 
celles de Y/f [voir 3)j , avec simplement la modification suivante 
de b): 
b !) Pour x, x^ réels et χ >0 les coefficients de WÎx,x ,p) 

ο ο- c | x ] T o 

admettent des bornes uniformes en χ du type CL e^' valables 
ο ^ ^ c 

Ifd >0 (la constante C- dépendant de £ ). Pour χ, χ réels, 
0 fi I I 

tels que X q < 0 , ces bornes doivent être remplacées par e ' Χ' ~"Xo. 
Les propriétés a) et b') sont en fait caractéristiques d'une forme 
W représentant une fonctionnelle analytique de support Κ -51* . 

En utilisant le fait que est une forme fermée on 
peut alors écrire une représentation concrète de la fonctionnelle 

Τ dans l'espace des variables complexes p: l'action de Τ sur 
une fonction analytique (Jj (p) dans un voisinage complexe de Κ 
est donnée par une formule du type suivant: 

A ( 2 ) 

où (h)(p) est une forme différentielle fermée de degré 2n-1 

dans l'espace (C Π = Π des variables (Pe ρ , Imp ) et où le 
cycle d'intégration Λ est une hypersurfaee fermée (de dimension 

R 2n ) entourant le compact K. 

La formule (2) ne fait que généraliser la représentation 

très simple du cas à une variable: ^} (p) est alors de la forme 

0(p)dp, où θ(ρ) est une fonction analytique dans le plan complexe 
privé de l'intervalle K, cl est un contour fermé entourant K. 
7) Structure locale des hyperfonctions. Si la forme W associée 
à une fonctionnelle analytique Τ (de support K = JTL) admet un support 
essentiel S convexe(dans le sens qui a été décri b plus haut [voir 
3) i): alors on peu; écrire une formule idcn-iique à (l ) avec un choi;: 
convenable de 1'hypersurfaee , soit: 
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Cette formule définit f(p) comme une fonction analytique dans le 

tube local correspondant à S^, mais la fonchion f(p) a 

maintenant un comportement quelconque au voisinage de la frontière 

La réciproque est possible, en utilisant une construction 

explicite de 1'hyperfonction associée à une fonction analytique f 

dans un tube local T^: on peut, en effet, par une intégrale de 

contour, associer à f une classe de fonctionnelles analytiques Τ 
de support qui coïncident entre elles? module des fonctionnelles 
analytiques "^T" de support Un raisonnement analogue à 

celui qui sert à la démonstration du théorème d'équivalence dajis le 

cas de valeurs au bord permet de montrer que toutes les fonc­

tionnelles Τ ainsi construites ont -pour support essentiel associé 
alors que toutes les ambiguïtés "% T" ont un support essentiel 

vide ( c1 est-à-dire que la forme ^ <j m es^ bornée, V* £ >0 par 

e & l x l " " x ° dans toute la région x >θ). 

Les théorèmes du type 11 edge of t>e wedge" se transposent 

alors immédiatement au cas de valeurs au bord prises au sens des 

"hyperfonctions". D'une façon générale la structure locale d'une 

hyperfonction de support Κ (ou de la restriction à Κ d'une hyper-
fonction définie sur un ouvert plus grand) sera décrite par son 
support essentiel, ou encore (puisque c'est un cône) par la trace 

de ce support sur la demi-sphère 

de l'espace (X,X q). En décomposant ce support en un nombre minimum 

de cônes convexes, on fera apparaître 1'hyperfonction Τ comme une 
somme de "valeurs au bord" (au sens des hyp.erf onc tioris) de fonctions 

*) C'est-à-dire une hyperfonction dans ] 1 ouvert SU (°f·; Schapira, 
Théorie des hyperfonctions). 
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analytiques dans i tubes locaux Τ-β̂  ̂  . Si 1 1 hyperf onction n'a 
aucune propriété locale particulière, une telle décomposition 
pourra toujours être effectuée au moyen d'un recouvrement convenable 

de la demi-sphère ( s n ) f , mais l'on trouvera alors nécessairement" 

un nombre i de fonctions analytiques supérieur ou égal à n+1. 

δ) Généra]isations possibles. Nous ne faisons qu'indiquer ici les 

possibilités plus larges ouvertes par le formalisme exposé dans 2). 

On pourrait en fait définir des tubes locaux plus généraux dépendant 

de plusieurs fonctions ou, ce qui est une autre manière de 

voir, des tubes locaux sur des variétés plongées. Tous ces domaines 

peuvent en fin de compte être considérés comme des intersections de 

tubes dans un espace ambiant à un nombre suffisant de dimensions, par 

une variété analytique dont la situation géométrique doit satisfaire 

à certaines conditions par rapport au tube donné. Dans ce cadre un 

peu plus général, la représentation au moyen de la transformation 

de propriétés du type "edge of t.he wedgeM sur une variété ana­

lytique ne présente aucune difficulté nouvelle, de même que la 

représentation concrète des hyperfonctions et l'étude de leur 

structure locale. 

Pour une rédaction détaillée des propriétés exposées dans 

1., paragraphes 1), 3) et 5), ou pourra se reporter à Lartide *> 

écrit en collaboration avec D. Iagolnitzer : "Causality and local 

analyticity : Mathematical Study". 

* ) 

Prétirage Saclay et Compte-Rendus du Colloque sur la Eenorraalisation 

Marseille. juin 1971. 


