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UNE GENERALISATION DU THEOREME DE LA TRANSFORVEE TE LAPLACE
ET SES APPLICATIONS AUX PROBLFEIS TYPE "EDGEF OF THE JEDGE"
ET A L'ETUDE DES HYPERFONCTIONS

Jacques Bros
CERN -~ Geneéve

INTRODUCTION

Soit :ﬁ la transformden de Fourier sur EQ qui

associe & g(g (f: (-{,/f,‘) c ]R
sa transfcr;ée ; A

7 '7?2 §(Xf
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et considérons l'espace des variables .= T ¥/ 1<i<n
0 o] . np G: aria Py ‘gl + 5 ( <i< ),
complexifié de ‘ﬁ{ . La transformation de Fourier-Laplace nzt en
correspondance biunivoque les classes de fonctions qui sont analytigues

dans les tubes l B de base B:

)
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et suffisamment rcgulleres 4 1'infiri, avec des classes de fonctions
des variadles x possédant des bornes exponentielles appropriées.
o)

. N . o, b 11 . ,
Intéressons™nous seulement au cas ou B esi un ocuvert de IFK dont

la fermeture contient l'origine, Alors, si on associe & B son

~

ensemole polaire 2 dans l'espace des variables x
, C

B: ) X x.7+i)0 ) V?e.B



i e . . @
on a la proprictée d'éguivalence suivante: si f(p) est C dans
=,

. el . 4.
la fermeturc de I 5 ct analytique dans | R (et suffisamment dJ¢é-
creiessante & 1'infini), alors la transformée de Fourier de la res-

s . - . n
triction (valeur au bord, eventuoilement) f(f ) de f a H{f est

o~

. . . n
une fTonction f(x) satisfaisant dansg E{X a des bornes du type

suivant: ..lél
[l <G e T N i
{ x|

ou nous avons poué X::lxlu,

weS”

et ol lx[: T(u) désigne 1'équation de la frontiére de B. (B

. i o n
est un convexe fermé contenant l'origine de W{X.>

~

Nous dirons que B est le "support essentiel" de %(X).

Cas particulier

Si 3 est un cbne de sommet & 1Llovigine, il en est de mbue
pour B et le "support essentiel devient un support strict,
puisque T (u) =0, \/ u s{ﬁ.

Réciproquement si %(x) admet lec convexe B pour
support essentiel, sa transformée de Fouricr inverse f(f )
est la restriction (ou la valeur au bord) dture fonclion ana-
tigque dans le tube jch dont la base est 1l'intérieur du polaire
% de g, clest-ad-dire l'enveloppe convexe B° de ®. Cette méthode
fournit ainsi en particulier une démonstration *) du théoréme suivant
lequel l'enveloppe d'holomerphie dfun tube 7ﬂB est le tube convexe
rch- Blle permet ausci de résoudre simplement tous les problemes
de "valecurc su bord sur les réels" de fonctions analytiiques dans des
tubes, cn les ramerant & des problemes de découpage de "supports essen-
tiels'", pour les transformées de Fourier. Notons bier cependant que

-

cela nl'est possible gue si les conditions imposces aux valeurs auw bord

n .
tcut entier.

suffisrmment régulieres a 1'infTini.
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Exemples:

a) A4 une variableo:

Toute distribution tempérie T§ s
R ey . B .
ou T sont valeurs au bord de fonctions T (p) respectivement

tSorit I ::T; -2;

analytiques dans les demi-plans n >0, 7 <0.

Cette décomposition revient a faire pour T le découpage
D 1 % &

~E N . .
en ?X a supports cans les demi-axes x>0, x<0.

b) A plusieurs variables : théoréme de 1 "edme of the wedge" sur

ﬁ
Soit f1(j ) = valeur au bord de f1(p), dans Tp, et
soit f2(§ )::Valeur au bord de f2(p>’ dang TB2, et supposons
B n ~J ~J N ~J
que f1(§)=f2(§> sur R . Alors support de f, =1, C B1n82,

ce qui impligque que f1=:f2=:va1eur au bord de f(p) analytique dans
c
(1, {J 78,)°

On se propose ici de géndraliser cette méihode pour
1'étude des problémes de valeurs au bord dans lesguels les conditions

.. . ’ . n , .
sont localisées <dans un ouvert borné S:L de i;i . La methode que

nous proposerons permettra aussi d'étudier de fagon relativement é1é-
mentaire les hyperfonctions, et en particulier de donner une repré-
sentation explicite de caractere géométrique de leur structure locale.
Cette représentation sera faite dans notre deuxiéme exposé, la premiére
séance étant réservée principalement & l'exposition de la méthode
utilisée et & la résolution des problémes du itypc "edge of the wedge"
dans le cas de valeurs au bord C® . Notre contribition peut 8tre
décrite de la fagon suivante.

1) Une clacsse de domaines bornés de Q:r: conterient les tubes

comme cas limites est introduite; ces domaines seront apnpelés

"{ubes lecaux", notés TEﬁ‘ et caraciériséds par la donnéc de deux

P n . N
eléments: un ouvert B de &( jouant un rdle analocue & la

base d'un tlube ordinaire et une fo ¥ dite "loeca-
- M n it oty

e 41N ~ . 3 e Sy S0 4., 5

11(8 L2 1 p - U - de R‘\ el QY OE'\) E >< P —S‘é‘ ogt
. . . . 3 0 -
en felt 1l'cusentle des polnts de |\ apparierant au tuve local T
b £
ou & se Tronticre: dans ce dernier cas T}; sera tout &4 fait
P

adspld 4 1'é¢tude des problémes de valeurs su tord localisées

1'ouvert Sl .



2) En vue de ¢4finir une transformation de Fouricr séndrslisde pour

1'étude des clazses de fTorncetions anclytiques aana des tubes locaux

rous donnone une formulation générale de 1la formule de Parseval

i}
A
pour de~s distribntions concentrdées sur une varidtd ?)ﬁ de classe

-7 1+ p
N\

a - . . . .
C~, de dimension n, plongée dans un espace . Le résultat

de cette étude est l'expression du produit scalsire de deux éléments
é

rns-
en dualité £, g définis sur L; au moyen de L'intéyg

X
. - - . arf o 0 5 - ~ =
forme differcnticlle fermée ) (T,¢); cetlte intdzrale esi prise
) m*(n) N - . , '
sur une surface % appartenant a une classe aporopride dans 1l'espace
nip . G . . - . .
des variatlies XyyeeerX conjugueées par rourier de g g oo f ’
4D 1 n+p
soit:
< I
:> -
—— \,
/ Lb&/ / ) GKI.. o X
k-#f
L]
s

3) Géndralis-iion ou tndorime ce ls nro..oforile oo Laplsce. Uti-

slisant ces rdsuliats, nous pouvons meinitensnt ol finir une

transformatiorl.sﬁﬁ " yui, a toute Tenetion (ou djstribution) f(f )

")

;3

‘ n . N ) ;
de support compaci sur ﬁ{ (convenable par rapport & la Lonctlonié),

associc une forue différentielle Wf(y,xo,p), de degré n dans les
. A . - - .
variables (X,Xo/, dont les propriétés sont les suivantes:

a) les coefficients ng)

b

(x,xo,p) de W (k::O,?,...n) sont des
X et analytiques de p;

fonctions enticres de x,

\

b) pour X, X/ réels, ces coefficients sont & croissance lente ou

g

décroissance rapide en ’Xl, suivant que f est une dissribution
. (a9 . \
ou une fonction C7 ; cette borne est uniforme par rapport &4 x
o]
dans le demi-espace XO:>O.

c) W§O> est indépendant des variables p, et l'on a:

Wy ex o) = 400,

transforincée do Fourier de f(f )3

d) 1la forme différenticlle:

-

. “ o f,ﬂ',\ »

4, ?.f\ + §)~ﬁ)'R° \j’} (f
|


http://ora.de

est fermée et L'om a:

Sox o+ 0l

(£) = jW (%%, 8) ¢ ; (1)

pour toute une classe d! hypersurfac :E.*ond ns 1'intdgrale (1)

M

convergente. BEn particulier, on peut toujours prenare pour ¢§L
1thypernlan XO::O, ct 1z formule (1) se réduit alors & la formule

*)

d'inversion de Fourier .

La latitude avec lagqueclle on peut déplacer 1'hypersurfacez
dans (1) dépend des propriétés dianalyticité locales de f(§ )
considérée comme valcur au bord (ou restriction fuivant les cao)
d'une fonction f(p::§ +iﬁ ), définie au voisinaze de 1l'ouvert lal.

Plus précisément, on peut montrer ici un thdordme dtéqui-

valence qui is2 le théoréme de la trunsformée de Laplace.

I1 y a éguivalence cntre la pTOpriété que f(f ) soit

o~

valeur asu bord d'une forction analytique £( f / dans un tube
local Thﬁ' et le fait gue la forme diffdreniiell i\x X ,p) aui

lui est associée par ‘? alt tous ses coefficients bOfLCo par
—X 'u’v\

0 & 1'extérieur c0ne convexe SB du demi-espace

{Q(/XQ ; o?’o} de R™

Nous dirons que SB est le support essentiel de la forme W. associée
EL h
a f. Un énoncé précis du théorcme d'équivalence sera d'abord

fourni dans le cas ou f(§) est ¢®  sur et ot F(p=F 4+i1)
\ !

® .
est C dans 1a fermeture de TP;, r doras 1 cas ou cette valeur

. . . n
au bord cst une distribution prolongeable sur ﬁ{

4) Représentation intégrale des fonctions arzlytisues danc des tubes

locanux ; Te thédeorinme 2'dguivolicncece gque nous venons de mentionner va
permettre tout d'abord de donner une condition géomdéirique pour qu'un
{ube local @ r soit un domzine d'holoworrhie (comme pour les tubes,

& ,
) - Coen - r) n
clle s'cxprime par 12 convexitde de Y'o ooz de X ). De plus

Eventucllewent, la [ormule (1) devra Bire concidérée au sens

der distributions, en _f
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la transformation :}i” fournit trés simplemert une représentation du
type Cauchy-Fantappié pour les fonctions qui sont analytigues dans
TBﬁ el réguli¢res sur sa frontiére (cette représentation utilise un

ensemble d'hypersurfaces analytiques tangentes a ng).
J

5) Problémes du tyve "edge of the wedge" : le théoreme de l'edge of the

wedge (1oca1) s'obtient immédiatement par la considération des supports

essentiels des formes Wf associ€ées. Et 1l'on retrouvera, de meme, le
A - U . i

théoréme généralisé de L'"edge of the wedge" ) avec une gpécificatior

précise des domaines d'holomorphie :

Théoréme: Si m fonctions fi(p) (1 Sj.fnﬂ sont respectivement
analytiques dans des tubes locaux TBiﬁﬁ si leurs valeurs au bord

. e @ . .
(suppOSees ici €~ ) satisfont sur tout l'ouvert jrl, la relation

§ {4@): °,

alors il existe un ensemble de fonctions fij(p) (1 <i,j fnﬁ telles

que:

i

(p);

ii) fij(p) est analytique dans le tube local

‘I ' c
B ou B = B U B)
. / 13 4 } '
46
iii) \’L i {(1<i<mn), on a: fi(.f ):S;fij(g ), relation qui
prolonge analytiguement fi(p) dans le domaine

i) fij(p) 4

ait. une Série de résultats annlogues pecut étre

En feait; unc g I

également préscnide, ol il apparalt qu'il y a isomorphisme entre une
homologie de "découpage de supporis essentiels", et une houologie

de décomposition de fonctions analytiques dans des tubes locaux.

- m e e - T > AT o e T . T " " = wn == e g v g S e e e e S e g TR aw e B e S e e —_

Démontré par A. Martineau par des métho.=z conomologiques.
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6) Représentaiion des hyperfonctions. _four toute fonctionnelle
anazlytique T de support compact K= Jn.(fermeture d'un ouverth—
de ﬁ%?} défini & 1'aide d'une fonction analytique (¥ , comne ci-
dessus), on peut également définir sa transformée f3:¢ qui est une
forme différentielle WT(X,XO,p) ayant des propriéiés analogues a
celles de W [}oir BZ}, avec simplement la modification suivante

f
de b\:

b!') Pour x, X réels et onio les coefficients d? 1WT(X,X )
b4
admettent des bornes uniformes en X, du type CE e ¢!

V’C >0 (la constante Ce dépendant de € ). Pour x, x_ rdels,

o]
valables

o)
, . . Elx| -x
tels que xofgo, ces bornes doivent 8&tre remplacées par C€ e | , o.

Les propriétds a) et b') sont en fait caractéristiques d'une forme

pm——

WT représentant une forctionnelle analytique de support K::SL.

En utilisant le fait que W est une forme fermée on
T
peut alors écrire une représentation concréte de la fonctionnelle
T dans 1l'espace des variables complexes p: l'action de T sur
unie fonction analytique C?(p) dans un voisinage complexe de K

est donnée par une formule du type suivant:

LT, 4 = Ay B¢) 9()

ou @ (p) est une forme différentielle fermée de degré 2n-1
dans l'espace Q:r1:EQ2n des variables (Re;), Im}>) et ou le

cycle d'intégration JA\ est une hypersurface Termée (de dimension

(2)

2n-1 dans ﬁ% 2n) entourant le compact K.

La formule (2) ne fait que généraliser 1z représentation
trés simple du cas & une variable: () (p) est alors de la forme
Q(p)dp, ou O(p) est une fonctioxn analytique dans le plan complexe
privé de 1l'intervulle K, 0‘;-/\‘}A est un contour fermé entourant K.

7) Structure locale des hyperfonctions. 35i la fomre Wi associée

e J
4 une fonctionnelle anaglytique T (de SUPLOIr: ‘K::fl) adriet un support
essentiel SB convexo, (dans le sens gui 2 ¢1é déerit plus heut |voir
B)ﬁg alors on peu. dorire urne Tormule iucniicue Lol avec un chcan

convenable de l'hypersurface 2 sy  SO1t:



.
5
i
{

) . Vb X +§{)xe
{(F} ‘wa'r (c173) ¢ F (3)

Cette formule 24finit f(p) comme une fonction arclytique dans le

n!

I

tube local ng correspondant & S mais le fcnchicn E(D) a

maintenant un comportement quelconque au voisinage de la frontiére
de T._.7.
15778

explicite de l'hyperfonction associée & une foncticn analytique T

La réciproque est possible, en utilisant une construction

dans un tube local TBﬁ: on peut, en effet, par une intégrale de

cortour, as~oview a f une c]asse de fonctionnelles zralytiques T

de support .SL- qui coincident entre o]leo, modulo des fonctionnelles
analytiques "gﬁW‘ de support '351. . Un raisonnement ans logue &
celui qui serL‘a la dowonoufaulon du théoréme d'équivalence dans le

cas de valeurs su bord C permet de montrer gue toutes les Tonc-
tionnelles T ainsi construites onti pour support esseniicl associé 54
alors que toutes les ambiguités "S’P" ont un support essentiel

vide (crest—é—dire que la forme W ST est borndc, VL £ >0 par

e ¢ Xl’xo dans toute la région XogzO).

Les théorémes du type '"edge of tre wedge" se transposent
alors immédiatement au cas de valeurs au bord prists au sené des
"hyperfonctions". D'une fagon générale la siructure locale d'une
hyperfornction de support K (ou de la restriction & X d'une hyper-
fonction définie sur un ouvert plus grand) sere décrite par son
support essentiel, Du encore (puisque c'est un cdne) par la trace

de ce support sur la demi-spheére
)T Sm S
S - xo/O

de l'espace (X,XO). En décomposant ce suppori en un nombre minimum
de cbnes convexcs, on fera apparaltre l'hyperfonction T conme une

sommne de "valeurs au bord" (au sens des hyperfonctions) de fonctions

Théorie des hyperfonctions).



-9 -

analytiques dans £ tubes locaux TBig“ 51 1l'hyperfonction n'a
aucune proprictd locule particuliCre, une telle ddcomposition
pourra toujours 8tre effectude au moyen d'un recouvrement convenable
de la demi-sphére (Sn)+, mais l'on irouvera alors nécessairement

un nombre { de fonctions analytiques supérieur ou égal & n+ 1.

8) Généralisations nogsibles. Nous ne faisons qu'indiguer ici les
possibilités plus larges ouvertes par le formalisme exposé dans 2).
On pourrait en fait définir des tubes locaux plus géréraux uépendant
de plusieurs fonctions j» ou, ce qui est une autre manidére de
voir, des tubes locaux sur des variétés plongées. Tous ces domaines
)
peuvent er fin de compte &tre considérés zomme des intersections de
tubes dans un espace ambiant a un nombre suffisant de dimensions, par
une variété énalytique dont la situation géométrique doit satisfaire
& certaines conditions par rapport au tube donné. Dans ce cadre un
peu plus géndral, la représentation au moyen de la transformation
E}é ce propriétés du type "edge of the wedge" sur une variédté ana-
lytique ne présente aucune difficulté nouvelle, de méme que la
représentation concrete des hyperfonctions et 1t'étude de leur

structure locale.

Pour une rédaction détaillée des proprid¢tés exposées dans

*)

écrit en collaboration avec D. Iagolnitzer : "Causality and local

\

les parégraphes 1), 3) et 5), ou pourra se reporter & l'article

analyticity : Mathematical Study".

Prétirace Saday ci Compte-Rendus du Collogque sur la Renormalisation



