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SUR LES FAISCEAUX DE DIVISEURS

par
Pierre DOLBEAULT

INTRODUCTION , -

Le but de cet exposé est de signaler des problémes relatifs au
faisceau des diviseurs (ou d'une généralisation des diviseurs) sur une va-

riété analytique et d'en indiquer des solutions plus ou moins complétes ,

Soient V une variété analytique complexe paracompacte , O le
faisceau des fonctions holomorphes sur V , Soient p un élément irréductible
de 0, (xeV): [p] le germe d'ensernble analytique complexe principal formé
des zéros de p ., Toute combinaison linéaire & coefficients entiers Iy T lpyd

de tels germes est appelée un germe de diviseur, L'ensemble des germes

de diviseurs constitue un faisceau de groupes abéliers appelé le faisceau des
diviseurs et noté D ; N étant le faisceau (de groupes multiplicatifs) des
fonctions méromorphes , 9_* le faisceau ({(de groupes multiplicatifs) des fonc-

tions holomorphes inversibles , ona : D=~ NI_Q_* .

Si o= x T [pk] € D , le germe d'ensemble Uk[pk] e§t appelé
le support de o ,

On appelle diviseur a coefficients entiers toute combinaison liné-

aire a coefficients entiers, localement finie, d'ensembles analytiques de V
de codimension 1 ([5], [12] par exemple). La réunion des ensembles ana-
lytiques qui servent 4 définir un diviseur W est appelée le support W de W,

Les diviseurs constituent un groupe abélien canoniquement isomorphe 3 HO(V,D).
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Dans le cas ot W est réunion de composantes irréductibles sans
point singulier, il est clair que W , par ses composantes irréductibles, ca.
noniquement orientées, affectées des coefficients ci-dessus, définit un cycle
singulier, d'ol une classe d'homologie entiére, et, par dualité,une classe de
cohomologie B'" de dimension 2 ; dans le cas ol les composantes irréductibles

ont des points singuliers, la construction ci-dessus de la classe g' s'étend,

On peut associer, d'une autre facon, une classe de cohomologied W,
p y 9 b ]

Considérons les suites exactes :

(1) 0 —>0¥—>N

>D
(2) 0 > Z > 0 —> 0of—>o¢

od Z estle faisceau constant des entiers et oi e désigne 1'homomorphisme :

¢ =+ exp (2mig).

A tout diviseur W ¢ H®(V,D) est associé un élément y' de HZ(V, Z)

par 1'homomorphisme

g

h
H°(v,p) —&—>n!(v,0%) 2> u?(v,2)

yY' est d'ailleurs la classe caractéristique du fibré vectoriel [W] , de fibre C
défini par W de la facon suivante : pour un recouvrement ouvert (Ui) suf-
fisament fin de V , le diviseur W étant donné, sur chaque Ui’ par une fonc-
tion méromorphe fi , le fibré [ W] est défini par les fonctions holomorphes

de transition : fi/fj sur Ui n Uj £¢.

PROBLEME 1,

Quelle relation y a-t-il entre les classes y' et g'" ? Il est connu[5]

et on verra aun® 1 que y'=g",

Dans le cas ot V est une variété analytique réelle, en particulier la
structure sous-jacente a une structure analytique complexe, on considére le
faisceau A des germes de fonctions analytiques de variables réelles 4 valeurs
complexes , N le faisceau des groupes multiplicatifs des germes de fonctions
méromorphes de variables réelles 3 valeurs complexes , A* le sous-faisceau
de N des groupes multiplicatifs des germes inversibles dans A, On appelle
germe de pseudo-diviseur tout élément de _I}I/é* et pseudo-diviseur tout

élément W de H° (V,I}I_/_A_*) .
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14 encore, il y a deux facons d'associer 3 W une classe de coho-

mologie entiére de dimension 2 de V , Ces classes sont-elles épales ?

(probléme 1') ,

Dans le cas od V est une variété de Stein, tout élément de Hz(v, Z)
est la classe de cohomologie d'un diviseur (Serre[11] )., Dans le casou V
est une variété algébrique projective sans singularité, tout élément du sousa-
groupe Hl’ 1(V,g.) des classes de type (1,1) de HZ(V,=Z) est la classe de

cohomologie d'un diviseur (Lefschetz-Hodge , voir [10] ),

PROBLEME 2,
Si V est analytique réelle , tout élément de HZ(V, Z) _est-il la

classe de cohomologie d'un pseudo-diviseur ?

V étant, de nouveau, une variété analytique complexe, pour gq>1,

on a le diagramme suivant :
u? (v,0) —> ¥ (v,0" —> u¥(v, 2)

déduit des suites exactes (1) et (2).

PROBLEME 3 ,

Quelle est l'image de Hq(V,D) dans l'homomorphisme ci-dessus ?

Ce probléme est ouvert, On ne connafit, pour le moment, qu'une
résolution fine particuliére d'un sous-faisceau D'c du faisceau D® z C des
diviseurs a coefficients complexes, ce qui fournit des propriétés de =Hq(V,D'C)

et de son image, par un homomorphisme canonique, dans Hq+2(V,_§) .

La plupart des résultats ci-dessous ont déja été publiés ([5],[6]1,[71],);

52 , 3 et 4 étaient établis pour la structure analytique

cependant ceux des n°
réelle sous-jacente & une structure analytique complexe, ce qui n'introduit pas
de difficultés essentielles, mais donne des propriétés faisant intervenir le
type des formes différenticlles ou des classes de cohomologie introduites, En
outre, les résultats 2,4 et 3,2 sont nouveaux , Les résultats du n® 5 ont

paru dans une note récente 8],



Solution du Probléme 1,

(Pour une démonstration compléte, voir [5] , théoréme 3,7 ), Soit S
'ensemble des points singuliers de W; la donnée de W équivaut a la donnée
d'un entier sur chaque composante connexe de W\S , laquelle est canonique-
ment orientée, d'ol un cycle b porté par W\S, puis un élément g'de

HZ(V\S, Z) et,vu l'isomorphisme
2 x 2
(3) H"{V,Z) —— H"(V\s, 2)

induit par l'injection : V\S ——> V , un élément unique B"GHZ (v,z2). A
cause de l'isomorphisme (3), il suffit de démontrer que y' =g'" dans le
cas ot W n'a pas de point singulier ; alors : 8" = ' est la classe d'un
2-cocycle singulier B qui associe, & chaque 2-~simplexe ¢ dont le bord ne
rencontre pas W son coefficient d'enlacement avec le cycle b ; sile sim-
plexe o est suffisamment petit pour &tre dans un ouvert U sur lequel W
est le diviseur de la fonction f, alors,ce coefficient d'enlacement est
(1/2 m 1) r df/f = (¥/2 w i) x (variation de log f sur ¢ }.

o .

Pour un recouvrement (UJ.) assez finde V , le diviseur W étant
donné sur U, par une fonction méromorphe £, , les fonctions fj/fk sur

Uj N U, # § définissent un l-cocycle relativement & (Uj) dont la classe de

cohomologie a pour image canonique gW dans Hl(V,Q_*) . Soit gjk une

détermination de (1/2 7 i) log (fj/fk) ; Sur Uj n Uk n Uz # ¢ , la fonction
gk + gy t 84; = Cjkg ©Stun entier ; (cjk,e) est un cocycle du nerf de (Uj)

dont la classe de cohomologie (de Cech) a pour image canonique, dans HZ(V,é),

1'élément +',

Dans l'isomorphisme qui identifie le groupe de cohomologie de éech
et le groupe de cohomologie singuliére , a y' est associée la classe de coho-
mologie singuliére du cocycle B' défini ainsi : on considére le complexe sin-
gulier des simplexes petits d'ordre r ou r estun recouvrement ouvert tel
que la réunion des ouverts de r contehant un point x € V soit contenu dans un
Uj ; soit 0 un 2-simplexe singulier petit d'ordre r , a chacun de ses som-

mets a, ,a,, a, , on associe un ouvert U, , U, , U. quile contient et
1 2 3 iy PR Y
B' est le cocycle qui associe cj ij a o ; on vérifie que B' est cohomologue
1¥273
a B, d'ou 1'égalité cherchée : g" = y',



Solution du Probléme 1',

(Cf, [6] , théorédme 8), Des suites exactes

(4) 0 —> é* —> N —> N/é’E R—
(5) 0 —> Z -—>é-—-f-> é* —_— 0

(o0 e estl'homomorphisme : ¢ ~»—> exp (2 mig))

résulte
h

g
HO(v,N/a%) s nl(v,a%) Lo wlv,2) .

A WGHo (V,N_/é*) est associé, par gy » un fibré vectoriel [ W]

analytique réel, de fibre C, dont la classe caractéristique est y'= h1 g, W,

r

Pour a¢V , soit f€_1§1a, ona :f=a« Hpk k avec

k
aeﬁz ; pkEéa , irréductible, Ty entier # 0, le nombre de facteurs étant

fini ,

Soit n la dimension de la variété vV .

2.1, Soit Wae (g/‘l_\*)a défini par fE_lja . Avec les notations ci-dessus, soit

une fonction induisant le germe Py en a et définie au voisinage de a,

‘pk
Soit g un 2-simplexe singulier suffisamment petit rencontrant chagque compo-

sante I, d'équation 'py = 0 _en un point au plus od la dimension est n-2, en

aucun point ou la dimension est < n-3 ettel que : 3o rencontre [y &n des

points isolés ou la dimension est n-1, Alors

(1/271i) lim J’ af/f
€=0 do|lpy|2e
k

est un entier qui est nul si dima rk <n-3 ou dima I“k =n-1, pour tout les k.,
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Le coefficient d'enlacement utilisé dans le n® 1 est remplacé ici
par une partie finie , On rappelle que, en un point régulier a de Ty s dirna Ty
est la dimension de la variété analytique réelle coincidant avec I au voisi-

nage de a ; en un point singulier, voir la définition de dim_r, dans [3],

2.2,0n appelle support W de W 1 'ensemble des points de V ol W induit

un germe différent de 1'élément neutre de _111/:5* .

W étant donné, il existeun ensemble analytique S contenu dans W ,

en tous les points duquel la dimension est < n-3 et possédant la propriété

suivante : soit V' = V\S ; il existe une chaine singuliére localement finie

X'=z=y o X' de V' dans laquelle
P P P

1) les X' sont des variétés analytiques réelles , de dimension

n-2 , orientées canoniquement, dont la réunion X' constitue 1'ensemble des

points de V'NW ou la dimension est n-~2 ; l'adhérence 2_(_29 X' dans V

est X'US' ou S'cS (dim S'sn-3);

2) les Q/p sont des entiers ; de plus, si Wa est induit par W en

agcV', alors, pour tout 2-simplexe ¢ satisfaisant aux conditions de 2,1 ,

l'entier figurant dans 2,1 est le coefficient d'enlacement de X' et de do,

Démonstration . (Pour plus de détails, voir [6] , théoréme 8),

—— e S ———— gy o —

2,1, . - Calcul élémentaire de partie finie d'une intégrale ,

2.2, - W est induit par un diviseur w* dtune complexifiée v¥ de v .

Y!'* étant le support de W*, ona : W= V_Y*ﬂ V ; les points de S sont certains
points singuliers de Y_!* , certains points singuliers des complexifiés [3]de W
au voisinage des points de V , les points ol la position relative de V et de YJ_*

est sinpuliére dans un sens qu'on peut préciser (voir[67] ).
P p

2,3. - Dans V', le cycle singulier (localement fini) Z:porpX'p définit un élé-
ment de Hn_Z(X',%) (groupe d'homologie de X', de dimension n-2, dans
1'homologie des espaces localement compacts de Borel-Moore [2]) et, par

1'homomorphisme induit par 1'injection canonique : X' —> V' | une classe

seH (V' 2Z).
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Soient B'GHZ (v, g) la classe duale de B ; y'GHZ (v, :_Z_.) la classe
caractéristique de [W] , Si g’le : HZ(V, zZ)—> HZ(V', Z) est 1'homomorphisme

induit par l'injection canonique : V'—>V , alors : g¥ y'=pg"',

La démonstration est analogue a celle qui est résumée aun® 1 , compte

tenu de 2,2,

2,4, - X étant défini comme dans 2,2, , la classe caractéristique de [W]

est duale d'un élément de Hn 2 (v,Z), _image d'un élément de Hn_z(_}_'{, Z) dans

1'homagmorphisme :

{v,2)

H) X, 2) —>H v,z

induit par l'injection canonique : X —>V

Démonstration : On a :V'=V\S;2(_'=}_\’:\S' H

— o — D it . — a—

VAX = (v'\X") U (s\5").
Soient 4 :H_ ,(V,2) —>H(V,2) et A': H_L{V',Z) —> HY(V,2)
les isomorphismes de dualité [2],
On a le diagramme commutatif suivant dans lequel les lignes et les

colonnes sont des suites exactes : [2]

H (V\X,2)—>H__,(V\X', 2)

n-2

' f*lJi ox X }
Hn_‘é(s,;) — n-Z(V“—Z) ———> In“2

s 4
H ,{8,2) —> (X,2) —>H ,X",2)
(V"_g)

H l(S\"' z) H (V\X, Z) o H X'
n_z [ & — n_z 2y & —— n-z (V _X_-,é)

Les groupes de la premiére colonne sont nuls & cause de la dimension ,

Alors g = /_\"1 g A estinjectif et si y = a=t v', d'aprés 2,3,
ona : § =g*y .
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D'aprés 2,3, B estl'image, par 1'homomorphisme Vi de

Zp o, X' , donc a une image nulle dans Hn 2(V'\_);(', Z) ; alors, a cause de

1'm3ect1v1té de h* , Y @ une image nulle dans Hn Z(V\z’\_,g) , i, e, estl'image,
dans 1'homomorphisme fy d'un élément de Hn_z(}ﬁ, Z) dont l'image par gy X
est égale a Zp apX'p a 1'addition prés d'un élément de Im gy .,

Probléme 2 ,

3.1, - Tout élément de B2 (V,Z) est la classe caractéristique d'un fibré [ W)

défini par un pseudo-diviseur W,

Demonstratxon . On considére la suite exacte déduite de (5)

e s —— - ——

HY(V, ) —> HO(v, a%) 2o gy, z) —> H% (v, a)

A étant cohérent, d'aprés le théoréme B pour les variétés analytiques réelles
[1], ona : HY (V,A)=0 pour q>1, donc h estun isomorphisme pour

q=1,

Mais tout élément de H1 (V,é*) est la classe d'un fibré vectoriel
analytique réel qui posséde une section continue, donc une section analytique
réelle (d'aprés un résultat inédit de H, CARTAN [4], conséquence d'un
théoréme de GRAUERT [9]), donc:

B (v,N/a%) —> ul(v,a®)

est surjectif ,

3.2, - Alors, d'aprés 3,1, et 2,4,

Toute classe de Hn 2 (v, 2;) est définie comme dans 2,4,



4, Application,

(Cf. [7] ol on trouvera des démonstrationsplus détaillées ),

4,1, - Soient A1 le faisceau des germes de formes différenticlles Coo’

3 valeurs complexes, de degré 1, sur V ;

B1 (resp. Bz) le faisceau des germes de formes différentielles c®,

3 valeurs complexes, de degré 1 (resp, 2), fermées sur V,

D'aprés le lemme de Poincaré, on a la suite exacte

1 >al45p%2 5o .

0 > B

Soit m1 le faisceau des germes de l-formes différentielles méro-
morphes, de variables réelles, a valeurs complexes qui sont d-fermées ,
Soit ul le sous-faisceau de groupes de m? constitué des germes de la forme:

(1/2 7 iMaf/f) od feN . Soit Ml =alspl,

Lemme .,
MllBlmAl/Bl@uI/Bl .

Considérons les homomorphismes suivants :

1o (v, M) —> m° (v, Ml/BY) — v (v,ul/BY) — BO(v, N/a%)

induits, respectivement, par la projection sur un quotient, sur un facteur
direct, et par l'isomorphisme : p,I/B1 — I:J_/éal\c , dont l'inverse est dé-

fini par : g —=>(1/2 7w i) (do/p) .

Alors le pseudo-diviseur, image de weHO (v, Ml) dans H° (V,I_}I_/é*)

sera dit le résidude w ,

4,2, - Soit (6,w) un-couple de formes différentielles od : 8 € H® (V,BZ)
et weHo (v, Ml) . Soit n la dimension de la variété V , toute chathe singu-
liere , c® , localement finie , ¢, a coefficients entiers, possédant les pro-

priétés suivantes, seraditc admissible pour le couple (0, w ):
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(1) Lebord dc de c ne rencontre le support W du résidu W dew

qu'en des points ol la dimension est (n-1) et 3¢ coupe W transversalement,

(2) ¢ ne rencontre l'ensemble des points de W ou la dimension est
n - 2 qu'en des points isolés et ne rencontre W en aucun point ol la dimension
est <n-3,

1
TR . n . ore . .
On considére 1l'expression | ayant la signification suivante :

3 e
décomposons ¢ en une somme de simplexes o admissibles et suffisamment

petits pour que chacun d'eux soit contenu dans un ouvert uj d'un recouvrement

de V dans lequel @ = o; + -Bj , avec :

1 o
€H(u,, A t o, = (1/2 7 i)(df./f.) ou f{. LN
B;€ (uJ ) e a; (1/2 m i)( fJ/ J) ou f,€H (uJ N)

alors, si
r
k
fj = ﬁ Pic * on pose
1
r w = ¥ lim ('w
dc j e=0 aojlgpjklze

Le couple (68, w) estdit un Z-couple si

R[(o,0h,c] = [ 6- [" @ ecstun entier ,
c 3dgc
Alors, en dehors des singularités de ¢ , ona :dw =80,
Considérons la relation : R[ (9,w),c] = R[(el,wl), c¢] , pour toute chaihe c
admissible pour les deux couples (§,w) et (el,wl) ; ¢c'est une relation d'équi-

valence , L'ensemble des classes d'équivalence des Z - couples constitue un

groupe commutatif qu'on note B? v,2).

4,3, - Il existe un épimorphisme canonique :

h:B2(V,z) —> HE(V,2) .

Démonstration ,

Cn montre (& 1'aide de 2,3) que la classe caractéristique associée au
résidu de w ne dépend que de la classe d'équivalence du couple (6,w) ; d'ou
l'existence d'un homomorphisme h, Pour montrer que h est surjectif, on

utilise 3,1, etle lemme suivant
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Soit 8 €H®(V,B%) ot WeH®(V,N/A¥) dont I'image de la classe
caractéristique dans : HZ(V, g) ——> H2 (v, §__3) est définissable (& 1'aide du thé-
oréme de de Rham) par 6 , alors, il existe wEHo (V,I\_/_il) tel que : dw = 8

et que le résidude w soit W,

4,4, - Lenoyaude h estle sous-groupe de B2 (v, é) formé des classes

de couples [0,(-1/2m i) d log ] , 0@ @€H(V,A),
Cela résulte de ce que, si la classe caractéristique associée 3 un

pseudo-diviseur W estnulle, W est le pseudo-diviseur d'une fonction ana-

lytique de variables réelles, 3 valeurs complexes sur V ,

Sur le Probléme 3, [8]

5.1, - Soit, de nouveau, V une variété analytique complexe paracompacte,
Soit m1 le sous-faisceau du faisceau des l-formes différentielles méromor-

phes, d-fermées, constitué des germes

w I p;{l dans lesquels w estun germe de l-forme holomorphe,

k .
Py est un germe de fonction coordonnée

complexe locale et [p 1% [pﬂ'] pour j # £ . Soit E! 1c sous- faisceau de

m1 constitué des germee de formes holomorphes ; alors , D' =m /}E_‘.1 est

isomorphe au faisceau des germes de diviseurs a coefficients complexes dont
les supports sont des réunions de germes de sous-variétés analytiques com-

plexes de codimension 1, On considére les faisceaux de O-modules suivants ;

A, le faisceau des formes différenticlles C° 3 valeurs complexes ; AP q’

le sous-faisceau de A, constitué des germes de formes de type (p,q); M

le faisceau des fonctions méromorphes ; T = M EBOA est appelé le faisceau

mP 4

des formes différentielles semi-méromorphes ; , le sous-faisceau

de T constitué des germes Sy pkp(pi’ ou cp?’q eaP’? ot on Py ©estun

germe de fonction coordonnée complexe locale ; on pose en outre :

q - q -
aPr 4 =& mPtta-t. pgPrqd_ 5 4Pt A-t. Hpya . P, q pPs 14
= t=0
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5,2, - Le faisceau D'C posséde la résolution fine :

i d
(R) 0—>D'C—L—> Dl’o'——> oc‘—d__> Dl’q“i>

* o0

dans laquelle j est définie par l'injection canonique : m1 — nl,o et d

par la différentiation extérieure ,

La démonstration repose sur le lemme suivant :

Soit §x l'ensemble , en x€V , de tous ies germes de sous-variétés

analytiques complexes de codimension 1 de V ct soit ml()s’)q le sous-module

de mf{’q formé des éléments ayant s€_§x pour ensemble singulier , Alors :

P9 pP.9 _ P:9,,Prq
m /| A =3 m A
x X SESX (s)/ %

ptt, q-t

(s) , on est ramené a montrer 1'exacti-

Posant : nl(as’)q = % m
t=0
tude de :

p,q _d_ p,qtl 4 p,q+2
Rs) T Ms) T Ms)

ce qui résulte du lemme de Grothendieck (tout germe de (p, q)-forme c®,
d"-fermé, avec q 21 estla d"-différenticlle d'un germe c® de type
(p,q-1)), et du fait que tout germe de p~forme méromorphe fermée (p > 2)
ayant pour ensemble polaire s & la multiplicité p est la différentielle d'une
(p-1)-forme méromorphe ayant pour ensemble polaire s a la multiplicité
(p-1).

I1 résulte de cela un ""théoréme de de Rham"

5,3. - Soit gl’ q(V, C) le q-iéme groupe de cohomologie du complexe des

sections défini par la résolution (R), alors, il existe un isomorphisme cano-

nique :

ri(v,p1) 2> g Yv,g)
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5,4, - Application . Si V estune variété algébrique projective sans sin-

gularité , munie d'une métrique K#hlérienne de forme fondamentale wl’ 1,

on dit qu'une classe de cohomologie de degré q+1 estnon primitive [12]

si, dans le théoréme de de Rham (classique), elle est associée a la classe

d'une forme différentielle u)l’ 1/\ p ; on sait [5] qu'il existe un monomor-

hisme canonique : Hq+1(V, El) —_— Hq+2 (V,C) ; soit 1'homomorphisme :
P g C g P

Hq(V, D'C) — HCI"'Z (V,C) composé de 1'homomorphisme

q+l

Hq(V,D‘C) —>H (v, El) défini par la suite exacte :

0 —> E' —> m! —> D' ——> 0 (qui définit D') etde g, , alors :

l'image de g contient le sous-espace des classes non primitives de V ,
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