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QUELCQUES PROPRIETES DE CCURANTS DEFINIZ
£ LTAIDE DE FONCTIONS HOLOIORPHES

par Aldo ANDREOTTI c¢t TFrangois NORGUET

Soit ﬁ%(v) l'ensemble des fonctions holomorphes dans une variété
analytique complexe connexe V , muni de la topologie de la convergence uni-
forme sur tout compact de V , Soit (QD'(V) 1'egpace vectoriel topoleogique

des courants dans V .

Pour toute f € f(V}{O},log|f| cst une fonction plurisousharmonique

[1] dans V , donc est localecment sommable dans V , et par conséquent dé-

finit un courant de degré zéro dans V , que l1l'on désignera encore par 1og|f‘ .

Théoréme 1 .

L'application de j@(v) - {0} aans ‘ﬁa'(v) , qui & f associe

1ogi£} , est continue ,

Preuve .

Ce théoréme é&tant local, il suffit de le démontrer pour un ouvert de

. . . n . N
a) Soit D' wun domaine borné de € ; pour toute fonction ¢ a va-

leurs complexes définie dans D! , on pose

M(@) = sup ’Q(z)’ .
z&D!



Soit £ wunc fonction holomorphe au voisinage de D! ; soit @& 1l'ensemble

des fonctions g , holomorphes au voisinage de Dt , et vérifiant
[£(z) - g(2)] = -;- M(£)  pour z € D!
Alors :

i) pour tout z € D' , et tout g € & , on a

9(2)] s J£(2)] + |o(z) - £(z)] s 2 m(e)
donc
M(g) s —g- u(e) .
ii) en un point z, de D' tel que ‘f(zo)' = M(f) , on a , pour
tout g € & ,
u(e) = |e(z )l s Ja(z )| + [£(z,) - a(z,)]

< oz )| + -;-M(f) ,

dtou

par conséquent la fonction nulle n'est pas limite de fonctions de & dans

Dv

Soit X un compact contenu dans D' , et soit D un domaine véri-
fiant X €D cc D' , Dtaprés le corollaire du Théoréme 4 de [2] , il existc
deux nombres a et  tels que l'on ait, pour toute boule B(M,R) , de

centre M et de rayon R , contenue dans D , et pour toute fonction g € 3 ,
A(1loglgl , M,R) =2 a+ w 1log R,

en désignant par A(logjg|, ¥,R) 1la moyenne de log|g| sur la sphére de

centre M et de rayon R . En désignant par Bn 1télément de volume de

2n
R~ , on a donc



r 2n~1
J 109|9|-Bn = J A(loglgl, M,r) v 1 ar
B(M,R) 0
i R . 2n
= 3 J A(loglg] ,M,r) a(x™7) ,
B 0
diob
1 X 2n
J log |g| 8, = 3% J (a+w 1cg r) d(r )
B(M,R) 0
et
- 2
(1) f loglg|«p, = R (b + 6 log R)
B(M,R)
1 ! )
ol b= 5= (a ~ %%) et 6= == .

b) Soit B 1le bord de D , ct soit F = {z ; z € D, £(z) = 0} ;
supposons F N D # ¢ ; soit ¢ 1ltaire de F N D . Pour tout nombre réel

«>0, onpose D ={z; z¢€D, da(z,B) > o} . Soient deux nombres réels
o

e> 0 et H» 0 .,

Soit ur aombre réel T > O tel que l'on ait X < D,n .
Soit A = {Z;ZEB,‘f(z)‘r—:?},

Soit 8§ un nombre réel > O vérifiant

0
b= — , 6% % d(FxA) et =~ 18 (2-2"1:'1 )11“1(1'1‘1)!62(b+9109'6)0' 5'5%‘? '
2 T A
Soient p = 6"__. .
c/2n

b =f{z; z€D, d(z,F) s, d(z,7) = 3p 4210} ,

A, = a, N Bﬂ ={z;z2€D, a(z,F) o, d(z,B) 2 7} .

Conformément au Théoréme 3 de [2] , soit (B(Mi’6>)1sisN

ment de Ap par s boules de rayon § , centrées aux points Mi de F

un recouvre.

?



1 €1 sN, avec

n=1)t
N < éhl n-1j1! N

(ﬂp2)n—1

Soit I 1'cnsemble des 1 vérifiant 1 £ 1 <N et tels que 1l'on ait

B(Ai,a) N Ap # 0 (B(Mi,é))iGI est un recouvrement de Ap .
Pour tout i € I , il existe x € Ap tel que

1.
d(Mi,x) £ 6S 3

comme d(x,B) =z T , on a
N < d(x,B) s d(x,Mi) + d(Mi,B) < -13 * d(Mi,B)

et par conséquent

1=
hY
o

d(Mi,B) 2 5
d!on

M, € F N D et B(1,,8) D .
il
2

c) Soit un nombre réel x vérifiant 0 <€y < % M(£) et tel que

les conditions

g €% et [£(z) - g(z)[ < x pour tout z € D' ecntratnent
i) G={z; 2€D, g(z) =0}c{z; z€eD, d(z,F) < o} .
ii) jg(z)| s 1 pour z¢€ D ct d(z,F) < % a(F,a)
iii) ,1og|f(z){ - log}g(z)” < E%ﬁ pour tout z € D,q - Ap'

V désignant le volume de D

n
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La premiére condition peut &tre réalisée gr8ce au théoréme de Rouché ;
la seconde, grfce au principe du maximum ; la troisiéme, parce que F est a
distance positive de D_ ~ A .
il P
Soit une fonction g € & , vérifiant |£(z) - g(z)| = x pour tout
z €D' , On a

cndyciz;zed, a(zF) sp, d(z8) 21 = A

°t B(Mi,é) c{z;z2eD, lg(z)] =1} .

En posant U = U B(Mi,b) , on a donc
iel

G N Bﬂ(: Ap cuc{z; z¢eD, |g(z)] =1} .

Dans Ap , ona 1logjgl < 0 . Donc

J llog(gﬂ B, = J ~log |g| B, s I J -log |g] B,

A A €l Tp(,s)

Or, d'aprés 1'inégalité (1) , on a

" 2
| log|g| B, = 6 (b + 6log 8) ;
B(11;,8) :

par conséquent, on a

J ilog{g[i@n £ - N 62n (b + 6 log 5)
A n

P
2n n-1)1

2n
= (
(ﬂpg)” 1

< -3 b+ B log ) o

8

72n\n=1 2 X . _€
$-9 (57)7 (a=1)1 87(b + 8 log 8)o s = .
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d) Soit ¢ une fonction continue dans D , dont le support est con-

tenu dans K , et vérifiant M(p) s H, On a

J, #(zoslel = 1051s1) 8, = | #loslel - 10alsl) 8, =

[ eaoslel 8, = | etosfs) B, + [ g(ogle] - 105lsl) 6, -
A D=\
Ay p L

Donc

IJD 9(1og]] - 10gs|)p, s M(m)[fA Logief|p, + [ |Loglgls, + jD ~j!logtf)- Log Igif, |

P p
¢ € €
SH(E+Z§+'§E)=€.

Pour toute £ € ﬁ%f(v) , la forme différentielle holomorphe %g est

localement sommable dans V , donc définit dans V wun courant de degré 1 qu'on

désignera encore par %; ; ce courant est égal a 2d'10gi£j , ou loglfl est un
courant défini plus haut .
i ol af ., df .
Le courant = d'd"log{:' = == d-= (ol == est le courant défini
T 2iry £ £

ci-dessus) cst le courant d'intégration sur le diviseur de £ ,

Comme les opérateurs d,d' et d" sont continus pour la topologie des
P ' p p

courants, on déduit immédiatement du Théoréme 1 :

Corollaire 1 .,

L'application de ) (V)-{0} dans 4@'(V) , gui & £ associe %? ,

est continue ,

Corollaire 2 .

L'application de  #(v)-{0} dans pr(v) , quia £ associe le cou-

rant d'intégration sur le diviseur de f , est continue .,
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