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SCHEMAS DE DISCRETISATION ANTICIPATIFS ET ESTIMATION
DU PARAMETRE DE DERIVE D’UNE DIFFUSION

SANDIE SOUCHET SAMOS'

Abstract. Let YT = (Y),c(0,7) be a real ergodic diffusion process which drift depends on an unkown

parameter y € RP. Our aim is to estimate o from a discrete observation of the process Y7, (Yis) k=0,n?
for a fixed and small §, as T' = nd goes to infinity. For that purpose, we adapt the Generalized Method
of Moments (see Hansen) to the anticipative and approximate discrete-time trapezoidal scheme, and
then to Simpson’s. Under some general assumptions, the trapezoidal scheme (respectively Simpson’s
scheme) provides an estimation of o with a bias of order 6 (resp. d*). Moreover, this estimator is
asymptotically normal. These results generalize Bergstrom’s [1], which were obtained for a Gaussian
diffusion process, which drift is linear in 6.

Résumé. Soit Y* = (Y2),c(01
inconnu fy € R?. Notre but est d’estimer 6y & partir d’une observation discrétisée de Y7, (Yké)k:o,n:
lorsque T' = nd tend vers l'infini et que § est petit mais fixé. Nous adaptons pour cela la méthode
d’estimation des Moments Généralisés (¢f. Hansen) au schéma d’approximation discret et anticipatif du
trapeze, puis au schéma de Simpson. Sous certaines conditions générales, le schéma du trapéze (resp. de
Simpson) fournit une estimation de 6y avec un biais explicite d’ordre §2 (resp. §*). L’estimateur obtenu
est de plus asymptotiquement normal. Ces résultats généralisent ceux obtenus par Bergstrom [1], pour
une diffusion gaussienne, & dérive linéaire en 6.

une diffusion réelle ergodique, dont la dérive dépend d’un parametre
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1. INTRODUCTION

Nous abordons dans ce travail le probleme de I'estimation du parametre de dérive d’une diffusion ergodique
observée a des instants équidistants de pas d > 0, constant et petit.

Le probleme de 'estimation paramétrique pour les diffusions a fait I'objet de nombreux travaux, que 'on
peut classer en fonction du type d’observations disponibles.

Si l'on note [0,7] lintervalle d’étude et si l'on dispose d’une observation continue de la trajectoire du
processus, 'estimateur du maximum de vraisemblance est consistant, asymptotiquement normal et efficace
avec la vitesse /T, lorsque T tend vers linfini [14,15].

Cependant, le recours a une observation discrete parait plus réaliste. La encore, on distingue le cas d’un pas
d’observation constant § > 0 de celui ot1 les temps d’observation sont asymptotiquement denses dans R*.

Mots-clés et phrases : Schéma du trapeéze, schéma de Simpson, schéma anticipatif, diffusion ergodique, estimation par variables
instrumentales, méthode des moments généralisés, contraste, biais d’estimation, efficacité asymptotique en variance.
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Dans un cadre asymptotique du type T' = nd,, — 00, d, — 0, nd2 — 0, Florens-Zmirou [5], Prakasa-Rao [17]
et Yoshida [22] proposent des procédures d’estimation optimales issues de la discrétisation de la vraisemblance
continue ; Kessler [10] donne une approximation gaussienne de la vraisemblance. Pedersen propose une méthode
d’évaluation numérique des densités de transition tout en controlant les propriétés théoriques de 'estimation
[18,19].

Dans le cas ou le pas d’observation § est constant, Dacunha-Castelle et Florens-Zmirou [4] ont prouvé que
l'estimateur du maximum de vraisemblance est consistant et asymptotiquement efficace & la vitesse v/nd, quand
n — oo. Mais on ne dispose pas, en général, de la forme analytique des densités de transition du processus ;
un autre point de vue est de considérer des estimateurs issus de fonctions d’estimation (Bibby et Sorensen [2] ;
Kessler [11,12,21]).

Dans [5], Florens-Zmirou construit un contraste & partir du schéma d’Euler approchant le schéma discret
exact. Nous adopterons une démarche identique mais en utilisant des schémas anticipatifs et la méthode
d’estimation des moments généralisés (G.M.M.).

Soit (€2, A, P) un espace de probabilité et W un mouvement brownien unidimensionnel standard issu de 0
défini sur cet espace. On munit I'espace précédent de la filtration naturelle 7 = {F;},., associée a W. On
considere alors I’équation différentielle stochastique : -

AY, = f (00, V) dt + o (V) dW,, 0<t<T, Yo=u (1)

ou f:RP xR —Ret o:R — R sont des fonctions connues et 6y € RP est le parametre a estimer.
Supposons que (1) admette une unique solution forte de condition initiale z, notée Y7 = (v;), eo,) (Karatzas
et Shreve [9]). La relation entre deux observations successives est :

(k+1)8 (k+1)5

f(eo,mm/ o (Y:) dW.

Yy = Yis + /
ks

ké

Le schéma d’approximation d’Euler est obtenu en approchant 'intégrale k((?“)a f(6o,Yy)dt par §f (6o, Yis).
L’erreur commise est alors en Op (62). La méthode d’estimation des moindres carrés associée au schéma
d’approximation d’Euler & pas § donne ainsi une estimation de 6y a d pres (¢f. [5]). Dans le cas du schéma

d’Euler, 'ordre du biais étant directement lié & celui de la variable d’erreur, la réduction de ce biais d’estimation
passe par une réduction de l'erreur commise en approximant f k((?“)a f(6o,Y;)dt. Or, des résultats d’analyse
classique montrent qu’il existe des méthodes plus fines permettant de mieux approcher I'intégrale d’une fonction
déterministe. On peut citer la méthode du trapeze (méthode & deux points) et la méthode de Simpson (méthode

a trois points). Elles donnent respectivement, sous de bonnes conditions de régularité pour f (cf. [16]) :

/:Hf(x)dm _
/aa+25 o) =

(f(a) + fla+8))+ O (5%

(f(a) +4f(a+0)+ f(a+20)) + O (5°).

Wl NS>

L’idée est de transposer ces approximations a notre contexte : les nouveaux schémas d’approximation ainsi
construits, couplés a une méthode d’estimation adaptée, vont permettre d’obtenir un biais d’estimation d’un
ordre supérieur a J et ceci, sans perte d’efficacité en variance.

La paternité de cette idée revient aux économetres (cf. Bergstrom [1], Sargan [20]) : utilisant le schéma du
trapeéze couplé avec la méthode d’estimation par variables instrumentales (V.1.), ils obtiennent un contréle du
biais en 62 pour une diffusion vectorielle gaussienne ergodique, de dérive linaire en 0 : f (0,Y;) = 0 Y}, 6 étant
une matrice de dimensions r x r et Y; un vecteur de R".

Apres avoir présenté les schémas anticipatifs du trapeze et de Simpson (Sect. 2), nous montrons dans la
section 3 que le schéma du trapeze associée a la méthode d’estimation par variables instrumentales permet
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d’estimer 6y a un biais en O (62) pres, pour une diffusion unidimensionnelle de dérive linéaire en 6y, f (6o, y)
=>""_, fi (y) 0. Dans le paragraphe 4, nous étendons ces résultats au cas d’une dérive f (6y,y) non nécessai-
rement linéaire en 6y en couplant les schémas anticipatifs & la méthode d’estimation des moments généralisés,
méthode qui généralise celle par variables instrumentales au cas non linéaire (Hansen [7, 8], Gourieroux et
Monfort [6]). Le biais d’estimation obtenu en utilisant le schéma de Simpson est de l'ordre de §%. La section 5
est une étude expérimentale qui illustre les résultats précédents pour trois modeles de diffusion particuliers.

2. PRESENTATION DES SCHEMAS D’APPROXIMATION

Commengons par introduire quelques notations. Dans la suite, f (8, x) sera noté fg (). Pour tout p € N*,
C? (R) représente l'espace des fonctions p fois continument dérivables sur R. Pour toute fonction g, ¢’, ¢ et
¢ sont respectivement les dérivées & 'ordre 1, 2 et k de g en z. Notons Ag, le générateur infinitésimal associé
a (1) défini par : Vh € C%(R), Ag,h = fo,h' + 50°h"; Al représente le ™ itéré de Ag,. La notation abrégée,
l=m,r,selitl e {m,- - r}

Propriété 1. Schéma du trapeéze

Supposons que fo, € C*(R) et o € C? (R). Alors :

1)
vt >0, Yt+6:Yt+§(f90 (Y2) + foo (Yets)) +me + & (2)
avec

1

t+0
wo= g o)) A fe (V) do

b = [ ot [tedero- 00 00+ (§1-0) sy ] aw

;42
Si de plus, pourl = 0,1, Ep <f0t [(Aleofgo) 0] (Yy) dv) < oo et Ep (fot o2 (Yy,) dv) < 00, alors (&), est

une suite de variables de carré intégrable telles que Ep (& | Ft) P2,

On constate que erreur 7; est en Op (53), ce qui est conforme a ’approximation d’une intégrale ordinaire
par la méthode du trapeze.

Démonstration de la propriété 1. La démonstration repose sur le résultat suivant d’interversion de 'ordre

d’intégration entre intégrale de Riemann et intégrale stochastique : soit ( fot JydWU) une martingale locale
>0

continue et ¢ une fonction continue sur R ; par application de la formule de Ito pour les martingales locales [9],

on obtient alors :
/tt+6 ([Jt+6g(u)du> JdW, = /tt+6 (/tu JvdWU> g(u)du (3)
/tt+6 (/t” g(u)du) JpdW, = /tt+6 (Lt+5 JvdWU> g(u)du. (4)
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Posons :

t46 5
R, = Joo (Yy) dv — 3 (foo (Y2) + fo, (Yits))
t+3

t+3
-1 / oy (Y2) = foy (Y] do — / [fao (Yiss) — foo (V,)] do.

Par application de la formule de Ito, on obtient :

R = %/j” Utheofeo (Yu)du} dv+%/tt+6 Ut (f20) (Yu)qu} dv

= . l / " o fay (V) | do - / " l / (o) (Yu)qu] do.

Par (3) et (4), on a :

R = /Hé (t +d- u> g fay (V) du + /H(S (t v~ u) (f3,0) (V) dW.

Or : ftt+6(t+g—u)du20. Donc :

t+0 S t+48 5
[ (e 5 —n) ant de = 5 [ (645 =) oo (50 = Ao fo, ()]

t+9
_% / <t + g - U) [Ago foo (Yits) — Agy fo, (Yu)] du.

De maniere similaire, on obtient :

t+9 5 1 t+6
/ <t+§u) Angfu (V) = 5 [ (48 -0) (¢ =) 45, fo, (V) o

+% /tt+6 (t+6—v)(t—v) ((Agofgo)/ g) (Y,) dWW,.

Ceci permet d’écrire :

5 t+48
Vivs = Vit 3 (o (V) + fo, Gesa) + Bt [ o (Yo)aw,
t

ce qui n’est autre que le schéma du trapeze (2). O
Propriété 2. Schéma de Simpson
Supposons que fg, € C® (R) et o € C(R). Alors :
(5)

1)
Vt >0, Yigos =Y + 3 (foo (Ye) +4f0, (Yis) + foo (Yivas)) +me + &
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avec:

t+6 (. - t+26 _ 20 _
o /t+ (w—t)>(v—1t— ) feo(@)dv+/+ (t+20—v)3(t+ 2 U)A‘éofeo(Yu)dv

4! s 4!
&t ftl + ftQ

t+48
1
g - [
t
t+28
2
e [
t+6

-
St de plus, pour 1 = 0,3, Ep <f0t [(Aleofgo) 0] (Yu)dv) < oo et Ep (fot o2 (Yy,) dv) < 00, alors (§t1)t>0 et

(5152)»0 sont des suites de variables de carré intégrable qui vérifient

3 k )
o [ S S (o B ) ) 00 .

3

1+Z (t+25 —v)" <t+25—w—v) (A'e“ofeo)l(Yu)] dw,.

= (k+1)! 3

p.S.

Ep (Et | .7:,5) OetEp (f? | .7:,54,_5) 0.

De maniere similaire, la transposition de la méthode de Simpson a notre probléeme donne un résultat conforme
a celui attendu, ou 'erreur 7; est un Op (55).

Démonstration de la propriété 2. Si on note R; = H& foo (Yy) dv — % [foo (Ye) +4fo, (Yits) + fo, (Yitas)],
il suffit de décomposer ce reste sous la forme :

1

t+6 t+9
R, = 5[ [ﬁdﬁﬂ—hdnmw—gl [foo (Yers) = foo (Yo)] dv

t+28 t+20
b [ U () = fog sl do = 5 [ (fuy (YVsas) = fop (V)] do

3 Jits t+6

On utilise alors les mémes arguments que ceux développés dans la démonstration de la propriété 1. |

3. LE CAS D’UNE DERIVE LINEAIRE EN 6 : SCHEMA DU TRAPEZE ET ESTIMATION
PAR VARIABLES INSTRUMENTALES

Pour lestimation de 6y basée sur le schéma d’approximation d’Euler [5], le contraste employé est celui des
moindres carrés (M.C.). Si nous utilisons le schéma d’approximation du trapéze, la corrélation existant entre la
variable explicative et le résidu biaise la procédure d’estimation par moindres carrés. Il faut donc utiliser une
autre méthode.

Si le modele est linéaire en 6, une alternative classique utilisée en économétrie est 'estimation par wvariables
instrumentales [1,6] : pour un bon choix de linstrument, instrument que l'on substitue alors & la variable
explicative, cette méthode fournit une estimation convergente la ou les moindres carrés conduisent a un biais
systématique.

Nous examinerons ici le cas d’'un modele de diffusion pour lequelle la dérive s’écrit 6 - f (y), sans hypotheses
de linéarité en y. Il est intéressant de mettre ’accent sur cet exemple a plusieurs titres :

- il permet, d’une part, de comprendre le choix du contraste qui sera retenu dans le cas d’'une dérive gé-
nérale f (0, y), sans condition de linéarité ni en € ni en y. Comme nous le verrons au paragraphe 4, ce choix
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(estimation des moments généralisés, G.M.M.) coincidera avec celui de l'estimation par V.I. dans le cas
d’un modele linéaire en 0 ;

- d’autre part, dans le cas linéaire, les hypotheses (notées H 1) assurant de bonnes propriétés asymptotiques
sont simplifiées par rapport au cas général ;

- enfin, la linéarité permet d’obtenir pour I’estimateur par V.I., une expression explicite et linéaire dans les
observations.

Dans la suite, pour toute matrice B = (B;i)k ;» k représente I'indice des lignes et i celui des colonnes. On note

de plus !B la matrice transposée de B.

3.1. La méthode d’estimation par variables instrumentales

Considérons l’e.d.s. définie par :
dYy =00 - f(Yz) dt+0(Yy)dW,, 0<t<T, Yp=ux (6)

avec Oy - f(Yy) = >0, fi (Y;) 05 . On suppose que fi,---, f, et o sont des fonctions connues, définies de R
dans R, o2 étant de plus strictement positive sur R.
Pour i =1,pet kK =1,n, on note :

xi = fi Yis) + fi (Yie-1)5)
* 20 (Yir-1)s)

Y. — Yis — Yk—1)s
k — "</~ 1\
80 (Yir-1)5)

k=1,n, i=1,p

Y=Yy, ,Y,).

Dans le schéma d’approximation du trapeze (2), le fait que la variable explicative Xj et le bruit blanc _1)s
soient corrélés conduit & un biais systématique dans I'estimation par moindres carrés : Pestimateur des M.C.,
0, = (‘XX)"" (!XY), doit étre adapté.

La méthode d’estimation par V.I. consiste a remplacer la variable explicative X par un instrument X,
décorrélé de 1, _1)5, mais bien lié & X. Dans le cas présent, il est naturel de choisir X, = (X,i, e ,X,f) avec

i fi(Ya—ns)

Xj = % i L’estimateur par V.I. est défini par (¢f. [1,6]) :
o(Yik—1)s

~ -1 ~ ~ ~ .
ol = (tXX) (tXY), X = (X,’;) .
k=1n, i=1,p

Comme on le verra, le choix de cet instrument est bon car il permet de préserver 'efficacité asymptotique en
variance a un facteur (I, + O(8)) preés : la variance limite de 61 est, & un terme négligeable pres, I'inverse de
Iinformation de Fisher asymptotique.

3.2. Résultats asymptotiques

T

On note s (y,6p) = exp (72 fyo eggjzg)dz> la dérivée de la fonction d’échelle associée a 1’équation (6).

Hypothéses H 1. Schéma du trapeéze, dérive linéaire en 6
H 1.1. Pour tout i = 1,p, f; est de classe C* sur R et o est de classe C? sur R et vérifie :

VzeR, o%(z) > 0.

Il existe de plus K > 0 telle que : Vi =1,p, Vo € R, |fi(x)| + |o ()] < K (1 + |z|). Sous ces conditions,
(6) admet une unique solution forte YT = (Ye) g0, mon explosive de condition initiale Yo = x [9].
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H1.2.

oo 0 o
/0 s(x, 0p)dx = / s(x,0p)dr = oo et / [s (z,60) 0°(2)] Tdz=C (6o) < o0

—0o0 —0o0

Sous (H 1.1) et (H 1.2), YT est récurrente positive sur R, de loi invariante : jg, (dy) =
[C (60) s (y,60) 0% (y)] - dy. Notons Py la loi du processus stationnaire solution de (6) et Eg, l'espérance
sous P} : Ep, [g(YT)] = nyC([O T})g(y) dP} (y), C([0,T]) étant Uespace des fonctions continues
sur [0, 7.

4 / o’ 2 T
H 1.3. La fonction cp, (z) = (90~f)2()a:) + (9‘”;) () ¢ (x)g?;')f)(x) + ( )8( ) satisfait :

202(x

min{ lirf Co, (:E), lim_cg, (z )} = cg, > 0.

H 1.4. La loi invariante pg, admet des moments de tous ordres et vérifie :

="
Vr e N, /US—(x)d,u.go(x) < o0.

H 1.5. Pour tout ¢ = 1, p, les dérivées successives de f; jusqu’a l'ordre 4 sont a croissance polynomiale,
ainsi que o’ et o”’.

H 1.6. Hy, = (Ego {%})lgij<‘n est inversible.
Cette hypothese implique Uidentifiabilité paramétrique du modéle.

Des hypotheses précédentes découlent deux résultats importants :

e Sous (H 1.1, H1.2)et (H1.3), YT satisfait une propri¢té de p-mélange exponentiel. Si 7}, est le semi-groupe
associé & (6) et L3 (ug,) = {f € L? (1o,) , 1o, (f) =0}, il existe A > 0 telle que [11] :

Vf € L(2) (/’[/90)7 Hﬂ-éo (f)HL2(u90) < exp (_/\t) ||f||L2(H90) . (7)

Cette propriété de mélange permet d’obtenir les résultats d’ergodicité et de normalité asymptotique suivants
(cf. [2], Lem. 3.2 ; [5]). Notons ng = pg, ® 7Tgo :

. L*(P)
Lemme 1. 57 ng (g2) < o0, alors : %22219 (Yk(;,Y(k,l)(;) ~(F Qeo( ).

. D(P) .
Si de plus, ng (99 = 0, on a : %ZZ 19Yks, Yii-1)s5) D, N(0, Ve) ot Ve‘i = [l¢*(z,y)+

29(x,)[Us(9))(4)Q3, (dz, dy) avec Us (g) (x) = 32,5 47 (9) ().

La convergence et la normalité asymptotique de 0. s’appuient directement sur ce résultat.

e Sous (H 1.1, H 1.2) et (H 1.4), il existe une constante C' > 0 telle que :

W 0T, By | V7] < (14 B [17] ) exp(CH). ®)
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Cette majoration associée a la formule de Ito permet d’établir les régularités précisées dans le lemme ci-apres
pour les fonctions suivantes :

o (Y2)

ot (Yo)

Ji Yo) f; (V)
o2 (Yo)

Vi,j = 1,p, M;;(v) = Ep, [ ] , P j(v) = Eg, |:(fifj) (Yo)

Ni(v) = Eq, | fi (Yo)

[A3, (0o - /)] (V) |
o (Yo)

Lemme 2. Sous (H 1), N; est continue sur RT; M; ; et P;; sont de classe C! sur R} et dérivables a droite
en 0 avec :

, Ao, fi) (Yo , Ag,0?) (Y,
e, M) =B [100) DB ) = | ) L7 )02
et lim M (h) = M;; (07), lim P/; (k) = Pj; (07).

Ces fonctions interviennent dans I'expression de la limite et de la variance asymptotiques de 6. Les caractéris-
tiques asymptotiques de 0. vont ainsi pouvoir étre développées en fonction de §. Dans ce but, on définit :

Mg, = (M};(0%)), = (Ego [fi (Yo) %D” )
Py = (P (0%),, = (Eeo (fifj)(yb)% )M (10)
Noy = (N (0)), = (Eeo £ () L2 (.}2))} (YO)D.' | "
Notons : |
5] = (2 100 (55 )] ) e [] = (i [ S CRD (YO»DM.

Théoreme 1. Sous (H 1), pour Hy, définie en (H 1.6), Py, en (10) et Ny, en (11), il existe 5o > 0 tel que,
pour tout §, 0 < & < dp, on a, lorsque n — 400 :

ol = (UZX)_1 (UZY) Lgs = ([UZXF)

-1

NEET
[txy} et vnd (01 — 05) 25 N, (0, Vs (00))
avec :

62 —1 2 -1 J —1 2
05 — 0y = 7EH‘90 Ny, + o0 (5 ) et Vs (90) = HHO Ip + §P90H90 +o (5 ) .

Comme nous 'avons souligné, Hp, est I'information de Fisher asymptotique associée au modele. L’efficacité
asymptotique en variance est donc préservée a un facteur (I, + O (6)) pres.
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Démonstration du théoréme 1.

e D’apres le lemme 2, pour § dans un voisinage de 0, on a : M;; (§) = M, ;(0) + 6M;;(0) +0(d). Or:
- 4
{tXX} = 1 (M;; (0) + M (5)), .. Don :

55"
T 5
[txx} = Hy, + 5 My, +0(9) (12)

_ 16
Hy, étant inversible, il existe dg > 0 tel que pour 6 € ]0, dg], [tX X ] est inversible, ce qui implique ’existence
de 95.

~ 2 ~ )
e Par application du lemme 1, lorsque n — oo, %tXX L1 [tXX] . D’apres ce qui précede, pour § € ]0, do]

~ ~ -1 ~
et n assez grand, ' X X est inversible et donc ¢} = (tXX) (tXY) existe.
~ 2 - 4
Pour montrer la convergence de 6 vers 6, il suffit d’appliquer & nouveau le lemme 1 : %tX Y 1P {tX Y} .

e L’écart entre 05 et 6y se calcule en utilisant la décomposition du trapeze (2) :

st ([0 e (o [ i)

Par application du lemme 2, on montre que Bs = —%Ngo +0(6%). Avec (12), on obtient le biais annoncé.

e On utilise & nouveau le lemme 1 pour prouver la normalité asymptotique. On a :
0 (v t ¥ D(P) Lice P ligy]®
2 ( Xy - XX05) 2B N, (0,75 (605)) et XX 25 [XX} .
n n
~ -1 ~ ~
Or: Vb (0 — 05) = (2XX) /2 ("Xy —'XX0;). Done

\/%(9711 B 95) 'Dﬁ)) p(O,Va (90))) Vs (90) _ <[tXXr)_l r, (66) <t [tX'X:|5)_1.

Avec :
Lemme 3. Sous (H 1), pour tout §, 0 < § < dg, on a : T's (05) = Ho, + 3Py, +0(5).

La démonstration de ce résultat est donnée en annexe B. Utilisant (12), on obtient ainsi le développement
annoncé pour Vs (6p).

4. LE CAS D'UNE DERIVE GENERALE : SCHEMA DU TRAPEZE ET ESTIMATION
DES MOMENTS GENERALISES

Ce paragraphe est consacré a I’étude du cas général, sans nécessité de linéarité en 6 pour la fonction de
dérive. On utilise pour cela la méthode d’estimation des moments généralisés (G.M.M.) [7,8] ; [6]. Cette
méthode généralise au cas non linéaire la méthode des V.I.
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Notons :
; 9 —z—3
Vs = t(V(%a ,Vgl)’ Vé(y,I,H): w.f@(m) (y - 2(5((Tf26((1'x))+f9(y))> (13)
R . 1.
Vi (6) = E ;V(S (Ykﬁayr(kfl)(sae) ’ V,; (6) = EV(% (Ykéayr(k:fl)(sae) . (14)

L’estimateur des moments généralisés, @“ associé a Vs et a la matrice de poids 'identité de dimension p, est
défini par :

—~ ) 2

On = é?g Un (0) Uy (8) = "Vi (6) IV (0) = [[Va (0)]]5 -
On vérifie aisément que 6] et 0, coincident dans le cas d’un modele linéaire car alors V;, () =tXY —tX X6
et donc U, (97{) = 0. Nous allons montrer que 6, converge vers une limite 5 que l'on peut caractériser, et
est asymptotiquement normal et efficace en variance & un facteur (I, + O (6)) pres. Dans le cas des modeles

~ 0 - 8

linéaires, pour § petit, 65 est I'unique solution explicite du systeme linéaire : [tX Y} — [tX X ] 05 = 0. Dans

le cas général, nous allons montrer que, 05 est 'unique solution de ’équation Ejy, [Vs (Y5, Yy, 0)] = 0.
On note pour tout : =1,p :

Vi(0,6) = Ep,[Vi(Ys,Yo,0)] pour § >0, et
00— [ sy (B8 200

4.1. Propriétés asymptotiques

Soit © un sous ensemble compact de R? tel que 6y € ©. Soit U (©) un ouvert de RP tel que © C U (O).

Hypotheéses H 2. Schéma du trapéze et G.M.M.
(H1.2, H 1.3, H 1.4) et (H 1.6) sont maintenues en remplacant le cas échéant 0y - f par fo,.

H 2.1. fy, est de classe C* sur R, o est de classe C? sur R et vérifie :

Va2 eR, o (x)>0.

De plus, il existe K > 0 telle que : Yz € R, |fo,(z)| + |o (z)| < K (1 + |z]).

H 2.5.
1. Pour tout x € R, § — fo(z) est de classe C* sur U(©). Cette fonction et ses dérivées partielles
successives jusqu’a lordre 4 sont & croissance polynomiale en x, uniformément en 6 sur U (O).
De plus, fo (), 55 fo (x) et %?—fwfg (z) sont continues sur U(0) x R.
2. Pour 0 € U(O), x — fo(x) est deux fois dérivable sur R. La fonction (0,x) — Ag, fo (x) est continue
sur U(O) x R et est a croissance polynomiale en x, uniformément en 0 sur U (©).
De plus, pour tout x € R, § — Ag, fo (z) est de classe C* sur U (O).
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3. Les fonctions fy , (Agy fo,) Agofgo et Ap, (széo) sont a croissance polynomiale en x, ainsi que o’
et o”.

4. Pour tout i = 1,p, v — %f@o (z) est de classe C* sur R. De plus, x — [Aqg, (%fgo)] (x) est a
croissance polynomiale en x.

H 2.7. Si, pour touti=1,p, V;(0,0) =0 alors § = 0.
Dans le cas linéaire, cette hypothése d’identifiabilité paramétrique est satisfaite sous (H 1.6).

Pour tout 4,5 = 1,p, on redéfinit les fonctions M; ;, F;; et N; introduites lors du paragraphe précédent en
remplagant 6o - f par fg, et f; par % fo,- Sous (H 2) et dans le cas général, les régularités décrites dans le
lemme 2 restent vraies.

Nous commencerons par énoncer un lemme technique qui établit la régularité de la fonction (0, 5) — V; (6, 0).
Ce résultat nous permet en particulier de montrer que la méthode d’estimation proposée s’inscrit dans le cadre
de l'estimation par minimum de contraste, ce qui simplifie I’étude des propriétés asymptotiques de @\n De
plus, les deux développements mis en évidence dans ce lemme seront utilisés ultérieurement pour donner un
développement des quantités asymptotiques associées a @\n

Lemme 4. Sous (H 2), pour touti = 1,p et tout § € R*, 0 — V; (0,0) est de classe C? sur U (0). Ses dérivées
partielles sont continues sur U(0©) x R et on a :

Vi (00.8) = — N 0) 0 (67) (15)
o0 Vi (B, ) = 3 (Mg (5) + My 0)) 40 (52) (16)

Pour tout 8 € U(O), 6 — V;(0,8) est dérivable sur R} et dérivable a droite en 0. De plus, (6,5) — V/ (6,5) est
continue sur U (©) x RT et § — V/ (0,07) est de classe C' sur U (0).

La démonstration de ce lemme est donnée en annexe A. Montrons alors que U,, est un contraste au sens de
la définition 3.2.7 de [3].
Lemme 5. Sous (H 2), il existe o > 0 tel que pour tout 6, 0 < § < &y, U (6,6) = >0 (V; (6,0))* admet
[e]
un unique minimun 05 = ¢ (§) € O qui vérifie U (0s,9) = 0 et lims_0 ¢ (§) = 6o. U (6,0) est la fonction de
contraste associée au processus de contraste (U, ()),,.
Cette caractérisation de 05 correspond a celle donnée dans le cas linéaire. Il suffit en effet de remarquer que
pour une dérive linéaire en 6, on a :

- é - 8
V(0,8) =" (Vi (0,8), -V, (0,6)) = [txy} - [txx} 6.

Démonstration du lemme 5. Pour tout 6 € U(©), U, (0) est F,s-mesurable et U (6,0) est positive.
Les hypotheses (H 2.1, H 2.4) et (H 2.5) impliquent que Vi(y,z,0) € L? (ng). Par application du lemme 1,
on obtient pour tout i =1,p :

vocu©), Vi) " v 6,6 aouveeco, U, ) " U@,s).

Il nous reste & montrer que pour § petit, U (-,§) admet un unique minimum 65 dans ©. Soit V; la fonction
définie sur U (©) x R par :

sio>0,V;(0,6) = Vi(0,6)
sid <0, V;(0,6) = Vi(6,0)+6V/(6,07).
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En utilisant le lemme 4, on montre que pour tout i = 1,p, V; est de classe C* sur U(6) x R. Notons V la
fonction définie de U (6) xR dans R? par V (6,8) = (V1 (0,0),---,V,(0,8)) : V est de classe C" sur (2) x R et,

d’apres (H 2.7), 6y est 'unique point de (2) tel que V (6o,0) =V (6p,0) = 0. De plus, le gradient de § — V (6,0)
en 0y est —Hp, et Hp, est inversible. Par application du théoréme des fonctions implicites, il existe € > 0 et

0o > 0 tels que pour tout 4, |0] < o, il existe un unique 65 dans la boule ouverte, B (6y,e) C (2), qui vérifie
V (0s5,0) = 0 et 05 = ¢(9). De plus, ¢ est dérivable en 0. En particulier, pour tout d, 0 < § < dp, il existe un

unique 05 € (2) tel que U (65,0) =0 et 05 = ¢ (d) avec limgs—g ¢ (§) = bp.

4.1.1. Etude de la convergence de 4/9\”
Théoréme 2. Sous (H 2), pour tout 6, 0 < § < dy, b, £, Os.

Démonstration. La démonstration repose sur la vérification des hypotheses du théoreme 3.2.8. de [3].

Sous (H 2), & d fixé, 0 < § < &g, 0 — V; (0,0) et 0 — Vi (0) sont de classe C? sur U (O) (Lem. 4) ; il en est
donc de méme pour Uy, (0) et U (6, 9).

Une condition suffisante pour obtenir le point 2 du théoreme 3.2.8 est qu’il existe une suite de variables
aléatoires (Z,),,, qui converge en probabilité sous P vers une constante positive Z, telle que :

V>0, V(0,8) € 0% : [|0—Blly <n, |[Un(0) = Un(B)| < Zun.

Pour tout (6, 8) tels que ||§ — 3|, <n, on a:

U (0) = U () < 3|V 0)" ~ (@)’ <23 || oD | O

avec, par application du lemme 1 :

i 1 & 0 L2 2(P) 0

D'yi] = E slelg 89]]} (Yk(s)}/(kfl)(sae) D" J = E@o |:Sup’89 (YSaYbae)H
. 1 n 4 L2(P) . .

cl = - sup | V5 (Yis, Yi—1)s, 0 C* = Ey, |sup | Vs (Y5, Yo, 0
b= s Vi (e Yaews 0)] 25 €= B, [sup V3 5. %5,0)

ot C? et D™ sont des constantes indépendantes de 6. Pour Z,, et Z définies par :

P

P P P
= 2pz Z Dil’j Cll et Z= 2pz Z D% | Ct
i=1 | \j=1 i=1

Jj=1

On obtient donc le résultat voulu avec Z,, ﬁ) Z.

4.1.2. Evaluation de l’écart 0s — 6o
Théoreme 3. Sous (H 2), pour Hy, définie en (H 2.6) et Np, en (11) et pour 6, 0 < § < dp, on a :

Os =0 + 39052 +o (52) avec 390 = 12H0_0 Ng .
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Démonstration. Sous (H 2), a6 fixé, 0 < § < &y,  — V; (0,9) est de classe C? sur U (0). De plus V; (65,6) = 0.
Par application du théoreéme des accroissements finis, il existe ¢; € ]0,1[ tel que 0s; = t;60p + (1 — ;) 05 vérifie :

P
Vi (05,8) = 0 = V; (6, 5) Zai Vi (05,6 (eg—eg). (17)

D’apres le lemme 5, lorsque § — 0, 5 — 6y et donc 65; — 6. En utilisant le lemme 4, lorsque § — 0, on
obtient :

0\ (95.4,0) —

w i Vz (90, 0) = —Mij (O) d’ou

0
, %Vg (9571‘,6) = _M'L',j (O) + 0(1) .

0
067
D’apres (15), (17) s’écrit alors :

0= 7(;_;]\790 — (Hp, +0(1)) (05 — 60) + 0 (6%) .

L’hypothese (H 2.6) conduit alors au résultat annoncé.

4.1.3. Normalité asymptotique de é\n
On note pour tout §, 0 < § < dg :

0

H) = 05,6)) . 1

6o (aeyV( 5, ))M (18)
~ )

Dans le cas des modeles linéaires en 6, Hgo et — {tX X ] coincident. Par ailleurs, le développement mis en

~ 0
évidence pour [tX X ] (¢f. (12)) reste vrai pour Hgo dans le cas général :

Lemme 6. Sous (H 2), pour Hy, définie en (H 2.6) et My, définie en (9), on a :

)
~Mg, +0(0).

Vs, 0 <6 < do, Hgoz—H90—2

De plus, il existe 01, 0 < §1 < dg, tel que pour tout §, 0 < § < 4§, Hgo est inversible.

La démonstration de ce lemme est donnée en annexe C. Comme dans le cas linéaire, ce résultat permet
d’établir un développement en § de la variance asymptotique de 6,,.

Théoréme 4. Sous (H 2), pour Hy, définie en (H 2.6) et Py, en (10), pour tout §, 0 < § < &1, on a lorsque
n— 0o :

~ D(P _ § _
Vind (0= 05) "5 NG (0,75 (00), Vi (B0) = Hy! (Ip+—PeoHe£+o<6>>-

2
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Démonstration. Sous (H 2), pour 6 fixé, 0 < § < Jp, on sait que 05 € (2) et que U, () est de classe C? sur
U (©). Notons pour tout 6 € O :

DU, (6) = 2(DV, () Va(9), Dvn(e)—(%v;(e)> |
2 _ (o (P i (0 9
R, = /O(DQUn(G(ers(an—G(;))—DQUn(Gg))ds.

L’application de la formule de Taylor avec reste intégral donne :
Vnd DU, (én) = 0=vndDU, (05) + (DU, (05) + R,) Vnd (én - 95) .

Pour H go définie en (18), la normalité asymptotique de /9\,1 résulte des trois convergences suivantes :

D(P
VndDU,, (05) 25 N, (0, K (65)), K (05) = 4 *HY. Ts (05) HY, (19)
DU, (05) = 2 'HY Hy., HJ, étant inversible (20)
R, 25 0. (21)

Pour (19), il suffit de vérifier par application du lemme 1 que :
D(P L*(P
VbV, (05) 28 N, (0,75 (85)) et *DV,, (05) =8 Y .
De méme, la convergence de D2U,, (05) est une conséquence directe du lemme 1.

Pour montrer que le reste R,, tend vers 0, on applique la formule de Rolle. Pour tout i = 1,p et tout j = 1, p,
on a:

2

/01 {ag—eU (05 +5 (3.~ 05)) - 20, (9»] s

avec, par une nouvelle application du lemme 1 :

P
1,5,k
<Y Di
k=1

%o

o? LYP) ik
aoragiog o)) — D

Dﬁﬂ’k = sup
6o

D¥3F étant une constante finie, la convergence en probabilité de 6,, vers 05 entraine celle de R,, vers 0.

(19-21) et le lemme 6 impliquent que pour tout 4, 0 < § < 47 :

Vind (9~ 05) P A (0,5 (00)) Vi (00) = (B3,) ™ T 05) (413,
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Pour obtenir le développement de Vs (6p) annoncé, il suffit d’utiliser le lemme 3 qui reste valable, sous (H 2),
dans le cas d’une dérive non nécessairement linéaire en 6 (¢f. annexe B). On obtient ainsi :

Vi 00) = (~Huy) ™ (o, + 5 | (<o) ™+ s (60) [Fy + 50| s (60) +000).

olt A (6p) = ([Ip + (HGO)_l Hgo} (Hgo)—l)

avec, par application du lemme 6 : limgs_.q %A(g (6o) = %H‘;OIMQOH‘;OI.

4.2. Adaptation de la méthode au schéma de Simpson

La méthode d’estimation des moments généralisés peut étre adaptée au schéma d’approximation de
Simpson (5). On définit pour tout i = 1,p :

I3

|

Vi) = % Vi (Yaks, Yako 1, Yah—1y5:6)
k=1
Vin ) = oo (@) (”" - 3(f9(2”g>aj(x3fe<y>+fe<z>)>,

- . 2 ~
Soit U, () = >0, (V,f (9)) et 0, = infypco U, (f) 'estimateur des moments généralisés. Moyennant quelques

adaptations dans les hypotheses, on peut montrer que cet estimateur converge vers g, & un biais en §* pres, et
qu'il est asymptotiquement normal et efficace en variance & un facteur (I, + O (J)) pres.

Hypotheéses H 3. Schéma de Simpson et G.M.M.
Toutes les hypotheses de (H 2) sont maintenues a l'identique & l'exception de (H 2.1) et (H 2.5.3)
respectivement remplacées par :
H 3.1. (H 2.1) mais en supposant fg, et o respectivement de classe C® et C% sur R.
H 3.5.3. Pour tout I = 0,3, (Aleo f@o)/, Ago fo, et Ag, (O'Qféo) sont & croissance polynomiale en x, ainsi
que les dérivées de o jusqu’a l'ordre 2.

Notons, pour tout i :

N 0 Ag f& (Yu) 7 ~
Ni(v) = Eq, <% foo (YO)) % et “No, = (N: (0). (22)
On définit de plus :
Vi(0,0) = oy [Vi(Yas, Y5, Yo,0)] pour 6 >0,

ot V;(6,0) = Eq, [%f@ (Yo) <f90 (1;03 (_Yof)e (Yo)ﬂ .
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Théoréme 5. Sous (H 3), pour Hy, deﬁme en (H 3.6), Py, en (10), Ng, en (22), il existe 6, > 0 tel que pour
tout §, 0 < 6 < 61, il existe un unique 05 G@ qui vérifie, pour tout i = 1,p, Vi (95, 6) =0 et

~ 5t~
05 — 00 = —1—801{001%0 +o0(5%).

D’autre part, pour Vs (0o) = H;()l (Ip + 5P90H(;01 + 0(5)), on a lorsque n — o0 :
gn £, 55 et vVno (gn — 55) Dﬁ? Np (O, ‘7;5 (90)) .

5. ETUDE EXPERIMENTALE

Ce paragraphe est consacré a la mise en ceuvre des méthodes précédentes pour trois modeles de diffusion.
Pour les deux premiers (Ornstein-Uhlenbeck (O.U.) et Cox-Ingersoll-Ross (C.I.R.)) la dérive est linéaire dans
le parametre et affine en z. Pour le troisitme (L.N.), la fonction de dérive fo(z) = zIn(x) + $z n’est plus
linéaire en x. Nous comparerons les résultats d’estimation associés aux schémas anticipatifs & ceux obtenus par
la méthode des moindres carrés et le schéma d’Euler (cf. [5]).

Nous indicerons par e, t et s, les quantités se rapportant respectivement au schéma d’Euler, du trapeze et
de Simpson. On va illustrer expérimentalement quelques-unes des propriétés annoncées pour /9\,1 : convergence
vers 05, écart entre /9\,1 et g, biais théorique et empirique, variance asymptotique. Pour cela, on simule la
diffusion sur un intervalle [0, 7] en utilisant un schéma d’Euler sur une grille fine de pas 0,005. Puis, on estime
le parametre par la méthode des moments généralisés pour les schémas ¢ et s et par les moindres carrés pour e,
ceci pour un choix (§,n), nd =T avec : T =40 et § € {0.01,0.1}, T =400 et § € {0.1,1}, T = 4000 et § = 1.
On repete 100 fois cette expérience afin de calculer la moyenne et ’écart quadratique moyen empiriques notées

respectivement m( ) = 2110(1 i et eqm( ) =+l 2100 (5‘ ) .

5.1. Processus de Ornstein-Uhlenbeck

On consideére ’e.d.s. suivante :
dYy = —0pYedt +dWy, Yo =x (23)

(23) admet une unique solution forte, a trajectoires continues :
t
Y: = exp (—0ot) (m + / exp (0ps) dWs) )
0

Si 6y > 0, (Y;),5, est récurrente positive sur R, de loi invariante pg, = N (0, ﬁ) On vérifie facilement (H 1)
t (H 3). On montre de plus que : A fo,(z) = (—60)' !z et

exp (—6pv) 1
M(’U) = TOO, P(’U) = 2_60
02 ~ 03
Nw) = Zexp(—6pv), N(v) =2 exp(—bov).

2 2
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La variance asymptotique théorique de VT (é\n — 95) est encore notée Vs (6p). Pour le schéma d’Euler, on a :

G 13 Yoes (Yis — Yi—1)s)
! g 2o (Yis)”
c 1 03
s = -5 (exp (—6pd) — 1) = 6y — 55 +0(0)
‘/;56 (90) = 20y (1 — 006 + (5)) .
Pour le schéma du trapeze, on a :
- 23 Yoees (Yis — Yii—1)s)
" 0>y Yiem1)s (Yas + Yieo1)s)
2 (exp(—6pd) — 1 03
915 = | —=— 7 ) =0, _052 62
0 5<1+exp(—906) 712 +o (%)
VE(B)) = 200(1+0(5)).
Pour le schéma de Simpson :
0 — 3 S Yae—1)s (Yors — Yae—1)5)
! OS2 Yoe—1)s (Yake—1ys + 4Yons—1 + Yors)
3 exp (—2d60p) — 1 05 4 4
05 = —= =60p— —0 )
0 ) <exp (—206p) +4dexp(—06y) + 1 %7 180 +o (%)
Vi (00) = 200(1+0(6)).

On choisit : Yy =0, 8g = 1. On obtient les tableaux 1 a 3.

TABLEAU 1. Modele de O.U. : comparaison des valeurs 65 pour les trois schémas.

5 0 o o
0,01 | 0,995017 | 0,999992 | 1
0,1 | 0,951626 | 0,999167 | 0,999999

1| 0,632121 | 0,92434 | 0,995067

TABLEAU 2. Modele de O.U. : comparaison des moyennes empiriques pour 100 réalisations.

T =40 0,1 | 400 | 0,846248 | 0,884295 | 0,928478
0,01 | 4000 | 1,012309 | 1,017524 | 1,019922
T =400 1 400 | 0,638412 | 0,940662 | 1,007697
0,1 | 4000 | 0,956130 | 1,004378 | 1,004885

T =4000] 1 [4000 |0,634981 | 0,930612 | 1,004823 |
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TABLEAU 3. Modele de O.U. : comparaison des écarts quadratiques moyens pour 100 réalisations.

5 n | eqm (52) eqm (5;) eqm (@i)
T =140 0,1 | 400 | 0,03527 0,02707 0,01996
0,01 | 4000 | 0,01295 0,01336 0,01591

T=400 | 1 | 400 | 0,1325 | 0001223 | 0,03111
0,1 | 4000 | 0,00613 | 0,00515 | 0,00552

[T=4000] 1 [4000] 0,13339 | 0,005546 | 0,00276 |

On constate que les estimateurs associés aux schémas anticipatifs diminuent le biais et 1’écart quadratique
en comparaison du schéma d’Euler pour I’ensemble, sauf lorsque n = 4000 et 6 = 0,01.

Lorsque § = 0,1 et n = 400, c’est la valeur relativement faible de T, T' = 40, qui explique I'importance du
biais empirique. Dans les cas ot 6 = 1 (T =400 ou T' = 4000), le biais provient principalement de la différence
entre 05 et 0y : pour les schémas d’Euler et du trapéze, on constate que I’écart entre I'estimation et 8y coincide
avec 05 — 0. L’influence de ¢ et du type de schéma de discrétisation apparait bien des que 1" est suffisamment
grand.

5.2. Processus de Cox-Ingersoll-Ross

On considere 'e.d.s. suivante :
dY; = by — apYidt + /Y dWy, Yo =

0=(b,a), o(x) = VEet [="(fi,fo) avec filx) = — et fo(z) = 1.
[ est C°° sur R et lipschitzienne, o est C* sur R% et hélderienne de rapport % L’e.d.s. admet donc une

solution forte unique, a trajectoires continues. Si by > % et ag > 0, la diffusion est récurrente positive sur R? ,

de loi invariante ug, = I' (2bo, 2a¢), admettant des moments de tous ordres. On vérifie sans difficulté que, des
que bgp > 2, (H 1) et (H 3 ) sont satisfaites et que :

bo exp (—agv) — 2bg 2ag
M = 2 Mi,@) = —1, Moy (v) = Mo o(v) =
1,1(v) a0 1,2(v) , M1 (v) ST— , Mao(v) 2o — 1
3
a
Ni(v) = 0, Na(v) = o0 07 s (—agv)
bo exp (—agv) — 2bg aobo (bo — exp (—aopv))
P - X p —-p — P -9 :
1,1(v) a0’ 12(v) = P21 (v) ST — 2.2(v) (@b — 1) (bo = 1)
Pour le schéma d’Euler, on a :
e 1 ap
a = -3 (exp (—agd) — 1) = ag — ?5 +0(0)
bo boao
e _ Y0 — _ J0%o
bs = a()% bo 5 d+0(d).
Pour le schéma du trapeze :
0 exp (—apd) — 1 a? bo boa?
t 0 52 2 ¢ ¢ 0 52 2
=~ =qg— —0 ) by = —as = by — ——0 0°).
T T exp (a1 YT 12 To(%), by =ras=bo— =r0" + 0 (07)
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Enfin, pour le schéma de Simpson, on obtient :

exp (—2d0ag) — 1 o

s ag ¢4 4
= —= =ag— =0 )
% ) <exp (—28a0) + 4exp (—dag) + 1) %~ 13e% O (5%)
s bo boa; <4 4
b; = a—a(;:boflSOé +0(6).

Bien qu’il soit possible de calculer le développement & 'ordre 1 en § des différentes variances asymptotiques,
nous nous contenterons de donner leur terme principal commun :

2a0
2bo—1

1

Hy ' = (2bp— 1) (

On choisit : Yy = 3, (ag,bo) = (1,3). On obtient les tableaux 4 & 6.

TABLEAU 4. Modele de C.I.R. : comparaison des valeurs (as, bs) pour les trois schémas.

as (a() = 1) b5 (b() = 3)

5 a$ ak a; ¢ b bs
0.01 0,095 0,009 1 [2085]2.999| 3
0,1 | 0,951 | 0,999 | 0,999 | 2,854 | 2,997 | 2,999

1 0,632 | 0,924 | 0,995 | 1,896 | 2,772 | 2,985

TABLEAU 5. Modele de C.I.R. : comparaison des moyennes empiriques pour 100 réalisations.

Ap ((Z() = ].) bn (b() = 3)
0 | n [m(ay)[may) | mlay) [ m(by) [m(by) | m(by)
T=40 [ 01 | 400 | 1,097 | 1,1659 | 1,171 | 3,235 | 3,429 | 3,4447
0,01 | 4000 | 1,0759 [ 1,102 | 1,099 | 3,208 | 3,279 | 3,268
T=400 | 1 ] 400 | 0,644 [ 0,957 [ 1,052 | 1,932 [ 2,867 | 3,151
0,1 [4000 | 0,967 | 1,016 | 1,016 | 2,903 | 3,050 | 3,049
[T =4000] 1 [4000] 0,633 | 0,926 | 1,006 | 1,897 | 2,776 | 3,015 |

TABLEAU 6. Modele de C.I.R. : comparaison des écarts quadratiques moyens pour 100 réalisations.

an (CLQ = 1) by, (bO = 3)
0 n | eqm(al) | eqm (al) | eqgm (as) | eqm (bS) | eqm (BL) | eqm (b3)
T—=40 | 01 | 400 | 0,0734 | 0,0938 0.1 0,581 0,7 0,78
0,01 | 4000 | 0,0869 0,0846 0,086 0,1125 0,72 0,73
T=400 | 1 | 400 0,129 0,0147 0,045 1,16 0,134 0,412
0,1 | 4000 | 0,0065 0,0062 0,0082 0,053 0,054 0,065
|T=4000] 1 [4000] 0,135 [ 0,0064 | 0,003 | 1,219 [ 0,061 | 0,032 ]

L’amélioration apportée par le schéma du trapeze par rapport au schéma d’Euler est particulierement nette
pour 7" = 400 avec § = 1 et T' = 4000. Lorsque T' = 40, 'imprécision des résultats obtenus s’expliquent par la
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faible valeur de T'. L’influence de § sur la variance asymptotique est d’autant plus forte que la discrétisation
associée au schéma anticipatif est importante et que la valeur de T est faible. Ceci explique en particulier que
I’écart quadratique moyen pour le schéma de Simpson soit supérieur a celui obtenu pour le schéma du trapeze
lorsque 6 = 1 et T' = 400.

5.3. Cas d’une dérive non linéaire en z : diffusion Log-Normale

Soit l’e.d.s. :

1
4y, = (—60 In(Y;) Y; + §Yt> dt + YidWy, Yo = 2.
Cette équation admet une unique solution forte & trajectoires continues (cf. [13], p. 125) :

Y: = exp (exp (—6ot) In (x) + exp (—bot) /Ot exp (6os) dW5> .

On montre que 74 (x,-) est une loi log-normale de paramétre (ln (z) exp (—0ot), %52900). Si gy > 0,

la diffusion est récurrente positive de loi invariante ug, log-normale de parametres (0, ﬁ) Dans ce cas,
fo (z) = =6y In (z)  + 32 ne vérifie pas D'intégralité de (H 2) et (H 3) : en particulier, 'hypothese de croissance
polynomiale faite sur fp, n’est pas satisfaite. Cependant, puisque la transition 7750 est explicite, on peut
prouver I’ensemble des régularités requises pour I'obtention des résultats asymptotiques. On a ainsi, en notant

Oé(U) _ 178)(56()07007]) .

(exp (—0o0)

20, —a? (v)) exp (a (v))

200
R(v) = av)exp(afv)).

P) = (i + 402 (v )) exp (4a(v))

Les estimateurs associés aux trois schémas d’approximation vont converger respectivement vers :

(8

. 1R
05 = gm—90+2(9 —03)6+0(5)
2 5\ __ R 02 0

j = = — = — _v 0 Y 2 2
hoo 5( 4) 0) + M (0 HOJ“( +4 15) 0 tol®)

3 1 5 3 9
c _ G-3)R 25*2R(5)_ 16 . 6563 1363 00\ 4.
% = Moo e Pt Ty TR 0% +0(0%).

Si, comme pour le modele de C.I.R. les schémas anticipatifs n’améliorent pas sensiblement les résultats obtenus
par le schéma d’Euler pour des valeurs importantes de ¢ et faibles de T, le schéma du trapeze semble un bon
choix en situation de discrétisation assez générale. On choisit : Yy = exp (i) et §p = 1. On obtient les tableaux 7
a9.
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0,01 | 0,999979 | 1 1
0,1 | 0,998 | 1,001 1

1 0,867 | 1,0569 | 1,0268
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TABLEAU 7. Diffusion Log-Normale : comparaison des valeurs 65 pour les trois schémas.

TABLEAU 8. Diffusion Log-Normale : comparaison des moyennes empiriques pour 100 réalisations.

5 n |m (5;;) m ((?fl) m (5;)
T =40 0,1 | 400 1,100 1,107 1,117
0,01 [ 4000 | 1,094 | 1,004 | 1,102
T =400 1 400 0,863 1,068 0,682
0,1 | 4000 | 1,005 1,008 1,007

[T=4000] 1 [4000] 0872 | 1,067 | 1,104 |

TABLEAU 9. Diffusion Log-Normale : comparaison des écarts quadratiques moyens pour 100 réalisations.

) n | eqm (é\fl) eqm (é\;) eqm (é\;)
T =40 0,1 | 400 0,048 0,054 0,048
0,01 [ 4000 | 0,0638 | 0,064 | 00735
T =400 1 400 0,03 0,0765 4,85
0,1 | 4000 | 0,0043 0,0048 0,00635
[T=4000] 1 [4000] 00173 | 0011 | 008 |

ANNEXE A : DEMONSTRATION DU LEMME 4

La démonstration du lemme 4 repose sur les trois lemmes suivants : considérons (0,z) — h(6,z) et (0,x)
— g (0, z) deux fonctions définies sur U (O) x R et notons m (0,d) = Ey, [h(0,Ys) g (6,Y5)].

Lemme 7. Supposons que h et g soient continues sur U (©) xR et 4 croissance polynomiale en x uniformément
en 6 surU(©). Sous (H 2.1, H 2.2) et si jug, admet des moments de tous ordres, m est continue sur U (0) x R*.

Ce résultat se déduit du théoreme de Lebesgue qui s’applique du fait de la majoration (8).

Lemme 8. On suppose que, pour tout x € R, h (-, z) et g (-,x) sont de classe C™ sur U (0©), ces fonctions ainsi
que leur dérivées par rapport a 0 étant a croissance polynomiale en x uniformément en 6 sur U (O).

Alors, sous (H 2.1, H 2.2) et si g, admet des moments de tous ordres, pour 6 € RY, 0 — m (0,0) est de
classe C™ sur U (©) et ses dérivées sont obtenues par dérivation sous le signe Fy, .

La démonstration de ce lemme repose également sur ’application du théoréeme de Lebesgue.

Lemme 9. Supposons que, pour tout 0 € U(O), x — g (0,) soit de classe C? sur R, h, g et Ag,g étant a
croissance polynomiale en x uniformément en 0 sur U (O).

Alors, sous (H 2.1, H 2.2) et si pg, admet des moments de tous ordres, § — m (6,6) est de classe C1 sur R}
et dérivable a droite en 0 avec : m' (6,0) = Eq, [h (0,Y0) (As,9) (0,Y5)] .
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Pour montrer ce résultat, on utilise la formule de Ito appliquée & ¢ (0,Y,) et & nouveau le théoreme de
Lebesgue avec la majoration (8).

e Etude de la différentiabilité en 6.

Sous (H 2.5.1), V! satisfait les conditions du lemme 8 pour m = 2. Ainsi, pour tout 6 € R*, 8 — V; (6,4) est
de classe C? sur U (©).

La continuité de V; et de ses dérivées en 6 sur U (0) x R} est une conséquence directe de 'application du
lemme 7 sous (H 2.5.1).

En revanche, la continuité de ces fonctions aux points de la forme (6,0) doit étre étudiée séparément. On
utilise alors la décomposition du trapeze (2). Pour V; par exemple, on a pour tout 8 € U(0©) et tout 6 > 0 :

52
V0o = —5 | (1-wub,

(Aeof%) ( u5)
o? (Yo)

%Eeo [% %) (feo (13 %f)e (n))] .

9 )

o0 w35, | g ) (21 0]

07 o2 (Yo)

Les trois fonctions précédentes sont continues sur U (©) x Rt (Lem. 7). Pour toute suite ((6,,,6,)),, C U(0) xR}
convergeant vers (#,0), on obtient :

lim Vi (6,,6) = Es, [%f@ (%) (f9° Jo) — /o (YON —V5(0,0)

n—oo 0’2 (Yb)
V; est ainsi globalement continue sur U (©) x RT. On procede de méme pour ses dérivées partielles.
e Etude de la dérivabilité en ¢.

Utilisant (H 2.5.1, H 2.5.2), et le lemme 9, on montre que, pour tout 6 € U(0), 6 — V; (0, 9) est dérivable
sur R} avec :

o >0, V/ (0,0) = —iE [53“ ( )]
Y i R

Sous ces mémes hypotheses, V; est de plus continue sur U (©) x R} (Lem. 7).
La dérivabilité a droite en 0 de 6 — V; (6, d) repose sur (2) et sur la formule de Ito. On a :

1 ! o) (A, foo) (Yus)
5 (Vi(0,6) = Vi (0,0)) = —5/0 (1 —u)uBy, | 55 fo (Yo) AT o2 (Yo) du
e 9 A, (fo, — fo) (Yus)
+§A E«% |:wa (YO) o2 (YO) :| du.

Sous (H 2.5.2) et (H 2.5.3), le lemme 7 implique que :

o L [ ey Ase oo — 1) (%)
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V/(0,0T) = %Ego %f@ (Yo) W] existe donc. De plus, sous (H 2.5.2) et par application du lemme 7,
on établit que cette fonction est de classe C* sur U (©).

Comme dans le paragraphe précédent, la continuité de (0,9) — V' (0, d) aux points de la forme (6, 0) repose
sur (2). On montre que : V¥ ((6,,4,)), C U(0) xR} telle que (6,,0,) — (6,0), lim, o V/ (0, 6,) = V/ (6,07).

e Equations (15) et (16).
Utilisant la décomposition du trapeéze (2), on obtient :

2
Vi(00,6) = f% ; (1 —w)ulV; (ud) du

Par continuité de v — N; (v) : V; (6p,9) = f%Ni (0) + 0 (02).
Pour (16), on se base de nouveau sur (2). On a ainsi :

) 52 [t (A5, fo0) (You)
W >0, 5 Vi(fo,0) = -5 ; (1 —u) uEy, aejaezfeo( >W du
1

f@ ( ) (%feo (YO) + %f‘% (Y5)>
27 % 2 (Vo)

Or, d’apres le lemme 7 :

1

gli% ; (1 —u)uFEp,

(Aeofeo) ( 6u)
o2 (Yo)

1 (Ago feo) (YO)

f90 ( ) du = E [89369L f90 ( ) o2 (YO)

893 06

Donc : V6 > 0, 52:V; (60,8) = —% (M, ; (6) + M, ; (0)) + O (62).

ANNEXE B : DEMONSTRATION DU LEMME 3

Que la dérive soit linéaire en 6 ou non, le lemme 1 implique que vnd (tX Y —tXX 95) et plus généralement
VndV,, (05) converge sous P vers une loi N, (0,T'5(05)), avec I's (65) = (ng’j (95)). ~ou, pour Us définie au

i,j
lemme 1 :

ngj 05) = Tg’j (95)+Rf5’j (05)
T 05) = B [3VE (35, Y0,05) V] (V5. Y0.60)

RY (05) = By, [wg‘ (Ys, Yo, 05) [Ué (vg’)} (Y(;)}.
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Etude de ng (05).
Montrons que T5 ' (05) = M; ; (0) + gPL’J (0) 4 0 (9).
Sous (H 2), le lemme 8 implique que 6 — T3 (0) est de classe C? sur U (©), ses dérivées étant obtenues par

dérivation sous l'espérance. Par application de la formule de Taylor-Young, on obtient ainsi :

p
T3 (95) = T2 (0,) +Z<WW )(95 08 + < (85 — 60) 165 — ol
k=1

ou ¢ (h) — 0, lorsque h — 0.

Si on montre que Tg’j (60) = M, ; (0) + nglg (0) + 0 (9) et que, pour k = 1,p, %Tg’j (0o) est bornée, nous

aurons alors le développement annoncé car 05 — 6y = O (62).

e D’apres la décomposition du trapeze (2), on a :

757 (60) = %Eeo l(%fﬁo (Y0)> (%f@o (Y0)> (02%/0))2]

. 2
Or, le lemme 2 entraine que : %E«% {(%f«% (YO)) (%f‘go (YO)) (%) } =M, ;(0)+ gB/j(0+)_|_o (6). De plus,

Eq, [(%feo (Y0)) (g7 foo (Y0)) (%)Z]

<O (66). Enfin, on montre aisément grace a 'inégalité de Schwarz et aux résultats précédents que le double

par deux applications successives de I'inégalité de Schwarz, on a :

produit restant est un o (6%). On a donc le résultat attendu pour T5 (6o).

e Utilisant & nouveau (2) et par des arguments similaires & ceux développés précedemment, on obtient :

0
oo*

02 8«69)1 f90 (YO) + 0? d@z f90 ( )

vk =1,p, 90k 00 fGo ( ) o2 (Yb) 90k 007 fGo (YO> (Yb)

ST (0y) = Eq, +o(l).

Etude de Rf;’j (05).
Nous allons montrer que : Rs (65) = o0 (9).

Notons v} (z) = E [Vg (Ys,Y0,65) | Yo = x] D’aprés la propriété 1 du trapeze, on a :

. 0
V3 (Y5, Y0,05) = %fea(YO)

|:f90 (YO) - f95 (YO) + f90 (Y5) — f*% (Y5)
0'2 (Yo) 02 (Y())

0 o
* 565 1o (10) {502 Yo) | 302 (Vo)
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D’ou :

j x) — z) 7w (foo — fo,) (v Ll ) w0 (A2 . ”
ol () = 89Jf95()[f90((32(;;98()+ eo(feaz(xf;e)()]_52if96($)f0 (1—u) 2;3(()90f9)() |

Compte tenu des hypotheses de croissance polynomiale uniforme en 6 faites sur les fonctions et de I’écart en 62

calculé entre 05 et 0, il existe une constante K finie telle que : va (05)“ , ) < K#§2.
Hog

De plus, par définition de 65, on a : ug, (’ug (95)) = 0. D’apres la propriété de mélange (7), on obtient alors :

s (%)

Loluny) > [l (vh00)

On a donc :

R (05) < ﬁ\/MHUé ()]

Puisque Ty (65) = M;; (0) + gPi’J (0)40(8) et RS’ (85) = 0(9), on obtient ainsi : T's (65) = Hg, + 8 Py, +0(9).

LQ(WO) B

ANNEXE C : DEMONSTRATION DU LEMME 6

Pour tout § > 0 fixé et tout couple (i,5) € {1,---,p}*, 6 — 8‘ZJ V; (0,9) est de classe C! sur U (©) (Lem. 4).
Par application de la formule de Taylor-Young, on a alors :

d ) L 92 P
557 Vi (05,0) = 55Vi (60.0) + ]; s5ra Vi (00:0) (05 — 05) + (85 — 00) 1165 — ol (24)

avec limp_,ge (h) = 0.

Or, d’apres (16) et le lemme 2 deJ Vi (60,0) = Ml 5 (0) — 5Mi’7j (0%) + 0(8). De plus, par application du
lemme 4, on obtient : lims_.g dekdw Vi (6o,9) = 89kd91 Vi (60,0). Enfin,ona: 05 — 0y = O (62). On en déduit
ainsi que :

170 I S 5 )
%13(1) 5 | 507 Vi(05,0) +M;; (0)] = ngi,j (0%) donc Hy = —Hp, — §M90 +0(0).

D’apreés (H 2.6), Hy, est inversible. Donc, le développement précédent implique qu’il existe d1, 0 < §; < dg, tel
que pour tout §, 0 < § < 41, Hgo est inversible.

Je tiens a remercier Xavier Guyon pour son encadrement et ses conseils précieux.
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