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THEOREMES LIMITES AVEC POIDS POUR LES MARTINGALES
VECTORIELLES

FAaouzi CHAABANE! AND FAIzA MAAOUIA!

Abstract. We give limit theorems specifying weak and strong rates of convergence associated to a
quadratic extension of the martingale almost-sure central limit theorem. Some typical examples are
discussed to illustrate how to make use of them in statistic.

Résumé. On donne des théorémes limites précisant les vitesses de convergence (en loi et au sens
presque-siir) associées & une extension quadratique du théoréme de limite centrale presque-sire pour
les martingales discrétes vectorielles. Des exemples typiques illustrent 'usage qu’on peut en faire en
statistique.
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1. INTRODUCTION

1.1. Motivation. Exemples

Une approche générale du théoréme de la limite centrale presque-siire (TLCPS) pour les martingales
vectorielles discretes a été développée dans [5] et [6]. Elle se situe dans I'un des cadres habituels assurant la
convergence en loi d’'une martingale vectorielle convenablement normalisée vers une loi gaussienne ou un mélange
de lois non nécessairement gaussiennes. Pour la commodité du lecteur, les résultats seront rappelés en annexe
a la fin de ce travail.

Notre but ici est de les compléter par des théorémes limites avec poids (loi forte des grands nombres, théoréme
de limite centrale, loi du logarithme itéré) associés de manieére naturelle & une extension quadratique du TLCPS.
Les deux exemples suivants sont éclairants quant a la signification précise de I'extension visée et de la transcrip-
tion statistique qu’on peut en tirer.

Exemple 1. (Echantillon d’une loi sur R?)
Soit (X, € N*) une suite de v.a. d-dimensionnelles, indépendantes et identiquement distribuées selon une

loi de moyenne m et de covariance inversible I'. Considérons les estimateurs empiriques de m et ' :
n

n
Fin=n"1Y Xi,  Tp=m-17") (X =) “(Xi — i)
=1

i=1
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(*x étant le transposé du vecteur x). La formulation statistique du TLCPS pour la suite (X;,7 € N*) est :

(Log n) Z 6f(mk —my = Na (0,I') ps. (1.1)

n—oo

(i.e convergence étroite pour presque toutes les trajectoires des mesures empiriques logarithmiques associées a
la suite (v/n (M, —m)) vers la loi gaussienne d-dimensionnelle centrée et de covariance I'). On en déduit que,
hors d’un ensemble négligeable, 'inégalité suivante a lieu :
n
lim (Log n) ™" (g —m) * (Mg —m) > T
k=1

au sens des matrices réelles symétriques semi-définies positives. En fait, on dispose du résultat plus précis :

n
(Log n) 12 mg—m) *(mr—m) — T ps, (1.2)
k=1

n—oo

traduisant la convergence p.s. des moments du second ordre de la mesure empirique logarithmique considérée
en (1.1) et appelé loi forte quadratique des grands nombres (LFQ). D’olt 'on déduit les deux variantes
significatives suivantes :

n
1

L= (Logn) ™" Y (i — i) * (e — i) — T pas. (1.3)
k=1
tr {I‘I/Q fnfl/z} — d ps. (1.4)

Dans la suite, on montrera comment on peut préciser les vitesses de convergence (en loi ou au sens p.s.) pour
de telles propriétés. En particulier, on peut établir grace au théoreme 2.5, que sous I’hypothese supplémentaire

E {||X1||2ﬁ } < oo pour un g €]1,2], les deux alternatives gaussiennes suivantes au test classique de Whishart
ont lieu :

{ J/Togn [fn _ r] T (o — m)} £ Ry (0,25) © Ny (0,1); (1.5)

{Mwm {tr{Fl/Q fnrl/z} —d] ,\/ﬁ(ﬁzn—m)} Sowenen 00 (16

avec ¥ = I'®@ '+ + (Vect (I') *Vect (T')) (@ dénote le produit tensoriel de mesures ou de matrices ; Vect(A)
désigne le vecteur obtenu en empilant les vecteurs colonnes de la matrice A et + (Vect (I') *Vect (I')) est la
matrice & blocs dont le bloc d’indices 1 < ¢,j < d est I'; *T'; ou I'y, ...,I'q sont les vecteurs colonnes de I').
Sous I’hypothese d’existence d’'un moment d’ordre 4 pour les v.a. (X;), on peut améliorer les vitesses de
convergence des résultats (1.5) et (1.6) en exploitant la méthode de “moyennisation” suivante (c¢f. [9]) : on
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.. , 1
choisit deux réels « et v tels que = < a <y <1 et on pose :

B
n
Wy, = n= %" exp (22k”‘> pourn>1let wyg=1; (1.7)
i=1
n -1 n
My = ( wl> Zlel
=1 =1

Autrement dit (m,,) est 'estimateur des moindres carrés pondérés par le poids (w,) de m ; il minimise le
n
contraste m —— sz | X; —ml|?>. Cet estimateur satisfait aux propriétés suivantes :
i=1
My — m ps. et n®? (M, —m) =5 9y (0,1,
n—oo n—oo

car d’une part le “poids” (w,,) vérifie :

n 2 n
n-* (Z wi> ~ (Z w%) ~nw? ; (1.8)
i=1

i=1

et d’autre part la marche aléatoire (M,,) avec :
n n
M, = Zwi (Xi—m)= (Zm) (My, —m)
i=1 i=1

n
est telle que : E (M,, *M,) = (Z wf) T.
i=1
n
L’estimateur obtenu par “moyennisation” arithmétique de m, :m, = n~! Zmi converge en loi avec la
i=1
vitesse optimale /n : /n (M, —m) =, 0y (0,I).
n—oo

Les transcriptions des propriétés (1.1-1.4) pour 'estimateur & poids m,, sont les suivantes :

n

(1—a)n= 01— Z k—a5\/k—a(mk_7n) = Ny (0,T) ps.; (1.9)
k=1

(1—a)n~ (1= Z (mg—m) *(mp—m) — T' ps.; (1.10)

=1 n—oo
Lp=1—a)n """ (i — M) * (g —n) — T ps.; (1.11)
k:1 n—oo
tr {Fflanfl/z} — d p.s. (1.12)

Celles des propriétés (1.5) et (1.6) sont :

nl—a) . e 1
Tn = T, V(@ —m) p — Naxa (0,25 ) @Ng (0,T) ; (1.13)
l1—« n—o00 2
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nl—a)

[tr {F—1/2 f,Lr—l/Q} - d} AR (T, —m) Y — N (0,02) @ Ny (0,T) (1.14)

l1—« n— 00

avec 0% = tr(I'?).
L’exemple suivant présente I’avantage d’illustrer divers cadres considérés dans cet article et justifie la présen-
tation des résultats en trois paragraphes.

Exemple 2. (Modele autorégressif réel d’ordre p)

Soit (e,,) une suite de v.a. réelles, i.i.d. selon une loi centrée, de variance o2 > 0 et possédant un moment
d’ordre 4 fini :

E(en) =0, E(e2)=0%et E(e}) < 00,

n

appelée bruit blanc.
Un processus autorégressif réel d’ordre p (AR(p) en abrégé), associé au bruit (g,,) s’écrit :

Yo=aiYn 1+ +apYp_1+en n>1 (1.15)

ol ay,- - ,ap sont des constantes réelles.
Pour un tel processus, on étudie I'estimation ponctuelle et ensembliste (régions de confiance) des parametres
*0 = (ay,...,ap) et o.

ap . ap—1  ap
1 0 . . . 0
Notant : A=10 . . ,
o . . 01 0
En = *(en,0,---,0) et Y, le vecteur * (Yo, Ynq1,..., Ynip—1), on vérifie que :

B Y, = "0Y,_1+en, Y,=AY, 1+&n;
autrement dit (Y,) est un processus autorégressif p-dimensionnel d’ordre 1 (AR,(1)).

Le processus AR(p) est dit stable, purement instable ou purement explosif selon que tous les zéros de
son polynéme caractéristique P(z) =1 — a1z — -+ — apzP sont & Pextérieur strict, a l'intérieur strict ou sur le
cercle unité.

Lorsque P n’a pas de zéro de module égal & 1, on dira ici que le processus AR(p) est mixte.

L’estimateur des moindres carrés ordinaires (Hn) ou l'estimateur des moindres carrés pondérés

(gn) de 0 peuvent-étre définis par I'algorithme :

1 =0 +wn (Pﬁu)_l }ZL (Yn+1 - *9;”?@)
avec :

P,=P¥=1,+ Zwkffk Vi ; 0¥ quelconque mais indépendant de (Y,,, n > 1);
k=0
0, =0% siw=1; 0, =0 si(wy,) est le poids défini par (1.7).
Pour de tels estimateurs, la relation :

Py (0 —0) = Zwk—lffk—l Eks (1.16)
k=1
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joue un role fondamental dans I’étude asymptotique des erreurs d’estimation (6 — ) ou des erreurs de

n
prédiction (Hn = *(0y —0) Yn) du fait que M, = Zwklekfl € est une martingale localement de carré
k=1
intégrable au sens précisé ci-dessous en 1.3.

Le comportement asymptotique des erreurs de prédiction est particulierement utile pour I’étude de I’estimateur
empirique de la covariance du bruit :

n L 2 n ~  ~ 2
2 =nt Z (Yz — *91'—1Yi—1) oug:=n"" Z (Y; - *91'—1Yi—1) . (1.17)
i=1 i=1

La propriété 1.4 s’étend a un modele AR(p) stable, purement explosif ou mixte. En effet, on montrera (cf.

Sect. 2.2) que, dans le cas stable, la LFQ sur les erreurs d’estimation (gn — 9) s’écrit :
(1—a)n~ (0= Z * (gk — 9) v, 2Qn (gk - 9) — po? ps. (1.18)
k=1

- 2V xV 2 N2
ou @, =Ip+Zkak Yy, v = > w; .
k=0 k=1
Dans le cas purement explosif, la LFQ pour les erreurs d’estimation ((9\” — 9) s’écrit :

n

n1 Z * (é\k - 9) Qr_1 (é\k - 9) — po? p.s. (1.19)

n—00
k=1

n
ot Qn =TI+ » Yi *Yi (cf. Sect. 3.2).
k=0

Les vitesses de convergence lies a ces deux propriétés seront également précisées.

La différence entre les deux formulations (1.18) et (1.19) de la LFQ s’explique par le fait que lexcitation
(Qn) croit modérément dans le cas stable de 'exemple 2 et de maniére exponentielle dans le cas purement
explosif de celui-ci. Plus précisément : (Vn_lQn *Vn_l) est une suite p.s. convergente avec V,, = vn wyI, et
anrll Vi — I, dans le premier cas; et V;, = A™ dans le second.

n—oo

Dans le cadre de 'AR(p) mixte, ces deux situations sont simultanément présentes.

1.2. Commentaires bibliographiques

Pour des travaux antérieurs sur la loi forte quadratique des grands nombres LFQ relatifs aux martingales
unidimensionnelles & temps discret ou continu, on pourra consulter [3,4,9,19,21,24]... Dans [22], une loi LFQ
a été établie pour des algorithmes stochastiques vectoriels.

Les vitesses de convergence pour les processus empiriques logarithmiques unidimensionnels :

H,(z) = (Log n)f1 Zl{i& - z} ou S, = ZX’“
k=1 VF© k=1

ont été données par Csorgd et Horvath [11] via une approximation forte de la marche (S,,) par une trajectoire
brownienne. Dans cette perspective, des théoremes limites avec poids ont été dégagés par le premier auteur
dans [7] pour les martingales unidimensionnelles discrétes. Et par le second auteur dans [20] pour les martingales
fonctionnelles additives d’un processus de Markov (a temps discret ou continu) récurrent. Berkes et al. [3]
utilisent également cette approche pour généraliser les résultats de [11] & une loi appartenant au domaine
d’attraction d’une loi stable symétrique d’indice « € )0, 2[.
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Les principaux résultats et leurs transcriptions statistiques sont présentés aux paragraphes 2, 3 et 4. Les
preuves des résultats probabilistes sont donnés au paragraphe 5. Les illustrations relatives aux modeles autoré-
gressifs sont clairement liées a ces résultats ; nous en ommettons les preuves par soucis de ne pas reproduire les
mémes schémas de démonstrations.

1.3. Notations et hypothéses clés

Notations

On note (e1, ... ,e4), ||| la base canonique et la norme euclidienne de R%. Pour une matrice réelle carrée A :
A, tr(A), Dét A sont respectivement la matrice transposée, la trace, le déterminant. Si de plus A est & spectre
réel, Amax(A) désignera sa plus grande valeur propre. La norme de A est définie par ||A]|? = Apax(A™4). Si
A 0

A; et Ay sont deux matrices carrées, on désigne par Diag (A4;, A3) la matrice L
2

Les résultats porteront sur des suites de v.a. M = (M, )nen définies sur un espace de probabilité (2, §, F,P)
muni d’une filtration discréte F = (F,,)nen, a valeurs dans R?, F-adaptées et vérifiant pour tout n, les propriétés
suivantes :

My=0; E{AM;41/3nt=0; E {||AMn+1|\2 /3n} < 0 (1.20)

ou AMn+1 = Mn+1 — Mn , on eN.

Elles seront appelées des martingales localement de carré intégrable. Evidemment cela ne signifie pas
nécessairement que les v.a. (||M,]|) sont intégrables ou de carré intégrable. Pour de telles martingales, on
note [M] = ([M],)nen, (M) = ((M),)nen la variation quadratique et la variation quadratique prévisible
définies respectivement par :

[M],, = (AMy) (AMy) et [M]y =0,
A= ) M), =E{AMs1 "AM,i1/a} et (M), = 0.

n+1:< n+1_<

Hypotheéses clés

On donne M = (M,)nen une martingale satisfaisant (1.20) et V' = (V;,)nen~ une suite de matrices réelles
d x d, non aléatoires, inversibles, satisfaisant aux conditions de croissance réguliére ou exponentielle ou
mixte explicitées ci-dessous.

La propriété suivante est sous-jacente aux divers cadres de ce travail :
(TLCG) Zn =V M, £ Z,

n—00
la limite Z, étant de la forme : Zo, = > (n) ol 1 est une v.a. (éventuellement dégénérée) et (D> (z)) est un

processus spatial indépendant de 7.
La propriété TLCG est en particulier vérifiée lorsque le couple (M,V) satisfait ’hypothése H-2) ou bien les
hypotheses H-1) et H-2) suivantes (¢f. commentaires ci-dessous).

e Hypothése H-1) sur le comportement asymptotique de la variation quadratique prévisible de M

Cn, =V, (M), *V,! — C p.s. ot C est une matrice aléatoire ou non.
n—oo
o Hypothése H-2) sur le comportement asymptotique de la fonction caractéristique conditionnelle des v.a.
(Vn_lAMk)

Il existe une v.a. n sur (2, §,P), éventuellement dégénérée, a valeurs dans un espace vectoriel de dimension finie



THEOREMES LIMITES AVEC POIDS POUR LES MARTINGALES VECTORIELLES 143

X et une probabilité Q sur lespace € = € (.’{, Rd) des fonctions continues de X dansR<, tels qu’en posant pour
ueRlet z € X:

Poo (2, u) = /exp (i (u, €)) w(x,d€), Bp(u) = [] E{exp (i (u, Vit AMy)) /Fr-1}
Rd k=1
(7T(:L', .) étant la loi image de Q par 'application canonique f +—— f(z)de € dans Rd), on ait P-presque-siirement
pour tout u € I, D dénombrable et dense dans R? :

i) D, (u) e Doo(n,u), i)  Poo(n,u) non nulle.

e Condition de Lindeberg pour la convergence p.s. H’-2) :

N
V>0, 3 E{VR AM 1y cian, se) /Fa1 ) 2 0 b

n=1

' (M)
n n n
important pour 'obtention d’une partie des résultats. Les deux hypotheses suivantes le traduisent :

Le fait que les suites (V- V1) et (V71 [M], *V, ') soient “proches” d’une certaine maniere est

e Hypothése H-3) sur le comportement asymptotique de la variation quadratique de M :
v, b (M), — [M],) *V,;h — 0 ps.
n—oo

n n

o Hypothése H’-3) alternative o H-3) :
La série Z [Log (Dét Vi41)?] g {HVn;llAMnHH% /Sn} est p.s. convergente pour un réel 3 € ]1,2].

Soit fleo = floo(w,.) la probabilité de transition (éventuellement non aléatoire), loi de la v.a. limite Zo(w) =
> (n(w)) dans le TLCG. La propriété suivante, automatiquement vérifiée sous H-1) et H-2) (¢f. commentaires
ci-dessous) est naturelle :

e Hypothése H-4) sur le lien entre la covariance de pioo et C :
C= /x T dptoo ().
Remarques sur les hypothéeses clés

1) Sous I’hypothese H-2) la convergence en loi dans le théoréme de la limite centrale généralisé (TLCG)
est stable, ce qui signifie que pour toute v.a. d-dimensionnelle ¢ sur (€, F), le couple (s, Z,,) converge en
loi vers le couple (s, Z). En particulier sous H-1) et H-2) :

(Zn,Cn) 5 (Zso, ).

n—oo
2) Les hypotheses H-1) et H’-2) impliquent que H-2) a lieu avec :
Poo(u) = E{exp(—% uCu)}
(cf. [6]). Et que 'ona: V' [M] *V, ! — C en probabilité (cf. [16]).
3) Des exemples éclairants ont été proposés dans [6] pour justifier la formulation assez technique de ’hypothese
H-2). Ces exemples montrent que la loi de la v.a. limite Z,, dans TLCG n’est pas toujours un mélange
de lois gaussiennes, méme si la normalisation (V;,) est & croissance réguliere (i.e. vérifiant les conditions

(C) ci-dessous).

2. RESULTATS RELATIFS AUX MARTINGALES A CROISSANCE REGULIERE

2.1. Enoncés des théorémes
Les théoremes de ce paragraphe s’appliquent & I’exemple 1 et au cas stable de 'exemple 2.

e Conditions de croissance réguliére (C) sur la normalisation (V,,)
Il s’agit d’étendre la notion de croissance réguliere d’une suite de réels a une normalisation matricielle.
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On dit que la suite de normalisation (V;,) vérifie les conditions (C), si les trois propriétés C-1), C-2), C-3)
suivantes ont lieu ot I'on note : A, = n_+11 V.
C-1) V, *Vi, < Vip1 *Vip1 (au sens des matrices réelles symétriques positives) ;

C-2) si n — o0, ap, =tr (I — *A, A,) tend vers 0, A, = Z a; croit vers oo;
i=1
C-3) a (I — A, *A,) — S avec S inversible.

n—oo

Les conditions (C) sont notamment réalisées si :

A La normalisation est scalaire : V,, = v,I; ou v, = v(n) et v : Ry — Ry est une fonction continue,
s
— 1.Par exemple : v(t) = t" (Logt) avec p > 0 et

n+l n—oo

Un

strictement croissante vers l'infini et vérifiant : —
6€eRoup=0etd>0.

A La normalisation est diagonale : V,, = Diag (v, (1), - ,v, (d)) ou les (v, (j)) sont des normalisations
scalaires du type précédent satisfaisant en outre la propriété suivante :

) 2
. — vn () 2
V1<j<d, L — L - 0<s; < 2.1
=7 n [ <Un+1(j)) 1 noo ™ A @1)
d
ou (ay) est une suite telle que Zan = 00. Dans ce cas § = Diag{s%, e ,53} et Zs? =1.
n Jj=1

A Si les conditions C-1) et C-2) sont vérifiées, alors on a C-3) dés que la propriété suivante est réalisée :
C-3-bis) Ap=1—-0a,U+a,A,; lim A, =0
n—oo
pour une matrice U telle que S = U + *U soit définie positive.
Théoréme 2.1. (1%° forme de LFQ). Soit M = (My), > une martingale a valeurs dans R<, localement
de carré intégrable (au sens de la Sect. 1.3) et (Vi) une normalisation réalisant les conditions de croissance
réguliere (C). On suppose que le couple (M, V) satisfait aux hypothéses {H-1), H-2), [H-3) ou H-3)] et H-4)}.
1) Les propriétés suivantes sont alors vérifiées :
i) loi forte quadratique des grands nombres :

—_ n ¢ 2
(Log [Détv;,]%) 12 [1 - (%)

k=1

Vi'My *My *Vl — C ps.;

n—oo

—1/2
ii) loi du logarithme : (Log [DétVn]2> VoM, — 0 ps.

—1
iii) lim (Log [DétVn]Q) S MUQt — Q)M =1 ps. sw {DétC > 0},

n—o00
k=1

avec Qn =1+ (M),.

2) Ces propriétés sont en particulier vérifiées en substituant Uhypothése H’-2) au couple { H-2), H-4)}.

3) Lorsque les matrices (Vy,) sont diagonales, les propriétés i), ii) et iii) sont encore vérifiées sous les
hypothéses H-1) et H’-3).

Remarque 1. Sous 'hypothese H-3), la propriété ii) améliore le résultat suivant di & Wei pour les suites
régressives vectorielles (cf. [10,13,14,26,27]) :

*MnQ, 1 M, = O(Log DétQ,,) p.s. sur {Log DétQ,, — oo} -
Corollaire 2.2. Dans le cadre du théoréme 2.1, la loi forte logarithmique :

1 ¥ DétV,, \?
(Log [DétVN]Q) > [1 - <7DétVil>
1 n

f(Vn_an> N:;o/f d,ufoo

n=
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a liew hors d'un ensemble négligeable A indépendant de la fonction f : R? — R, pourvu que celle-ci soit
fioo (w,e )-presque-partout continue pour w & A et que x — ||z|| "2 |f(z)| soit bornée a Uinfini.

Pour préciser les vitesses de convergence correspondantes a la LFQ, on supposera dorénavant que la condition
C-3-bis) est réalisée. Alors la propriété cruciale suivante, objet du lemme 5.2 a lieu sous 'hypothese H-1) :
N

exp(—An) D exp(An) = exp(An-1)] a7 Vi ((M),41-(M),) Vit — C ps.
n=1

C est la matrice aléatoire ou non définie par :

C = U C+C *U; U étant la matrice introduite dans C-3-bis). (2.2)

Théoreéme 2.3 (TLC de la LFQ). Soit (M,V) un couple comme dans le théoréme 2.1 avec une normalisation
V=(V,,) satisfaisant les conditions de croissance réguliére C-1), C-2) et C-3-bis).

1) Pour toute matrice R symétrique positive et de taille d :

{A;UQZW {(R— *Ap, RAy) Vi (My "My — [M],) *vk—l},vnan} L Ve @ proo
k=0

0l Vo est la loi d’une v.a. de la forme 24/ tr {CN'RCR}G, G étant une v.a. gaussienne centrée, réduite
et indépendante de C.
2) Sila condition C-3-bis) a lieu avec A, = O(A;?’/Q) (n — o0) et si pour un p > 1 :
Al }tr (Vi t M, *V,h) =t (0)] = 0(1) p.s., (n— o),
ou bien
A:LIE{}tr (Vn’1 [M], *Vn’l) —tr (C)|} =0(1), (n — 00),

alors prenant R la solution de I’équation de Lyapounov :

RU + *UR =1, (2.3)
le résultat précédent s’écrit :

1 < _ s e _ c
{\/A_nk_lak {tr (V7 "My "My V7Y — 0 (C)} L,V 1Mn} = Voo ® oo

Pour le résultat suivant il convient de renforcer légérement ’hypothése H’-3) de la maniére suivante :

H”-3) La série Z [Log (Dét Vn+1)2]_6/2 E {| V,;:lAMnHHQB /Sn} est p.s. convergente pour un réel 3 €
11,2].

Théoréme 2.4 (LLI de la LFQ). Soit M = (M,,), <, une martingale a valeurs dans R?, localement de carré
intégrable et (V,,) une normalisation réalisant les conditions C-1), C-2) et C-3-bis) avec A, = o(A,;1). On
suppose que le couple (M,V) satisfait auzx hypothéses {H-1), H-2), H”-8), H-4)} ou bien {H-1), H-2), H’-3)};
et que l’événement { lim A;1/4 HV;IM,LH = oo} est négligeable. On suppose en plus réalisée ['une des trois
hypothéses suivantes ?Hoo

Ala sériez A;i/f {E{HRI/QVT;&l AMn+1H2 /'STL} —antr {C}| est p.s. convergente ;
n>0
R étant la matrice définie ci-dessus par (2.3) ;
A At (VY (M), V) =t (C)| = 0(1) pes. ;
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ou
A AL E{|tr (V7N (M), "V ) —tr(C)|} = O(1), pour un p > 1 (n — o0).
Alors le résultat de la partie 2) du théoréme précédent est encore vrai. On a aussi une loi du logarithme itéré,
a savoir :
lim (2 A, LogLog An)_l/2

n—oo

n

Zak (HVk_leHQ —tr {C’})' =2 ,/tr {5’RCR} p.s.

k=1

Théoréme 2.5 (TLC et LLI de la LFQ avec normalisation scalaire). Soit M = (M,), -, une martingale a
valeurs dans RY, localement de carré intégrable. Et soit v = (U")nZO une normalisation scalaire telle que

. Un
v, — OO0 en croissant, — 1.

n—oo Up41 =0
1) Si M satisfait auz hypothéses { H-1), H-2), [H-3) ou H-3)], H-4)} avec la normalisation v (ie V,, = v,14),
alors :
“12 o\’ M, c
(Loge?) 5041 = () o (M b= 1) 52 b o v i
=0 Vk+1 Un n—oo

ot, conditionnellement & C=T, v est la loi d’une v.a. Nyxq (0,B) indépendante de C et B =2T @ T+
2 L (Vect (T') *Vect (T)).
2) Supposons que les hypothéses {H-1), H-2), H”-8), H-4)} sont satisfaites par le couple (M,v) et que 'une
des trois hypothéses suivantes est réalisée :
A la série Z (Log v2,, )71/2 v;ﬁl (E{AM 41 "AMyy1/Fn} — (02, —02) C)
n>0
est p.s. convergente ;

AC, =v 2 (M), =C+0 ((Log ug)‘”) p.s. ;
ou
AE(|C,-C|)=0 ((Log vfl)_p) , pour un p > 3.

a) Le résultat précédent est encore vrai en y remplagant la suite (v;

2[M],)) par la matrice C.

b) Sil’événement A = {n@o (Log v2)~ V4w 1| M,| = oo} est négligeable, alors pour tous vecteurs x,y

kz:{l_ <’U:i1>2} [%}M - *ny]

=/2(2Cx)2+2*2Cz *yCy p.s.
c) Les propriétés données en a) et b) sont également vraies en rempacant le couple d’hypothéses {H-2),
H-4)} par H’-2). Elles ont aussi lieu sous U’hypothése H-1) et la suivante :

ZE {Hv;}rlAMnHHw /Sn} < oo p.s. pour un réel g €]1,2].
n>0

de la base cannonique de R, on a :

1/2

lim (2Logv? LogLogLogvZ) ™

n—oo

Et dans ce cas A est négligeable.

2.2. Application & un AR(p) stable

Dans le cadre de I'exemple 2, on peut énoncer les résultats suivants comme application des théoremes du
paragraphe 2.1. Ces résultats sont des cas particuliers de ceux établis dans [9] pour un modele de régression
stable ; ils ne seront donc pas prouvés ici.

Proposition 2.6. Soit Y11 = a1Y, + ... + apYp—pt1 + Engp1 = Y, + En+1 un processus AR(p) (comme
dans Uexemple 2) associé a un bruit blanc (e,,) ayant un moment d’ordre 4 fini et dont l’état initial Yy est tel
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~ |14 ~
que E (HYOH ) < 00. On note 0, lestimateur des moindres carrés pondérés de 0, correspondant au poids w,,

défini par (1.7) ; et G2 la variance empirique du bruzt qui lui est associce.

Dans le cas stable, les estimateurs 9n, 0, =n1! ZGk et 5%

k=1

vérifient les propriétés suivantes :

i) Consistance forte de 0,, 0, et &2 :

Jo. o] = (=) . o - o =0 (y/mxz)
et

H&,ZL — 02H =o (n’(lfo‘)/Q) p.S.
(o étant le paramétre introduit dans la définition du poids w.,).
ii) Normalité asymptotique de 6,, et de 0,

Vim (B —0) =5 o, (0,771, i (@a - 0) > 3, (0,771

n—oo
n

ou T est la matrice définie par T = ZA’“ e1 *e1 *A* =672 lim n~! ZYk *Yk p.S.

n—oo

k=1 k=1
iii) Lois fortes quadratiques sur les erreurs d’estimation de 0 :

(1fa)n*(1*a)i(§k79>T*(5;679) I ps.

k=1

(1—a)n=0- "‘)Z (Hk— ) QQn) (ék—e) n:CpUQ p.s.

n
ot Qn =1, + E wr Yy Yy et v, = g wi En conséquence, posant :
k=0 k=1

52 = Lzay 1 “)Z (9k— n)( 7 2Qn) (Hk__”)

on a .

=2 2
oy — 0° p.s.
n—oo

iv) Loi forte quadratique sur les erreurs de prédiction :
n
1— —(1— 2 2
(Ta)n ( a)]; 1Ty 2 poT ps
avec II,, = * ( gn - 9) 17n
v) Normalité asymptotique du couple (52,0,)

{\/ tan=e) (07267 —1),v/n (0, — 9)} = N(0,1)@%N, (0,77Y).

vi) Vitesse de convergence presque-siire de 52

P n(-a) } -2 2
2(1—a) LogLog n

lim 1|—1ps
n—oo

3. RESULTATS RELATIFS AUX MARTINGALES A CROISSANCE EXPONENTIELLE

3.1. Enoncés des théorémes

Les résultats de ce paragraphe s’appliquent aux processus AR4(p) purement explosifs et aux processus de
branchement multitype (cf. [21]).
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e Conditions de croissance exponentielle (C') sur la normalisation (V) :
La notion de croissance exponentielle s’étend de la maniere suivante a une normalisation matricielle.

On dit que la suite de normalisation (V;,) vérifie les conditions (C’), si les trois propriétés C-1), C’-2), C’-3)
suivantes ont lieu :
C-2) A, — Ax;
n—oo
C’-3) Amax(A s Ax) < 1.
La condition C-1) a été introduite en 2.1.
Les conditions (C’) sont en particulier vérifiées lorsque :

A V, = p"P avec p > let P matrice réguliere donnée (cas du processus de branchement multitype).
A V, = A" ol A est une matrice dont les valeurs propres sont de modules strictement supérieurs a 1 (cas
de 'AR(p) purement explosif de ’exemple 2).

Théoréme 3.1. (2° forme de LFQ). Soit M = (M,), ., une martingale & valeurs dans R, localement de carré

intégrable et (V;,) une normalisation satisfaisant auzx conditions de croissance exponentielle (C’). On suppose
que le couple (M,V) satisfait auzx hypothéses {H-1), H-2), H-3) et H-4))}. Alors on a les deux propriétés :

N

1

NZV,;an M, Vb — C ops.
n=1

et

N

1L B o

52 M@ = Qul) My — (I— CV2A 0 *AsC 1/2) ps.
n=1

sur {DétC > 0}, avec Q,, = I + (M),,.
En particulier, la premiére propriété implique que :

-1 o
ériLanN ||Vn Mn” fo(\/N> p-s.
Remarque 2. On peut énoncer un corollaire analogue au corollaire 2.2 (i.e. une loi forte logarithmique).

Théoréme 3.2 (1°¢ forme du TLC de la LFQ). Dans le cadre du théoréme précédent, notant :

Dy = Vk_l (My, "My — [M]k) *Vk_l’
on a ausst les résultats suivants :

1) LS (D — AeDy A, VM, Y L (SV(0) + 1 (0), S}
\/% k=0 nee

ot Z/(Y) est une v.a. gaussienne matricielle qu’on peut choisir indépendante du triplet {77, C, (Z(x), T €
%)} et dont la matrice de covariance est (Y — A Y *Aoo) @A o Y *As (Y étant une matrice symétrique
positive).

2) Pour toute matrice R’ symétrique, positive et de taille d, éventuellement aléatoire en tant que fonction
mesurable du couple (n,C) :

n—oo

{%Ztr {(R" = "Aw R" M) Vi7" (M, "My, — [M],) *Vkl}’vn_lM"} =S UCEDI)
k=0

ot G est une v.a. gaussienne standard, indépendante du triplet {n,C, (> (z);x € X)} et 02(C) = o%(C, R')
=4tr {R (C — *A oo CAso) R’ A 5C *Ao}.
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o0
3) Side plus, la suite (n®/?||A,, — A||) est bornée, alors pour R’ = Z *AE AE le résultat ci-dessus s’écrit :
k=0

{% >t {Vi !t (M "My — [M],) *Vkl},Vn_an} %@ {0(C).G, X(n)}-
k=0

Peut on substituer la suite (V"' (M), *V,=! ) ala suite (V,;"! [M],, *V,; ! ) dans I'’énoncé précédent ? L’étude
de quelques exemples, notamment les processus de branchement multitype et les processus autorégressifs pure-
ment explosifs, montre que la méthodologie adoptée au paragraphe 2 ne s’applique pas ici. Le résultat suivant
répond a la question posée. Il s’appuie sur les hypotheses supplémentaires suivantes :

H-5) : Les v.a. X, = V,"'AM,, vérifient : || X,, || =0 (nl/‘s) p.s. avec § < 4.

H-6) : Les deux propriétés suivantes (olt 'on note {e;}, ., la base canonique de R?) ont lieu :
) Lo (i) ==Y E{(Xn1 " Xesr = E[Xipr Kiyr/ Sulles "¢ (Xesr "Xon — E[Xigr X/ Sal) 3}
k=0
— L(i,7) p.s., V1 <1i,j <d;

n—00
n

. N - . .
i) Jn(4,7) = - Z (Vi M) E{(Xpp1, €3) (Xnr1,€5) * Xig1 /Fu} 2 J (i,7) p-s. ;
k=0
L(1,j) et J(i,j) sont des v.a. matricielles.

Théoreme 3.3. (2° forme du TLC de la LFQ). On se place dans le cadre du théoréme 5.1 en ajoutant les
hypothéses H-5) et H-6).

1) Posant Dy, = Vi (M "My, — (M),) *V,i7 !, onoa

{LZ (ﬁk — A Dy *Ak) ,Vn_an} £, {E’(O) + () +5"(0), z(n)}

\/ﬁ n—oo

k=0

> (Y)

> (Y)
indépendante du triplet {n,C, (> (x);x € X)} et dont la structure de covariance A (Y') est donnée par la
formule (3.2) ci-dessous.

2) Pour toute matrice R’ symétrique positive et de taille d, éventuellement aléatoire en tant que fonction
mesurable du couple (n,C) :

o, conditionnellement ¢ C =Y, est une v.a. gaussienne matricielle qu’on peut choisir

{% > ot {(R' = AR A) Vit (My "My — (M),) Vi ,vnan} = {5(0)0, Z<77>}
k=0

ot G est une v.a. gaussienne standard, indépendante du triplet {n,C, (> (z);x € X)} et

7(C) = 5%(C, R) = * ( ) )A(C) ( ) ) (3.1)

d d
= 4tr {R (C — AscC ") R'CY+ Y 0~ *es(R)Y? (LG, §) + 4T (i, 5)) (R))?e;.

i=1 j=1
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3) Si de plus la suite (n (Ap — Axo)) est bornée, le résultat ci-dessus s’écrit sous la forme suivante que l’on
o0

obtient en prenant R’ = Z *AR AR
k=0

1 n - . o B - N
{ﬁ Yot (Vi (Mi "My — (M),) "V an} = {506, )}
k=0
La matrice de covariance A (V) est donnée par les formules suivantes :

cov (Vect Y/ (Y), Vect 3'(V)) = (Y =AY "A) @ A Y *As;
cov (Vect 32/ (Y), Vect 3 (Y)) =J; (3.2)
cov | Vect Z” (Y), Vect Z” (Y)) =L.

Théoréme 3.4. (LLI de la LFQ). On se place dans le cadre du théoréme 3.8 en supposant que la suile
(n(An, — Ax)) est bornée et en renforcant 'hypothése H-1) de la maniére suivante :

AV M), "V =C+0 (") p.s. pour un p>1 ; et C est p.s. inversible.
1) La version suiwante du résultat 3) du théoréme 3.3 a lieu :

{% > ("MeQ;! My - ) ,vn—an} £ 56, T}
k=1

(o)
a condition de prendre R' = Z *AR C~YA¥ dans lexpression de 5(C) = ¢(C, R') défini par (3.1) et de
k=0
poser Qn =1+ (M), .
2) On a aussi une loi du logarithme itéré :

lim (2nLogLogn) /2

n—oo

=0(C) p.s.,

k
a condition de substituer a Uhypothese H-3) la suivante :

> (M Qi My, — d)
=1
S

H”’-3) Zk*ﬁE{Hij:lAMkHH‘I /Sk} < 00 p.s. pour un 3 €]1,2].
k>1
3.2. Application 4 un AR(p) purement explosif
Dans le cadre de I'exemple 2, on peut énoncer les résultats suivants comme application du théoreme 3.4.

Proposition 3.5. Soit Y41 = 1Y, + ... + apYp_pt1 +Eng1 = “0Y,, + En+1 un processus AR(p) satisfaisant
auzx hypothéses de la proposition 2.6. On suppose aussi que la fonction caractéristique commune des v.a. (gy,)

a au plus un nombre dénombrable de zéros. Alors, dans le cas purement explosif, l’estimateur 6, des moindres
carrés ordinaires de 0 vérifie les propriétés suivantes.

i) Consistance forte de @L :
A" (§n - 9) =o (n1/4) p.s. (n— 00).
ii) Convergence en loi de 0, :

A" ( 0, — 9) O

n—00
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o0
ol m= Yo + ZskA*k e1 = lim A™"Y, p.s. ; C est la matrice aléatoire p.s. inversible, définie par :

k:il n—oo
o0 - o0
C = ZA*kn M*ATF = lim AT"Q,_1 *A " ps. et N(v) = Zs%A*kx pour une suite de v.a.
k=1 e k=1

(€ k > 1) d.4.d. selon la loi du bruit et indépendante de celui-ci.
iii) Lois fortes quadratiques sur les erreurs d’estimation de 0 :

n
nt Z*Ak (é\k — 9) * (gk — 9) Ak 207t ps.
n—oo
k=1
En conséquence :

n

n 1%, =n"1t I;* (Hk — 9) Qr_1 (Hk — 9) — po? p.s.,

n [oe]
et
v2 -
—1 ol _ ~ -~
7,=(np) "> * (9k - 9n) Qr-1 (9k - 9n) — 0% pas.
k):l n—oo
iv) Loi forte quadratique sur les erreurs de prédiction :
n
—1 2 2% -1
n ];Hkn:;oa nC™'n p.s.

2
v) Normalité asymptotique de T, et gn :

{%{‘In—npaz}, *A”(@L—H)}n%o; (G, Sm)}
{p\/ﬁ{éi 02}, *A"(§n9>} )

ot G est une v.a. gaussienne standard, indépendante du couple {n, (X(z);z € RP)} et 72 est la v.a. définie
par :

2 = 4ot (R (C— A7IC A7) RCY + Var(@)ur { [R (€ - A7'C A7) RC)?}

o0
avec R = ZA*’“C*1 ATk,
k=0 ,
. . \%
vi) Vitesse de convergence p.s. de n~!%, et 0, :

— n — n
Tm, 0", — po?| =7, Tm, [
1m 2LogLogn [0 T~ po?| = 7. Tim 2LogLogn

Remarque. Dans le cadre de la proposition 3.5, 52 (1 — *}N/nQ; 1}7") est un estimateur fortement consistant
de o2 (cf. [14,25)).

2
i

2
g, —0O

T
= — p.s.
p
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4. RESULTATS RELATIFS AUX MARTINGALES A CROISSANCE MIXTE

4.1. Enoncés des résultats

Les résultats de ce paragraphe sont particulierement adaptés a ’AR4(p) mixte.
Dans I’énoncé suivant, on envisage une normalisation (V) de la forme :

V,, = Diag (V,, (1), V,, (2)) (4.1)
avec des matrices (V;, (2)) de taille da X da, satisfaisant aux conditions de croissance exponentielle (C’) et des

matrices (V, (1)) de taille dy x dy, satisfaisant aux conditions de croissance réguliere (C). Plus précisément, on
suppose que les suites de réels :

an(1) = tr (I — "Ay(1) An(1)) et Ay (1) = an (1) ot Ay(1) = Viih (DV(1)

vérifient :

n (1= e S -0 s powr o) (42)

Théoréme 4.1. (3° forme de LFQ). Soit M = (M, (1), M, (2)),>, une martingale & valeurs dans R x
R?% localement de carré intégrable. Et soit V = (V,,)une normalisation satisfaisant aux conditions (4.1)
et (4.2). On suppose que le couple (M,V) vérifie les hypothéses {H-1), H-2) et H-4)} et que les couples
(M(5), V(4)),J =1, 2, vérifient Uhypothése H’-3). Alors on a :

N
A () an WV, My, * M, "Vt — € pas
n=1

et

N
T M (@0 - Quk) My — (T C2)7 A (2)C2) *An () C2)2) s

n=1

sur {Dét C' > 0} ot l'on note :

Ao (2) = lim V.4 (2)Va (2), C(2) = lim V.71 (2) (M), (2) Vo (2) etQn =T+ (M),
Dans le second résultat de ce paragraphe, on précise les vitesses de convergence p.s. et en loi de la LFQ du

théoreme 4.1. Pour cela, on suppose d’une part que la normalisation mixte (V;,) vérifie les conditions (4.3) et
(4.4) ; et que d’autre part le couple (M, V) vérifie les hypotheses (4.5-4.7).

(4.3) La normalisation & croissance réguliere (V,, (1)) est scalaire : V,, (1) = v, Iy, ol (vy,) est une suite de réels
positifs croissant vers 'infini et telle que :

2
1— < Un ) =520+ 0 (n" ) (n — o)
Un+1

3
pour un s > 0 et un o € [Z’l['

(4.4) La normalisation & croissance exponentielle (V,, (2)) est telle que :

1A (2) = Ao ()] = O (n7*/2) (n — 00).
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(4.5) Le couple (M, V) vérifie la variante suivante de 'hypothese H-1) :
A v, 2(M(1), =C(1)+0 ((Log vg)_pl) p.s., p1 > % et C(1) est non aléatoire et inversible.
AV, 1(2)(M(2), *V, Y 2)=C(2) + 0 (n="2) ps., po > 1 et C(2) est p.s. inversible.
(4.6) Le couple {(M,,(1)), (vy)} est tel que :
- 23
STE{|[onti AMa (D] /30 } < 00 ps.
n>0
pour un § € ]1,2].
(4.7) Le couple {(M,(2)),(Vn(2))} vérifie les hypotheses {H-2), H-6)} et I’hypothese H-5) avec § =

(-3 <

Théoréme 4.2. (TLC et LIL de la LFQ). Soit (M,V) un couple comme dans le théoréme 4.1, vérifiant les
hypotheéses (4.3-4.7). Alors on a les résultats suivants :

1) Vit@Qn* Vit =C+o(n~(=9/2) ps. avec C =Diag{C(1),C(2)}.
2 {\/11 - Zk " (M 0y Mk—d),vnanm,vn1<2>Mn<2>} = {2e.cran, s}
(0,1) @ Ny, (

ot (G,N) est un couple de v.a. gaussiennes de loi (0,1

{n,C(2),(32(z);2 € X)}.
3) Tim (ﬁnl—aLogLogn)l/Q‘Zk o *Mka My — )

C(2

4, (0,14,) et indépendant du triplet

2\/_

n—oo

4.2. Application a ’AR(p) mixte

En guise d’application des deux théoremes précédents, on peut énoncer la proposition suivante qui complete
les deux propositions 2.6 et 3.5.

Proposition 4.3. Soit Yn+1 = a1V, + ...+ apYo_pr1 +eEng1 = *0Y,, + En+1 UM Processus AR(p) dont le

bruit () et l’état initial Yo vérifient les propriétés de la proposition 3.5. On désigne par 9 Uestimateur des
n

moindres carrés pondérés de 0, correspondant au poids w, = n~(“t7)/2exp {22/6_“ avec o € [%71[ et
k=1

a<vy<1etpar 0,, son moyennise : 0, =n"1 ng

) ~ = oy . . 1 )
Dans le cas mizte, 0, et 6, vérifient les propriétés suivantes ou G = ( g(1) ) PLXP oot une matrice

G(2) ) p2xp
réelle, régulicre, telle que la matrice compagne A de 'AR(p) (Y,) admette la décomposition : G A G~ =
Diag{A(1), A(2)}; A(1) [resp. A(2)] étant une matrice p1 X p1 [resp. pa X pa] dont le spectre est a lintérieur
[resp. a lextérieur] strict du cercle unité.

i) Consistance forte de gn et 0,

o o] =0 (=) e 5. - o) = 0 (/=)

ii) Convergence en loi de 0,

Gn ( 0, — 9) =, (0,T() ) ey

ou :

Q,L:Diag{ a/2r FA(2 )"} *g = ST A A AQF avee * fi = (1,0,.,0) )
k=1
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v est la loi de la v.a. produit T(2)~* Sy (n) avec n = G(2)Y, + Zsk A(2) g1,
k=1
g1 =(1,0,..,0); s T(2) =Y A@)Fpn*A@)™*, So(n) = e A)"*n, () étant un bruit
k=1 k=1

blanc identique a (e,) et indépend_ant de lui.
iii) Théoréme de la limite centrale presque-siire :

) = a 2 _
(1—a)n a )Zk 69&( 5;070) — ‘Itpl (O,T(l) 1)®l/.

n—oo
k=1
iv) Loi forte quadratique sur les erreurs d’estimation de 6 :
(1=a)n ("%, =21 —a)n Sk w (B = 0) Per (06— 0) — (p+p2) 0 pes
k=

n— 00
1

n
avec P, = I, + E wy Yi Y. En conséquence :
k=0

n—oo

6n =2 (1 - a) ni(lia) ikia wl:»l : (ak 7571) P]c,1 ( ak - gn) - (p+p2) 02 p-s.
k=1

v) Normalité asymptotique de T,, et &,, :

/1—04 nl—a _ e .
{ nlfa {(‘In - 1—a (p+p2)0'2} ,gn ( en _9)} n:;(: m (O,p10'4) ®m1)1 (O,T(l) 1) Qv :

{ = {Sn ~te) 02} /Gn ( 0 = 9)} el (0,p104) ®MNy, (O,T(l)_l) Qv.

l1—« n— 00

vi) Vitesse de convergence presque-sire de T, et G, :

—_— nl-o -1/2 nl—o
lim {2 LogLog n T — —— (p+p2) 02
n—oo \ 1—a 11—«
n17a 1/2
= lim S, — 2| _ 2 .
i (2(1_Q)LOgL0gn) | (p+p2) 0%| = \/p1o? p.s

5. DEMONSTRATIONS DES PRINCIPAUX RESULTATS

5.1. Preuves des théorémes 2.1, 3.1, 4.1 et du corollaire 2.2

Les démonstrations des LFQ énoncés aux paragraphes 2, 3 et 4 sont semblables. C’est pour cette raison
qu’elles sont groupées dans cette partie.
Posant : X, =V, 'AM,, la relation : Z,41 = ApZ, + X1, o A, = Vn;lan, implique que

1Zns | = 18R Zall* + 1 Xnall* + 2 (AnZ, Xis1) 5
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d’ot1 'on déduit 1’égalité suivante :

n—1 n—1
1Znll? 4+ " Zi (I = *AsAg) Zi = Z Xkl + 2 (A Zi, Xgr) - (5.1)
k=1 k=0
De méme, on établit I’égalité :
n—1 n—1
My Q' My + > "M (Q' — Qpty) My = Z “AMy Q' AMy, + 22 <Qk MM, QY AMk+1>

k=0 k=1
(5.1-bis)

en notant @, =1+ (M),

Le comportement asymptotique presque-siir du membre de gauche de (5.1) ainsi que celui de (5.1-bis) sont
déterminants pour 'obtention des lois LFQ.

n n 2
1) Comportement asymptotique des suites (Z ||Xk|2> ) (Z HQ,:l/QAMkH ) )
k=1

1-a) Si la martingale M satisfait auz deuz hypothéses H-1) et H-3) ou bien aux deux hypothéses H-1) et H-3)
avec une normalisation (V,,) vérifiant les conditions de croissance réguliére (C), alors on a les deux propriétés :

1
(Log[DetVn ) anku . tr{Sl/QC’Sl/z} ps. (5.2)
k=1
et
n 2
(Log Déth)_leQ_l/QAMkH — 1ps. sur {DétC > 0}- (5.3)
k=1

1-b) Si la martingale M satisfait aux deuxr hypothéses H-1) et H’-3) avec une normalisation (V,,) vérifiant les
conditions de croissance exponentielle (C’), alors on a les deux propriétés :

SN = r{( = “Ahx) C} ps (5.4)
k=1
et
- Z HQ—1/2AM,€H2 — tr (I —CYV2ALC *Ao 0*1/2) p.s. sur {DétC >0} - (5.5)

Preuve des assertions 1-a) et 1-b). Supposons d’abord que la martingale M satisfait aux deux hypotheses H-1)
et H-3). On a:

E{ 1Xeeal® /8 f =tr{Vih (M) = (M),) *Vigh}
Ztr(0k+1)—tr(0k)+ tr{(]k (I — *AkAk)};

{HQ;LQAM’CHH /gk} :tY{Q;{Q (Qr+1 — Q) Q;;%Q} = fr.
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Donc les propriétés :

n

-1
Log [DétV;,]* EL | Xel® /Sro1t — treSY2C8Y2L pas., (5.6)
(tostoei?)” S {1 5} =, {52007
%;E{|Xk||2 /gk_1}n_)—o>o tr{(/ — "AxAx)C} ps. (5.7)

sont immédiates si H-1) est vérifiée avec une normalisation (V},) satisfaisant aux conditions (C) ou (C’).Le
théoréme de Chow permet alors de voir, que sous 'hypothese H'-3), (5.6) [resp (5.7)] implique (5.2) [resp (5.4)].
De méme, on montre la propriété (5.3) ou (5.5), car sur {DétC > 0}, on a :

fn %LOg Dét Qn+17 LOgDét Qn (TL - OO)
ou

fo — tt (1= C7Y2AC *Ag C7V/2) = foq

n— oo

selon que la normalisation (V) vérifie (C) ou bien (C’). La seconde propriété est immédiate, tandis que la

premiere résulte d’'une application du lemme suivant a la suite (Qi/ 2) au lieu de (V).

Dét Viypg

L 5.1. Soit (by) [ te définie : b, = L -
emme oit (by,) la suite définie og( Dei v,

2
) . Sous les conditions C-1) et C-2), on a les
propriétés suivantes.
i) tr(I —Ap *Ap) =an < by ; ii) a;'b, — 1;
n— oo

en conséquence N

DétV, \2 1Y
1 _ n ; 2 j :
On [1 (Dét Vn+1) S Lt [Log (Dét Vi) } —~ I Nl L
Preuve du lemme 5.1. Soient A\, (1), -+, An(d) les valeurs propres de la matrice A,, *A,. On a :

d d d
On = Z (=) <= ZLOg)\n(j) = —LogH An(d) 5
i=1 =1 =1

Dét V1) 2
donc : a, < —Log(Dét An)2 = Log ﬁ) =b,.

Dét Vv,
La propriété i) est établie. Par ailleurs, la condition C-2) implique que : V1 < j <d, A,(j) — 1 et alors:
n— oo
— 1= A (5)] "Loghn(j) — 1, pour tout 1 < j < d.
n— oo
Compte tenu de ce qui précede, on déduit que : a, b, — 1.
n— oo
DétV, \?| . o o
Vuque: |1— | ——— b, — 1,o0n a les deux dernieres propriétés annoncées en ii). O
Dét Vn+1 n— oo

Il reste a établir les propriétés (5.2) et (5.3) lorsque H-1) et H-3) sont satisfaites et la normalisation (V},)
vérifie (C). La validité de (5.2) sous ces hypothéses résulte du lemme 5.1 et de la relation :

[ Xpal® = tr{ijrllAMkH *AMpiy1 Vi1 }
tr (Vo M) “Vigh) — e (Vo IM, VoY) + e {V M, Vo (= fARAR) ) -
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La propriété (5.3) est une conséquence de (5.2), car sur {DétC > 0} :

HQ}Z_;,l_12AMk+1H = Kir1 Vir1Qpi Vir1 Xna1 = K1 C X1 + 0(| X1 1)

et on a :

K1 O Xpgr =te{CT VL M)y “Vigh } — {07V M V')
+ e { OV M VO R (T- eV e e 2)

donc :

n 2 n—1 n—1
> HQ;I/QAMkH => aj,+o (Z a;c> +o (Log (Dét Vn)Q) +tr{CTW, L M), *Vih )
k=1 k=0 k=0
avec :
al =tr{I — CY2 *A\,C~1A,CY/?} .
En appliquant le lemme 5.1 aux matrices V,; = C~12v,C' 2 sur {Dét C' > 0}, on peut affirmer que sur cet
ensemble :

n—1
Z al, ~Log (Dét V,,)* (n — o0).

k=
Or, sur {Dét C > 0}, I’hypothese H-1) implique que :
LogDét Q,
p 5~ 1
Log (Dét V,,)* n—eo
donc les assertions 1-a) et 1-b) sont établies.

n—1
2) Comportement asymptotique de la martingale Z (A Ziy Xiy1)

k=0
Au début de cette partie, on se propose d’établir que, dans le cadre des théoremes 2.1 et 3.1, la martingale
n—1

L, = Z (At Zyy Xjq1) vérifie :
k=0

(Log[DétVn]Q) Ly — 0 ps. (5.8)

Autrement dit les suites :

([Log [DétV,,] ] Z||Xk|> ({Log[DétVn]Q}_l{|Zn||2+nz “Zn (I — *AkAk)Zk}>
k=0

convergent p.s. vers la méme limite.

Vu que la variation quadratique prévisible de la martingale (L,,) vaut :
n—1

(L), = Z *Zi "MV (M), — (M)) *Vi A Zy,
k=0
la propriété :

n—1 n
(L), =0 <|Zn|2 Y (= AR Zit Y |Xk||2> ps. (n — o0) (5.8-bis)
k=0

k=1
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est essentielle pour 'obtention de (5.8) et des LFQ. Montrons qu’elle a lieu dans les deux cas suivants :
2-¢) M satisfait hypothése H-1) avec une suite (Vy,) vérifiant les conditions (C) ;
2-d) M satisfait Uhypothése H-1) avec une suite (V,,) vérifiant les conditions (C').

Preuve de la propriété (5.8-bis) dans les deux cas 2-c) et 2-d). On a :

n—1
=0 (Z 1Z3|I” tr (Chp1 — ALCy, *Ak)>

(%

Il est donc immédiat que la propriété (5.8-bis) a lieu dans le cas 2-d). Pour montrer qu’elle est vraie dans le cas
-c), il suffit d’établir que, sur Qo = {(L),, =1lim T (L), = oo}, on a:

[t (Choyr) — tr (C) D +0 (z—: 1Zul? tr{(I — *AxAy) c,g) ps., (n— o0).
k=0

anIIZkH [tr (Chyr) = tr (Cy )] = O (In) + 0 ({L),,) p-s. (n — o)

n—1 n
avec: In = | Zu|* + > *Zu (I — *Mehi) Zi+ > |1 Xk
k=0 k=1
Or:
In =t2(Cp) [|1Z0]? Ztr Cr+1) {||Z1c+1|\2 — 11 ZI?
et
1Zksal* = 1Z5l* = =* 2 (T = *AkBi) Zi + [ Xira | + 2 (AkZi, Xipa) ;
donc :
[Jul = O (I,) + O (ILL]) pos.
avec
n—1
Ly, = [tr (Cry)] (AkZr, K1) -
k=0
Vu que :

(L), = > [tr (Crrn)]” ((L)gyy — (L)) = O((L),,) ps. , (n— o0),
k=0

la loi forte des grands nombres pour les martingales scalaires implique que, sur 4, on a :
[l = O () +0((L),,) ps. (n = o0)
En conséquence :
(D), =0 (1) +0((L),) = O (L) ps. (n — o0)
sur {2oo. La propriété (5.8-bis) est établie.

3) Preuves des LFQ sous les conditions (C) ou (C’)

Supposons que M vérifie les hypotheses considérées en 1-a), alors les propriétés 5.1, 5.2, 5.8-bis et la loi des
grands nombres pour les martingales scalaires impliquent que p.s. :

n— oo

(Log[DétVn]z)_l <||zn||2+i “Z (I — *AkAk)Zk> _— tr{sécsé}- (5.9)
k=1
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On en déduit grace a C-3) et au lemme 5.1 :

Dét Vi, 2 1 1
lim nll” + _ *ZpS Zy | =trqS2CS2 8. 5.10
n— Log [D tV,,)? (” I” Z (Det Vk+1) g k) { } P (5.10)

Sous les hypotheses considérées en 1-a), on a également (cf. [10,14]) :

1 n
lim —— | *M,, Q7' M, *M, ool Y ML) =1 DétC >0} - 5.10-bi

En effet, dans la relation (5.1-bis), la variation quadratique prévisible de la martingale
n—1

L.=Y" <Q,;+112Mk, Q;j12AMk+1> vérifie :
k=0
N n—1 n—1
(L) = "M Qi Qe — Q) Qi Mi < Y "My (Q7' = Qify) Mo
k=0 k=0

donc (5.3) et la loi forte des grands nombres pour les martingales scalaires impliquent (5.10-bis).
Par ailleurs, lorsque les deux hypotheéses H-1) et H-2) ou H-1) et H’-2) sont vérifiées avec une suite (V},)
satisfaisant les conditions (C), on a (¢f. Th. I de 'annexe) :

Dét Vi )2
v ) |02 T Heo DS 5.11
Log [Dét V] Log [Dét V,,]? Z [ <Det Vi1 Ze = floa D (5.11)
donc la minoration (¢f. Cor. IV de l'annexe) :
Dét V,, 2 1 1
lim _ *ZS Z > tr<S52C Sz 8. 5.12
n—oo Log[DétV,] Z l (Det Vk+1> ek { } P (5.12)

a lieu, & condition que po soit de covariance C' : 'hypothese H-4) est vérifiée (ce qui est évidemment le cas
sous H-1) et H'-2)). En comparant (5.10) et (5.12), on obtient :

2
. % =0 ps. (5.13)
et
lim e — zn: l (M)Q *70S Zp = tr{s%cs%} p-s. (5]_4)
n—o0 Log [DétV,]” i= Dét Vi

Mais sur {Dét C > 0}, 'hypothese H-1) et (5.13) impliquent :

(LogDét Q)" *M,, Q;'M,, — 0 pas.; (5.13-bis)
n— oo
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donc compte tenu de H-1) et (5.10- bis) :

lim —Q:t)YML=1 ps.
n—o0 Log[Dét V] Log [Dét V,]? Z Qk—H) g P

La matrice S étant réguliere, il est classique que (5.11) et (5.14) impliquent les lois fortes quadratique et logarith-
mique. Le théoréme 2.1 et le corollaire 2.2 sont établis sauf dans le cadre de la partie 3) du

théoreme 2.1, cas particulier ou les matrices (V) sont diagonales, examiné ci-dessous en 4).

Dans le cadre 1-b) (qui contient 2-d)), on montre de méme les propriétés suivantes analogues a (5.10) et

(5.10-bis) :

:IH

<|Z I” + Z "2 (I — *AkAk)Zk> = tr{({ - "AxAx)C} ps.

et

n—oo N

lim — (M Q' M, +Z "My, Q' —Qrly) Mk>

— tr (I— CV2ALC A 0*1/2) ps. sur {DétC > 0}.

Si de plus ’hypothese H-2) est satisfaite, la propriété (5.15), le TLCPSG (¢f. Th. II de ’annexe) :

1
— Zézk = lco D-S.
et le fait que poo soit de covariance C' impliquent comme ci-dessus :

VA 2
A

n—00 n

=0 ps.

et

n

1
lim - E T (I — "AoolAoo) Zi; = tr{(I — "AsAs)C} pes.
k=1

Partant de (5.16), on vérifie aisément la derniére assertion du théoréme 3.1.
Gréce a (5.17) et au TLCPSG, on peut affirmer que :

1 n
ﬁz Zy *Zy, — C ps.

et cette propriété implique :

n

lim A;l(l)Zak(l)Zk *Z=C p.s.

n— oo
k=1

pour toute suite (ay (1)) satisfaisant (4.2) (cf. Sect. 4).

(5.15)

(5.15-bis)

(5.16)

(5.17)

(5.18)
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Sur {Dét C > 0}, (5.15-bis) et (5.16) impliquent :
n—1
1
=3 M Q' = Qply) My — tr(I = CTV2 A C *Ae C71/2) pis
n n— oo
=1

Le théoreme 3.1 est établi.

4) Preuve de la partie 3) du théoréme 2.1

Les propriétés (5.2) et (5.9) [resp (5.4) et (5.15)] que I'on vient d’établir sous les hypotheses considérées en
1-a) [resp 1-b)] impliquent évidemment (5.8). Montrons que cette propriété est encore vraie si les hypotheses
H-1) et H-3) sont vérifiées avec une normalisation diagonale.

En effet, si V;, =Diag(v, (1), - v,(d)), 'égalité (5.1) est la somme des égalités suivantes :

MAG) 5

i) =

1_( 0 (i) )] MEG) g (AMy(5))° H”f M) \rp ) (5.19)
k=0

v () | RG) = ve) Vi1 (4)

ou M(j) = (My(j)) est la martingale scalaire : M, (j) = (e;, M,,), j=1,---,d.
La transcription de (5.1-bis) pour cette martingale est :

DG, MG, ] MEG) S AMG)E L MG) |
T 2 [ ] B O W e 6

Sous 'hypothese H’-3), la martingale M (j) vérifie la relation (5.10-bis), & savoir, p.s. :

. . M2G) N~ MG\ MEG) |
A2, tog (M1 le ’ (1 M<y>>k+1><M<y>>]‘1 21

sur {Log (M(j)),, — oo} (cf. [14,24]). Or dans I'égalité (5.19), la variation quadratique prévisible de la
martingale L(j) = (L,(j)) définie par :

() = 3 2 G) Apg (),

= Ve ()
vaut :
—~ M) (M) MGera [, (MG ]
kZO (M(5)) U (J) UIQCJrl(j) [1 (M(4) k+1:| ,
il est donc immédiat que sous H-1) et H-3) :
(L(j)),, = O (Log v2(j)) p.s. (n— o0). (5.22)

On en déduit (5.8), car la condition C-3)et le lemme 5.1 impliquent :
Log v2(j) ~ *e; S ej Log [Dét V,,]> (n — o).
Par ailleurs, sous les hypotheses H-1) et H-3), on a :
Ma(j) = o (VO2() Tog 02(7)) b V1< j<d

(cf. [12,22]) ; donc ii) est vérifiée. On en déduit i) et iii) car sous ces hypotheses la propriété (5.10) a lieu. La
partie 3) du théoreme 2.1 est établie.
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5) Etude du cas mixte du théoréme 4.1

Supposons enfin que la martingale M = (M, (1), M,,(2)) satisfait les hypotheses H-1), H-2) et H-4) avec une
normalisation (V},) de la forme : V,, =Diag{V,,(1), V,,(2)} et satisfaisant (4.2). Et que le couple (M (j), V(j)),j =
1, 2, vérifie l’hypothése H’-3). Alors d’apres le théoreme II de I’annexe, on a :

z=

(TLCPSG)

()d(2,1).2.(2)) = Moo P:S.

en notant :

Zu(G) = Vi ()Ma(j) pour j=1ou 2,
Comme (i, est de covariance C (i.e. I'hypothese H-4) est vérifiée), les lois fortes quadratiques établies précédem-
ment et (4.2) impliquent :

Zan ) (12O +1Z:@)I7) —_t:(C) s

De cette propriété et du T LCPSG resulte la validité de la loi forte quadratique corres-pondant au cadre mixte
du théoreme 4.1. La derniere propriété de ce théoreme découle des deux résultats suivants valables presque-
stirement sur {Dét C' > 0}, lesquels s’obtiennent aisément & partir de 'analyse des relations (5.1) et (5.1-bis)
dans le cadre mixte envisagé :

lim n—1<*MnQ;1Mn+i*M;§<Qk -~ Q)M )—tr (I C72(2) A (2)0(2) “Ane(2)C~Y/2(2))

k=0

lim n~! *M,Q,'M, = 0.

n—00

5.2. Preuves des théorémes 2.3-2.5, 3.2 et 3.3
5.2.1. TLC avec poids

Cette partie est consacrée aux démonstrations des TLC correspondants aux LFQ énoncées aux para-
graphes 2 et 3.

a) Deux relations fondamentales
Un calcul simple montre que :
n
Vn_+11 (Mpg1 "Mypy1 — [M]n+1) . n_-s-ll + Z (Vk_l {My *My, — [M], } *V ! — Vk_+11 {My, "My, — [M],, } *ijrll)
k=0
= n+1 + *Hn+1 (523)

avec Hyy1 = Z k+1 V,ch1 AMk_H)

En partlcuher si la normalisation V,, est scalaire : V,, = v, I , alors (5.23) s’écrit :

—2 *
Unt1 (M"“ M1 — n+1 + Z {1 - <Uk+1

2
) }%2 (My "My — [M]},) = Kpi1 + Kpia (5.24)

n

avec Kpq11 = Zv,;fl My, *(AMj41) .
k=0
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Dans I'égalité (5.23), la suite (H) définie pour u € R par :

HY = Huypru=> A Vi My (AMii1,* ViR u) = A Zi (Xpyr, u)
k=0 k=0

est une martingale vectorielle de variation quadratique prévisible :

(H"), 11 = ZAk Vit My "M Vit A (u ViR (M) — (M),) *Vidh u ). (5.25)
k=0

Tandis que dans (5.24), K%Y = (*u K,, y) est, pour u,y dans R, une martingale scalaire de variation quadra-
tique prévisible :

n

(K™Y) n+ Zo uvji[]; ¥ (<M>k+1 - <M>k) Y. (5.26)

Les convergences en loi données aux théoremes 2.3, 2.5 et 3.2 reposent sur les lemmes suivants et le TLCG
rappelé en 1.3.

Pour uq, ..., Ug, Z1, ..., £q 2d vecteurs de R%, posons :
d d
! 1 ! ]
Hn - E <'rj7Hrjz>7 Kn - E <uj7KrJz>
. j=1 j=1
ol

HTJL :Hnej, Kﬂt :Knej.

b) Comportement asymptotique des suites ((H'),,),((K"),).

Lemme 5.2. Sila martingale M = (My)n>0 satisfait ’hypothése H-1) avec une normalisation (Vy,) satisfaisant
les conditions de croissance réguliere C-1), C-2) et C-3-bis), alors pour tout v >0 :

N
eXp(*T'AN) Z [exp(rAn) - exp(rAnfl)] arjlvnil}l (<M>n+1 - <M>n) *Vn?}l N:;o C p.s.
n=1

ot C=UC+ C*U; U étant la matrice introduite dans C-3-bis).
Preuve du lemme 5.2. Posant : b, ! = exp(rAy) — exp(rdy_1) et

Zb ! 71* Vi1 (<M>k+1'<M>k) * k111“ (5.27)
ona :
Fo(u) = Fy(u) + F/ (u) (5.28)
avec :
Zb agt *u(Cr — ApCr *Ap)u et F(u Zb azt *u (Crpr — Cr)u
(ao = Ao = O)
Vu que :

Cr — A,Cy *A, = ak(U Ci + Ck *U) JrO(ak),
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I’hypothese H-1) permet d’affirmer que :
a;t (Cp — MGy *Ay) — U C+C *U =C.

k—o0
D’ou 'on déduit que :
exp(—rAn)F! (1) — *uCu ps., Yu € R (5.29)

Par ailleurs, en écrivant F/(u) sous la forme :

n

n
" _ -1 -1 =% -1 _—1 = -1 -1 -1 -1\ =x*
Fl(u) = Z (bk_~_1ak_|r1 uCryru — by ta; " *uCru) — Z (bk+1ak+1 —b;'a; ") "uCryru
k=1 k=1
n

_ -1 -1 % -1 -1 P —1 -1 %
=b, 10,1 uChi1u — g (b1 @ty — bptag ) *uChriau — b7 lar ' *uCiu
k=1

et en remarquant que b,;ila,;il — b,;lagl > 0 pour k assez grand, on déduit, grace a H-1) et au lemme de
Toeplitz :

bpi1an1F)(u) — 0 p.s. (5.30)
n—oo
Comme on a :
exp(rd,)
b A,) =
et D) = A ) — exp (A
_ Gp41 l

exp(rant1) — 1 n—oo 1’

on obtient I'assertion du lemme, car d’apres (5.27-5.29) et (5.30) pour tout u € R? :

bn+1an+1 =~
F'"(u) — *uCu p.s.
bng1Gny1 exp(rd,) " ) n—oo P

exp(—rA,)Fy(u) = exp(—rA,)F (u) +

O
Lemme 5.3.
1) Si la martingale M = (My,)n>o satisfait les hypothéses {H-1), H-2) , [H-3) ou H’-3)] et H-4)} avec une
normalisation (V,,) satisfaisant aux conditions de croissance réguliére (C), alors :
HY ~
g — (*u C’u)C’ p.s.
A’I’L n—oo

Ce résultat est également vrai en substituant U’hypothése H-2) au couple {H-2), H-4)}.

2) Si M satisfait les hypothéses { H-1), H-2), [H-3) ou H’-8)] et H-4)} ou bien {H-1), H-2), [H-83) ou H-3)]}
avec une normalisation scalaire (v,) comme dans le théoréme 2.5, alors :
<KU7y>n *, *,
mn:;o(uOu)(yCy) p-S.

pour tous u,y dans Re. [Si la matrice C est inversible, ce résultat est également vrai sous les hypothéses
H-1) et H-8) uniquement |.
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3) Si M satisfait les hypothéses {H-1), H-2), H-3) et H-4)} avec une normalisation (Vy,) satisfaisant auz
conditions de croissance exponentielle (C'), alors :

n n— o0
Preuve du lemme 5.3.
1) 1l suffit de montrer que pour tout = € R on a :
* Hu -
M — (*u C u) (*zCx) p.s
An n—oo

Or, posant comme dans le lemme précédent :
Fy =F, (u Z by, ' 71 “Vk+1 A(M) 4y *ijrlﬂ’

Fy =0, b,ch1 = exp (Ag41) —exp (4g),
on vérifie que :

n—1

2 (H"), 1 & = anbnexp (An) (@, AnZy)? exp (—An) Fo + Y axgr (@, App1Zi1)” exp (—Ag) Fy — Gy,
k=1
ou
n—1
Gn = Z {ak+1bk+1 exp (Ak+1) <£E, Ak+1Zk+1>2 — akbk exp (Ak) <:L', Aka>2} exp (714]@) F
k=1

Grace aux propriétés suivantes :
(, A1 Zii1)” = (M, A Ze)? + (A1, Xis1)? 4+ 2 (A, A Zi) (A1 2, Xis1)
|akt10p41 €xp (k1) — arbi exp (Ag)| = o (ax) , (K — o0) ;
et
’ak+1bk+1 exp (A1) (*Apr12, Ak Zy)” — agbi exp (Ay) (z, Ay Zi)
< 2ap41bps1 exp (Apir) @l® 1T = Apsa || |1 Z6]1” + lan1brr1 exp (Arr) — anby exp (Ag)| (2, AxZy)”
= O (ax 1Z4/1°) pss
nous allons montrer que :
G, =0(Ap) ps. (n— 00).
En effet :

Gn = (anbn eXp (An) <I7 ATLZ7L>2 — a1by exp (Al) <$, AlZl>2) *uéu
n—1

+2 Z k410641 €Xp (Apt1) ("Arp12, A Zy) exp (—Aw) Fi ("Appr2, Xpt1)
=1
n

-2 *Uéuzak+1bk+l exp (Agt1) ("Apr2, A Zi) ("Apyr2, Xpya)
k=1

+0 (Z | Xns 1 [exp (~Ax) Fi — uéuD +0 (Z ak 1 Z6? Jexp (~ Ax) i - uéuD .
k=1 k=1

Le deuxieme terme du membre de droite de cette égalité est une martingale scalaire dont la variation quadratique
prévisible est, grace a la propriété (5.8-bis), o(A,) p.s. Le troisieme terme a également le méme comportement
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asymptotique. Le résultat & établir découle alors de (5.2) du lemme précédent et de la LFQ qui est valable dans

le cadre 1) du lemme.

v
n |
Up41 N—00

et si la matrice C est inversible, alors on peut appliquer la loi forte quadratique a la martingale scalaire ({(u, M,,))

2) Si les hypotheses H-1) et H’-3) sont satisfaites avec une suite (v, ) croissant vers oo et telle que

avec la pondération aléatoire prévisible (*y (M), v 1{*y (M), y;éO})’ car iy C' y > 0 p.s. pour tout vecteur

y € R% non nul. En effet dans ce cas, on a :

u (M *uC
% — *:CZ et (u,Mn)zo(\/*y (M), yLog*y (M), y) p.s.

(cf. [4,6,14,25]) ; et par conséquent :

p-s. (5.31)

. 4 n <u,Mk>2 B *y <M>k y O
(Log Y M)y y) ;;0*?/ (M), vy <1 y (M) Y 1{*y (M), 20} oo yCy

Or, d’apres (5.26) :

w,y _ S <u’Mk>2 "y <M>k y Yy <M>k+1 Y B 7] <M>k Y
e _Z*y (M y <1 Y (M) y) Loy ), w0}

k=0

p) 2
Vk41 Vi1
donc :

THEY), . — (uCu) (Y Cy)  ps.

n+l n—oo

(Logv2, ;)

et l’assertion entre crochets de la partie 2) du lemme est établie. Le début de cette partie est un cas particulier
de la partie 1) du lemme, car la normalisation scalaire (v, ) vérifie la condition suivante analogue a C-3-bis) :

—1 2
v v v
i zl—an<1—|— n) :1—%an—|—o(an) avec an:1—< ") .
Un+1 Un+1 Un+1

3) D’apres le théoreme 3.1, si les hypotheses {H-1), H-2), H-3) et H-4)} sont vérifiées avec une normalisation
satisfaisant aux conditions (C’), on a :

n—00

Y VI My My Vit — Cops (5.32)
k=1

donc sous ces hypotheses :

(H") g1 = Ao | D V" M "My Wl) Do u (C = A C A u+o0 (Z Hv,sleH2>;
doi ; = =
(H"),

— U (C = Ao C Ase) U (Aos C *Ase) .

Le lemme est établi.

Grace au lemme précédent, on obtient aisément le suivant :

Lemme 5.3-bis.
1) Dans le cadre des parties 1 ou 8 du lemme 5.3, les propriétés suivantes ont lieu pour la convergence p.s. :
o d d B
L — Z (*ej C el) ("z; C ay)

A n—oo
n j=11=1

Ju
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(),

n n—00

n

("ej (€= Ao € "Aoo) 1) (Ao C "Aoo 1)

”M@
M:“

1i=1
2) Et dans le cadre de l partie 2 du lemme 5.8, on a :

<K'> :
—r ZZ e; Cep) ("u; C ).
:1 =1

c)Vérification de la condition de Lindeberg pour les martingales (H),), (K})

Lemme 5.4. La martingale (H),) vérifie la condition de Lindeberg lorsqu’on se place dans le cadre de la partie
1 ou bien dans le cadre de la partie 3 du lemme 5.3. Cette condition est également vérifiée par la martingale
(K})) dans le cadre de la partie 2 de ce lemme (c’est & dire sous les hypothéses {H-1), H-2), [H-3 ou H’-3] et
H-4} ou bien {H-1), H-2), [H-3 ou H-5] }.

Preuve du lemme 5.4
Cas de la martingale (H))

Pour € > 0 et u, w vecteurs de R?, posons :

AL E) = Bty SE{ AT P Ly ooy /5 )

k_
avec :

Bp+1 = Any1 sion se place dans le cadre de la partie 1 du lemme 5.3 (cas 1) ;
B, +1 =n+ 1 si on se place dans le cadre de la partie 3 de ce lemme (cas 3).
Pour que la martingale (H},) vérifie la condition de Lindeberg pour la convergence p.s., il suffit de montrer que
dans le cas 1 ou 3 :
AHi(E) — 0 ps.

Pour cela, on remarque que pour tout A > 0 :

AGEI(E) S Afp(e, A) + A7 (e, A) (5.33)

avec :

n _ 2
Aniai(e A) ; Vi "My x L) vt an||<a}

B { o Vi M) X s i i) oy /o) /55

A”n+1(€’A) n+1ZHV Mk” X I{HV Mk||>A}IE{<u Vk+1AMk+1> /Sk}
k=0
et que dans le cas 1 et 3, les deux propriétés suivantes ont lieu p.s. (¢f. Ths. 2.1 et 3.1) :

Hijrll AMyi | — .0

Orgnkagxn A /Bn+1 n—oo
et -
n uCutr{C} cas 1
B, Z Vi 1MkH ]E{ v, k+1AMk+1> /gk} e

k=0 U (C— Ao C *Aoo) utr {C} cas 3.
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On en déduit que :

re1(e,A) — 0 ps. (5.34)
n—oo
en exploitant la majoration suivante, valable pour tout 6 > 0 :

A
Alii(e,4) < <—6 +1
=

max
0<k<n

(0, Vi AM ) [+ {(w,V, ,C+1AMH1>|>5\/”—+1}>
X ( n+1ZHV 1MkH E{<u Vk+1AM]€+1> /S'k})

k=0

Par ailleurs, d’apres la loi forte logarithmique (¢f. Cor. 2.2 et Rem. 3 de la Sect. 3.1) :

n—oo

T A1 (, A) = cte /HxH 1{ jaon ) djice (), (5.35)

donc compte tenu de (5.33, 5.34) et (5.35), p.s. :

lim lim A”,41(g,A) <cte lim /||:EH2 1{|a)>a} dpico (x) =0,
A—o0

A—o00 n—00
puisque dans le cas 1 et 3 : /HLL‘HQ ditoo () =tr{C} < 00 p.s.
Cas de la martingale (K)

La condition de Lindeberg pour la martingale (K ) sera réalisée des que pour tous y, z de R% on a :

A%y (e) = (Logvpq)” ZE{ I Y P T e Vi 1] el 5

=0

Pour établir cette propriété, on peut procéder comme ci-dessus car le cas 2 est un exemple particulier du cas 1.

Le lemme est établi.
O

., _ M,
d) Etude de la convergence en loi des suites {An 1/2H;L, Vn’an} et {(Log v2) bz K|, — " } .

n

Pour y dans R?, posons :

e by )-S5 ) i

k=0 j=1
La suite (P,+1)est une martingale, de variation quadratique prévisible :

<P> — |: <K>n+1 Yr;—i—l :|
i Yigr Ty (M), y

avec :

n d
Yi= szk_-zl (uj, My) “ej (M) 41 — (M);) e;.

k=0 j=1
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Tandis que, pour tous n > 1 et y dans R?, la martingale :

1 —1/2
UIST{ '=B.} Hy iy + (9, Vi Mp+1)

p d
= Z Z <AMk+1, n-‘r{ <x],AkV Mk> *Vk__,'_llej + <y, 6]‘> *Vn]_llej>
k=0 j=1
avec Bpi1 = An11 ou Bpi1 =n+ 1 est telle que :

<U(n+1)>n+1 =B}y (H') ny1 + Y Cogr y+2W) 44

ou :

’I’ILJrl ni{QZZ $J7AkV Mk> *eij111 (<M>k+1 - <M>k) : n+1y

k=0 j=1
Lemme 5.5.

1) Dans le cadre de la partie 2 du lemme 5.3, on a :

Y/
ntl — 0 ps.o;

/v 2
Un, LOg Un, neee

(Myi1,9y)

K/
et sous les hypothéses {H-1), H-2), [H-3 ou H-5] } la suite ntl

)
2 Un+1
1/ Log Vs g n+

tion de Lindeberg, a savoir :

n

3n+1(€) = Z E{ <{(L0g Uni )71/2 AK{+1}2 + (v n+1A (M1, >)2>
=0

<1 - $iy — 0 ps,
{\/(L"g ”i-ﬂ) (AK{H)QJF”;-%(A(Mz+1,y>)225} / l} n—oo

2) Dans le cadre des parties 1 ou 3 du lemme 5.5, on a :

W£+1 n—&l-{QZ’ 55 ARV 1Mk>H UVkH (< >k+1 - <M>k) i n+1 y’ - 0 p-s.

k=0
et donc :

W,’l+1 — 0 p.s., pour tous u, x, y dans R4,
n—oo

Preuve du lemme 5.5.

1) Montrons la premiere assertion de la premiére partie du lemme. Pour cela, il suffit de montrer que :

Y — 0 ps.

2 2 n—oo
\/vzLogvz n
n

Yoy = ZUI:fl (u, M) "y ((M)iq — (M)y,) w,
k=0

ou

169

vérifie la condi-
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u,y sont deux vecteurs quelconques de R?. On a :

Yo —olovt? Y <M>k+1 y— "y (M), y

5 5 - n+1
\/ Un+1 Log vj, 44 k=0 2\/*y<M>k+1y
Y. M) i1y * M
ntl =0 (UTL-HZ/ 2x_1/2dx> = 0( Y\ Y < 2>"+1 y)
\/vZ,q Logv2, Vnt1
=o (\/*yC y) =o(1) p.s. (n— o)

car, dans le cadre envisagé, on a :

[, Mi)| _ (T
Jmax. o 0 ( Log vn+1> ps. (n — o00).

Lorsque I'hypothése H’-2) a lieu, la vérification de la condition de Lindeberg pour le couple (K], M,) est
immédiate compte tenu du lemme 5.4.
2) Dans le cadre de la partie 1 du lemme 5.3, la convergence p.s. de (Wﬁ) vers 0 découle de la propriété :

Jnax. Vi MkH—o( ;/fl) p.s. (n — 00)

valable dans le cadre envisagé et de I'inégalité suivante :

0<k<n

n
W£+1 < |l AZY? max HV Mk” (Z \/*U Vk_+11 (<M>k+1 — (M),) k+11 u

\/y n+1 k+1 - <M>k) *Vn_—i-ll ?J)

Celle-ci implique que I/VﬁJrl = o(1) p.s. en vertu du lemme 5.2 et de la condition C-3) (qui a lieu sous C-3-bis)).
En effet :

n

tr{ n+1( k+1 - <M>k) *Vn_+11} < ( H ||Al|2> tr{Vk_+11 (<M>k+1 - <M>k) : k_+11}

l=k+1

et d’aprés la condition C-3) : 1—[|Ay]|* < p a; (I — o) pour un p > 0, ce qui implique que pour k assez grand :

IT 1A0? < exp {p > az} = exp {—p(An — Ap)}-

I=k+1 I=k+1
Ainsi :
1
f —1 xy7r—1
Wi < cleA; 1/2 0r<n]?<xn HV MkH Z |:ak exp {——P( - Ak)} {a_kaJrl (<M>k+1 - <M>k) Vk+1}:|

et d’apres le lemme 5.2 la somme figurant au second membre de cette inégalité est bornée au sens de la
convergence p.s., car :

1 1 1
exp <§PA1¢> —exp <§PAI€1> ~ gak exp (EPAIC) , (k—o0).
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Dans le cadre de la partie 3 du lemme 5.3, on a :

o225, Vi Ml = o (V) ps.

donc :

n
W£+1 =0 (Z HVn.4_11Vk+1H> =o(1) ps,
car : k=0
1
Z Vi Vi || < Z Akl - [[An]l < cte + —

pour tout T tel que: 1>r Z ||Aoo|| :nllrréo IALIl -

Lemme 5.6.

1) Dans le cadre des parties 1 ou bien 3 du lemme 5.8, on a :

ﬁ E {exp (z AU,ET{U) /Sk} 2 Do 7,Y) Voo (21,0, Td)  D-S.

k=0
avec :

d
g “e; Cer "rj Moo C Ao 1y
11=1

N =
[]=

Voo (21, .y ) = €Xp { —

J
ou bien

Voo (1, 0y ) = €Xp { — *e; (C— Ao C *Aso) e "z C 2y

-
M=~

Il
—

l

Il
—

Q.

J
2) Dans le cadre de la partie 2

n

T1E{exp i APi) /8k} — Boo (1,9) W (1, a) s
k=0

u lemme 5.3, on a :

avec :

\Iloo (ula"'aud) =€exp g —

d
E “e; Cer *uj Cuy

11=1

|~
b

J
Preuve du lemme 5.6.
1) Posant :

Ont1(x1, ey Ta,y) = ﬁ E {exp (z AU,ET{U) /31@} )

Puia) = TTB{exp 0V, 8000) 54,

U1 (21,0, 24 HE{exp (z Bni{Q AH,'H_l)/Sk},
k=
on a : 0
1On+1(T1, s Tdy Y) = Prg1(Y) Yingr (21,0, \/T+1 ZE{ (v, Virdy AMgy1)| - |AH; | /)

1 ) , o
+4Bn+1,;)E{ (Vi AM)” 30} B (AHLL) /80} - (5:30)
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En effet, grace a I'inégalité :

n n n
Hak_ ku SZlbk—akl
k=0 k=0 k=0
valable si |ag| <1 et |bg| < 1,1le membre de gauche de (5.36) est majoré par :
n
Z ) E { [1—exp (i (y,V, AMk+1>)} [1 — exp (z Bn_il_{2 AH; )} /Sk}
k=0

-E {_[1 —exp (i (y,V, 34 AMk+1>)] /Bk} xE{[l — exp (z BTHI_{Q AH; )] /Sk}‘

et cette quantité est majorée par le membre de droite de (5.36), compte tenu des inégalités classiques :
2
, ) x
|e“f71} <|z|; |e”flfz'a:} < 5

et du fait que E { n_HAMkH/Sk} =E{AH,/3k} =0.

Désormais désignons par R,, le membre de gauche de (5.36).
2) Dans le cadre de la partie 1 du lemme 5.3, on a :

R, — 0 ps. (5.37)

En effet, d’apres (5.36) et la premiere partie de la preuve précédente, on a :
= 1
_ —-1/2 1 -1 w1 —1
Fn =0 ( 2 02k, [V " M| ZOQXP {§P(An - Ak)}tr {Vieer (M) — (M) k+1}>

0<k<n

+0 (A;il max E{ (AH,;+1)2/3k}>- (5.38)

Or, on sait que le premier terme du membre de droite de (5.38) tend vers 0 p.s. Et on sait également que la
suite (4,1, (H’)n_H) est p.s. convergente ; donc le second terme du membre de droite de (5.38) tend p.s. vers
0. La propriété (5.37) est établie.

3) Dans le cadre de la partie 3 du lemme 5.3, on a aussi (5.37). En effet :

hoz i S fe{ v avn ) {0 ) o)

=0

+ﬁiﬂi{ (v, n+1AMk+1> /&v} E{(AHlchrl)Q/gk}
k=0

1/2 n
_ " 1/2
R, < [(n+ ! OglggnE{ (AHI/cH) /Sk}] kZ:O [y Vn+1A< Vi1 n+11 y]
_ 2 L e
Tt )7 max B{(AHLL) /Bip Yy ViEAA (D, Vi .

k=0
Et d’apres le lemme 5.3-bis, la suite ( -1 (H')n) est p.s. convergente, donc :
-1
(n+1) omax IE{ (AH; ) /Sk} 2 0 ps.
Vu que pour tout a > 0

n

Z[ Vn+1A< >k+1 Vn+1y —O<ZH +1VkH2a> O(1) ps.,

k=0
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la convergence p.s. vers 0 de la suite (R,,) est établie.

4) Dans le cadre de la partie 2 du lemme 5.3, posant :

@n+1(u1a" Ud, Y HE{GXP { AH+1)/Sl}a

) —~1/2
Uit (U, e HE{exp( Logui+1) / AKlI-H) /gl}

L’inégalité (5.36) s’écrit :

R, < (Logviﬂ)_l/2 ZE

{‘ (y, AM11)
=0

Un+1

|AK1/+1}/3I} (5.39)

U1

+i LogvnH ZE{ y,AMzH) /S} {(AK{H)Q/&}

=0 ((uosste ™ s ol { sty 3o Gt (s = a0}
k=0
+ 0 <(Logvfl+1)1 Jmax. E{ (AK,’H_l)Q/gk}) :

On en déduit (5.37), compte tenu des trois propriétés suivantes :

n tr ((M),,
”rﬁd Ztr {vl;il (<M>k+1 - <M>k) } =0 M =0(1) ps.;
k=0

Un+1
(LogvZy) ™" max o' M|l — 0ps.;
et

(Log’ui_irl)71 max IE{ (AK,’CH) /Sk} njo;Op.s.

0<k<n
Par hypothese : ®,11(y) — Poo (,y) p.s. et d’apres les lemmes 5.3-bis et 5.4, on a :
n—oo
Upi1(z1, e 2d) — Voo (T1,...,24) DS ;
n—oo

d’ou le lemme.

O

Lemme 5.7. On se place dans le cadre de la partie 3) du lemme 5.3, en ajoutant les hypothéses H-5) et H-6)
(cf. Sect. 3.1). Alors les martingales matricielles :

n

Hopr =Y (Vi Mi) Xipr s Hoon = Y (Xern Xen — E{Xpp1 Xiga /e })
k=0 k=0

vérifient la propriété suivante :

{ =t 2= v} £ {200, £m)

> (Y)
()

dante du triplet {n,C, (> (x);x € X)} et dont la structure de covariance A (Y) est donnée par la formule (3.2).

ot, conditionnellement ¢ C =Y, ) est une v.a. gaussienne matricielle qu’on peut choisir indépen-
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Preuve du lemme 5.7. On pose :

H,, =Vect(H,) = (H}; 1< j <d), H, =Vect(H,) =Vect (Fi“ 1<j5< d) et H,, = < %n )
n

oflﬁil zﬁnej (et HJ = Hnej), 1< <d.

Alors la variation quadratique prévisible de la martingale H s’écrit :

| Hus (M)
(H)i1 = ( * <H,+ﬁ>n+1 (H) 1 ) )

avec .
* H)pi1= (<HZ’HJ>”+1)1§i,de “
n

<Hi’Hj>n+1 = Z (Vkllle) : (Vkllle) e B{ X1 "Xt1/Sr}ej

k=0
= /) T =i =i _ o
* (Fnya = <<H H >n+1>1<i’j<d ot (V') =n La(i):
¢ <H’H>”+1 - <H H >n+1>1<ij<d “

n

() =3 (VM) B (Kt Xacn) g *XiconFid = n i)
k=0

1) Etude du comportement asymptotique de la variation quadratique prévisible de H
Compte tenu du lemme 5.3-bis et des hypotheses, on a :

n_li_l <Hi’Hj>n+1 = (*ei (C—AC *Ax)ej) (Ao C *Aso) Ps.
—i —=j ..

n—li-l <H ,H >n+1 — L(i,7) ps.;

T <HLFJ> — J(i,7) ps.

n+1 n—oo

Ainsi :
— A(C) p.s.

n n—oo

ou A(C) est la matrice définie par (3.1).
2) Vérification de la condition de Lindeberg pour la martingale H

Pour tout € > 0, on a :

1 2
b B g oy /B ] 2 0P,

En effet :
1 n 9 1 n 9
o A I 1oy B < 5 8 E IRt I 1t s e B

1 n _ 9
+gk§0E{||AHk+1H 1{||m+1u+||m+1|\>5ﬁ}/$k}

1 2 _ 2 1 n 9 9 2
=0 (— > [|Vih | ) +o (— > E{(nmu — E{|Xknil* /e }) /5
k=0 k=0
=o0(1) ps.,
car les propriétés suivantes résultant de ’hypothese H-5) :

1Xer1]? = o (\/E) ot
k
Vi Ml Wl = O (Wil 3 V'V il ) =0 (1) .
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impliquent que :
Lt P [ evm} S Hxsa 12 = B0 12/ 86} > 5 v} T L{[Vigh Ma]| Iesa 1> 5 v}

S V(X — ez s 7> 2} T HE 2 vt =5} = o(1) ps.

9 1 n _ 2 1 n 9 5 2
Comme les v.a. (E{[|Xuril®/n}) s (5 X IV Mal”) et (= S ES (1%l = E{ Xl /5 )/
k=0 k=0

Sk}) sont presque-stirement bornées, la condition de Lindeberg est vérifiée par H.

3) Etude de la convergence en loi de la suite {ﬁHn, Vn_an}

Pour 21, ...,24, Y, #1,...,2q dans R? posons :

n d
Hypr = > (Z [ *z; (Vi Me) “Xigre; +* 25 (Xes1 "Xes1 — E{Xer1 "Xiy1/ Se}) 6;‘])5

k=0 \j=1
UIET{U - ﬁAH;H +{y, Vit AMps1);
n
®n+1($17 ey Tdy 21, '-'7Zd7y) = H E {eXp (’L AU}S;ZTI)) /gk‘} 5
k=0

Onp1(y) = [JE{exp (i (v, Vi AMiia)) /Fe}s
k=0

Uot1 (X1 ooy Ty 214 vy 2d) = HE{exp (z ﬁ AH;CH) /Sk} .
k=0

En procédant comme dans la preuve de la partie 1 du lemme 5.6, on montre que :
|On41(21, s Tdy 21, ooy 2d, Y) — Prp1(y) Vi1 (21, ooy Ty 21,4 -v, 2d)] 2 0 p.s.

On peut donc conclure que :

(gemarcon) = (6 ) 20)

!/
ou, conditionnellement & {C =Y}, < %,,((};)) ) est une v.a. gaussienne matricielle indépendante du triplet
{n,C, > (x);x € X)} et dont la structure de covariance est donnée par la matrice A (Y) (¢f. (3.2)).

O

Lemme 5.8.
1) Soit M une martingale vérifiant Uhypothése H”-3) avec une normalisation scalaire (vy,) comme dans le
théoréme 2.5, alors :

i) (Log v2) ™% v ([M], — (M),) — 0 et

n n—00

n 2
(Log viﬂ)_l/QZ{l ( Uk ) }vkz([M]k (M),) — 0 pas.

v n—oo
k=0 k+1

ii) Si, en outre, Uhypothése H-1) est vérifiée et la série

Z (Log fo_l )_1/2 vr:il (E {AMn+1 *AMnJrl/%'n} - (vi-&-l - ”i) C)

n>0
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est p.s. convergente, alors :

12
(Log ’U,,QL) ’U,,LQ [M],, n—_;xg) et

_12
(Log v72l+1 Z{ <Uk+1) } {v } nt>09 P8

k=0

La seconde propriété de ii) est également vraie si v, % (M) —C = O [(Log V2 )J] p.s. ouE (|[v,2 (M), —C||)
=0 [(Log V2 )_p} pour un p > 3.
2) Si M wvérifie Uhypothése H”-3) avec une normalisation (V,,) satisfaisant les conditions de croissance réguliere
C-1), C-2) et C-3-bis) avec A, = O( A2 ), alors :
AP (Vi (M, - (M),) *VY) — 0 ps.
n—oo
et
;Jlr/IQZaktr{V — (M),)*V;7'} — 0 ps.

n—oo

iii)

iv) Si, de plus l’hypothése H-1) est vériﬁée et la série
>oatt? [E{IR2VE M| /86 } - awtr {0}

E>0
est p.s. convergente, R étant la solution de l’équation de Lyapounovl = RU + *UR, alors :

AV e {vit M, VY — 0
et N
AN ag e VTN M, VT - CF — 0 ps.

n—oo

La seconde propriété de iv) a également lieu si V,7 1 (M) -C=0][4; ] p.s. ou

E(|V,t (M) -l =O0[A;"] p.s. pour unp>n§.
Preuve du lemme 5.8.

i) Ona:

o2, (M1, — (M)} + Z {1 () } i, o0,

= sz;i (AMj1 "AMp1 —E{AMpy1 "AMpiy1/3r})  (5.40)
k=0

n

vt M), + Z{l (

Par ailleurs, posant pour u € R? :
n

Nosa(u) = 3 (Log vf41) ™oy ((w, AMsn)® —E {(u, AMis1)* /51 } )
k=0

2 n
) } <% N C) - Z”kfl {AMkJrl “(AMpy1) — (”I%Jrl - ”l%) C} - (541

v
k+1 L—0

on a :
8

B{laNn (] 5} =0 (tog o) 2B { ik (0. MM /51 |
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8
Donc sous ’hypothese H”-3), la série Z E{|ANk+1(u)| /sk} converge p.s. et le théoreme de Chow implique
k>0
que la martingale (N, (u)) converge p.s. vers une limite finie. D’ou les deux propriétés :

(Log v2, )~ Z vl (u AMj41)? _E{<U,AMk+1> /gk}) — 0ps, (5.42)

pour tout u € R? ; et

(Log vaH )_1/2 gﬁl ([M]n+1 — <M>n+1) — 0 p.s., (5.43)

n—oo

par le lemme de Kronecker. La premiére propriété de la partie 1) du lemme découle de (5.40, 5.42) et (5.43).

ii) Si, en outre, Z (Log vi,, )_1/2 Oty (E{AMpsr *AMys1 /Tt — (v3,, — vE) C) = € est p.s. convergente,
k>0
alors compte tenu de (5.41), on peut affirmer que :

Z vk_H ( u, AMkH)Q — (viJr1 — 1),%) *uCu)

_ Z ”k-s—l ( { u, AM;CH) /Sk} — (vﬁ_H —v%) *uCu) +0{(L0g 1;72L+1)1/2}

:o{(Log vn+1)1/2} p.s., Vu € R
D’ou 'on déduit grace a (5.41, 5.43) et '’hypothese H-1) :
(Log v2 )_1/2 v, 2 [M], — Oet

n

n 2
(Log v, )71/2 Z {1 — (U:L) } (v, % [M],, - O) —2 Ops.

La seconde propriété de ii) est immédiate si au lieu de la convergence p.s. de la série &, on a :

v, 2 (M), —C=0 [(Log v%_H )J} p.s.

E (va (M),, — CH) =0 [(LOg 0721+1 )_p}

1
pour un p > 5.

2
En effet, dans ce cas la série Z ll — ( Un ) ] (Log vZ,4 )_1/2 (v;2 (M), — C) est p.s. convergente ; d’olt
Un+1
n>0

la propriété cherchée par le lemme de Kronecker. La partie 1) du lemme est établie.
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iii) Dans le cadre de la partie 2) du lemme, on a les relations suivantes analogues a (5.40) et (5.41) respective-
ment, valables pour toute matrice R symétrique et positive :

w { B2V (M0 = O0),00) "V B2 43 o {(R= “AcRA) Vi (1M1, — (M),) "V}
k=0

=Yt {Rl/?v,;j1 (A[M],,, — A (M),,,) *v,;lRl/?} (5.44)
k=0

et

o {RV2VEL (IM],10) Vi RY2E 437w {(R = “AeRAW) (VT M), "V = 0))
k=0

= Z tr {RI/QVk:_ll [AMk+1 *(AMk+1) — (Vk+1 C *Vk+1 - V. C *Vk)] *Vk__,'_llRl/Q} . (5.45)
k=0

Si la condition C-3-bis) a lieu avec A, = O (A;g/z) et si R est la solution de I’équation RU + *UR =1,o0n a :

R— *ApRAy = axl + O (akA,;?’/Q) (k — o0) (5.46)

Une adaptation des raisonnements effectués dans les étapes i) et ii) permet alors d’établir les propriétés de la
partie 2) du lemme.
O
e) Preuve du théoréme 2.3 et du TLC du théoréme 2.4
D’apres la partie 1) du lemme 5.6, on peut affirmer que
—1/2 _ L
{An / Hn;v;L 1Mn} njgo V</>o X Moo 5

ou conditionnellement & {C =T'}, v est laloi d’une v.a. Ngxq (0, re I‘) indépendante de C et I' = UT+T *U.
Compte tenu de (5.23), cette propriété implique que les v.a. (D,,) définies par :

Dy, =V, (M, *M,, — [M],,) V!
vérifient :

{Anl/QRl/QDMRl/2 + A2 RY2{Dy — AeDy, “Ak} RY2, anMn} néoo Voo ® Jlo
k=0

oll, pour toute matrice symétrique et positive R, U, est la loi d’une v.a. de la forme ¥/(C) + *¥'(C), ¥'(T")
étant une v.a. gaussienne centrée, indépendante de {n, C, (> (x);z € X)} et de covariance ' @ I
Or, on a : A,_Ll/QDnH — 0 en probabilité, car d’une part la suite (Vn’an) converge en loi et d’autre
n—oo

n

part la suite (V! (M), *V,; ') converge p.s. ce qui implique que APy [M], *V,1 — 0 en probabilité.
n—oo

D’ou la propriété suivante :

{A;W > tr{(R- *AkRAk)Dk},Vn‘an} £ Vee ® oo (5.47)
=0 n—oo
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ol Vs est la loi d’une v.a. de la forme 2, /tr {CN'RCR}G, G étant une v.a. gaussienne centrée, réduite et

indépendante de {n,C, (> (z);x € X)}. La partie 1 du théoreme est établie.
Choisissons pour matrice R la solution de I’équation de Lyapounov: I = RU + *UR.
Alors gréce a la propriété :
— *AnRA, = anl + O(anAn ~3/2 ) et & la suivante : D,, = 0o(A,) Dp.s.,
qui decoule de H-3) ou H’-3), on peut affirmer que :

itr {(R—*"Ar RA; —arl)Dr} =0 (i akA;1/2> =0 (A}/Q) ps. ;
k=0

k=0

par conséquent (5.47) s’écrit :

L - - * P _ L
\/A_”kz—;ak tr(Vkl{Mk Mk_[M]k} Vk l)aVn 1Mn n—>—o)oyoo®'u°°'

On en déduit la partie 2) du théoreme 2.3. En effet, en vertu de I'une ou 'autre des deux hypothéses suivantes :

A A, |t (VM) V) =t (C) =0(1) ps
A A E{|tr (V71 (M), V) =t (C)|} =0(1)

pour un p > %, on peut substituer dans le TLC précédent la v.a. tr(C) & la suite (tr (Vk_1 [M], Vi ).
__ Placons nous sous les hypotheses du théoreme 2.4, en gardant le méme choix de la matrice R ; et posons
Dy, = Vkil {My "My — (M)} *qu.

D’apres la preuve du lemme 5.8, I'hypotheése H”-3) permet de substituer les v.a. (ﬁk> aux v.a. (Dy) dans

(5.47). Or , si I’événement {m At Vit M, || = oo} est négligeable, D,, = O (A}Lﬂ) p.s. et par suite :

Ztr {( — "N RAy — ayI) Dk} (Z akA_1/2> =o0 (A}L/Z) p.s. (5.48)
k=0
Ainsi ’écriture suivante de la propriété (5.47) est justifiée :

n
_ _ . e _ c
{Anl/QZaktr{Vk V(M "My — (M),) *Vio Y}V 1Mn} = Voo ® floc

Elle implique le TLC du théoreme 2.4, car d’apres le lemme 5.8, chacune des hypotheses suivantes :
Ala série Z A;j_/f {E { |RY2V, } AM +1H2 /&L} — ap tr {C}} converge p.s. ;

n>0
ou
A4 |tr (VoH M, VoY) =t (O)] =
ou
AAE ([t (V7 H[M], V) = (C)) =01 pour un p > 1
permet de substituer la matrice C' a ( N, ) dans la propriété ci-dessus.

f) Preuve de la partie 1 du théoréme 2.5

La partie 2) du lemme 5.6 implique que le TLCG s’applique au couple de martingales normalisées
M, L,
<(Log v; ) 1/2 K,, —) . Plus précisément :
v

n

_ M,
((Log v2) 12 K,, ) ni> Vie @ foo
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ou conditionnellement & {C' =T}, v/ est la loi d’'une v.a. Mgxq (0,T ® I') que I'on peut choisir indépendante de
C'; d’oti 'on déduit la premiere propriété du théoreme 2.5 grace a (5.24) et a la propriété (Logvi) -1z D, — 0

n—oo
en probabilité.

O
g) Preuve du théoréme 3.2
D’apres le lemme 5.6 et I’égalité (5.23), on peut affirmer que :
1 I c
—D, — Dy, — AwDy, *Ay), V. M, Y(C)+ *2(C), ©
{\/ﬁ +1+\/ﬁ;0(k #Die "Ax),V, }njo;{()Jr()(n)}
de maniere stable, ou Z’(Y) est une v.a. gaussienne matricielle qu’on peut choisir indépendante du triplet
{n,C, > (x);x € X)} et dont la matrice de covariance est (Y — A Y *Ax) ® A Y *As pour une matrice

symétrique et positive Y. Comme — D, — 0 en probabilité, on en déduit que pour toute matrice R’
n n— oo

symétrique, positive et éventuellement aléatoire en tant que fonction mesurable du couple (C,7) :

1 & S -
{%];)tr {(R"—= "Ax R" Ay) Dy}, V, Mn} néo {0(0)6‘7 Z(n)}

ou G est une v.a. gaussienne standard, indépendante du triplet
{Cn, S2(z);2 € X)} et 0?(C) =4 tr {R'[C — *Aoc C Aso] R Ao C "N} -

Prenant : R = Z *Ak A¥ | on vérifie aisément que R’ satisfait la relation R’ — *AsoR’ Aso=I. Or, celle-ci

k=0
implique la suivante : R' — *AxR' Ay =1+ o0 (k:_3/2) des que la suite (k3/2 (A — AOO)) est bornée. Ainsi, la

partie 3) du théoreme découle de celle qui la précede, car la propriété : Dy = o (k) p.s. implique que :

1 n
ﬁ Zk_?’/Q Dy — 0 ps.
k=0

n—oo

h) Preuves des TLC des théorémes 3.3 et 3.4
1) Montrons la partie 1) du théoréme 3.3. La relation (5.23) et la suivante

Vi (1M1, 40 = (M), 1) Ve D0 (Vi H{IMD = (M) 3Vt = Vigh {IM], — (M), 3 *Vidh)
k=0

n
+ Vi {AMy " AMy — A M),y Y VT = Hog, (5.49)
k=0

donnent :

n
+Z (Vk_l {My "My — (M), } *Vk_l - Vk_+11 {My “Mj, — (M), } *Vk_+11)
k=0

= Hpy1+ *Hn+1 + Hn—i—l-

Ainsi, les v.a. Dy = Vk_1 {My, *My, — (M), } *Vk_1 vérifient la relation :

n
D7L+1 + Z (Dk - Ak Dk *Ak) = Hn+1 + *Hn—i-l + Fn+1-
k=0
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Vu que :
~ _ 2
HDn+1H =0 (HVnJrlanJrlH ) =0 (nl/Q) p-s.
en vertu de ’hypothese H-5), la partie 1) du théoréeme 3.3 est une conséquence directe du lemme 5.7.

2) Pour obtenir la partie 2) du théoréme 3.3, on remarque d’abord que pour toute matrice R’ symétrique,
positive et éventuellement aléatoire en tant que fonction mesurable du couple (n,C) :

’I’L_l/2 itr{(R’ — *Ak R/ Ak) ﬁk}
k=0

_ 1y = V2 (5 A D o« 1/2
n 12};‘51"{(1%') (Dk Ay Dy Ak)(R/) }

— n—1/2 tr{(Rl)l/2 (H7L+1 T *Hn—i-l +FTL+1) (Rl)1/2} + 0(1) )
n_1/2 tI‘{RI (Hn—i-l + *Hn—i-l + Fn+1)} + o0 (1)

=n1/2 <Vect (R, Vect (Hn+1 + *Hpy1 +ﬁn+1)> +o(1)

2 (Vect (R') , Hnt1) + (Vect (R') , Hny1) +0(1)

o QVGCt (Rl) 71/2

car tr(AB) = (Vect (*A), Vect (B)) .

!
La convergence en loi de la suite {n’l/anH, anan} vers { ( %,, ((g)) ) Y (77)} établie au lemme 5.7

est évidemment stable, on peut donc affirmer que :

n—oo

L - I ok / n 1 i) ~

{ﬁgtf {(B = MR A Di} LV, Mn} GG, ()}

oll G est une v.a. gaussienne standard, indépendante du triplet {n,C, (> (x);z € X)} et
~9 N ~2 . 2Vect (R') 2Vect (R') '\
(G R) =a(C) = ( Vect (R') A(C) Vect (R') )’

A (Y) étant la matrice définie par (3.2).
Désormais, supposons que la suite (n (A, — Ax)) est bornée. Alors on peut remplacer dans le résultat

1 & _ 1 & ~
précédent la suite (% ];Otr {(R' — *Ar R’ Ag) Dk}> par la suite (% I;)tr {(R’ — Ao R’ AOO)Dk}>,

car leur différence tend vers 0 lorsque n — oo. Or, pour R’ = Z *AF AF ona: R — *AxR' A = I. Dot

oot too?
k=0

la partie 3 du théoreme 3.3.
3) Si, en plus de la bornitude de la suite (n (A, — Ax)), la version suivante de ’hypothese H-1) a lieu :

V(M) *V-1=C+0(n=") ps. pour un p > 1 ; et C est p.s. inversible,

n

alors on peut substituer la v.a. C alasuite (V,7* (M), *V,~') dans les résultats des parties 2) et 3) du théoréme
3.3. Autrement dit, on a la propriété suivante :

L

{% i:tr {(R" ="Aoo R" Ao) (Vi "My "My, "Vt = C) } ,anMn} - {5(0, R)G, Z(”)}'

oo



182 F. CHAABANE ET F. MAAOUIA

oo

Mais comme C est inversible, on peut prendre R’ = Z *Ak C~'A% dans la propriété ci-dessus. La matrice
k=0

R’ vérifie alors : R — *AoR' Ao = C~1 ; d’olt la partie 1) du théoréme 3.4 car :

1 n B n . o B B
N (Z My Q' My = M TVIICTH Y 1Mk>
k=1

k=1

=o0 <n1/2 zn:k(l/Qp)> =o0 (n(lfp)) =o0(1)ps.(i.ep>1). (5.50)

k=1
O

5.2.2. Lois du logarithme itéré

La derniére assertion du théoréme 2.4 et la partie 2-b) du théoremes 2.5 découlent de la loi du logarithme
itéré établie dans [4,7] et du lemme 5.8.

i) Preuve de la LLI du théoréme 2.4

D’apres la relation (5.23), on a :

SOt {(R~ A RAW) D} + tr {RDpyn} =23 (RVAVEA M, RPVELAMy ) = 2001 (5.51)
k=0 k=0

ou : Dn = Vn_l (Mn *Mn - [M]n) *Vn_l'
Par ailleurs, si I’événement A = {EA#M HVn’anH = OO} est négligeable, 'hypothese H”-3) permet

d’appliquer la loi du logarithme itéré rappelée ci-dessus a la martingale scalaire (Zn) :

— ~ N -1/2 )~
lim (2 <L> LogLog <L> ) L,|=1ps.;
n—oo n n
d’ou :
lim (QAnLogLogAn)_l/2 L, = tr{éRCR} p.s.,
n—oo

car d’apres la partie 1 du lemme 5.2 :

At <En> — tr{CN'RCR} p.s.
On conclut en exploitant la partie 2) du lemme 5.8, la relation (5.51), la propriété (5.48) vérifiée par la matrice
R et en remarquant que sous H-1) et H’-2) on a H-2) et H-4).

g
j) Preuve de la LLI du théoréme 2.5

Soient z,y deux vecteurs de la base canonique de RY. Si I’événement A = {m (Log’uﬁ)fl/4 0,2 || M| = o0

est négligeable. L’hypothese H”-3) assure d’apres le théoréme 2.4 de [4]que la martingale scalaire (*z K, y)
vérifie la loi du logarithme itéré. On en déduit la loi LLI avec poids suivante, compte tenu de la partie 2) du
lemme 5.3 et de la relation (5.24) :

~1/2

lim (2Log v2 Log Log Log v%)

n—oo

n 1)2
Z(l o )v;2{<w,Mk> (y, M) — *z[M], y}

k=1 Vk+1

=2(2Cx)2+2%2Cx yCy p.s.
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Mais d’apres la partie 1) du lemme 5.8, la convergence p.s. de la série

3 (Log 024y ) o2 [E{AM g1 "AMoi1 /Fa) — (0241 — 02) C]
n>0

ou bien I'une ou l'autre des deux conditions : v, 2 (M) —C =0 {(Log v%_H )J} p.s. ou

_r
E (||v;2 (M), — C||) =0 {(Log 1)72L+1) ] pour un p > %, permet de substituer *xC' y a

r [M
W dans la relation précédente. La partie 2-b) du théoreme 2.5 est établie. Elle reste vraie en substituant
v

k
H’-2) au couple {H-2), H-4)} car les hypotheses H-1) et H’-2) impliquent H-2) et H-4). On l'obtient enfin sous
H-1) et hypothese :
ZE{Hv;}rlAMnHHw /Sn} < 00 p.s. pour un réel g € ]1,2]
n>0

car dans ce cas on a H’-2), H”-3) et la loi du logarithme itéré :

. M,
lim 1M <tr(C) p.s.;

v/2v2 LogLogv2 —

ce qui implique que A est négligeable.

k) Preuve de la LLI du théoréme 3.4

Compte tenu de la partie h) de 5.2.2, posant Dy = Vk_1 {My, *My — (M), } *Vk_l, la propriété :
n
_ . ~ 2Vect (R’ _
n—1/2 kZ_QtI‘{(R/ _ AooR/Aoo) Dk}:<< Vect ((]%/)) ) n 1/2Hn+1> + 0(1) p-s., (n — oo)’
a lieu pour toute matrice R’ symétrique, positive, éventuellement aléatoire en tant que fonction mesurable du
couple (,C), des que la suite (n (A, — Ax)) est bornée et on a: ||V, 1 M,|| = o (n'/4) p.s. (n — oo) . Prenons

o0

R = Z *A* C~'A% dans la relation ci-dessus et supposons que I'hypotheése H”’-3) a lieu, & savoir :

k=0
Z k_BE{||Xn+1H4 /Sn} < oo p.s. pour un S €]1,2].
n>0
2Vect (R') (o s .
Alors les v.a. <<< Vet (R/) ) ,Hn+1>) vérifient la propriété suivante :
2Vect (R') H B A (5.52)
Vect (R') yn4+1 ) = Lny1 T 0(V1)P.S. .
ol : .
Ly =2 <(R§c)1/2vk;11Mk, (R})Y?Xiy1)
k=0
= 2 2
+ 3 (12X |* = B{ ROV X[ /31 })
avec : k=0

k
=30 AL AL et T = Vit (T4 (M),) Vi
=0
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En effet, grace a Phypothese : V"' (M), *V,-! = C+ O (n™?) p.s. pour un p > 1 ; et au fait que C est p.s.
inversible, on a :

=R+ > AL (CTT =T ) A+ Y TALCTIAL, = RY + O(k ) pis

I>k
d’ou :
2Vect (R/ . nooo
<< Veec(‘:c ((R’)) ) ’H"H> — Loy = ;O«R — R)Viih M, Xiei)
+Z R)Xpy1, Xip1) — E{{((R' — R}) Xk+1, Xit1) /Sr})
=o0 (Z kpk1/2> —0 (n%fp> = 0(\/n) ps.
k=0

car d'une part p > 1 et d’autre part ||Vk;11Mk|| X1l =0 (\/E) et [ Xpp1l> =0 (\/E) p.s.
Or, la martingale ( n) vérifie la LLI :

lim (2 <Z>n Log Log <f>n)_1/2 |Zn} = 1p.s,
/

cela résulte du fait que les propriétés : HVn_anH =0 (nl 4) p.s. et H”’-3) impliquent que la série :
4
Z E ATy /&n ¢ < oo p.s. Comme : n~' (L) %2 (C,R') p.s., on a la LLI :
<L> " n—oo
n>0 nt1
—_— —1/2 2Vect (R/)
nh—>nc;lo (2n LogLog n) << Vet (R') JH,

n
S (M VI CTWT M — d) | = 6 (C, R ps.
k=1
La partie 2) du théoréme en découle en vertu de la propriété (5.50).

=1Tim (2nLogLog n) */*

n—oo

5.3. Preuve succinte du théoréme 4.2
a) Calcul préliminaire
Posons :
Dy = Vit (M * My, — (M),) Vit D (1) = 072 (M (1) "My (1) — (M(1)),,) ;
Dn(2) = VJI(?) (M (2)*Mn(2) = (M(2)),,) *V;7H(2); Va(2) = 02V, (2), n > 1.
En écrivant les relations (5.24) et (5.40) pour le couple {( n( ), (vn)} et les relations (5.23) et (5.49) pour le
couple {(Mn(Q)), (‘7”(2)) }, on obtient les relations (5.53) et (5.54) ci-dessous, & savoir :

+Z<1—

) D) = K1)+ "Koa1) + o (1) (5.53)
+1

ou

n+1 kaJrl AMk-i-l( ))

n+1 Z Uk+1 )]k+1 -A <M(1)>k+1) :
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(n+1)7" D)+ (K Dk(2) — (k+ 1) Ax(2) D(2) “Aw(2))

k=1

n

n

= Z k + ]. AHk+1( ) + *AHk+1 (2)) + (k + 1)70‘ AF}C+1 (2) (554)

3

k=1
ol
Hppa ( ZVkJrl (Vk+1( ) AMj41(2 ))
* —1
"+1 Z Vk+1 M(2)]k+1 -A <M(2>>k+1) Vk+1(2)'
Par ailleurs, la v.a. matricielle R'(2) = Z *AE (2)C~1(2)A% (2) vérifie la relation : R'(2)— *Aso(2)R'(2) Aso(2)
k=0

= C71(2) ; laquelle implique la suivante en vertu de la condition (4.4) :

R'(2) — *Ap(2)R'(2) Ax(2) = C~1(2) + O(k—2/?).
Compte tenu de (5.54), des propriétés précédentes de la v.a. R'(2) et des hypotheses H-5) et (4.5) sur le couple
{(Mn(2)), (Va(2)}, on a:

SR M(2) VT ()0 @V, ()M (2)
k=1

{ 2) Y (k+1)"" A (2H41(2) + Hig (2))} +o(n 2 )ps. (5.55)
k=0

De méme, la relation (5.53), la condition (4.3) sur la normalisation (v, ) et les hypotheses (4.5) et (4.6) sur le
couple {(M,, (1)), (v,)} permettent de justifier la relation suivante :

s Z k= (v *Mp(1)CH ()M (1) — dy) = 2tr {C7 (1) K41 (1)} + o(n 2" )p.s. (5.56)

Remarquons maintenant qu’en posant : @, =1+ (M), ,ona:

M Q' M, — d = tr{Qy " (M, "M, — Q) } :tr{ VaQi Vo Da} - tr{Q;1}
= (v, 2" Mo (DO (1) M(1) — dr) + ( (2) L 20T VT (2)ME(2) — d2)
—{Qy} — o (VaQi Ve - C7Y) D}
(5.

D’oui 'on déduit, compte tenu de (5. 55) 56)

n
> kT (*MRQp My — d) = —tr {CTH 1)K (1)}
k=1

tr {R’(2) . (k+1)"“A(2Hp41(2) + Hipa (2))} + ¢ (5.57)
k=0
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avec :

Go=o(n'2) = 3k {Qr 4 Ykt {DhC T (VT Qk Vi = O) (i) | - (5.58)
k=1 k=1

b) Preuve de l’assertion 1) du théoréme

L’hypothese (4.5) sur le couple (M,V) implique 'assertion 1) du théoréme, & savoir :

VlQu Vit = C + o(n~ 2" )p.s. avee C' = Diag {C(1),C(2)} - (5.59)
En effet :
A 02Qu(11) =0 (T, + (M(1)),) = C(1) + 0 [ (Loge2) ] = C(1) + ofn*3*) pis.,
car : Logv? ~ s?nl= et p; > % ;
A VH(2)Qn(2,2) "V, 1 (2) =V (2) (g, +(M(2)),) "V 1 (2) = C(1) + O (n™72) ps. et p2 > 1

)
A v'Qn(1,2) *V, 1 (2) = v, (M), (1,2) *V,71(2)

n

=Y E{voy' AM,(1)* (Vi '(2) AMk(2)) /Sk-1}
k=1

- (Z i (A1) uvn—wa)vk@)»!)

k=1

n n—1
=0 (Z o2 T ||Al|> =0 (n=*/?) = o(n="7") p.s.,
k=1 =k

>1
car a > —.
2

c) Preuves des assertions 2) et 3) du théoréme
D’apres (5.58) et (5.59), on a :

Cn=o0(n

15&) +0 (i k™ HVk1H2> +0 (i kmok/2 tr {f)k }) = o(nlga )p-s., (5.60)
k=1 —

k=1

car :
o{De } = 0 (Vi M) = 0 (|l m()]*) + 0 (Vi @)
= O ((LogLoguv3)) + o(k*~2) = O ((LogLogk)) + o(k®~2) = o(k®~2) p.s.
Compte tenu du lemme 5.7 et du fait que a > %, on vérifie aisément que la martingale matricielle ( Z (k+1)
k=0

—x

A (2Hi41(2) + Hpp1 (2)) ) considérée dans (5.55) est p.s. convergente, car sa variation quadratique prévisible

est p.s. convergente. Il en résulte, grace & (5.57) et (5.60), que :

n
— 2 —a
Zk_a (*Mka My, — d) = S—Qtr{c_l(l)K,L+1(1)} + o(an) p.s.
k=1
D’ou la partie 3) du théoreme, grace au lemme 5.6 et a la partie j) de la section 5.2.2.
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On obtient la partie 2) en montrant par la méthode de la fonction caractéristique conditionnelle, comme au

lemme 5.6, que :
{n V2K 1 (1),0, Mo (1), Vi (2)Ma(2)} =5 Myar (0,C(1) @ C(1) ® Ny, (0,C(1)) @ v
-1

0
ol v est la loi de la v.a. ¥ (n), limite en loi de la suite (V,;1(2)M,(2)).

6. ANNEXE

GENERALISATION DU THEOREME DE LA LIMITE CENTRALE
PRESQUE-SURE POUR LES MARTINGALES VECTORIELLES

Les résultats suivants ont été établis dans [5,6].

Théoréme I (17 forme du TLCPSG). Soit M = ( M,),>0 une martingale a valeurs dans RY, localement de
carré intégrable , satisfaisant aux hypothéses H-1) et H-2) avec une normalisation (V,),~, vérifiant ou bien les
conditions (C) (cas 1) ou bien les conditions (C') (cas 2). Soit (rn), > une suite de réels positifs majorée et

N
telle que Ry = Y, r, — oo. Considérons les mesures empiriques pondérées :
n=1
N , 2
_ Dét V,
L()=[Log Mét V)2 'S {1 (——=) |6
K () [ 0og ( € N) } ngl Dét Vn+1 {Z,e.}>
N
pa () = Ry Zﬁﬁ{zne}
n=1

associées aur v.a. Z, =V, 1 M,. Alors, presque-sirement, dans le cas j, (j = 1,2), les mesures (/ﬁv) convergent

étroitement vers fioo -

Théoréme II (2° forme du TLCPSG). Soit M = (( M, (1), M,,(2))),>o une martingale d valeurs dans R4 x
R4z localement de carré intégrable, satisfaisant auz hypothéses H-1) et H-2) avec une normalisation (Vy,), <o
de la forme : V,, =Diag (V,(1),V,,(2)) ot les matrices carrées (Vi (1)) [resp. (Vn(2))] vérifient les conditions
(C) [resp. (C")]. Associons auzx v.a. Zy = (Zn(1),Zn(2)) avec Z,(i) = V71 (i) M, (i) les mesures empiriques
pondérées :

N ) 2
pn () = [LogDét Vi (1)}71 Z ll - <%) ] 0(z,e.}-

n=1
Alors, presque-sirement, les mesures (un) convergent étroitement vers la mesure fiso.

Du théoreme I, on déduit le corollaire suivant appelé théoréme de limite centrale presque-siire multi-
dimensionnel (TLCPS) :

Corollaire III (TLCPS). Si dans le cas 1 du théoréme I, Uhypothése H-2) est remplacée par la condition de
Lindeberg H’-2), alors la limite jioo (w,e ) des mesures puk (w,e ) est la loi mélange aléatoire de C'/? (w) G ot G
est un vecteur gaussien d-dimensionnel, standard et indépendant de C. En particulier, pioo = M (0,C) si en plus
la matrice C n’est pas aléatoire.

Comme conséquence du (TLCPSG), on obtient les minorations suivantes appelées, a juste titre, inégalités
fortes de Cramer-Rao dans [5] et [6].
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Corollaire IV
1) Sous les hypothéses du théoréme II, et en supposant que la probabilité limite po est de covariance C (i.e.

o]

2 " dpioo (1)), presque-sirement pour tous vecteurs u,v de RY :

lim (Log [Dét VN(1)]2)71

N—o0

Dét Vst (1)
> [*uCvl ;

N , 2
Dét V, (1
3 1—<7”()) |, Vi UM (0, Vi M)
1

n=

en particulier :

LN . 2
> |- (Gaiags) [1vrtn? = ()

lim (Log [Dét VN(l)]Q) Dét Vi41(1)

R
N —oc0 p—

2) Si la probabilité e est de covariance C, alors dans le cadre 2 du théoréme I :

N —o0

N
i 320 Vi M 0 00 | 2

presque-sirement pour tous vecteurs u,v de R%.

Les auteurs tiennent & remercier I’éditeur et les deux rapporteurs pour leurs commentaires constructifs qui ont permis

d’améliorer la premiere version de ce travail.
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