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THÉORÈMES LIMITES AVEC POIDS POUR LES MARTINGALES
VECTORIELLES
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Abstract. We give limit theorems specifying weak and strong rates of convergence associated to a
quadratic extension of the martingale almost-sure central limit theorem. Some typical examples are
discussed to illustrate how to make use of them in statistic.

Résumé. On donne des théorèmes limites précisant les vitesses de convergence (en loi et au sens
presque-sûr) associées à une extension quadratique du théorème de limite centrale presque-sûre pour
les martingales discrètes vectorielles. Des exemples typiques illustrent l’usage qu’on peut en faire en
statistique.
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1. Introduction

1.1. Motivation. Exemples

Une approche générale du théorème de la limite centrale presque-sûre (TLCPS) pour les martingales
vectorielles discrètes a été développée dans [5] et [6]. Elle se situe dans l’un des cadres habituels assurant la
convergence en loi d’une martingale vectorielle convenablement normalisée vers une loi gaussienne ou un mélange
de lois non nécessairement gaussiennes. Pour la commodité du lecteur, les résultats seront rappelés en annexe
à la fin de ce travail.

Notre but ici est de les compléter par des théorèmes limites avec poids (loi forte des grands nombres, théorème
de limite centrale, loi du logarithme itéré) associés de manière naturelle à une extension quadratique du TLCPS.
Les deux exemples suivants sont éclairants quant à la signification précise de l’extension visée et de la transcrip-
tion statistique qu’on peut en tirer.
Exemple 1. (Échantillon d’une loi sur Rd)

Soit (Xi, i ∈ N∗) une suite de v.a. d-dimensionnelles, indépendantes et identiquement distribuées selon une
loi de moyenne m et de covariance inversible Γ. Considérons les estimateurs empiriques de m et Γ :

m̂n = n−1

n∑
i=1

Xi, Γ̂n = (n− 1)−1
n∑
i=1

(Xi − m̂n) ∗(Xi − m̂n)
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(∗x étant le transposé du vecteur x). La formulation statistique du TLCPS pour la suite (Xi, i ∈ N∗) est :

(Log n)−1
n∑
k=1

1
k
δ√k(bmk−m) =⇒

n→∞
Nd (0,Γ) p.s. (1.1)

(i.e convergence étroite pour presque toutes les trajectoires des mesures empiriques logarithmiques associées à
la suite (

√
n (m̂n −m)) vers la loi gaussienne d-dimensionnelle centrée et de covariance Γ). On en déduit que,

hors d’un ensemble négligeable, l’inégalité suivante a lieu :

lim (Log n)−1
n∑
k=1

(m̂k −m) ∗ (m̂k −m) ≥ Γ

au sens des matrices réelles symétriques semi-définies positives. En fait, on dispose du résultat plus précis :

(Log n)−1
n∑
k=1

(m̂k −m) ∗ (m̂k −m) −→
n→∞

Γ p.s., (1.2)

traduisant la convergence p.s. des moments du second ordre de la mesure empirique logarithmique considérée
en (1.1) et appelé loi forte quadratique des grands nombres (LFQ). D’où l’on déduit les deux variantes
significatives suivantes :

̂̂Γn = (Log n)−1
n∑
k=1

(m̂k − m̂n) ∗ (m̂k − m̂n) −→
n→∞

Γ p.s. (1.3)

tr

{
Γ−1/2 ̂̂ΓnΓ−1/2

}
−→
n→∞

d p.s. (1.4)

Dans la suite, on montrera comment on peut préciser les vitesses de convergence (en loi ou au sens p.s.) pour
de telles propriétés. En particulier, on peut établir grâce au théorème 2.5, que sous l’hypothèse supplémentaire
E
{
‖X1‖2β

}
< ∞ pour un β ∈]1, 2], les deux alternatives gaussiennes suivantes au test classique de Whishart

ont lieu : {√
Log n

[̂̂Γn − Γ
]
,
√
n (m̂n −m)

}
L−→

n→∞
Nd×d (0, 2Σ)⊗Nd (0,Γ) ; (1.5)

{
1

2
√
d

√
Log n

[
tr
{

Γ−1/2 ̂̂ΓnΓ−1/2

}
− d

]
,
√
n (m̂n −m)

}
L−→

n→∞
N (0, 1)⊗Nd (0,Γ) (1.6)

avec Σ = Γ ⊗ Γ+ ⊥ (Vect (Γ) ∗Vect (Γ)) (⊗ dénote le produit tensoriel de mesures ou de matrices ; Vect(A)
désigne le vecteur obtenu en empilant les vecteurs colonnes de la matrice A et ⊥ (Vect (Γ) ∗Vect (Γ)) est la
matrice à blocs dont le bloc d’indices 1 ≤ i, j ≤ d est Γj ∗Γi où Γ1, ...,Γd sont les vecteurs colonnes de Γ).

Sous l’hypothèse d’existence d’un moment d’ordre 4 pour les v.a. (Xi), on peut améliorer les vitesses de
convergence des résultats (1.5) et (1.6) en exploitant la méthode de “moyennisation” suivante (cf. [9]) : on
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choisit deux réels α et γ tels que
1
β
< α < γ ≤ 1 et on pose :

wn = n−
α+γ

2 exp

(
2

n∑
i=1

k−α

)
pour n ≥ 1 et w0 = 1 ; (1.7)

m̃n =

(
n∑
i=1

wi

)−1 n∑
i=1

wiXi.

Autrement dit (m̃n) est l’estimateur des moindres carrés pondérés par le poids (wn) de m ; il minimise le

contraste m 7−→
n∑
i=1

wi ‖Xi −m‖2. Cet estimateur satisfait aux propriétés suivantes :

m̃n −→
n→∞

m p.s. et nα/2 (m̃n −m) L−→
n→∞

Nd (0,Γ) ,

car d’une part le “poids” (wn) vérifie :

n−α

(
n∑
i=1

wi

)2

∼
(

n∑
i=1

w2
i

)
∼ nαw2

n ; (1.8)

et d’autre part la marche aléatoire (Mn) avec :

Mn =
n∑
i=1

wi (Xi −m) =

(
n∑
i=1

wi

)
(m̃n −m)

est telle que : E (Mn
∗Mn) =

(
n∑
i=1

w2
i

)
Γ.

L’estimateur obtenu par “moyennisation” arithmétique de m̃n : mn = n−1

n∑
i=1

m̃i converge en loi avec la

vitesse optimale
√
n :
√
n (mn −m) L−→

n→∞
Nd (0,Γ) .

Les transcriptions des propriétés (1.1–1.4) pour l’estimateur à poids m̃n sont les suivantes :

(1− α)n−(1−α)
n∑
k=1

k−αδ√
kα (emk−m)

=⇒
n→∞

Nd (0,Γ) p.s. ; (1.9)

(1− α)n−(1−α)
n∑
k=1

(m̃k −m) ∗ (m̃k −m) −→
n→∞

Γ p.s. ; (1.10)

Γ̌n = (1− α)n−(1−α)
n∑
k=1

(m̃k −mn) ∗ (m̃k −mn) −→
n→∞

Γ p.s. ; (1.11)

tr
{

Γ−1 Γ̌nΓ−1/2
}
−→
n→∞

d p.s. (1.12)

Celles des propriétés (1.5) et (1.6) sont :
√
n(1−α)

1− α
[
Γ̌n − Γ

]
,
√
n (mn −m)

 L−→
n→∞

Nd×d

(
0,

1
2

Σ
)
⊗Nd (0,Γ) ; (1.13)
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√
n(1−α)

1− α
[
tr
{

Γ−1/2 Γ̌nΓ−1/2
}
− d

]
,
√
n (mn −m)

 L−→
n→∞

N
(
0, σ2

)
⊗Nd (0,Γ) (1.14)

avec σ2 = tr
(
Γ2
)
.

L’exemple suivant présente l’avantage d’illustrer divers cadres considérés dans cet article et justifie la présen-
tation des résultats en trois paragraphes.

Exemple 2. (Modèle autorégressif réel d’ordre p)

Soit (εn) une suite de v.a. réelles, i.i.d. selon une loi centrée, de variance σ2 > 0 et possédant un moment
d’ordre 4 fini :

E (εn) = 0, E
(
ε2
n

)
= σ2 et E

(
ε4
n

)
<∞ ,

appelée bruit blanc.
Un processus autorégressif réel d’ordre p (AR(p) en abrégé), associé au bruit (εn) s’écrit :

Yn = a1Yn−1 + · · ·+ apYn−1 + εn, n ≥ 1 (1.15)

où a1, · · · , ap sont des constantes réelles.
Pour un tel processus, on étudie l’estimation ponctuelle et ensembliste (régions de confiance) des paramètres

∗θ = (a1, ..., ap) et σ2.

Notant : A =


a1 . . . ap−1 ap
1 0 . . . 0
0 . .
.. .. ..

0 . . 0 1 0

 ,
ε̃n = ∗(εn, 0, · · · , 0) et Ỹn le vecteur ∗ (Yn, Yn+1, ..., Yn+p−1) , on vérifie que :

Yn = ∗θ Ỹn−1 + εn , Ỹn = A Ỹn−1 + ε̃n ;
autrement dit (Ỹn) est un processus autorégressif p-dimensionnel d’ordre 1 (ARp(1)).

Le processus AR(p) est dit stable, purement instable ou purement explosif selon que tous les zéros de
son polynôme caractéristique P (z) = 1− a1z − · · · − apzp sont à l’extérieur strict, à l’intérieur strict ou sur le
cercle unité.

Lorsque P n’a pas de zéro de module égal à 1, on dira ici que le processus AR(p) est mixte.
L’estimateur des moindres carrés ordinaires

(
θ̂n
)

ou l’estimateur des moindres carrés pondérés(
θ̃n
)

de θ peuvent-être définis par l’algorithme :

θwn+1 = θwn + wn (Pwn )−1
Ỹn

(
Yn+1 − ∗θwn Ỹn

)
avec :

Pn = Pwn = Ip +
n∑
k=0

wkỸk
∗Ỹk ; θw0 quelconque mais indépendant de (Yn, n ≥ 1) ;

θ̂n = θwn siw ≡ 1; θ̃n = θwn si (wn) est le poids défini par (1.7).
Pour de tels estimateurs, la relation :

Pwn−1 (θwn − θ) =
n∑
k=1

wk−1Ỹk−1 εk, (1.16)
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joue un rôle fondamental dans l’étude asymptotique des erreurs d’estimation (θwn − θ) ou des erreurs de

prédiction
(

Πn = ∗(θwn − θ) Ỹn
)

du fait que Mn =
n∑
k=1

wk−1Ỹk−1 εk est une martingale localement de carré

intégrable au sens précisé ci-dessous en 1.3.
Le comportement asymptotique des erreurs de prédiction est particulièrement utile pour l’étude de l’estimateur

empirique de la covariance du bruit :

σ̂2
n = n−1

n∑
i=1

(
Yi − ∗θ̂i−1Ỹi−1

)2

ou σ̃2
n = n−1

n∑
i=1

(
Yi − ∗θ̃i−1Ỹi−1

)2

. (1.17)

La propriété 1.4 s’étend à un modèle AR(p) stable, purement explosif ou mixte. En effet, on montrera (cf.
Sect. 2.2) que, dans le cas stable, la LFQ sur les erreurs d’estimation

(
θ̃n − θ

)
s’écrit :

(1− α)n−(1−α)
n∑
k=1

∗
(
θ̃k − θ

)
v−2
n Qn

(
θ̃k − θ

)
−→
n→∞

pσ2 p.s. (1.18)

où Qn = Ip +
n∑
k=0

w2
k Ỹk

∗Ỹk, v2
n =

n∑
k=1

w2
k .

Dans le cas purement explosif, la LFQ pour les erreurs d’estimation
(
θ̂n − θ

)
s’écrit :

n−1
n∑
k=1

∗
(
θ̂k − θ

)
Qk−1

(
θ̂k − θ

)
−→
n→∞

pσ2 p.s. (1.19)

où Qn = Ip +
n∑
k=0

Ỹk
∗Ỹk (cf. Sect. 3.2).

Les vitesses de convergence liées à ces deux propriétés seront également précisées.

La différence entre les deux formulations (1.18) et (1.19) de la LFQ s’explique par le fait que l’excitation
(Qn) croit modérément dans le cas stable de l’exemple 2 et de manière exponentielle dans le cas purement
explosif de celui-ci. Plus précisément :

(
V −1
n Qn

∗V −1
n

)
est une suite p.s. convergente avec Vn =

√
nαwnIp et

V −1
n+1Vn −→n→∞ Ip dans le premier cas; et Vn = An dans le second.

Dans le cadre de l’AR(p) mixte, ces deux situations sont simultanément présentes.

1.2. Commentaires bibliographiques

Pour des travaux antérieurs sur la loi forte quadratique des grands nombres LFQ relatifs aux martingales
unidimensionnelles à temps discret ou continu, on pourra consulter [3, 4, 9, 19, 21, 24]... Dans [22], une loi LFQ
a été établie pour des algorithmes stochastiques vectoriels.

Les vitesses de convergence pour les processus empiriques logarithmiques unidimensionnels :

Hn(x) = (Log n)−1
n∑
k=1

1n Sk√
k
≤ x

o où Sn =
n∑
k=1

Xk,

ont été données par Csörgö et Horvath [11] via une approximation forte de la marche (Sn) par une trajectoire
brownienne. Dans cette perspective, des théorèmes limites avec poids ont été dégagés par le premier auteur
dans [7] pour les martingales unidimensionnelles discrètes. Et par le second auteur dans [20] pour les martingales
fonctionnelles additives d’un processus de Markov (à temps discret ou continu) récurrent. Berkes et al. [3]
utilisent également cette approche pour généraliser les résultats de [11] à une loi appartenant au domaine
d’attraction d’une loi stable symétrique d’indice α ∈ ]0, 2[ .
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Les principaux résultats et leurs transcriptions statistiques sont présentés aux paragraphes 2, 3 et 4. Les
preuves des résultats probabilistes sont donnés au paragraphe 5. Les illustrations relatives aux modèles autoré-
gressifs sont clairement liées à ces résultats ; nous en ommettons les preuves par soucis de ne pas reproduire les
mêmes schémas de démonstrations.

1.3. Notations et hypothèses clés

Notations

On note (e1, . . . , ed), ‖.‖ la base canonique et la norme euclidienne de Rd. Pour une matrice réelle carrée A :
∗A, tr(A),DétA sont respectivement la matrice transposée, la trace, le déterminant. Si de plus A est à spectre
réel, λmax(A) désignera sa plus grande valeur propre. La norme de A est définie par ‖A‖2 = λmax(A ∗A). Si

A1 et A2 sont deux matrices carrées, on désigne par Diag (A1, A2) la matrice
[
A1 0
0 A2

]
.

Les résultats porteront sur des suites de v.a. M = (Mn)n∈N définies sur un espace de probabilité (Ω,F,F,P)
muni d’une filtration discrète F = (Fn)n∈N, à valeurs dans Rd, F-adaptées et vérifiant pour tout n, les propriétés
suivantes :

M0 = 0 ; E {∆Mn+1/Fn} = 0 ; E
{
‖∆Mn+1‖2 /Fn

}
<∞ (1.20)

où ∆Mn+1 = Mn+1 −Mn ; n ∈N.

Elles seront appelées des martingales localement de carré intégrable. Évidemment cela ne signifie pas
nécessairement que les v.a. (‖Mn‖) sont intégrables ou de carré intégrable. Pour de telles martingales, on
note [M ] = ([M ]n)n∈N , 〈M〉 = (〈M〉n)n∈N la variation quadratique et la variation quadratique prévisible
définies respectivement par :

[M ]n =
n∑
k=1

(∆Mk) ∗(∆Mk) et [M ]0 = 0,

∆ 〈M〉n+1 = 〈M〉n+1 − 〈M〉n = E {∆Mn+1
∗∆Mn+1/Fn} et 〈M〉0 = 0.

Hypothèses clés

On donne M = (Mn)n∈N une martingale satisfaisant (1.20) et V = (Vn)n∈N∗ une suite de matrices réelles
d × d, non aléatoires, inversibles, satisfaisant aux conditions de croissance régulière ou exponentielle ou
mixte explicitées ci-dessous.

La propriété suivante est sous-jacente aux divers cadres de ce travail :
(TLCG) Zn = V −1

n Mn
L−→

n→∞
Z∞,

la limiteZ∞ étant de la forme : Z∞ =
∑

(η) où η est une v.a. (éventuellement dégénérée) et (
∑

(x)) est un
processus spatial indépendant de η.

La propriété TLCG est en particulier vérifiée lorsque le couple (M,V) satisfait l’hypothèse H-2) ou bien les
hypothèses H-1) et H’-2) suivantes (cf. commentaires ci-dessous).

• Hypothèse H-1) sur le comportement asymptotique de la variation quadratique prévisible de M :
Cn = V −1

n 〈M〉n ∗V −1
n −→

n→∞
C p.s. où C est une matrice aléatoire ou non.

• Hypothèse H-2) sur le comportement asymptotique de la fonction caractéristique conditionnelle des v.a.(
V −1
n ∆Mk

)
:

Il existe une v.a. η sur (Ω,F,P), éventuellement dégénérée, à valeurs dans un espace vectoriel de dimension finie
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X et une probabilité Q sur l’espace C = C
(
X,Rd

)
des fonctions continues de X dansRd, tels qu’en posant pour

u ∈ Rd et x ∈ X :

Φ∞(x, u) =
∫
Rd

exp (i 〈u, ξ〉)π(x, dξ), Φn(u) =
n∏
k=1

E
{

exp
(
i
〈
u, V −1

n ∆Mk

〉)
/Fk−1

}
(
π(x, .) étant la loi image deQ par l’application canonique f 7−→ f(x) de C dans Rd

)
, on ait P-presque-sûrement

pour tout u ∈ D, Ddénombrable et dense dans Rd :
i) Φn(u) −→

n→∞
Φ∞(η, u) , ii) Φ∞(η, u) non nulle.

•Condition de Lindeberg pour la convergence p.s. H’-2) :

∀ δ > 0,
N∑
n=1

E
{∥∥V −1

N ∆Mn

∥∥2
1{‖V −1

N ∆Mn‖>δ}/Fn−1

}
−→
N→∞

0 p.s.

Le fait que les suites
(
V −1
n 〈M〉n ∗V −1

n

)
et
(
V −1
n [M ]n

∗V −1
n

)
soient “proches” d’une certaine manière est

important pour l’obtention d’une partie des résultats. Les deux hypothèses suivantes le traduisent :
• Hypothèse H-3) sur le comportement asymptotique de la variation quadratique de M :

V −1
n (〈M〉n − [M ]n) ∗V −1

n −→
n→∞

0 p.s.

• Hypothèse H’-3) alternative à H-3) :

La série
∑[

Log (Dét Vn+1)2
]−β E{∥∥V −1

n+1∆Mn+1

∥∥2β
/Fn

}
est p.s. convergente pour un réel β ∈ ]1, 2] .

Soit µ∞ = µ∞(ω, .) la probabilité de transition (éventuellement non aléatoire), loi de la v.a. limite Z∞(ω) =∑
(η (ω)) dans le TLCG. La propriété suivante, automatiquement vérifiée sous H-1) et H’-2) (cf. commentaires

ci-dessous) est naturelle :

• Hypothèse H-4) sur le lien entre la covariance de µ∞ et C :

C =
∫
x ∗x dµ∞(x).

Remarques sur les hypothèses clés

1) Sous l’hypothèse H-2) la convergence en loi dans le théorème de la limite centrale généralisé (TLCG)
est stable, ce qui signifie que pour toute v.a. d-dimensionnelle ς sur (Ω,F), le couple (ς, Zn) converge en
loi vers le couple (ς, Z∞). En particulier sous H-1) et H-2) :

(Zn, Cn) L−→
n→∞

(Z∞, C).

2) Les hypothèses H-1) et H’-2) impliquent que H-2) a lieu avec :
Φ∞(u) = E

{
exp(− 1

2
∗uC u)

}
(cf. [6]). Et que l’on a : V −1

n [M ]n
∗V −1
n −→

n→∞
C en probabilité (cf. [16]).

3) Des exemples éclairants ont été proposés dans [6] pour justifier la formulation assez technique de l’hypothèse
H-2). Ces exemples montrent que la loi de la v.a. limite Z∞ dans TLCG n’est pas toujours un mélange
de lois gaussiennes, même si la normalisation (Vn) est à croissance régulière (i.e. vérifiant les conditions
(C) ci-dessous).

2. Résultats relatifs aux martingales à croissance régulière

2.1. Énoncés des théorèmes

Les théorèmes de ce paragraphe s’appliquent à l’exemple 1 et au cas stable de l’exemple 2.

•Conditions de croissance régulière (C) sur la normalisation (Vn)
Il s’agit d’étendre la notion de croissance régulière d’une suite de réels à une normalisation matricielle.
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On dit que la suite de normalisation (Vn) vérifie les conditions (C), si les trois propriétés C-1), C-2), C-3)
suivantes ont lieu où l’on note : Λn = V −1

n+1Vn.
C-1) Vn

∗Vn ≤ Vn+1
∗Vn+1 (au sens des matrices réelles symétriques positives) ;

C-2) si n→∞, an = tr (I − ∗ΛnΛn) tend vers 0, An =
n∑
i=1

ai crôıt vers ∞ ;

C-3) a−1
n (I − Λn ∗Λn) −→

n→∞
S avec S inversible.

Les conditions (C) sont notamment réalisées si :
N La normalisation est scalaire : Vn = vnId où vn = v (n) et v : R+ −→ R+ est une fonction continue,
strictement croissante vers l’infini et vérifiant : vn

vn+1
−→
n→∞

1.Par exemple : v (t) = t
ρ

(Log t)
δ

avec ρ > 0 et
δ ∈ R ou ρ = 0 et δ > 0.

N La normalisation est diagonale : Vn = Diag (vn (1) , · · · , vn (d)) où les (vn (j)) sont des normalisations
scalaires du type précédent satisfaisant en outre la propriété suivante :

∀ 1 ≤ j ≤ d, a−1
n

[
1−

(
vn(j)
vn+1(j)

)2
]
−→
n→∞

s2
j , 0 < sj <∞ (2.1)

où (an) est une suite telle que
∑
n

an =∞. Dans ce cas S = Diag
{
s2

1, · · · , s2
d

}
et

d∑
j=1

s2
j = 1.

NSi les conditions C-1) et C-2) sont vérifiées, alors on a C-3) dès que la propriété suivante est réalisée :
C-3-bis) Λn = I − anU + an∆n ; lim

n→∞
∆n = 0

pour une matrice U telle que S = U + ∗U soit définie positive.

Théorème 2.1. (1ère forme de LFQ). Soit M = (Mn)n≥0 une martingale à valeurs dans Rd, localement
de carré intégrable (au sens de la Sect. 1.3) et (Vn) une normalisation réalisant les conditions de croissance
régulière (C). On suppose que le couple (M,V) satisfait aux hypothèses {H-1), H-2), [H-3) ou H’-3)] et H-4)}.

1) Les propriétés suivantes sont alors vérifiées :
i) loi forte quadratique des grands nombres :(

Log [DétVn]2
)−1 n∑

k=1

[
1−

(
DétVk

DétVk+1

)2
]
V −1
k Mk

∗Mk
∗V −1
k −→

n→∞
C p.s. ;

ii) loi du logarithme :
(

Log [DétVn]2
)−1/2

V −1
n Mn −→

n→∞
0 p.s.

iii) lim
n→∞

(
Log [DétVn]2

)−1 n∑
k=1

∗Mk(Q−1
k −Q−1

k+1)Mk = 1 p.s. sur {DétC > 0},

avec Qn = I + 〈M〉n.
2) Ces propriétés sont en particulier vérifiées en substituant l’hypothèse H’-2) au couple {H-2), H-4)}.
3) Lorsque les matrices (Vn) sont diagonales, les propriétés i), ii) et iii) sont encore vérifiées sous les

hypothèses H-1) et H’-3).

Remarque 1. Sous l’hypothèse H’-3), la propriété ii) améliore le résultat suivant dû à Wei pour les suites
régressives vectorielles (cf. [10, 13,14,26,27]) :

∗MnQ
−1
n Mn = O(Log DétQn) p.s. sur {Log DétQn →∞} ·

Corollaire 2.2. Dans le cadre du théorème 2.1, la loi forte logarithmique :(
Log [DétVN ]2

)−1 N∑
n=1

[
1−

(
DétVn

DétVn+1

)2
]
f(V −1

n Mn) −→
N→∞

∫
f dµ∞
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a lieu hors d’un ensemble négligeable ∆ indépendant de la fonction f : Rd −→ Rd, pourvu que celle-ci soit
µ∞(ω,• )-presque-partout continue pour ω /∈ ∆ et que x 7−→ ‖x‖−2 |f(x)| soit bornée à l’infini.

Pour préciser les vitesses de convergence correspondantes à la LFQ, on supposera dorénavant que la condition
C-3-bis) est réalisée. Alors la propriété cruciale suivante, objet du lemme 5.2 a lieu sous l’hypothèse H-1) :

exp(−AN )
N∑
n=1

[exp(An)− exp(An−1)] a−1
n V −1

n+1

(
〈M〉n+1 - 〈M〉n

) ∗V −1
n+1 −→

N→∞
C̃ p.s. ;

C̃ est la matrice aléatoire ou non définie par :

C̃ = U C+C ∗U; U étant la matrice introduite dans C-3-bis). (2.2)

Théorème 2.3 (TLC de la LFQ). Soit (M,V) un couple comme dans le théorème 2.1 avec une normalisation
V=(Vn) satisfaisant les conditions de croissance régulière C-1), C-2) et C-3-bis).

1) Pour toute matrice R symétrique positive et de taille d :{
A
−1/2
n

n∑
k=0

tr
{

(R − ∗ΛkRΛk)V −1
k (Mk

∗Mk − [M ]k) ∗V −1
k

}
, V −1
n Mn

}
L−→

n→∞
ν∞ ⊗ µ∞

où ν∞ est la loi d’une v.a. de la forme 2
√
tr
{
C̃ RC R

}
G, G étant une v.a. gaussienne centrée, réduite

et indépendante de C.

2) Si la condition C-3-bis) a lieu avec ∆n = O(A−3/2
n ) (n→∞) et si pour un ρ > 1

2 :

A
ρ

n

∣∣tr (V −1
n [M ]n

∗V −1
n

)
− tr (C)

∣∣ = O(1) p.s., (n→∞),
ou bien

A
ρ

nE
{∣∣tr (V −1

n [M ]n
∗V −1
n

)
− tr (C)

∣∣} = O(1), (n→∞),
alors prenant R la solution de l’équation de Lyapounov :

RU + ∗UR = I, (2.3)

le résultat précédent s’écrit :{
1√
An

n∑
k=1

ak
{

tr
(
V −1
k Mk

∗Mk
∗V −1
k

)
− tr (C)

}
, V −1
n Mn

}
L−→

n→∞
ν∞ ⊗ µ∞.

Pour le résultat suivant il convient de renforcer légèrement l’hypothèse H’-3) de la manière suivante :

H”-3) La série
∑[

Log (Dét Vn+1)2
]−β/2 E{∥∥V −1

n+1∆Mn+1

∥∥2β
/Fn

}
est p.s. convergente pour un réel β ∈

]1, 2] .

Théorème 2.4 (LLI de la LFQ). Soit M = (Mn)n≥0 une martingale à valeurs dans Rd, localement de carré
intégrable et (Vn) une normalisation réalisant les conditions C-1), C-2) et C-3-bis) avec ∆n = o(A−1

n ). On
suppose que le couple (M,V) satisfait aux hypothèses {H-1), H-2), H”-3), H-4)} ou bien {H-1), H’-2), H”-3)};
et que l’événement

{
lim
n→∞

A
−1/4
n

∥∥V −1
n Mn

∥∥ =∞
}

est négligeable. On suppose en plus réalisée l’une des trois
hypothèses suivantes :
N la série

∑
n≥0

A
−1/2
n+1

[
E
{∥∥R1/2V −1

n+1 ∆Mn+1

∥∥2
/Fn

}
− an tr {C}

]
est p.s. convergente ;

R étant la matrice définie ci-dessus par (2.3) ;
N A

ρ

n

∣∣tr (V −1
n 〈M〉n ∗V −1

n

)
− tr (C)

∣∣ = O(1) p.s. ;
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ou
N A

ρ

n E
{∣∣tr (V −1

n 〈M〉n ∗V −1
n

)
− tr (C)

∣∣} = O(1), pour un ρ > 1
2 (n→∞).

Alors le résultat de la partie 2) du théorème précédent est encore vrai. On a aussi une loi du logarithme itéré,
à savoir :

lim
n→∞

(2An Log LogAn)−1/2

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

ak

(∥∥V −1
k Mk

∥∥2 − tr {C}
)∣∣∣∣∣ = 2

√
tr
{
C̃RCR

}
p.s.

Théorème 2.5 (TLC et LLI de la LFQ avec normalisation scalaire). Soit M = (Mn)n≥0 une martingale à
valeurs dans Rd, localement de carré intégrable. Et soit v = (vn)n≥0 une normalisation scalaire telle que

vn −→
n→∞

∞ en croissant,
vn
vn+1

−→
n→∞

1.

1) Si M satisfait aux hypothèses {H-1), H-2), [H-3) ou H’-3)], H-4)} avec la normalisation v (ie Vn = vnId),
alors :{(

Log v2
n

)−1/2
n∑
k=0

{
1−

(
vk
vk+1

)2
}
v−2
k (Mk

∗Mk − [M ]k) ,
Mn

vn

}
L−→

n→∞
ν∞ ⊗ µ∞

où, conditionnellement à C=Γ, ν∞ est la loi d’une v.a. Nd×d (0,B) indépendante de C et B = 2 Γ⊗ Γ+
2 ⊥ (Vect (Γ) ∗Vect (Γ)).

2) Supposons que les hypothèses {H-1), H-2), H”-3), H-4)} sont satisfaites par le couple (M,v) et que l’une
des trois hypothèses suivantes est réalisée :
N la série

∑
n≥0

(
Log v2

n+1

)−1/2
v−2
n+1

(
E {∆Mn+1

∗∆Mn+1/Fn} −
(
v2
n+1 − v2

n

)
C
)

est p.s. convergente ;
N Cn = v−2

n 〈M〉n = C +O
((

Log v2
n

)−ρ) p.s. ;
ou
N E (‖Cn − C‖) = O

((
Log v2

n

)−ρ)
, pour un ρ > 1

2 .

a) Le résultat précédent est encore vrai en y remplaçant la suite
(
v−2
n [M ]n

)
par la matrice C.

b) Si l’événement ∆ =
{

lim
n→∞

(Log v2
n)−1/4v−1

n ‖Mn‖ =∞
}

est négligeable, alors pour tous vecteurs x, y

de la base cannonique de Rd, on a :

lim
n→∞

(
2 Log v2

n Log Log Log v2
n

)−1/2

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

{
1−

(
vk
vk+1

)2
}[
〈x,Mk〉 〈y,Mk〉

v2
k

− ∗xC y

]∣∣∣∣∣
=
√

2 (∗xC x) 2 + 2 ∗xC x ∗yC y p.s.
c) Les propriétés données en a) et b) sont également vraies en rempaçant le couple d’hypothèses {H-2),

H-4)} par H’-2). Elles ont aussi lieu sous l’hypothèse H-1) et la suivante :∑
n≥0

E
{∥∥v−1

n+1∆Mn+1

∥∥2β
/Fn

}
<∞ p.s. pour un réel β ∈ ]1, 2] .

Et dans ce cas ∆ est négligeable.

2.2. Application à un AR(p) stable

Dans le cadre de l’exemple 2, on peut énoncer les résultats suivants comme application des théorèmes du
paragraphe 2.1. Ces résultats sont des cas particuliers de ceux établis dans [9] pour un modèle de régression
stable ; ils ne seront donc pas prouvés ici.

Proposition 2.6. Soit Yn+1 = a1Yn + ... + apYn−p+1 + εn+1 = ∗θỸn + εn+1 un processus AR(p) (comme
dans l’exemple 2) associé à un bruit blanc (εn) ayant un moment d’ordre 4 fini et dont l’état initial Ỹ0 est tel
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que E
(∥∥∥Ỹ0

∥∥∥4
)
<∞. On note θ̃n l’estimateur des moindres carrés pondérés de θ, correspondant au poids wn

défini par (1.7) ; et σ̃2
n la variance empirique du bruit qui lui est associée.

Dans le cas stable, les estimateurs θ̃n, θn = n−1

n∑
k=1

θ̃k et σ̃2
n vérifient les propriétés suivantes :

i) Consistance forte de θ̃n, θn et σ̃2
n :∥∥∥θ̃n − θ∥∥∥ = O

(√
LogLog n

nα

)
,
∥∥θn − θ∥∥ = O

(√
LogLog n

n

)
et ∥∥σ̃2

n − σ2
∥∥ = o

(
n−(1−α)/2

)
p.s.

(α étant le paramètre introduit dans la définition du poids wn).
ii) Normalité asymptotique de θ̃n et de θn :

√
nα
(
θ̃n − θ

)
L−→

n→∞
Np

(
0, T−1

)
,
√
n
(
θn − θ

) L−→
n→∞

Np

(
0, T−1

)
où T est la matrice définie par T =

∞∑
k=1

Ak e1
∗e1
∗Ak = σ−2 lim

n→∞
n−1

n∑
k=1

Ỹk
∗Ỹk p.s.

iii) Lois fortes quadratiques sur les erreurs d’estimation de θ :

(1− α)n−(1−α)

n∑
k=1

(
θ̃k − θ

)
T ∗

(
θ̃k − θ

)
−→
n→∞

Ip p.s.

(1− α)n−(1−α)

n∑
k=1

∗
(
θ̃k − θ

) (
v−2
n Qn

) (
θ̃k − θ

)
−→
n→∞

pσ2 p.s.

où Qn = Ip +
n∑
k=0

wkỸk
∗Ỹk et vn =

n∑
k=1

w2
k. En conséquence, posant :

σ̌2
n = 1−α

p n−(1−α)

n∑
k=1

∗
(
θ̃k − θn

) (
v−2
n Qn

) (
θ̃k − θn

)
on a :

σ̌2
n −→

n→∞
σ2 p.s.

iv) Loi forte quadratique sur les erreurs de prédiction :(
1−α

2

)
n−(1−α)

n∑
k=1

Π2
k −→n→∞ pσ2 p.s.

avec Πn = ∗
(
θ̃n − θ

)
Ỹn.

v) Normalité asymptotique du couple
(
σ̌2
n, θn

)
:{√

p
1−αn

(1−α)
(
σ−2 σ̌2

n − 1
)
,
√
n
(
θn − θ

)} L−→
n→∞

N (0, 1)⊗Np

(
0, T−1

)
.

vi) Vitesse de convergence presque-sûre de σ̌2
n :

lim
n→∞

√
p

2(1−α)
n(1−α)

LogLog n

∣∣σ−2 σ̌2
n − 1

∣∣ = 1 p.s.

3. Résultats relatifs aux martingales à croissance exponentielle

3.1. Énoncés des théorèmes

Les résultats de ce paragraphe s’appliquent aux processus ARd(p) purement explosifs et aux processus de
branchement multitype (cf. [21]).
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•Conditions de croissance exponentielle (C′) sur la normalisation (Vn) :

La notion de croissance exponentielle s’étend de la manière suivante à une normalisation matricielle.

On dit que la suite de normalisation (Vn) vérifie les conditions (C’), si les trois propriétés C-1), C’-2), C’-3)
suivantes ont lieu :
C’-2) Λn −→

n→∞
Λ∞ ;

C’-3) λmax(Λ∞ ∗Λ∞) < 1.

La condition C-1) a été introduite en 2.1.
Les conditions (C’) sont en particulier vérifiées lorsque :
N Vn = ρnP avec ρ > 1 et P matrice régulière donnée (cas du processus de branchement multitype).
N Vn = An où A est une matrice dont les valeurs propres sont de modules strictement supérieurs à 1 (cas

de l’AR(p) purement explosif de l’exemple 2).

Théorème 3.1. (2e forme de LFQ). Soit M = (Mn)n≥0 une martingale à valeurs dans Rd, localement de carré
intégrable et (Vn) une normalisation satisfaisant aux conditions de croissance exponentielle (C’). On suppose
que le couple (M,V) satisfait aux hypothèses {H-1), H-2), H’-3) et H-4))}. Alors on a les deux propriétés :

1
N

N∑
n=1

V −1
n Mn

∗Mn
∗V −1
n −→

N→∞
C p.s.

et

1
N

N∑
n=1

∗Mn(Q−1
n −Q−1

n+1)Mn −→
N→∞

tr
(
I − C−1/2Λ∞C ∗Λ∞C−1/2

)
p.s.

sur {DétC > 0}, avec Qn = I + 〈M〉n.
En particulier, la première propriété implique que :

max
1≤n≤N

∥∥V −1
n Mn

∥∥ = o
(√

N
)

p.s.

Remarque 2. On peut énoncer un corollaire analogue au corollaire 2.2 (i.e. une loi forte logarithmique).

Théorème 3.2 (1ère forme du TLC de la LFQ). Dans le cadre du théorème précédent, notant :

Dk = V −1
k (Mk

∗Mk − [M ]k) ∗V −1
k ,

on a aussi les résultats suivants :

1)

{
1√
n

n∑
k=0

(Dk − ΛkDk
∗Λk) , V −1

n Mn

}
L−→

n→∞

{∑′(C) + ∗∑′(C),
∑

(η)
}

où
∑′(Y ) est une v.a. gaussienne matricielle qu’on peut choisir indépendante du triplet

{
η, C,

(∑
(x);x ∈

X
)}

et dont la matrice de covariance est (Y − Λ∞ Y ∗Λ∞)⊗Λ∞ Y ∗Λ∞ (Y étant une matrice symétrique
positive).

2) Pour toute matrice R’ symétrique, positive et de taille d, éventuellement aléatoire en tant que fonction
mesurable du couple (η, C) :{

1√
n

n∑
k=0

tr
{

(R ′ − ∗ΛkR ′ Λk)V −1
k (Mk

∗Mk − [M ]k) ∗V −1
k

}
, V −1
n Mn

}
L−→

n→∞

{
σ(C)G,

∑
(η)
}

où G est une v.a. gaussienne standard, indépendante du triplet {η, C, (
∑

(x);x ∈ X)} et σ2(C) = σ2(C,R′)
= 4 tr {R′ (C − ∗Λ∞CΛ∞)R′ Λ∞C ∗Λ∞} .
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3) Si de plus, la suite
(
n3/2 ‖Λn − Λ∞‖

)
est bornée, alors pour R′ =

∞∑
k=0

∗Λk∞ Λk∞ le résultat ci-dessus s’écrit :

{
1√
n

n∑
k=0

tr
{
V −1
k (Mk

∗Mk − [M ]k) ∗V −1
k

}
, V −1
n Mn

}
L−→

n→∞
{σ(C).G ,

∑
(η)} ·

Peut on substituer la suite
(
V −1
n 〈M〉n ∗V −1

n

)
à la suite

(
V −1
n [M ]n

∗V −1
n

)
dans l’énoncé précédent ? L’étude

de quelques exemples, notamment les processus de branchement multitype et les processus autorégressifs pure-
ment explosifs, montre que la méthodologie adoptée au paragraphe 2 ne s’applique pas ici. Le résultat suivant
répond à la question posée. Il s’appuie sur les hypothèses supplémentaires suivantes :

H-5) : Les v.a. Xn = V −1
n ∆Mn vérifient : ‖Xn ‖ = o

(
n1/δ

)
p.s. avec δ ≤ 4.

H-6) : Les deux propriétés suivantes (où l’on note {ei}1≤i≤d la base canonique de Rd) ont lieu :

i) Ln (i, j) =
1
n

n∑
k=0

E {(Xk+1
∗Xk+1 − E [Xk+1

∗Xk+1/Fk])ei ∗ej(Xk+1
∗Xk+1 − E [Xk+1

∗Xk+1/Fk]) /Fk}

−→
n→∞

L (i, j) p.s., ∀ 1 ≤ i, j ≤ d;

ii) Jn (i, j) =
1
n

n∑
k=0

(
V −1
k+1Mk

)
E { 〈Xk+1, ei〉 〈Xk+1, ej〉 ∗Xk+1/Fk} −→

n→∞
J (i, j) p.s. ;

L(i,j) et J (i,j) sont des v.a. matricielles.

Théorème 3.3. (2e forme du TLC de la LFQ). On se place dans le cadre du théorème 3.1 en ajoutant les
hypothèses H-5) et H-6).

1) Posant D̃k = V −1
k (Mk

∗Mk − 〈M〉k) ∗V −1
k , on a :{

1√
n

n∑
k=0

(
D̃k − Λk D̃k

∗Λk
)
, V −1
n Mn

}
L−→

n→∞

{
Σ′(C) + ∗Σ′(C) + Σ

′′
(C), Σ(η)

}
où, conditionnellement à C = Y,

( ∑′(Y )∑′′(Y )

)
est une v.a. gaussienne matricielle qu’on peut choisir

indépendante du triplet {η, C, (
∑

(x);x ∈ X)} et dont la structure de covariance 4 (Y ) est donnée par la
formule (3.2) ci-dessous.

2) Pour toute matrice R’ symétrique positive et de taille d, éventuellement aléatoire en tant que fonction
mesurable du couple (η, C) :

{
1√
n

n∑
k=0

tr
{

(R ′ − ∗ΛkR ′ Λk)V −1
k (Mk

∗Mk − 〈M〉k) ∗V −1
k

}
, V −1
n Mn

}
L−→

n→∞

{
σ̃(C)G,

∑
(η)
}

où G est une v.a. gaussienne standard, indépendante du triplet {η, C, (
∑

(x);x ∈ X)} et

σ̃2(C) = σ̃2(C,R′) = ∗
(

2Vect (R′)
Vect (R′)

)
4 (C)

(
2Vect (R′)
Vect (R′)

)
(3.1)

= 4tr {R′ (C − Λ∞C ∗Λ∞)R′C}+
d∑
i=1

d∑
j=1

∗ei(R′)1/2 (L(i, j) + 4J (i, j)) (R′)1/2ej .
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3) Si de plus la suite (n (Λn − Λ∞)) est bornée, le résultat ci-dessus s’écrit sous la forme suivante que l’on

obtient en prenant R′ =
∞∑
k=0

∗Λk∞Λk∞ :{
1√
n

n∑
k=0

tr
{
V −1
k (Mk

∗Mk − 〈M〉k) ∗V −1
k

}
, V −1
n Mn

}
L−→

n→∞
{σ̃(C)G,

∑
(η)} .

La matrice de covariance 4 (Y ) est donnée par les formules suivantes :
cov

(
Vect

∑′(Y ),Vect
∑′(Y )

)
= (Y − Λ∞ Y ∗Λ∞)⊗ Λ∞ Y ∗Λ∞;

cov
(

Vect
∑′(Y ),Vect

∑′′
(Y )
)

= J ;

cov
(

Vect
∑′′

(Y ),Vect
∑′′

(Y )
)

= L .
(3.2)

Théorème 3.4. (LLI de la LFQ). On se place dans le cadre du théorème 3.3 en supposant que la suite
(n (Λn − Λ∞)) est bornée et en renforçant l’hypothèse H-1) de la manière suivante :
N V −1

n 〈M〉n ∗V −1
n = C +O (n−ρ) p.s. pour un ρ > 1 ; et C est p.s. inversible.

1) La version suivante du résultat 3) du théorème 3.3 a lieu :{
1√
n

n∑
k=1

( ∗MkQ
−1
k Mk − d

)
, V −1
n Mn

}
L−→

n→∞
{σ̃(C)G,

∑
(η)} ,

à condition de prendre R′ =
∞∑
k=0

∗Λk∞C−1 Λk∞ dans l’expression de σ̃(C) = σ̃(C,R′) défini par (3.1) et de

poser Qn = I + 〈M〉n .
2) On a aussi une loi du logarithme itéré :

lim
n→∞

(2nLog Logn)−1/2

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

( ∗MkQ
−1
k Mk − d

)∣∣∣∣∣ = σ̃(C) p.s.,

à condition de substituer à l’hypothèse H’-3) la suivante :

H”’-3)
∑
k≥1

k−β E
{∥∥V −1

k+1∆Mk+1

∥∥4
/Fk

}
<∞ p.s. pour un β ∈]1, 2].

3.2. Application à un AR(p) purement explosif

Dans le cadre de l’exemple 2, on peut énoncer les résultats suivants comme application du théorème 3.4.

Proposition 3.5. Soit Yn+1 = a1Yn + ...+ apYn−p+1 + εn+1 = ∗θỸn + εn+1 un processus AR(p) satisfaisant
aux hypothèses de la proposition 2.6. On suppose aussi que la fonction caractéristique commune des v.a. (εn)
a au plus un nombre dénombrable de zéros. Alors, dans le cas purement explosif, l’estimateur θ̂n des moindres
carrés ordinaires de θ vérifie les propriétés suivantes.

i) Consistance forte de θ̂n :

∗An
(
θ̂n − θ

)
= o

(
n1/4

)
p.s. (n→∞) .

ii) Convergence en loi de θ̂n :

∗An
(
θ̂n − θ

)
L−→

n→∞
C−1Σ (η)
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où : η = Ỹ0 +
∞∑
k=1

εkA
−k e1 = lim

n→∞
A−nỸn p.s. ; C est la matrice aléatoire p.s. inversible, définie par :

C =
∞∑
k=1

A−k η ∗η ∗A−k = lim
n→∞

A−nQn−1
∗A−n p.s. ; et Σ (x) =

∞∑
k=1

ε′kA
−kx pour une suite de v.a.

(ε′k; k ≥ 1) i.i.d. selon la loi du bruit et indépendante de celui-ci.
iii) Lois fortes quadratiques sur les erreurs d’estimation de θ :

n−1
n∑
k=1

∗Ak
(
θ̂k − θ

)
∗
(
θ̂k − θ

)
∗Ak −→

n→∞
σ2C−1 p.s.

En conséquence :

n−1Tn = n−1
n∑
k=1

∗
(
θ̂k − θ

)
Qk−1

(
θ̂k − θ

)
−→
n→∞

pσ2 p.s.,

et

∨
σ

2

n= (np)−1
n∑
k=1

∗
(
θ̂k − θ̂n

)
Qk−1

(
θ̂k − θ̂n

)
−→
n→∞

σ2 p.s.

iv) Loi forte quadratique sur les erreurs de prédiction :

n−1
n∑
k=1

Π2
k −→n→∞ σ2∗η C−1 η p.s.

v) Normalité asymptotique de Tn et
∨
σ

2

n :{
1√
n

{
Tn − npσ2

}
, ∗An

(
θ̂n − θ

)}
L−→

n→∞
{τ G,Σ (η)} ;

{
p
√
n

{
∨
σ

2

n −σ2

}
, ∗An

(
θ̂n − θ

)}
L−→

n→∞
{τ G,Σ (η)}

où G est une v.a. gaussienne standard, indépendante du couple {η, (Σ(x);x ∈ Rp)} et τ2 est la v.a. définie
par :

τ2 = 4σ4tr
{
R′
(
C −A−1C ∗A−1

)
R′C

}
+ Var(ε2

1)tr
{[
R′
(
C −A−1C ∗A−1

)
R′C

]2}

avec R′ =
∞∑
k=0

A−kC−1 ∗A−k.

vi) Vitesse de convergence p.s. de n−1Tn et
∨
σ

2

n :

lim
√

n

2LogLogn

∣∣n−1Tn − pσ2
∣∣ = τ, lim

√
n

2LogLogn

∣∣∣∣∨σ2

n −σ2

∣∣∣∣ =
τ

p
p.s.

Remarque. Dans le cadre de la proposition 3.5, σ̂2
n

(
1− ∗ỸnQ−1

n Ỹn
)

est un estimateur fortement consistant

de σ2 (cf. [14, 25]).
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4. Résultats relatifs aux martingales à croissance mixte

4.1. Énoncés des résultats

Les résultats de ce paragraphe sont particulièrement adaptés à l’ARd(p) mixte.
Dans l’énoncé suivant, on envisage une normalisation (Vn) de la forme :

Vn = Diag (Vn (1) , Vn (2)) (4.1)

avec des matrices (Vn (2)) de taille d2 × d2, satisfaisant aux conditions de croissance exponentielle (C’) et des
matrices (Vn (1)) de taille d1 × d1, satisfaisant aux conditions de croissance régulière (C). Plus précisément, on
suppose que les suites de réels :

an(1) = tr (I − ∗Λn(1) Λn(1)) et AN (1) =
N∑
n=1

an (1) où Λn(1) = V −1
n+1(1)Vn(1)

vérifient :

n

(
1− an+1(1)

an(1)

)
−→
n→∞

α,
n an(1)
An(1)

−→
n→∞

1− α (n→∞) pour un α ∈ ]0, 1] (4.2)

Théorème 4.1. (3e forme de LFQ). Soit M = (Mn (1) ,Mn (2))n≥0 une martingale à valeurs dans Rd1×
Rd2 , localement de carré intégrable. Et soit V = (Vn) une normalisation satisfaisant aux conditions (4.1)
et (4.2). On suppose que le couple (M,V ) vérifie les hypothèses {H-1), H-2) et H-4)} et que les couples
(M(j), V (j)) , j = 1, 2, vérifient l’hypothèse H’-3). Alors on a :

A−1
N (1)

N∑
n=1

an(1)V −1
n Mn

∗Mn
∗V −1
n −→

n→∞
C p.s.

et

1
N

N∑
n=1

∗Mn

(
Q−1
n −Q−1

n+1

)
Mn −→

n→∞
tr
(
I − C(2)−1/2Λ∞ (2)C(2) ∗Λ∞ (2)C(2)−1/2

)
p.s.

sur {Dét C > 0} où l’on note :

Λ∞ (2) = lim
n→∞

V −1
n+1 (2)Vn (2) , C(2) = lim

n→∞
V −1
n (2) 〈M〉n (2) ∗Vn (2) etQn = I + 〈M〉n .

Dans le second résultat de ce paragraphe, on précise les vitesses de convergence p.s. et en loi de la LFQ du
théorème 4.1. Pour cela, on suppose d’une part que la normalisation mixte (Vn) vérifie les conditions (4.3) et
(4.4) ; et que d’autre part le couple (M,V ) vérifie les hypothèses (4.5–4.7).

(4.3) La normalisation à croissance régulière (Vn (1)) est scalaire : Vn (1) = vnId1 où (vn) est une suite de réels
positifs croissant vers l’infini et telle que :

1−
(

vn
vn+1

)2

= s2n−α + o
(
n−(1+α)

)
(n→∞)

pour un s > 0 et un α ∈
[

3
4
, 1
[
.

(4.4) La normalisation à croissance exponentielle (Vn (2)) est telle que :
‖Λn (2)− Λ∞ (2)‖ = O

(
n−α/2

)
(n→∞) .
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(4.5) Le couple (M,V ) vérifie la variante suivante de l’hypothèse H-1) :

N v−2
n 〈M(1)〉n = C(1) +O

((
Log v2

n

)−ρ1
)

p.s., ρ1 >
1
2 et C(1) est non aléatoire et inversible.

N V −1
n (2) 〈M(2)〉n ∗V −1

n (2) = C(2) +O (n−ρ2) p.s., ρ2 > 1 et C(2) est p.s. inversible.
(4.6) Le couple {(Mn(1)) , (vn)} est tel que :∑

n≥0

E
{∥∥v−1

n+1∆Mn+1(1)
∥∥2β

/Fn

}
<∞ p.s.

pour un β ∈ ]1, 2] .
(4.7) Le couple {(Mn(2)) , (Vn(2))} vérifie les hypothèses {H-2), H-6)} et l’hypothèse H-5) avec δ =(
α− 1

2

)−1 ≤ 4.

Théorème 4.2. (TLC et LIL de la LFQ). Soit (M,V) un couple comme dans le théorème 4.1, vérifiant les
hypothèses (4.3–4.7). Alors on a les résultats suivants :

1) V −1
n Qn

∗V −1
n = C + o

(
n−(1−α)/2

)
p.s. avec C = Diag{C(1), C(2)} .

2)

{√
1− α
n1−α

n∑
k=1

k−α
( ∗MkQ

−1
k Mk − d

)
, v−1
n Mn(1), V −1

n (2)Mn(2)

}
L−→

n→∞

{
2
√
d1

s2
G,C1/2(1)N, Σ2(η)

}
où (G,N) est un couple de v.a. gaussiennes de loi N(0, 1) ⊗ Nd1(0, Id1) et indépendant du triplet
{η, C(2), (Σ2 (x) ;x ∈ X)}.

3) lim
n→∞

(
2

1−α n
1−αLog Logn

)−1/2
∣∣∣∣∣
n∑
k=1

k−α
( ∗MkQ

−1
k Mk − d

)∣∣∣∣∣ =
2
√
d1

s2
p.s.

4.2. Application à l’AR(p) mixte

En guise d’application des deux théorèmes précédents, on peut énoncer la proposition suivante qui complète
les deux propositions 2.6 et 3.5.

Proposition 4.3. Soit Yn+1 = a1Yn + ... + apYn−p+1 + εn+1 = ∗θỸn + εn+1 un processus AR(p) dont le
bruit (εn) et l’état initial Ỹ0 vérifient les propriétés de la proposition 3.5. On désigne par θ̃n l’estimateur des

moindres carrés pondérés de θ, correspondant au poids wn = n−(α+γ)/2 exp

{
2

n∑
k=1

k−α

}
avec α ∈ [3

4 , 1[ et

α < γ ≤ 1 et par θn son moyennisé : θn = n−1

n∑
k=1

θ̃k.

Dans le cas mixte, θ̃n et θn vérifient les propriétés suivantes où G =
(
G(1)
G(2)

)
p1 × p
p2 × p

est une matrice

réelle, régulière, telle que la matrice compagne A de l’AR(p) (Yn) admette la décomposition : G A G−1 =
Diag{A(1), A(2)} ; A(1) [resp. A(2)] étant une matrice p1 × p1 [resp. p2 × p2] dont le spectre est à l’intérieur
[resp. à l’extérieur ] strict du cercle unité.

i) Consistance forte de θ̃n et θn :∥∥∥θ̃n − θ∥∥∥ = O

(√
LogLog n

nα

)
et
∥∥θn − θ∥∥ = O

(√
LogLog n

n

)
p.s.

ii) Convergence en loi de θ̃n :

Gn
(
θ̃n − θ

)
L−→

n→∞
Np1

(
0, T (1)−1

)
⊗ ν

où :

Gn = Diag
{
nα/2Ip1 , ∗A(2)n

}
∗G−1; T (1) =

∞∑
k=1

A(1)k f1
∗f1
∗A(1)k avec ∗f1 = (1, 0, ..., 0)1× p1

;
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ν est la loi de la v.a. produit T(2)−1 Σ2 (η) avec η = G(2)Ỹ0 +
∞∑
k=1

εk A(2)−kg1,

∗g1 = (1, 0, ..., 0)1× p2
, T (2) =

∞∑
k=1

A(2)−kη ∗η ∗A(2)−k, Σ2 (η) =
∞∑
k=1

ε′k A(2)−kη , (ε′n) étant un bruit

blanc identique à (εn) et indépendant de lui.
iii) Théorème de la limite centrale presque-sûre :

(1− α)n−(1−α)

n∑
k=1

k−αδGk( eθk−θ) L=⇒
n→∞

Np1

(
0, T (1)−1

)
⊗ ν.

iv) Loi forte quadratique sur les erreurs d’estimation de θ :

(1− α)n−(1−α)Tn = 2 (1− α)n−(1−α)
n∑
k=1

k−αw−1
k
∗
(
θ̃k − θ

)
Pk−1

(
θ̃k − θ

)
−→
n→∞

(p+ p2) σ2 p.s.

avec Pn = Ip +
n∑
k=0

wk Ỹk
∗Ỹk. En conséquence :

Sn = 2 (1− α)n−(1−α)
n∑
k=1

k−αw−1
k
∗
(
θ̃k − θn

)
Pk−1

(
θ̃k − θn

)
−→
n→∞

(p+ p2)σ2 p.s.

v) Normalité asymptotique de Tn et Sn :{√
1− α
n1−α

{
Tn −

n1−α

1− α (p+ p2)σ2

}
,Gn

(
θ̃n − θ

)}
L−→

n→∞
N
(
0, p1σ

4
)
⊗Np1

(
0, T (1)−1

)
⊗ ν ;

{√
n1−α

1− α
{
Sn − (p+ p2)σ2

}
,Gn

(
θ̃n − θ

)}
L−→

n→∞
N
(
0, p1σ

4
)
⊗Np1

(
0, T (1)−1

)
⊗ ν.

vi) Vitesse de convergence presque-sûre de Tn et Sn :

lim
n→∞

(
2
n1−α

1− αLogLog n
)−1/2 ∣∣∣∣Tn − n1−α

1− α (p+ p2)σ2

∣∣∣∣
= lim
n→∞

(
n1−α

2 (1− α) LogLog n

)1/2 ∣∣Sn − (p+ p2)σ2
∣∣ =
√
p1σ

2 p.s.

5. Démonstrations des principaux résultats

5.1. Preuves des théorèmes 2.1, 3.1, 4.1 et du corollaire 2.2

Les démonstrations des LFQ énoncés aux paragraphes 2, 3 et 4 sont semblables. C’est pour cette raison
qu’elles sont groupées dans cette partie.

Posant : Xn = V −1
n ∆Mn, la relation : Zn+1 = ΛnZn +Xn+1 , où Λn = V −1

n+1Vn, implique que

‖Zn+1‖2 = ‖ΛnZn‖2 + ‖Xn+1‖2 + 2 〈ΛnZn, Xn+1〉 ;
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d’où l’on déduit l’égalité suivante :

‖Zn‖2 +
n−1∑
k=0

∗Zk (I − ∗ΛkΛk)Zk =
n∑
k=1

‖Xk‖2 + 2
n−1∑
k=0

〈ΛkZk, Xk+1〉 · (5.1)

De même, on établit l’égalité :

∗Mn Q
−1
n Mn +

n−1∑
k=0

∗Mk

(
Q−1
k −Q−1

k+1

)
Mk =

n∑
k=1

∗∆Mk Q
−1
k ∆Mk + 2

n−1∑
k=0

〈
Q
−1/2
k+1 Mk, Q

−1/2
k+1 ∆Mk+1

〉
(5.1-bis)

en notant Qn = I + 〈M〉n .
Le comportement asymptotique presque-sûr du membre de gauche de (5.1) ainsi que celui de (5.1-bis) sont

déterminants pour l’obtention des lois LFQ.

1) Comportement asymptotique des suites

(
n∑
k=1

‖Xk‖2
)
,

(
n∑
k=1

∥∥∥Q−1/2
k ∆Mk

∥∥∥2
)
.

1-a) Si la martingale M satisfait aux deux hypothèses H-1) et H-3) ou bien aux deux hypothèses H-1) et H’-3)
avec une normalisation (Vn) vérifiant les conditions de croissance régulière (C), alors on a les deux propriétés :

(
Log [DétVn]2

)−1 n∑
k=1

‖Xk‖2 −→
n→∞

tr
{
S1/2C S1/2

}
p.s. (5.2)

et

(Log DétQn)−1
n∑
k=1

∥∥∥Q−1/2
k ∆Mk

∥∥∥2

−→
n→∞

1 p.s. sur {DétC > 0} · (5.3)

1-b) Si la martingale M satisfait aux deux hypothèses H-1) et H’-3) avec une normalisation (Vn) vérifiant les
conditions de croissance exponentielle (C’), alors on a les deux propriétés :

1
n

n∑
k=1

‖Xk‖2 −→
n→∞

tr {(I − ∗Λ∞Λ∞)C} p.s. (5.4)

et

1
n

n∑
k=1

∥∥∥Q−1/2
k ∆Mk

∥∥∥2

−→
n→∞

tr
(
I − C−1/2 Λ∞C ∗Λ∞C−1/2

)
p.s. sur {DétC > 0} · (5.5)

Preuve des assertions 1-a) et 1-b). Supposons d’abord que la martingale M satisfait aux deux hypothèses H-1)
et H’-3). On a :

E
{
‖Xk+1‖2 /Fk

}
= tr

{
V −1
k+1

(
〈M〉k+1 − 〈M〉k

) ∗V −1
k+1

}
= tr(Ck+1)− tr(Ck)+ tr{Ck (I − ∗ΛkΛk)} ;

E
{∥∥∥Q−1/2

k+1 ∆Mk+1

∥∥∥2

/Fk

}
= tr

{
Q
−1/2
k+1 (Qk+1 −Qk)Q−1/2

k+1

}
= fk.
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Donc les propriétés :

(
Log [DétVn]2

)−1 n∑
k=1

E
{
‖Xk‖2 /Fk−1

}
−→
n→∞

tr
{
S1/2C S1/2

}
p.s., (5.6)

1
n

n∑
k=1

E
{
‖Xk‖2 /Fk−1

}
−→
n→∞

tr {(I − ∗Λ∞Λ∞)C} p.s. (5.7)

sont immédiates si H-1) est vérifiée avec une normalisation (Vn) satisfaisant aux conditions (C) ou (C’). Le
théorème de Chow permet alors de voir, que sous l’hypothèse H’-3), (5.6) [resp (5.7)] implique (5.2) [resp (5.4)].

De même, on montre la propriété (5.3) ou (5.5), car sur {DétC > 0}, on a :
fn ≈Log DétQn+1−Log DétQn (n→∞)

ou
fn −→

n→∞
tr
(
I − C−1/2 Λ∞C ∗Λ∞C−1/2

)
= f∞

selon que la normalisation (Vn) vérifie (C) ou bien (C’). La seconde propriété est immédiate, tandis que la
première résulte d’une application du lemme suivant à la suite

(
Q

1/2
n

)
au lieu de (Vn) .

Lemme 5.1. Soit (bn) la suite définie : bn = Log
(

DétVn+1

DétVn

)2

. Sous les conditions C-1) et C-2), on a les

propriétés suivantes.

i) tr(I − Λn ∗Λn) = an ≤ bn ; ii) a−1
n bn −→

n→∞
1 ;

en conséquence :

a−1
n

[
1−

(
DétVn

DétVn+1

)2
]
−→
n→∞

1 et
[
Log (DétVN )2

]−1 N∑
n=1

an −→
N→∞

1.

Preuve du lemme 5.1. Soient λn(1), · · · , λn(d) les valeurs propres de la matrice Λn ∗Λn. On a :

an =
d∑
j=1

(1− λn(j)) ≤ −
d∑
j=1

Logλn(j) = −Log
d∏
j=1

λn(j) ;

donc : an ≤ −Log(Dét Λn)2 = Log
(

DétVn+1

DétVn

)2

= bn.

La propriété i) est établie. Par ailleurs, la condition C-2) implique que : ∀ 1 ≤ j ≤ d, λn(j) −→
n→∞

1 et alors :

− [1− λn(j)]−1Logλn(j) −→
n→∞

1, pour tout 1 ≤ j ≤ d.
Compte tenu de ce qui précède, on déduit que : a−1

n bn −→
n→∞

1.

Vu que :

[
1−

(
DétVn

DétVn+1

)2
]−1

bn −→
n→∞

1, on a les deux dernières propriétés annoncées en ii).

Il reste à établir les propriétés (5.2) et (5.3) lorsque H-1) et H-3) sont satisfaites et la normalisation (Vn)
vérifie (C). La validité de (5.2) sous ces hypothèses résulte du lemme 5.1 et de la relation :

‖Xk+1‖2 = tr
{
V −1
k+1∆Mk+1

∗∆Mk+1
∗Vk+1

}
= tr

(
V −1
k+1 [M ]k+1

∗V −1
k+1

)
− tr

(
V −1
k [M ]k

∗V −1
k

)
+ tr

{
V −1
k [M ]k

∗V −1
k (I − ∗ΛkΛk)

}
·
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La propriété (5.3) est une conséquence de (5.2), car sur {DétC > 0} :∥∥∥Q−1/2
k+1 ∆Mk+1

∥∥∥2

= ∗Xk+1
∗Vk+1Q

−1
k+1Vk+1Xk+1 = ∗Xk+1 C

−1Xk+1 + o(‖Xk+1‖2)

et on a :

∗Xk+1 C
−1Xk+1 = tr

{
C−1V −1

k+1 [M ]k+1
∗V −1
k+1

}
− tr

{
C−1V −1

k [M ]k
∗V −1
k

}
+ tr

{
C−1/2V −1

k [M ]k
∗V −1
k C−1/2

(
I − C1/2 ∗ΛkC−1ΛkC1/2

)}
;

donc :
n∑
k=1

∥∥∥Q−1/2
k ∆Mk

∥∥∥2

=
n−1∑
k=0

a′k + o

(
n−1∑
k=0

a′k

)
+ o

(
Log (Dét Vn)2

)
+ tr

{
C−1V −1

n+1 [M ]n+1
∗V −1
n+1

}
avec :

a′k = tr
{
I − C1/2 ∗ΛkC−1ΛkC1/2

}
·

En appliquant le lemme 5.1 aux matrices V
′

n = C−1/2VnC
1/2 sur {DétC > 0}, on peut affirmer que sur cet

ensemble :
n−1∑
k=0

a′k 'Log (Dét Vn)2 (n→∞).

Or, sur {DétC > 0}, l’hypothèse H-1) implique que :
Log Dét Qn

Log (Dét Vn)2 −→n→∞ 1 p.s. ;

donc les assertions 1-a) et 1-b) sont établies.

2) Comportement asymptotique de la martingale
n−1∑
k=0

〈ΛkZk, Xk+1〉

Au début de cette partie, on se propose d’établir que, dans le cadre des théorèmes 2.1 et 3.1, la martingale

Ln =
n−1∑
k=0

〈ΛkZk, Xk+1〉 vérifie :

(
Log [DétVn]2

)−1

Ln −→
n→∞

0 p.s. (5.8)

Autrement dit les suites :([
Log [DétVn]2

]−1 n∑
k=1

‖Xk‖2
)

et

([
Log [DétVn]2

]−1
{
‖Zn‖2 +

n−1∑
k=0

∗Zk (I − ∗ΛkΛk)Zk

})
convergent p.s. vers la même limite.

Vu que la variation quadratique prévisible de la martingale (Ln) vaut :

〈L〉n =
n−1∑
k=0

∗Zk ∗ΛkV −1
k+1

(
〈M〉k+1 − 〈M〉k

) ∗V −1
k+1Λk Zk

la propriété :

〈L〉n = O

(
‖Zn‖2 +

n−1∑
k=0

∗Zk (I − ∗ΛkΛk)Zk +
n∑
k=1

‖Xk‖2
)

p.s. (n→∞) (5.8-bis)
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est essentielle pour l’obtention de (5.8) et des LFQ. Montrons qu’elle a lieu dans les deux cas suivants :

2-c) M satisfait l’hypothèse H-1) avec une suite (Vn) vérifiant les conditions ( C) ;

2-d) M satisfait l’hypothèse H-1) avec une suite (Vn) vérifiant les conditions ( C′).

Preuve de la propriété (5.8-bis) dans les deux cas 2-c) et 2-d). On a :

〈L〉n = O

(
n−1∑
k=0

‖Zk‖2 tr (Ck+1 − ΛkCk ∗Λk)

)

= O

(∣∣∣∣∣
n−1∑
k=0

‖Zk‖2 [ tr (Ck+1)− tr (Ck )]

∣∣∣∣∣
)

+O

(
n−1∑
k=0

‖Zk‖2 tr {(I − ∗ΛkΛk)Ck}
)

p.s., (n→∞).

Il est donc immédiat que la propriété (5.8-bis) a lieu dans le cas 2-d). Pour montrer qu’elle est vraie dans le cas
2-c), il suffit d’établir que, sur Ω∞ = {〈L〉∞ = lim ↑ 〈L〉n =∞} , on a :

Jn =
n−1∑
k=0

‖Zk‖2 [ tr (Ck+1)− tr (Ck )] = O (In) + o (〈L〉n) p.s. (n→∞)

avec : In = ‖Zn‖2 +
n−1∑
k=0

∗Zk (I − ∗ΛkΛk)Zk +
n∑
k=1

‖Xk‖2 .

Or :

Jn = tr(Cn) ‖Zn‖2 −
n−1∑
k=0

tr(Ck+1)
[
‖Zk+1‖2 − ‖Zk‖2

]
et

‖Zk+1‖2 − ‖Zk‖2 = − ∗Zk (I − ∗ΛkΛk)Zk + ‖Xk+1‖2 + 2 〈ΛkZk, Xk+1〉 ;
donc :

|Jn| = O (In) +O (|L′n|) p.s.
avec :

L′n =
n−1∑
k=0

[tr (Ck+1)] 〈ΛkZk, Xk+1〉 ·

Vu que :

〈L′〉n =
n−1∑
k=0

[tr (Ck+1)]2
(
〈L〉k+1 − 〈L〉k

)
= O (〈L〉n) p.s. , (n→∞),

la loi forte des grands nombres pour les martingales scalaires implique que, sur Ω∞, on a :
|Jn| = O (In) + o (〈L〉n) p.s. (n→∞).

En conséquence :
〈L〉n = O (In) + o (〈L〉n) = O (In) p.s., (n→∞)

sur Ω∞. La propriété (5.8-bis) est établie.

3) Preuves des LFQ sous les conditions (C) ou (C′)
Supposons que M vérifie les hypothèses considérées en 1-a), alors les propriétés 5.1, 5.2, 5.8-bis et la loi des

grands nombres pour les martingales scalaires impliquent que p.s. :

(
Log [DétVn]2

)−1
(
‖Zn‖2 +

n∑
k=1

∗Zk (I − ∗ΛkΛk)Zk

)
−→
n→∞

tr
{
S

1
2C S

1
2

}
· (5.9)
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On en déduit grâce à C-3) et au lemme 5.1 :

lim
n→∞

1

Log [DétVn]2

(
‖Zn‖2 +

n∑
k=1

[
1−

(
Dét Vk

Dét Vk+1

)2
]
∗ZkS Zk

)
= tr

{
S

1
2C S

1
2

}
p.s. (5.10)

Sous les hypothèses considérées en 1-a), on a également (cf. [10, 14]) :

lim
n→∞

1
Log DétQn

(
∗Mn Q

−1
n Mn +

n∑
k=1

∗Mk

(
Q−1
k −Q−1

k+1

)
Mk

)
= 1 sur {DétC > 0} · (5.10-bis)

En effet, dans la relation (5.1-bis), la variation quadratique prévisible de la martingale

L̃n =
n−1∑
k=0

〈
Q
−1/2
k+1 Mk, Q

−1/2
k+1 ∆Mk+1

〉
vérifie :

〈
L̃
〉
n

=
n−1∑
k=0

∗Mk Q
−1
k+1 (Qk+1 −Qk)Q−1

k+1Mk ≤
n−1∑
k=0

∗Mk

(
Q−1
k −Q

−1
k+1

)
Mk ;

donc (5.3) et la loi forte des grands nombres pour les martingales scalaires impliquent (5.10-bis).
Par ailleurs, lorsque les deux hypothèses H-1) et H-2) ou H-1) et H’-2) sont vérifiées avec une suite (Vn)

satisfaisant les conditions (C), on a (cf. Th. I de l’annexe) :

1
Log [Dét Vn]2

n∑
k=1

[
1−

(
Dét Vk

Dét Vk+1

)2
]
δZk ⇒ µ∞ p.s. ; (5.11)

donc la minoration (cf. Cor. IV de l’annexe) :

lim
n→∞

1
Log [DétVn]2

n∑
k=1

[
1−

(
Dét Vk

Dét Vk+1

)2
]
∗ZkS Zk ≥ tr

{
S

1
2C S

1
2

}
p.s. (5.12)

a lieu, à condition que µ∞ soit de covariance C : l’hypothèse H-4) est vérifiée (ce qui est évidemment le cas
sous H-1) et H’-2)). En comparant (5.10) et (5.12), on obtient :

lim
n→∞

‖Zn‖2

Log [DétVn]2
= 0 p.s. (5.13)

et

lim
n→∞

1

Log [DétVn]2

n∑
k=1

[
1−

(
Dét Vk

Dét Vk+1

)2
]
∗ZkS Zk = tr

{
S

1
2C S

1
2

}
p.s. (5.14)

Mais sur {DétC > 0} , l’hypothèse H-1) et (5.13) impliquent :

(LogDét Qn)−1 ∗Mn Q
−1
n Mn −→

n→∞
0 p.s. ; (5.13-bis)
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donc compte tenu de H-1) et (5.10-bis) :

lim
n→∞

1

Log [Dét Vn]2

n∑
k=1

∗Mk

(
Q−1
k −Q

−1
k+1

)
Mk = 1 p.s.

La matrice S étant régulière, il est classique que (5.11) et (5.14) impliquent les lois fortes quadratique et logarith-
mique. Le théorème 2.1 et le corollaire 2.2 sont établis sauf dans le cadre de la partie 3) du
théorème 2.1, cas particulier où les matrices (Vn) sont diagonales, examiné ci-dessous en 4).

Dans le cadre 1-b) (qui contient 2-d)), on montre de même les propriétés suivantes analogues à (5.10) et
(5.10-bis) :

lim
n→∞

1
n

(
‖Zn‖2 +

n−1∑
k=0

∗Zk (I − ∗ΛkΛk)Zk

)
= tr {(I − ∗Λ∞Λ∞)C} p.s. (5.15)

et

lim
n→∞

1
n

(
∗Mn Q

−1
n Mn +

n−1∑
k=0

∗Mk

(
Q−1
k −Q−1

k+1

)
Mk

)
= tr

(
I − C−1/2 Λ∞C ∗Λ∞C−1/2

)
p.s. sur {Dét C > 0} . (5.15-bis)

Si de plus l’hypothèse H-2) est satisfaite, la propriété (5.15), le TLCPSG (cf. Th. II de l’annexe) :
1
n

n∑
k=1

δZk =⇒
n→∞

µ∞ p.s.

et le fait que µ∞ soit de covariance C impliquent comme ci-dessus :

lim
n→∞

‖Zn‖2

n
= 0 p.s. (5.16)

et

lim
n→∞

1
n

n∑
k=1

∗Zk (I − ∗Λ∞Λ∞)Zk = tr {(I − ∗Λ∞Λ∞)C} p.s. (5.17)

Partant de (5.16), on vérifie aisément la dernière assertion du théorème 3.1.
Grâce à (5.17) et au TLCPSG, on peut affirmer que :

1
n

n∑
k=1

Zk
∗Zk −→

n→∞
C p.s.

et cette propriété implique :

lim
n→∞

A−1
n (1)

n∑
k=1

ak(1)Zk ∗Zk = C p.s. (5.18)

pour toute suite (an(1)) satisfaisant (4.2) (cf. Sect. 4).
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Sur {DétC > 0}, (5.15-bis) et (5.16) impliquent :

1
n

n−1∑
k=1

Mk

(
Q−1
k −Q

−1
k+1

)
Mk −→

n→∞
tr
(
I − C−1/2 Λ∞C ∗Λ∞C−1/2

)
p.s.

Le théorème 3.1 est établi.
4) Preuve de la partie 3) du théorème 2.1

Les propriétés (5.2) et (5.9) [resp (5.4) et (5.15)] que l’on vient d’établir sous les hypothèses considérées en
1-a) [resp 1-b)] impliquent évidemment (5.8). Montrons que cette propriété est encore vraie si les hypothèses
H-1) et H’-3) sont vérifiées avec une normalisation diagonale.

En effet, si Vn =Diag(vn(1), · · · vn(d)), l’égalité (5.1) est la somme des égalités suivantes :

M2
n(j)

v2
n(j)

+
n−1∑
k=1

[
1−

(
vk(j)
vk+1(j)

)2
]
M2
k (j)

v2
k(j)

=
n∑
k=1

(∆Mk(j))2

v2
k(j)

+ 2
n−1∑
k=0

Mk(j)
v2
k+1(j)

∆Mk+1(j) (5.19)

où M(j) = (Mn(j)) est la martingale scalaire : Mn(j) = 〈ej,Mn〉 , j = 1, · · · , d.
La transcription de (5.1-bis) pour cette martingale est :

M2
n(j)

〈M(j)〉n
+
n−1∑
k=1

[
1− 〈M(j)〉k
〈M(j)〉k+1

]
M2
k (j)

〈M(j)〉k
=

n∑
k=1

(∆Mk(j))2

〈M(j)〉k
+ 2

n−1∑
k=0

Mk(j)
〈M(j)〉k+1

∆Mk+1(j). (5.20)

Sous l’hypothèse H’-3), la martingale M(j) vérifie la relation (5.10-bis), à savoir, p.s. :

lim
n→∞

[Log 〈M(j)〉n]−1

[
M2
n(j)

〈M(j)〉n
+
n−1∑
k=0

(
1− 〈M(j)〉k
〈M(j)〉k+1

)
M2
k (j)

〈M(j)〉k

]
= 1 (5.21)

sur {Log 〈M(j)〉n −→∞} (cf. [14, 24]). Or dans l’égalité (5.19), la variation quadratique prévisible de la
martingale L(j) = (Ln(j)) définie par :

Ln(j) =
n−1∑
k=0

Mk(j)
v2
k+1(j)

∆Mk+1(j),

vaut :

〈L(j)〉n =
n−1∑
k=0

M2
k (j)

〈M(j)〉k
〈M(j)〉k
v2
k+1(j)

〈M(j)〉k+1

v2
k+1(j)

[
1− 〈M(j)〉k
〈M(j)〉k+1

]
;

il est donc immédiat que sous H-1) et H’-3) :

〈L(j)〉n = O
(
Log v2

n(j)
)

p.s. (n→∞) . (5.22)

On en déduit (5.8), car la condition C-3) et le lemme 5.1 impliquent :
Log v2

n(j) ≈ ∗ej S ej Log [DétVn]2 (n→∞) .
Par ailleurs, sous les hypothèses H-1) et H’-3), on a :

Mn(j) = o
(√

v2
n(j) Log v2

n(j)
)

p.s., ∀1 ≤ j ≤ d
(cf. [12, 22]) ; donc ii) est vérifiée. On en déduit i) et iii) car sous ces hypothèses la propriété (5.10) a lieu. La
partie 3) du théorème 2.1 est établie.
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5) Étude du cas mixte du théorème 4.1
Supposons enfin que la martingale M = (Mn(1),Mn(2)) satisfait les hypothèses H-1), H-2) et H-4) avec une

normalisation (Vn) de la forme : Vn = Diag{Vn(1), Vn(2)} et satisfaisant (4.2). Et que le couple (M(j), V (j)) , j =
1, 2, vérifie l’hypothèse H’-3). Alors d’après le théorème II de l’annexe, on a :

(TLCPSG)
1

AN (1)

N∑
n=1

an(1)δ(Zn(1),Zn(2)) =⇒
n→∞

µ∞ p.s.

en notant :
Zn(j) = V −1

n (j)Mn(j) pour j = 1 ou 2.
Comme µ∞ est de covarianceC (i.e. l’hypothèse H-4) est vérifiée), les lois fortes quadratiques établies précédem-
ment et (4.2) impliquent :

A−1
N (1)

N∑
n=1

an(1)
(
‖Zn(1)‖2 + ‖Zn(2)‖2

)
−→
N→∞

tr(C) p.s.

De cette propriété et du TLCPSG résulte la validité de la loi forte quadratique corres-pondant au cadre mixte
du théorème 4.1. La dernière propriété de ce théorème découle des deux résultats suivants valables presque-
sûrement sur {DétC > 0}, lesquels s’obtiennent aisément à partir de l’analyse des relations (5.1) et (5.1-bis)
dans le cadre mixte envisagé :

lim
n→∞

n−1

(
∗MnQ

−1
n Mn +

n−1∑
k=0

∗Mk(Q−1
k −Q−1

k+1)Mk

)
= tr

(
I − C−1/2(2)Λ∞(2)C(2) ∗Λ∞(2)C−1/2(2)

)
et

lim
n→∞

n−1 ∗MnQ
−1
n Mn = 0.

5.2. Preuves des théorèmes 2.3–2.5, 3.2 et 3.3

5.2.1. TLC avec poids

Cette partie est consacrée aux démonstrations des TLC correspondants aux LFQ énoncées aux para-
graphes 2 et 3.

a) Deux relations fondamentales

Un calcul simple montre que :

V −1
n+1

(
Mn+1

∗Mn+1 − [M ]n+1

) ∗V −1
n+1 +

n∑
k=0

(
V −1
k {Mk

∗Mk − [M ]k } ∗V
−1
k − V −1

k+1 {Mk
∗Mk − [M ]k } ∗V

−1
k+1

)
= Hn+1 + ∗Hn+1 (5.23)

avec Hn+1 =
n∑
k=0

V −1
k+1 Mk

∗(V −1
k+1 ∆Mk+1

)
.

En particulier, si la normalisation Vn est scalaire : Vn = vnI , alors (5.23) s’écrit :

v−2
n+1

(
Mn+1

∗Mn+1 − [M ]n+1

)
+

n∑
k=0

{
1−

(
vk
vk+1

)2
}
v−2
k (Mk

∗Mk − [M ]k) = Kn+1 + ∗Kn+1 (5.24)

avec Kn+1 =
n∑
k=0

v−2
k+1 Mk

∗(∆Mk+1) .
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Dans l’égalité (5.23), la suite (Hu
n) définie pour u ∈ Rd par :

Hu
n+1 = Hn+1 u =

n∑
k=0

Λk V −1
k Mk

〈
∆Mk+1,

∗V −1
k+1 u

〉
=

n∑
k=0

Λk Zk 〈Xk+1, u〉

est une martingale vectorielle de variation quadratique prévisible :

〈Hu〉n+1 =
n∑
k=0

Λk V −1
k Mk

∗Mk
∗V −1
k

∗Λk
(∗uV −1

k+1

(
〈M〉k+1 − 〈M〉k

) ∗V −1
k+1 u

)
. (5.25)

Tandis que dans (5.24), Ku,y = (∗u Kn y) est, pour u, y dans Rd, une martingale scalaire de variation quadra-
tique prévisible :

〈Ku,y〉n+1 =
n∑
k=0

〈u,Mk〉2

v4
k+1

∗y
(
〈M〉k+1 − 〈M〉k

)
y. (5.26)

Les convergences en loi données aux théorèmes 2.3, 2.5 et 3.2 reposent sur les lemmes suivants et le TLCG
rappelé en 1.3.

Pour u1, ..., ud, x1, ..., xd 2d vecteurs deRd, posons :

H ′n =
d∑
j=1

〈
xj ,H

j
n

〉
, K ′n =

d∑
j=1

〈
uj,K

j
n

〉
où

Hj
n = Hnej , Kj

n = Knej.

b) Comportement asymptotique des suites (〈H ′〉n) , (〈K ′〉n) .
Lemme 5.2. Si la martingale M = (Mn)n≥0 satisfait l’hypothèse H-1) avec une normalisation (Vn) satisfaisant
les conditions de croissance régulière C-1), C-2) et C-3-bis), alors pour tout r > 0 :

exp(−rAN )
N∑
n=1

[exp(rAn)− exp(rAn−1)] a−1
n V −1

n+1

(
〈M〉n+1 - 〈M〉n

) ∗V −1
n+1 −→

N→∞
C̃ p.s.

où C̃ = U C + C ∗U ; U étant la matrice introduite dans C-3-bis).

Preuve du lemme 5.2. Posant : b−1
k = exp(rAk)− exp(rAk−1) et

Fn(u) =
n∑
k=1

b−1
k a−1

k
∗u V −1

k+1

(
〈M〉k+1 - 〈M〉k

) ∗V −1
k+1u (5.27)

on a :

Fn(u) = F ′n(u) + F ′′n (u) (5.28)

avec :

F ′n(u) =
n∑
k=1

b−1
k a−1

k
∗u (Ck − ΛkCk ∗Λk) u et F ′′n (u) =

n∑
k=1

b−1
k a−1

k
∗u (Ck+1 − Ck)u

(a0 = A0 = 0).
Vu que :

Ck − ΛkCk ∗Λk = ak(U Ck + Ck
∗U) + o(ak),
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l’hypothèse H-1) permet d’affirmer que :

a−1
k (Ck − ΛkCk ∗Λk) −→

k→∞
U C + C ∗U = C̃.

D’où l’on déduit que :

exp(−rAn)F ′n(u) −→
n→∞

∗uC̃u p.s., ∀u ∈ Rd. (5.29)

Par ailleurs, en écrivant F ′′n (u) sous la forme :

F ′′n (u) =
n∑
k=1

(
b−1
k+1a

−1
k+1

∗uCk+1u− b−1
k a−1

k
∗uCku

)
−

n∑
k=1

(
b−1
k+1a

−1
k+1 − b

−1
k a−1

k

) ∗uCk+1u

= b−1
n+1a

−1
n+1

∗uCn+1u−
n∑
k=1

(
b−1
k+1a

−1
k+1 − b−1

k a−1
k

) ∗uCk+1u− b−1
1 a−1

1
∗uC1u

et en remarquant que b−1
k+1a

−1
k+1 − b

−1
k a−1

k ≥ 0 pour k assez grand, on déduit, grâce à H-1) et au lemme de
Toeplitz :

bn+1an+1F
′′
n (u) −→

n→∞
0 p.s. (5.30)

Comme on a :

bn+1an+1 exp(rAn) = an+1
exp(rAn)

exp(rAn+1)− exp(rAn)

=
an+1

exp(ran+1)− 1
−→
n→∞

1
r
,

on obtient l’assertion du lemme, car d’après (5.27–5.29) et (5.30) pour tout u ∈ Rd :

exp(−rAn)Fn(u) = exp(−rAn)F ′n(u) +
bn+1an+1

bn+1an+1 exp(rAn)
F ′′n (u) −→

n→∞
∗uC̃u p.s.

Lemme 5.3.

1) Si la martingale M = (Mn)n≥0 satisfait les hypothèses {H-1), H-2) , [H-3) ou H’-3)] et H-4)} avec une
normalisation (Vn) satisfaisant aux conditions de croissance régulière (C), alors :

〈Hu〉n
An

−→
n→∞

(
∗u C̃ u

)
C p.s.

Ce résultat est également vrai en substituant l’hypothèse H’-2) au couple {H-2), H-4)}.

2) Si M satisfait les hypothèses {H-1), H-2), [H-3) ou H’-3)] et H-4)} ou bien {H-1), H’-2), [H-3) ou H’-3)]}
avec une normalisation scalaire (vn) comme dans le théorème 2.5, alors :

〈Ku,y〉n
Log v2

n

−→
n→∞

(∗u C u) (∗y C y) p.s.

pour tous u, y dans Rd. [Si la matrice C est inversible, ce résultat est également vrai sous les hypothèses
H-1) et H’-3) uniquement ].
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3) Si M satisfait les hypothèses {H-1), H-2), H’-3) et H-4)} avec une normalisation (Vn) satisfaisant aux
conditions de croissance exponentielle (C′), alors :

〈Hu〉n
n

−→
n→∞

∗u (C − Λ∞C ∗Λ∞) u (Λ∞C ∗Λ∞) p.s.

Preuve du lemme 5.3.
1) Il suffit de montrer que pour tout x ∈ Rd, on a :

∗x 〈Hu〉n x
An

−→
n→∞

(
∗u C̃ u

)
( ∗xCx) p.s.

Or, posant comme dans le lemme précédent :

Fn = Fn (u) =
n∑
k=0

b−1
k a−1

k
∗uV −1

k+1 ∆ 〈M〉k+1
∗V −1
k+1u,

F0 = 0, b−1
k+1 = exp (Ak+1)− exp (Ak) ,

on vérifie que :

∗x 〈Hu〉n+1 x = anbn exp (An) 〈x,ΛnZn〉2 exp (−An)Fn +
n−1∑
k=1

ak+1 〈x,Λk+1Zk+1〉2 exp (−Ak)Fk −Gn

où

Gn =
n−1∑
k=1

{
ak+1bk+1 exp (Ak+1) 〈x,Λk+1Zk+1〉2 − akbk exp (Ak) 〈x,ΛkZk〉2

}
exp (−Ak)Fk.

Grâce aux propriétés suivantes :
〈x,Λk+1Zk+1〉2 = 〈 ∗Λk+1x,ΛkZk〉2 + 〈 ∗Λk+1x,Xk+1〉2 + 2 〈 ∗Λk+1x,ΛkZk〉 〈 ∗Λk+1x,Xk+1〉 ;
|ak+1bk+1 exp (Ak+1)− akbk exp (Ak)| = o (ak) , (k →∞) ;
et∣∣∣ak+1bk+1 exp (Ak+1) 〈 ∗Λk+1x,ΛkZk〉2 − akbk exp (Ak) 〈x,ΛkZk〉2

∣∣∣
≤ 2ak+1bk+1 exp (Ak+1) ‖x‖2 ‖I − Λk+1‖ ‖Zk‖2 + |ak+1bk+1 exp (Ak+1)− akbk exp (Ak)| 〈 x,ΛkZk〉2

= O
(
ak ‖Zk‖2

)
p.s.,

nous allons montrer que :
Gn = o (An) p.s. (n→∞) .

En effet :

Gn =
(
anbn exp (An) 〈x,ΛnZn〉2 − a1b1 exp (A1) 〈x,Λ1Z1〉2

)
∗uC̃u

+ 2
n−1∑
k=1

ak+1bk+1 exp (Ak+1) 〈 ∗Λk+1x,ΛkZk〉 exp (−Ak)Fk 〈 ∗Λk+1x,Xk+1〉

− 2 ∗uC̃u
n∑
k=1

ak+1bk+1 exp (Ak+1) 〈 ∗Λk+1x,ΛkZk〉 〈 ∗Λk+1x,Xk+1〉

+O

(
n∑
k=1

‖Xk+1‖2
∣∣∣exp (−Ak)Fk − ∗uC̃u

∣∣∣)+O

(
n∑
k=1

ak ‖Zk‖2
∣∣∣exp (−Ak)Fk − ∗uC̃u

∣∣∣) .
Le deuxième terme du membre de droite de cette égalité est une martingale scalaire dont la variation quadratique
prévisible est, grâce à la propriété (5.8-bis), o(An) p.s. Le troisième terme a également le même comportement



166 F. CHAABANE ET F. MAAOUIA

asymptotique. Le résultat à établir découle alors de (5.2) du lemme précédent et de la LFQ qui est valable dans
le cadre 1) du lemme.

2) Si les hypothèses H-1) et H’-3) sont satisfaites avec une suite (vn) croissant vers∞ et telle que
vn
vn+1

−→
n→∞

1

et si la matrice C est inversible, alors on peut appliquer la loi forte quadratique à la martingale scalaire (〈u,Mn〉)
avec la pondération aléatoire prévisible

(
∗y 〈M〉k y 1{∗y 〈M〉k y 6=0}

)
, car ∗y C y > 0 p.s. pour tout vecteur

y ∈ Rd non nul. En effet dans ce cas, on a :
∗u 〈M〉n u
∗y 〈M〉n y

−→
n→∞

∗uC u
∗y C y

et 〈u,Mn〉 = o
(√
∗y 〈M〉n y Log ∗y 〈M〉n y

)
p.s.

(cf. [4, 6, 14,25]) ; et par conséquent :

(
Log ∗y 〈M〉n+1 y

)−1
n∑
k=0

〈u,Mk〉2
∗y 〈M〉k y

(
1−

∗y 〈M〉k y
∗y 〈M〉k+1 y

)
1{∗y 〈M〉k y 6=0} −→n→∞

∗uC u
∗y C y

p.s. (5.31)

Or, d’après (5.26) :

〈Ku,y〉n+1 =
n∑
k=0

〈u,Mk〉2
∗y 〈M〉k y

∗y 〈M〉k y

v2
k+1

∗y 〈M〉k+1 y

v2
k+1

(
1−

∗y 〈M〉k y
∗y 〈M〉k+1 y

)
1{∗y 〈M〉k y 6=0}

donc : (
Log v2

n+1

)−1 〈Ku,y〉n+1 −→n→∞ (∗uC u) (∗y C y) p.s.

et l’assertion entre crochets de la partie 2) du lemme est établie. Le début de cette partie est un cas particulier
de la partie 1) du lemme, car la normalisation scalaire (vn) vérifie la condition suivante analogue à C-3-bis) :

vn
vn+1

= 1− an
(

1 +
vn
vn+1

)−1

= 1− 1
2an + o (an) avec an = 1−

(
vn
vn+1

)2

·

3) D’après le théorème 3.1, si les hypothèses {H-1), H-2), H’-3) et H-4)} sont vérifiées avec une normalisation
satisfaisant aux conditions (C’), on a :

n−1
n∑
k=1

V −1
k Mk

∗Mk
∗V −1
k −→

n→∞
C p.s. ; (5.32)

donc sous ces hypothèses :

〈Hu〉n+1 = Λ∞

(
n∑
k=0

V −1
k Mk

∗Mk
∗V −1
k

)
∗Λ∞ ∗u (C − Λ∞C ∗Λ∞)u+ o

(
n∑
k=1

∥∥V −1
k Mk

∥∥2

)
;

d’où :
〈Hu〉n
n

−→
n→∞

∗u (C − Λ∞C ∗Λ∞) u (Λ∞C ∗Λ∞) .
Le lemme est établi.

Grâce au lemme précédent, on obtient aisément le suivant :

Lemme 5.3-bis.

1) Dans le cadre des parties 1 ou 3 du lemme 5.3, les propriétés suivantes ont lieu pour la convergence p.s. :
〈H ′〉n
An

−→
n→∞

d∑
j=1

d∑
l=1

(
∗ej C̃ el

)
(∗xj C xl)
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ou
〈H ′〉n
n

−→
n→∞

d∑
j=1

d∑
l=1

(∗ej (C − Λ∞C ∗Λ∞) el) (∗xjΛ∞C ∗Λ∞ xl) .

2) Et dans le cadre de la partie 2 du lemme 5.3, on a :
〈K ′〉n
v2
n

−→
n→∞

d∑
j=1

d∑
l=1

(∗ej C el) (∗uj C ul) .

c)Vérification de la condition de Lindeberg pour les martingales (H ′n) , (K ′n)

Lemme 5.4. La martingale (H ′n) vérifie la condition de Lindeberg lorsqu’on se place dans le cadre de la partie
1 ou bien dans le cadre de la partie 3 du lemme 5.3. Cette condition est également vérifiée par la martingale
(K ′n) dans le cadre de la partie 2 de ce lemme (c’est à dire sous les hypothèses {H-1), H-2), [H-3 ou H’-3] et
H-4} ou bien {H-1), H’-2), [H-3 ou H’-3] }.

Preuve du lemme 5.4
Cas de la martingale (H ′n)

Pour ε > 0 et u, w vecteurs de Rd, posons :

∆u,w
n+1(ε) = B−1

n+1

n∑
k=0

E
{∥∥∆Hu

k+1

∥∥2
1{‖∆Hwk+1‖>ε

√
Bn+1} /Fk

}
avec :

Bn+1 = An+1 si on se place dans le cadre de la partie 1 du lemme 5.3 (cas 1) ;
Bn+1 = n+ 1 si on se place dans le cadre de la partie 3 de ce lemme (cas 3).

Pour que la martingale (H ′n) vérifie la condition de Lindeberg pour la convergence p.s., il suffit de montrer que
dans le cas 1 ou 3 :

∆u,w
n+1(ε) −→

n→∞
0 p.s.

Pour cela, on remarque que pour tout A > 0 :

∆u,w
n+1(ε) ≤ ∆′n+1(ε,A) + ∆”n+1(ε,A) (5.33)

avec :

∆′n+1(ε,A) = B−1
n+1

n∑
k=0

∥∥V −1
k Mk

∥∥2 × 1{‖V −1
k Mk‖≤A}

× E
{〈
u, V −1

k+1∆Mk+1

〉2 × 1{‖V −1
k

Mk‖|〈w,V −1
k+1∆Mk+1〉|>ε

√
Bn+1} /Fk

}

∆”n+1(ε,A) = B−1
n+1

n∑
k=0

∥∥V −1
k Mk

∥∥2 × 1{‖V −1
k Mk‖>A}E

{〈
u, V −1

k+1∆Mk+1

〉2
/Fk

}
;

et que dans le cas 1 et 3, les deux propriétés suivantes ont lieu p.s. (cf. Ths. 2.1 et 3.1) :

max
0≤k≤n

∥∥V −1
k+1 ∆Mk+1

∥∥√
Bn+1

−→
n→∞

0

et

B−1
n+1

n∑
k=0

∥∥V −1
k Mk

∥∥2 E
{〈
u, V −1

k+1∆Mk+1

〉2
/Fk

}
−→
n→∞


∗u C̃u tr {C} cas 1

∗u (C − Λ∞C ∗Λ∞) u tr {C} cas 3.
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On en déduit que :

∆′n+1(ε,A) −→
n→∞

0 p.s. (5.34)

en exploitant la majoration suivante, valable pour tout δ > 0 :

∆′n+1(ε,A) ≤
(
Aδ

ε
+ 1�

max
0≤k≤n

|〈u,V −1
k+1∆Mk+1〉|+|〈w,V −1

k+1∆Mk+1〉|>δ
√
Bn+1

�
)

×
(
B−1
n+1

n∑
k=0

∥∥V −1
k Mk

∥∥2 E
{〈
u, V −1

k+1∆Mk+1

〉2
/Fk

})
.

Par ailleurs, d’après la loi forte logarithmique (cf. Cor. 2.2 et Rem. 3 de la Sect. 3.1) :

lim
n→∞

∆”n+1(ε,A) = cte
∫
‖x‖2 1

{
‖x‖>A

}
dµ∞ (x) , (5.35)

donc compte tenu de (5.33, 5.34) et (5.35), p.s. :

lim
A→∞

lim
n→∞

∆”n+1(ε,A) ≤ cte lim
A→∞

∫
‖x‖2 1

{
‖x‖>A

}
dµ∞ (x) = 0,

puisque dans le cas 1 et 3 :
∫
‖x‖2 dµ∞ (x) = tr{C} <∞ p.s.

Cas de la martingale (K ′n)

La condition de Lindeberg pour la martingale (K ′n) sera réalisée dès que pour tous y, z de Rd on a :

∆y,z
n+1(ε) =

(
Logv2

n+1

)−1
n∑
l=0

E
{∥∥∆Ky

l+1

∥∥2
1{‖∆Kz

l+1‖>ε
√

Logv2
n+1}/Fl

}
−→
n→∞

0 p.s.

Pour établir cette propriété, on peut procéder comme ci-dessus car le cas 2 est un exemple particulier du cas 1.
Le lemme est établi.

d) Étude de la convergence en loi des suites
{
A
−1/2
n H ′n, V

−1
n Mn

}
et

{(
Log v2

n+1

)−1/2
K ′n,

Mn

vn

}
.

Pour y dans Rd, posons :

Pn+1 =
(

K ′n+1

〈Mn+1, y〉

)
=

n∑
k=0

d∑
j=1

(
v−2
k+1 〈uj,Mk〉
〈y, ej〉

)
〈∆Mk+1, ej〉 ·

La suite (Pn+1) est une martingale, de variation quadratique prévisible :

〈P 〉n+1 =
[
〈K〉n+1 Y ′n+1

Y ′n+1
∗y 〈M〉n+1 y

]
avec :

Y ′n+1 =
n∑
k=0

d∑
j=1

v−2
k+1 〈uj,Mk〉 ∗ej

(
〈M〉k+1 − 〈M〉k

)
ej .
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Tandis que, pour tous n ≥ 1 et y dans Rd, la martingale :

U
(n+1)
p+1 = B

−1/2
n+1 H ′p+1 +

〈
y, V −1

n+1Mp+1

〉
=

p∑
k=0

d∑
j=1

〈
∆Mk+1, B

−1/2
n+1

〈
xj ,ΛkV −1

k Mk

〉 ∗V −1
k+1ej + 〈y, ej〉 ∗V −1

n+1ej
〉

avec Bn+1 = An+1 ou Bn+1 = n+ 1 est telle que :〈
U (n+1)

〉
n+1

= B−1
n+1 〈H ′〉 n+1 + ∗y Cn+1 y + 2W ′n+1.

où :

W ′n+1 = B
−1/2
n+1

n∑
k=0

d∑
j=1

〈
xj ,ΛkV −1

k Mk

〉 ∗ejV −1
k+1

(
〈M〉k+1 − 〈M〉k

) ∗V −1
n+1y.

Lemme 5.5.

1) Dans le cadre de la partie 2 du lemme 5.3, on a :

Y ′n+1√
v2
n Log v2

n

−→
n→∞

0 p.s. ;

et sous les hypothèses {H-1), H’-2), [H-3 ou H’-3] } la suite

 K ′n+1√
Log v2

n+1

,
〈Mn+1, y〉
vn+1

 vérifie la condi-

tion de Lindeberg, à savoir :

∆̂n+1(ε) =
n∑
l=0

E{
([(

Log v2
n+1

)−1/2
∆K ′l+1

]2
+
(
v−1
n+1∆ 〈Ml+1, y〉

)2)
× 1�q

(Log v2
n+1)

−1(∆K′l+1)
2
+v−2

n+1(∆〈Ml+1,y〉)2≥ε
� /Fl} −→

n→∞
0 p.s., ∀ε > 0.

2) Dans le cadre des parties 1 ou 3 du lemme 5.3, on a :

W ]
n+1 = B

−1/2
n+1

n∑
k=0

∣∣〈x,ΛkV −1
k Mk

〉∣∣ ∣∣∗uV −1
k+1

(
〈M〉k+1 − 〈M〉k

) ∗V −1
n+1 y

∣∣ −→
n→∞

0 p.s.

et donc :

W ′n+1 −→n→∞ 0 p.s., pour tous u, x, y dans Rd.

Preuve du lemme 5.5.
1) Montrons la première assertion de la première partie du lemme. Pour cela, il suffit de montrer que :

Yn√
v2
nLogv2

n

−→
n→∞

0 p.s.

où

Yn+1 =
n∑
k=0

v−2
k+1 〈u,Mk〉 ∗y

(
〈M〉k+1 − 〈M〉k

)
y,
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u, y sont deux vecteurs quelconques de Rd. On a :

Yn+1√
v2
n+1 Log v2

n+1

= o

v−1
n+1

n∑
k=0

∗y 〈M〉k+1 y − ∗y 〈M〉k y

2
√
∗y 〈M〉k+1 y


Yn+1√

v2
n+1 Log v2

n+1

= o

(
v−1
n+1

n∑
k=0

∫ ∗y〈M〉k+1y

∗y〈M〉ky
2 x−1/2dx

)
= o

(√
∗y 〈M〉n+1 y

v2
n+1

)

= o
(√

∗y C y
)

= o(1) p.s. (n→∞)

car, dans le cadre envisagé, on a :

max
0≤k≤n

|〈u,Mk〉|
vk

= o
(√

Log v2
n+1

)
p.s. (n→∞).

Lorsque l’hypothèse H’-2) a lieu, la vérification de la condition de Lindeberg pour le couple (K ′n,Mn) est
immédiate compte tenu du lemme 5.4.
2) Dans le cadre de la partie 1 du lemme 5.3, la convergence p.s. de

(
W ]
n

)
vers 0 découle de la propriété :

max
0≤k≤n

∥∥V −1
k Mk

∥∥ = o
(
A

1/2
n+1

)
p.s. (n→∞)

valable dans le cadre envisagé et de l’inégalité suivante :

W ]
n+1 ≤ ‖x‖A−1/2

n max
0≤k≤n

∥∥V −1
k Mk

∥∥( n∑
k=0

√
∗u V −1

k+1

(
〈M〉k+1 − 〈M〉k

)
∗V −1
k+1 u

×
√
∗y V −1

n+1

(
〈M〉k+1 − 〈M〉k

)
∗V −1
n+1 y

)
.

Celle-ci implique que W ]
n+1 = o(1) p.s. en vertu du lemme 5.2 et de la condition C-3) (qui a lieu sous C-3-bis)).

En effet :

tr
{
V −1
n+1

(
〈M〉k+1 − 〈M〉k

) ∗V −1
n+1

}
≤
(

n∏
l=k+1

‖Λl‖2
)

tr
{
V −1
k+1

(
〈M〉k+1 − 〈M〉k

) ∗V −1
k+1

}
et d’après la condition C-3) : 1−‖Λl‖2 ≤ ρ al (l→∞) pour un ρ > 0, ce qui implique que pour k assez grand :

n∏
l=k+1

‖Λl‖2 ≤ exp

{
−ρ

n∑
l=k+1

al

}
= exp {−ρ(An −Ak)} ·

Ainsi :

W ]
n+1 ≤ cteA−1/2

n max
0≤k≤n

∥∥V −1
k Mk

∥∥ n∑
k=0

[
ak exp

{
−1

2
ρ (An −Ak)

}
tr
{

1
ak
V −1
k+1

(
〈M〉k+1 − 〈M〉k

) ∗V −1
k+1

}]

et d’après le lemme 5.2 la somme figurant au second membre de cette inégalité est bornée au sens de la
convergence p.s., car :

exp
(

1
2
ρAk

)
− exp

(
1
2
ρAk−1

)
∼ ρ

2
ak exp

(
1
2
ρAk

)
, ( k →∞) .
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Dans le cadre de la partie 3 du lemme 5.3, on a :
max

0≤k≤n

∥∥V −1
k Mk

∥∥ = o (
√
n) p.s. ;

donc :

W ]
n+1 = o

(
n∑
k=0

∥∥V −1
n+1Vk+1

∥∥) = o(1) p.s.,

car :
n∑
k=0

∥∥V −1
n+1Vk+1

∥∥ ≤ n∑
k=0

‖Λk+1‖ . . . ‖Λn‖ ≤ cte +
1

1− r ,

pour tout r tel que : 1 > r ≥ ‖Λ∞‖ = lim
n→∞

‖Λn‖ .

Lemme 5.6.
1) Dans le cadre des parties 1 ou bien 3 du lemme 5.3, on a :

n∏
k=0

E
{

exp
(
i ∆U (n+1)

k+1

)
/Fk

}
−→
n→∞

Φ∞ (η, y) Ψ∞ (x1, ..., xd) p.s.

avec :

Ψ∞ (x1, ..., xd) = exp

−1
2

d∑
j=1

d∑
l=1

∗ej C̃el ∗xj Λ∞C Λ∞ xl


ou bien

Ψ∞ (x1, ..., xd) = exp

−1
2

d∑
j=1

d∑
l=1

∗ej (C − Λ∞C ∗Λ∞) el ∗xj C xl

 ·
2) Dans le cadre de la partie 2 du lemme 5.3, on a :

n∏
k=0

E {exp (i ∆Pk+1) /Fk} −→
n→∞

Φ∞ (η, y) Ψ∞ (u1, ..., ud) p.s.

avec :

Ψ∞ (u1, ..., ud) = exp

−1
2

d∑
j=1

d∑
l=1

∗ej Cel ∗uj C ul

 .

Preuve du lemme 5.6.
1) Posant :

Θn+1(x1, ..., xd, y) =
n∏
k=0

E
{

exp
(
i ∆U (n+1)

k+1

)
/Fk

}
,

Φn+1(y) =
n∏
k=0

E
{

exp
(
i
〈
y, V −1

n+1 ∆Mk+1

〉)
/Fk

}
,

Ψn+1 (x1, ..., xd) =
n∏
k=0

E
{

exp
(
i B
−1/2
n+1 ∆H ′k+1

)
/Fk

}
,

on a :

|Θn+1(x1, ..., xd, y)− Φn+1(y) Ψn+1 (x1, ..., xd)| ≤
1√
Bn+1

n∑
k=0

E
{ ∣∣〈y, V −1

n+1 ∆Mk+1

〉∣∣ . ∣∣∆H ′k+1

∣∣ /Fk}
+

1
4Bn+1

n∑
k=0

E
{ 〈

y, V −1
n+1 ∆Mk+1

〉2
/Fk

}
E
{ (

∆H ′k+1

)2
/Fk

}
· (5.36)
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En effet, grâce à l’inégalité : ∣∣∣∣∣
n∏
k=0

ak −
n∏
k=0

bk

∣∣∣∣∣ ≤
n∑
k=0

|bk − ak|

valable si |ak| ≤ 1 et |bk| ≤ 1, le membre de gauche de (5.36) est majoré par :
n∑
k=0

∣∣∣E{[1− exp
(
i
〈
y, V −1

n+1 ∆Mk+1

〉)] [
1− exp

(
i B
−1/2
n+1 ∆H ′k+1

)]
/Fk

}
−E

{[
1− exp

(
i
〈
y, V −1

n+1 ∆Mk+1

〉)]
/Fk

}
×E

{[
1− exp

(
i B
−1/2
n+1 ∆H ′k+1

)]
/Fk

}∣∣∣
et cette quantité est majorée par le membre de droite de (5.36), compte tenu des inégalités classiques :∣∣eix − 1

∣∣ ≤ |x| ; ∣∣eix − 1− ix
∣∣ ≤ x2

2
et du fait que E

{
V −1
n+1 ∆Mk+1/Fk

}
=E

{
∆H ′k+1/Fk

}
= 0.

Désormais désignons par Rn le membre de gauche de (5.36).
2) Dans le cadre de la partie 1 du lemme 5.3, on a :

Rn −→
n→∞

0 p.s. (5.37)

En effet, d’après (5.36) et la première partie de la preuve précédente, on a :

Rn = O

(
A−1/2
n max

0≤k≤n

∥∥V −1
k Mk

∥∥ n∑
k=0

exp
{
−1

2
ρ (An −Ak)

}
tr
{
V −1
k+1

(
〈M〉k+1 − 〈M〉k

) ∗V −1
k+1

})

+ O

(
A−1
n+1 max

0≤k≤n
E
{ (

∆H ′k+1

)2
/Fk

})
· (5.38)

Or, on sait que le premier terme du membre de droite de (5.38) tend vers 0 p.s. Et on sait également que la
suite

(
A−1
n+1 〈H ′〉n+1

)
est p.s. convergente ; donc le second terme du membre de droite de (5.38) tend p.s. vers

0. La propriété (5.37) est établie.

3) Dans le cadre de la partie 3 du lemme 5.3, on a aussi (5.37). En effet :

Rn ≤
1√
n+ 1

n∑
k=0

√
E
{ 〈

y, V −1
n+1 ∆Mk+1

〉2
/Fk

}
E
{(

∆H ′k+1

)2
/Fk

}
+

1
4(n+ 1)

n∑
k=0

E
{ 〈

y, V −1
n+1 ∆Mk+1

〉2
/Fk

}
E
{(

∆H ′k+1

)2
/Fk

}
Rn ≤

[
(n+ 1)−1 max

0≤k≤n
E
{(

∆H ′k+1

)2
/Fk

}]1/2 n∑
k=0

[∗y V −1
n+1∆ 〈M〉k+1

∗V −1
n+1 y

]1/2
+ 1

4 (n+ 1)−1 max
0≤k≤n

E
{(

∆H ′k+1

)2
/Fk

} n∑
k=0

∗y V −1
n+1∆ 〈M〉k+1

∗V −1
n+1 y.

Et d’après le lemme 5.3-bis, la suite
(
n−1 〈H ′〉n

)
est p.s. convergente, donc :

(n+ 1)−1 max
0≤k≤n

E
{(

∆H ′k+1

)2
/Fk

}
−→
n→∞

0 p.s.

Vu que pour tout α > 0
n∑
k=0

[∗y V −1
n+1∆ 〈M〉k+1

∗V −1
n+1 y

]α
= O

(
n∑
k=0

∥∥V −1
n+1Vk

∥∥2α

)
= O (1) p.s.,
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la convergence p.s. vers 0 de la suite (Rn) est établie.

4) Dans le cadre de la partie 2 du lemme 5.3, posant :

Θn+1(u1, ..., ud, y) =
n∏
l=0

E {exp (i ∆Pl+1) /Fl} ,

Ψn+1 (u1, ..., ud) =
n∏
l=0

E
{

exp
(
i
(
Logv2

n+1

)−1/2 ∆K ′l+1

)
/Fl
}
·

L’inégalité (5.36) s’écrit :

Rn ≤
(
Log v2

n+1

)−1/2
n∑
l=0

E
{∣∣∣∣ 〈y,∆Ml+1〉

vn+1

∣∣∣∣ ∣∣∆K ′l+1

∣∣ /Fl} (5.39)

+
1
4
(
Log v2

n+1

)−1
n∑
l=0

E

{
〈y,∆Ml+1〉2

v2
n+1

/Fl

}
E
{(

∆K ′l+1

)2
/Fl

}
= O

((
Log v2

n+1

)−1/2
max

0≤k≤n

∥∥v−1
k Mk

∥∥{v−1
n+1

n∑
k=0

tr
{
v−1
k+1

(
〈M〉k+1 − 〈M〉k

) }})

+ O

((
Log v2

n+1

)−1
max

0≤k≤n
E
{(

∆K ′k+1

)2
/Fk

})
·

On en déduit (5.37), compte tenu des trois propriétés suivantes :

v−1
n+1

n∑
k=0

tr
{
v−1
k+1

(
〈M〉k+1 − 〈M〉k

) }
= O


√

tr
(
〈M〉n+1

)
vn+1

 = O(1) p.s. ;

(
Log v2

n+1

)−1/2 max
0≤k≤n

∥∥v−1
k Mk

∥∥ −→
n→∞

0 p.s. ;

et (
Log v2

n+1

)−1 max
0≤k≤n

E
{ (

∆K ′k+1

)2
/Fk

}
−→
n→∞

0 p.s.

Par hypothèse : Φn+1(y) −→
n→∞

Φ∞ (η, y) p.s. et d’après les lemmes 5.3-bis et 5.4, on a :

Ψn+1(x1, ..., xd) −→
n→∞

Ψ∞ (x1, ..., xd) p.s. ;

d’où le lemme.

Lemme 5.7. On se place dans le cadre de la partie 3) du lemme 5.3, en ajoutant les hypothèses H-5) et H-6)
(cf. Sect. 3.1). Alors les martingales matricielles :

Hn+1 =
n∑
k=0

(
V −1
k+1Mk

) ∗Xk+1 , Hn+1 =
n∑
k=0

(Xk+1
∗Xk+1 − E {Xk+1

∗Xk+1/Fk}) ,

vérifient la propriété suivante :{
1√
n+ 1

Hn+1,
1√
n+ 1

Hn+1, V
−1
n Mn

}
L−→

n→∞

{∑′(C),
∑′′

(C),
∑

(η)
}

où, conditionnellement à C = Y ,
( ∑′(Y )∑′′(Y )

)
est une v.a. gaussienne matricielle qu’on peut choisir indépen-

dante du triplet {η, C, (
∑

(x);x ∈ X)} et dont la structure de covariance 4 (Y ) est donnée par la formule (3.2).
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Preuve du lemme 5.7. On pose :

Hn =Vect(Hn) =
(
Hj
n ; 1 ≤ j ≤ d

)
, Hn =Vect

(
Hn

)
=Vect

(
H
j

n ; 1 ≤ j ≤ d
)

et Hn =
(
Hn
Hn

)
où H

j

n = Hn ej
(
et Hj

n = Hn ej
)
, 1 ≤ j ≤ d.

Alors la variation quadratique prévisible de la martingale H s’écrit :

〈H〉n+1 =

(
〈H〉n+1

〈
H,H

〉
n+1

∗ 〈H,H〉
n+1

〈
H
〉
n+1

)
avec :
• 〈H〉n+1 =

(〈
Hi,Hj

〉
n+1

)
1≤i,j≤d

et

〈
Hi,Hj

〉
n+1

=
n∑
k=0

(
V −1
k+1Mk

) ∗ (V −1
k+1Mk

) ∗ei E {Xk+1
∗Xk+1/Fk} ej ;

•
〈
H
〉
n+1

=
(〈

H
i
,H

j
〉
n+1

)
1≤i,j≤d

et
〈
H
i
,H

j
〉
n+1

= n Ln(i, j) ;

•
〈
H,H

〉
n+1

=
(〈

Hi,H
j
〉
n+1

)
1≤i,j≤d

et

〈
Hi,H

j
〉
n+1

=
n∑
k=0

(
V −1
k+1Mk

)
E { ∗ei (Xk+1

∗Xk+1) ej ∗Xk+1/Fk} = n Jn(i, j).

1) Étude du comportement asymptotique de la variation quadratique prévisible de H
Compte tenu du lemme 5.3-bis et des hypothèses, on a :

1
n+1

〈
Hi,Hj

〉
n+1

−→
n→∞

(∗ei (C − Λ∞C ∗Λ∞) ej) (Λ∞C ∗Λ∞) p.s. ;

1
n+1

〈
H
i
,H

j
〉
n+1

−→
n→∞

L(i, j) p.s. ;

1
n+1

〈
Hi,H

j
〉
n+1

−→
n→∞

J (i, j) p.s.

Ainsi :
1
n 〈H〉n −→n→∞ 4(C) p.s.

où 4(C) est la matrice définie par (3.1).

2) Vérification de la condition de Lindeberg pour la martingale H
Pour tout ε > 0, on a :

1
n

n∑
k=0

E
{
‖∆Hk+1‖2 1{‖Hk+1‖>ε

√
n}/Fk

}
−→
n→∞

0 p.s.

En effet :
1
n

n∑
k=0

E
{
‖∆Hk+1‖2 1{‖Hk+1‖>ε

√
n}/Fk

}
≤ 1
n

n∑
k=0

E
{
‖∆Hk+1‖2 1{‖Hk+1‖+‖Hk+1‖>ε√n}/Fk

}
+

1
n

n∑
k=0

E
{∥∥∆Hk+1

∥∥2
1{‖Hk+1‖+‖Hk+1‖>ε√n}/Fk

}
= o

(
1
n

n∑
k=0

∥∥V −1
k+1Mk

∥∥2
)

+ o

(
1
n

n∑
k=0

E
{(
‖Xk+1‖2 − E

{
‖Xk+1‖2 /Fk

})2

/Fk

})
= o (1) p.s.,

car les propriétés suivantes résultant de l’hypothèse H-5) :
‖Xk+1‖2 = o

(√
k
)

et∥∥V −1
k+1Mk

∥∥ ‖Xk+1‖ = O

(
‖Xk+1‖

k∑
l=0

V −1
k Vl ‖Xl‖

)
= O

(
‖Xk+1‖2

)
p.s.,
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impliquent que :

1{‖Hk+1‖+‖Hk+1‖>ε√n} ≤ 1{|‖Xk+1‖2−E{‖Xk+1‖2/Fk}|> ε
2
√
n} + 1{‖V −1

k+1Mk‖ ‖Xk+1‖> ε
2
√
n}

≤ 1n
k−1(‖Xk+1‖2−E{‖Xk+1‖2/Fk})2

> ε2
4

o + 1{k−1/2‖V −1
k+1Mk‖ ‖Xk+1‖> ε

2} = o (1) p.s.

Comme les v.a.
(
E
{
‖Xn+1‖2 /Fn

})
,

(
1
n

n∑
k=0

∥∥V −1
k+1Mk

∥∥2
)

et
(

1
n

n∑
k=0

E
{(
‖Xk+1‖2 − E

{
‖Xk+1‖2 /Fk

})2

/

Fk}) sont presque-sûrement bornées, la condition de Lindeberg est vérifiée par H.

3) Étude de la convergence en loi de la suite
{

1√
n
Hn, V −1

n Mn

}
Pour x1, ..., xd, y, z1, ..., zd dans Rd, posons :

H′n+1 =
n∑
k=0

(
d∑
j=1

[ ∗xj (V −1
k+1Mk

) ∗Xk+1ej +∗ zj (Xk+1
∗Xk+1 − E {Xk+1

∗Xk+1/Fk}) ej
])

;

U
(n+1)
k+1 = 1√

n+1
∆H′k+1 +

〈
y, V −1

n+1 ∆Mk+1

〉
;

Θn+1(x1, ..., xd, z1, ..., zd, y) =
n∏
k=0

E
{

exp
(
i ∆U (n+1)

k+1

)
/Fk

}
;

Φn+1(y) =
n∏
k=0

E
{

exp
(
i
〈
y, V −1

n+1 ∆Mk+1

〉)
/Fk

}
;

Ψn+1 (x1, ..., xd, z1, ..., zd) =
n∏
k=0

E
{

exp
(
i 1√

n+1
∆H′k+1

)
/Fk

}
·

En procédant comme dans la preuve de la partie 1 du lemme 5.6, on montre que :

|Θn+1(x1, ..., xd, z1, ..., zd, y)− Φn+1(y) Ψn+1 (x1, ..., xd, z1, ..., zd)| −→
n→∞

0 p.s.

On peut donc conclure que : {
1√
n
Hn, V −1

n Mn

}
L−→

n→∞

{( ∑′(C)∑′′(C)

)
,
∑

(η)
}

où, conditionnellement à {C = Y } ,
( ∑′(Y )∑′′(Y )

)
est une v.a. gaussienne matricielle indépendante du triplet

{η, C, (
∑

(x);x ∈ X)} et dont la structure de covariance est donnée par la matrice 4 (Y ) (cf. (3.2)).

Lemme 5.8.
1) Soit M une martingale vérifiant l’hypothèse H”-3) avec une normalisation scalaire (vn) comme dans le

théorème 2.5, alors :

i)
(
Log v2

n

)−1/2
v−2
n ([M ]n − 〈M〉n) −→ 0

n→∞
et

(
Log v2

n+1

)−1/2
n∑
k=0

{
1−

(
vk
vk+1

)2
}
v−2
k ([M ]k − 〈M〉k) −→ 0

n→∞
p.s.

ii) Si, en outre, l’hypothèse H-1) est vérifiée et la série

∑
n≥0

(
Log v2

n+1

)−1/2
v−2
n+1

(
E {∆Mn+1

∗∆Mn+1/Fn} −
(
v2
n+1 − v2

n

)
C
)
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est p.s. convergente, alors : (
Log v2

n

)−1/2
v−2
n [M ]n −→ 0

n→∞
et

(
Log v2

n+1

)−1/2
n∑
k=0

{
1−

(
vk
vk+1

)2
}{

v−2
k ([M ]k − C)

}
−→ 0
n→∞

p.s.

La seconde propriété de ii) est également vraie si v−2
n 〈M〉n−C = O

[(
Log v2

n+1

)−ρ] p.s. ou E
(∥∥v−2

n 〈M〉n − C
∥∥)

= O
[(

Log v2
n+1

)−ρ] pour un ρ > 1
2 .

2) Si M vérifie l’hypothèse H”-3) avec une normalisation (Vn) satisfaisant les conditions de croissance régulière
C-1), C-2) et C-3-bis) avec ∆n = O

(
A
−3/2
n

)
, alors :

iii)


A
−1/2
n tr

(
V −1
n ([M ]n − 〈M〉n) ∗V −1

n

)
−→ 0
n→∞

p.s.

et

A
−1/2
n+1

n∑
k=0

ak tr
{
V −1
k ([M ]k − 〈M〉k) ∗V −1

k

}
−→ 0
n→∞

p.s.

iv) Si, de plus, l’hypothèse H-1) est vérifiée et la série∑
k≥0

A
−1/2
k+1

[
E
{∥∥R1/2V −1

k+1 ∆Mk+1

∥∥2
/Fk

}
− aktr {C}

]
est p.s. convergente,R étant la solution de l’équation de Lyapounov I = RU + ∗UR, alors :
A
−1/2
n tr

{
V −1
n [M ]n

∗V −1
n

}
−→
n→∞

0
et

A
−1/2
n

n∑
k=0

ak tr
{
V −1
k [M ]k

∗V −1
k − C

}
−→
n→∞

0 p.s.

La seconde propriété de iv) a également lieu si V −1
n 〈M〉n ∗V −1

n − C = O
[
A−

ρ

n

]
p.s. ou

E
(∥∥V −1

n 〈M〉n ∗V −1
n − C

∥∥) = O
[
A−

ρ

n

]
p.s. pour un ρ > 1

2 .

Preuve du lemme 5.8.
i) On a :

v−2
n+1

{
[M ]n+1 − 〈M〉n+1

}
+

n∑
k=0

{
1−

(
vk
vk+1

)2
}

[M ]k − 〈M〉k
v2
k

=
n∑
k=0

v−2
k+1 (∆Mk+1

∗∆Mk+1 −E {∆Mk+1
∗∆Mk+1/Fk}) (5.40)

v−2
n+1 [M ]n+1 +

n∑
k=0

{
1−

(
vk
vk+1

)2
}(

[M ]k
v2
k

− C
)

=
n∑
k=0

v−2
k+1

{
∆Mk+1

∗(∆Mk+1)−
(
v2
k+1 − v2

k

)
C
}
· (5.41)

Par ailleurs, posant pour u ∈ Rd :

Nn+1(u) =
n∑
k=0

(
Log v2

k+1

)−1/2
v−2
k+1

(
〈u,∆Mk+1〉2 −E

{
〈u,∆Mk+1〉2 /Fk

})
,

on a :

E
{
|∆Nk+1(u)|

β

/Fk
}

= O

{(
Log v2

k+1

)−β2 E{ ∣∣v−1
k+1 〈u,∆Mk+1〉

∣∣2β /Fk}} ·
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Donc sous l’hypothèse H”-3), la série
∑
k≥0

E
{
|∆Nk+1(u)|

β

/Fk

}
converge p.s. et le théorème de Chow implique

que la martingale (Nn(u)) converge p.s. vers une limite finie. D’où les deux propriétés :

(
Log v2

n+1

)−1/2
n∑
k=0

v−2
k+1

(
〈u,∆Mk+1〉2 −E

{
〈u,∆Mk+1〉2 /Fk

})
−→
n→∞

0 p.s., (5.42)

pour tout u ∈ Rd ; et

(
Log v2

n+1

)−1/2
v−2
n+1

(
[M ]n+1 − 〈M〉n+1

)
−→
n→∞

0 p.s., (5.43)

par le lemme de Kronecker. La première propriété de la partie 1) du lemme découle de (5.40, 5.42) et (5.43).
ii) Si, en outre,

∑
k≥0

(
Log v2

k+1

)−1/2
v−2
k+1

(
E {∆Mk+1

∗∆Mk+1/Fk} −
(
v2
k+1 − v2

k

)
C
)

= ξ est p.s. convergente,

alors compte tenu de (5.41), on peut affirmer que :
n∑
k=0

v−2
k+1

(
〈u,∆Mk+1〉2 −

(
v2
k+1 − v2

k

) ∗uC u)
=

n∑
k=0

v−2
k+1

(
E
{
〈u,∆Mk+1〉2 /Fk

}
−
(
v2
k+1 − v2

k

) ∗uC u)+ o
{(

Log v2
n+1

)1/2}
= o

{(
Log v2

n+1

)1/2} p.s., ∀u ∈ Rd.
D’où l’on déduit grâce à (5.41, 5.43) et l’hypothèse H-1) :(

Log v2
n

)−1/2
v−2
n [M ]n −→n→∞ 0 et

(
Log v2

n+1

)−1/2
n∑
k=0

{
1−

(
vk
vk+1

)2
}(

v−2
k [M ]k − C

)
−→
n→∞

0 p.s.

La seconde propriété de ii) est immédiate si au lieu de la convergence p.s. de la série ξ, on a :

v−2
n 〈M〉n − C = O

[(
Log v2

n+1

)−ρ] p.s.

ou

E
(∥∥v−2

n 〈M〉n − C
∥∥) = O

[(
Log v2

n+1

)−ρ]
pour un ρ > 1

2 .

En effet, dans ce cas la série
∑
n≥0

[
1−

(
vn
vn+1

)2
] (

Log v2
n+1

)−1/2 (
v−2
n 〈M〉n − C

)
est p.s. convergente ; d’où

la propriété cherchée par le lemme de Kronecker. La partie 1) du lemme est établie.
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iii) Dans le cadre de la partie 2) du lemme, on a les relations suivantes analogues à (5.40) et (5.41) respective-
ment, valables pour toute matrice R symétrique et positive :

tr
{
R1/2V −1

n+1

(
[M ]n+1 − 〈M〉n+1

) ∗V −1
n+1R

1/2
}

+
n∑
k=0

tr
{

(R− ∗ΛkRΛk) V −1
k ([M ]k − 〈M〉k) ∗V −1

k

}
=

n∑
k=0

tr
{
R1/2V −1

k+1

(
∆ [M ]k+1 −∆ 〈M〉k+1

) ∗V −1
k+1R

1/2
}

(5.44)

et

tr
{
R1/2V −1

n+1

(
[M ]n+1

) ∗V −1
n+1R

1/2
}

+
n∑
k=0

tr
{

(R − ∗ΛkRΛk)
(
V −1
k [M ]k

∗V −1
k − C

)}
=

n∑
k=0

tr
{
R1/2V −1

k+1 [∆Mk+1
∗(∆Mk+1)− (Vk+1 C

∗Vk+1 − Vk C ∗Vk)] ∗V −1
k+1R

1/2
}
· (5.45)

Si la condition C-3-bis) a lieu avec ∆n = O
(
A
−3/2
n

)
et si R est la solution de l’équation RU + ∗UR = I, on a :

R− ∗ΛkRΛk = akI +O
(
akA

−3/2
k

)
(k →∞) (5.46)

Une adaptation des raisonnements effectués dans les étapes i) et ii) permet alors d’établir les propriétés de la
partie 2) du lemme.

e) Preuve du théorème 2.3 et du TLC du théorème 2.4
D’après la partie 1) du lemme 5.6, on peut affirmer que{

A
−1/2
n Hn, V

−1
n Mn

}
L−→

n→∞
ν′∞ ⊗ µ∞ ;

où conditionnellement à {C = Γ} , ν′∞ est la loi d’une v.a. Nd×d
(

0, Γ̃⊗ Γ
)

indépendante de C et Γ̃ = UΓ+Γ ∗U .
Compte tenu de (5.23), cette propriété implique que les v.a. (Dn) définies par :

Dn = V −1
n (Mn

∗Mn − [M ]n) ∗V −1
n

vérifient : {
A−1/2
n R1/2Dn+1R

1/2 +A−1/2
n

n∑
k=0

R1/2 {Dk − ΛkDk
∗Λk}R1/2, V −1

n Mn

}
L−→

n→∞
ν̃∞ ⊗ µ∞

où, pour toute matrice symétrique et positive R, ν̃∞ est la loi d’une v.a. de la forme Σ′(C) + ∗Σ′(C), Σ′(Γ)
étant une v.a. gaussienne centrée, indépendante de {η, C, (

∑
(x);x ∈ X)} et de covariance Γ̃⊗ Γ.

Or, on a : A
−1/2
n Dn+1 −→

n→∞
0 en probabilité, car d’une part la suite

(
V −1
n Mn

)
converge en loi et d’autre

part la suite
(
V −1
n 〈M〉n ∗V −1

n

)
converge p.s. ce qui implique que A−1/2

n V −1
n [M ]n

∗V −1
n −→

n→∞
0 en probabilité.

D’où la propriété suivante :{
A−1/2
n

n∑
k=0

tr {(R− ∗Λk RΛk)Dk} , V −1
n Mn

}
L−→

n→∞
ν∞ ⊗ µ∞ (5.47)
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où ν∞ est la loi d’une v.a. de la forme 2
√
tr
{
C̃ RC R

}
G,G étant une v.a. gaussienne centrée, réduite et

indépendante de {η, C, (
∑

(x);x ∈ X)} . La partie 1 du théorème est établie.
Choisissons pour matrice R la solution de l’équation de Lyapounov : I = RU + ∗U R.

Alors grâce à la propriété :
R− ∗ΛnRΛn = anI +O(anA

−3/2
n ) et à la suivante :Dn = o(An) p.s.,

qui découle de H-3) ou H’-3), on peut affirmer que :
n∑
k=0

tr {(R− ∗ΛkRΛk − akI)Dk} = o

(
n∑
k=0

akA
−1/2
k

)
= o

(
A

1/2
n

)
p.s. ;

par conséquent (5.47) s’écrit :{
1√
An

n∑
k=1

ak tr
(
V −1
k {Mk

∗Mk − [M ]k} ∗V −1
k

)
, V −1
n Mn

}
L−→

n→∞
ν∞ ⊗ µ∞.

On en déduit la partie 2) du théorème 2.3. En effet, en vertu de l’une ou l’autre des deux hypothèses suivantes :

N A
ρ

n

∣∣tr (V −1
n 〈M〉n ∗V −1

n

)
− tr (C)

∣∣ = O(1) p.s.,
N A

ρ

n E
{∣∣tr (V −1

n 〈M〉n ∗V −1
n

)
− tr (C)

∣∣} = O(1),

pour un ρ > 1
2 , on peut substituer dans le TLC précédent la v.a. tr(C) à la suite

(
tr
(
V −1
k [M ]k

∗V −1
k

))
.

Plaçons nous sous les hypothèses du théorème 2.4, en gardant le même choix de la matrice R ; et posons
D̃k = V −1

k {Mk
∗Mk − 〈M〉k} ∗V −1

k .

D’après la preuve du lemme 5.8, l’hypothèse H”-3) permet de substituer les v.a.
(
D̃k

)
aux v.a. (Dk) dans

(5.47). Or , si l’événement
{

lim A
−1/4
n

∥∥V −1
n Mn

∥∥ =∞
}

est négligeable, D̃n = O
(
A

1/2
n

)
p.s. et par suite :

n∑
k=0

tr
{

(R− ∗ΛkRΛk − akI) D̃k

}
= o

(
n∑
k=0

akA
−1/2
k

)
= o

(
A1/2
n

)
p.s. (5.48)

Ainsi l’écriture suivante de la propriété (5.47) est justifiée :{
A
−1/2
n

n∑
k=0

ak tr
{
V −1
k (Mk

∗Mk − 〈M〉k) ∗V −1
k

}
, V −1
n Mn

}
L−→

n→∞
ν∞ ⊗ µ∞.

Elle implique le TLC du théorème 2.4, car d’après le lemme 5.8, chacune des hypothèses suivantes :
Nla série

∑
n≥0

A
−1/2
n+1

[
E
{∥∥R1/2V −1

n+1 ∆Mn+1

∥∥2
/Fn

}
− an tr {C}

]
converge p.s. ;

ou
NAρn

∣∣tr (V −1
n [M ]n

∗V −1
n

)
− tr (C)

∣∣ = O (1) ;
ou
NAρn E

(∣∣tr (V −1
n [M ]n

∗V −1
n

)
− tr (C)

∣∣) = O (1) , pour un ρ > 1
2 ;

permet de substituer la matrice C à
(
V −1
k 〈M〉k ∗V

−1
k

)
dans la propriété ci-dessus.

f) Preuve de la partie 1 du théorème 2.5

La partie 2) du lemme 5.6 implique que le TLCG s’applique au couple de martingales normalisées((
Log v2

n

)−1/2
Kn,

Mn

vn

)
. Plus précisément :((

Log v2
n

)−1/2
Kn,

Mn

vn

)
L−→

n→∞
ν′∞ ⊗ µ∞
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où conditionnellement à {C = Γ} , ν′∞ est la loi d’une v.a. Nd×d (0,Γ⊗ Γ) que l’on peut choisir indépendante de
C ; d’où l’on déduit la première propriété du théorème 2.5 grâce à (5.24) et à la propriété

(
Logv2

n

)−1/2
Dn −→

n→∞
0

en probabilité.

g) Preuve du théorème 3.2
D’après le lemme 5.6 et l’égalité (5.23), on peut affirmer que :{

1√
n
Dn+1 +

1√
n

n∑
k=0

(Dk − ΛkDk
∗Λk) , V −1

n Mn

}
L−→

n→∞
{Σ′(C) + ∗Σ′(C), Σ(η)}

de manière stable, où
∑′(Y ) est une v.a. gaussienne matricielle qu’on peut choisir indépendante du triplet

{η, C, (
∑

(x);x ∈ X)} et dont la matrice de covariance est (Y − Λ∞ Y ∗Λ∞) ⊗ Λ∞ Y ∗Λ∞ pour une matrice

symétrique et positive Y . Comme
1√
n
Dn −→

n→∞
0 en probabilité, on en déduit que pour toute matrice R′

symétrique, positive et éventuellement aléatoire en tant que fonction mesurable du couple (C, η) :{
1√
n

n∑
k=0

tr {(R ′ − ∗ΛkR ′ Λk)Dk} , V −1
n Mn

}
L−→

n→∞

{
σ(C)G,

∑
(η)
}

où G est une v.a. gaussienne standard, indépendante du triplet
{C, η, (

∑
(x);x ∈ X)} et σ2(C) = 4 tr {R ′ [C − ∗Λ∞C Λ∞] R ′ Λ∞C ∗Λ∞} ·

Prenant : R′ =
∞∑
k=0

∗Λk∞ Λk∞, on vérifie aisément que R′ satisfait la relation R′ − ∗Λ∞R′ Λ∞=I. Or, celle-ci

implique la suivante : R′ − ∗ΛkR′ Λk = I + o
(
k−3/2

)
dès que la suite

(
k3/2 (Λk − Λ∞)

)
est bornée. Ainsi, la

partie 3) du théorème découle de celle qui la précède, car la propriété : Dk = o (k) p.s. implique que :

1√
n

n∑
k=0

k−3/2Dk −→
n→∞

0 p.s.

h) Preuves des TLC des théorèmes 3.3 et 3.4
1) Montrons la partie 1) du théorème 3.3. La relation (5.23) et la suivante

V −1
n+1

(
[M ]n+1 − 〈M〉n+1

) ∗V −1
n+1 +

n∑
k=0

(
V −1
k {[M ]k − 〈M〉k } ∗V −1

k − V −1
k+1 {[M ]k − 〈M〉k } ∗V −1

k+1

)
+

n∑
k=0

V −1
k+1

{
∆Mk+1

∗∆Mk+1 −∆ 〈M〉k+1

} ∗V −1
k = Hn+1, (5.49)

donnent :
V −1
n+1

(
Mn+1

∗Mn+1 − 〈M〉n+1

) ∗V −1
n+1

+
n∑
k=0

(
V −1
k {Mk

∗Mk − 〈M〉k } ∗V
−1
k − V −1

k+1 {Mk
∗Mk − 〈M〉k } ∗V

−1
k+1

)
= Hn+1 + ∗Hn+1 +Hn+1.

Ainsi, les v.a. D̃k = V −1
k {Mk

∗Mk − 〈M〉k } ∗V
−1
k vérifient la relation :

D̃n+1 +
n∑
k=0

(
D̃k − Λk D̃k

∗Λk
)

= Hn+1 + ∗Hn+1 +Hn+1.
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Vu que : ∥∥∥D̃n+1

∥∥∥ = O
(∥∥V −1

n+1Mn+1

∥∥2
)

= o
(
n1/2

)
p.s.

en vertu de l’hypothèse H-5), la partie 1) du théorème 3.3 est une conséquence directe du lemme 5.7.

2) Pour obtenir la partie 2) du théorème 3.3, on remarque d’abord que pour toute matrice R′ symétrique,
positive et éventuellement aléatoire en tant que fonction mesurable du couple (η, C) :

n−1/2

n∑
k=0

tr
{

(R ′ − ∗ΛkR ′ Λk) D̃k

}
= n−1/2

n∑
k=0

tr
{

(R ′)1/2
(
D̃k − Λk D̃k

∗Λk
)

(R ′)1/2
}

= n−1/2 tr
{

(R′)1/2 (
Hn+1 + ∗Hn+1 +Hn+1

)
(R′)1/2

}
+ o (1) .

= n−1/2 tr
{
R′
(
Hn+1 + ∗Hn+1 +Hn+1

)}
+ o (1)

= n−1/2
〈
Vect (R′) ,Vect

(
Hn+1 + ∗Hn+1 +Hn+1

)〉
+ o (1)

= 2 〈Vect (R′) ,Hn+1〉+
〈
Vect (R′) ,Hn+1

〉
+ o (1)

=
〈(

2Vect (R′)
Vect (R′)

)
, n−1/2Hn+1

〉
+ o (1) p.s. , (n→∞),

car tr(AB) = 〈Vect (∗A) ,Vect (B)〉 .

La convergence en loi de la suite
{
n−1/2Hn+1, V

−1
n Mn

}
vers

{( ∑′ (C)∑′′ (C)

)
,
∑

(η)
}

établie au lemme 5.7

est évidemment stable, on peut donc affirmer que :{
1√
n

n∑
k=0

tr
{

(R ′ − ∗ΛkR ′ Λk) D̃k

}
, V −1
n Mn

}
L−→

n→∞
{σ̃(C)G,

∑
(η)}

où G est une v.a. gaussienne standard, indépendante du triplet {η, C, (
∑

(x);x ∈ X)} et

σ̃2(C,R′) = σ̃2(C) = ∗
(

2Vect (R′)
Vect (R′)

)
4 (C)

(
2Vect (R′)
Vect (R′)

)
;

4 (Y ) étant la matrice définie par (3.2).
Désormais, supposons que la suite (n (Λn − Λ∞)) est bornée. Alors on peut remplacer dans le résultat

précédent la suite

(
1√
n

n∑
k=0

tr
{

(R ′ − ∗Λk R ′ Λk) D̃k

})
par la suite

(
1√
n

n∑
k=0

tr
{

(R ′ − ∗Λ∞R ′ Λ∞) D̃k

})
,

car leur différence tend vers 0 lorsque n → ∞. Or, pour R′ =
∞∑
k=0

∗Λk∞Λk∞, on a : R′ − ∗Λ∞R′Λ∞ = I. D’où

la partie 3 du théorème 3.3.
3) Si, en plus de la bornitude de la suite (n (Λn − Λ∞)), la version suivante de l’hypothèse H-1) a lieu :

V −1
n 〈M〉n ∗V −1

n = C +O (n−ρ) p.s. pour un ρ > 1 ; et C est p.s. inversible,

alors on peut substituer la v.a. C à la suite
(
V −1
n 〈M〉n ∗V −1

n

)
dans les résultats des parties 2) et 3) du théorème

3.3. Autrement dit, on a la propriété suivante :

{
1√
n

n∑
k=0

tr
{

(R ′ − ∗Λ∞R ′ Λ∞)
(
V −1
k Mk

∗Mk
∗V −1
k − C

)}
, V −1
n Mn

}
L−→

n→∞

{
σ̃(C,R′)G,

∑
(η)
}
·
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Mais comme C est inversible, on peut prendre R′ =
∞∑
k=0

∗Λk∞C
−1Λk∞ dans la propriété ci-dessus. La matrice

R′ vérifie alors : R′ − ∗Λ∞R′ Λ∞ = C−1 ; d’où la partie 1) du théorème 3.4 car :

1√
n

(
n∑
k=1

∗MkQ
−1
k Mk −

n∑
k=1

∗Mk
∗V −1
k C−1 V −1

k Mk

)

= o

(
n−1/2

n∑
k=1

k(1/2−ρ)

)
= o

(
n(1−ρ)

)
= o (1) p.s.(i .eρ > 1). (5.50)

5.2.2. Lois du logarithme itéré

La dernière assertion du théorème 2.4 et la partie 2-b) du théorèmes 2.5 découlent de la loi du logarithme
itéré établie dans [4, 7] et du lemme 5.8.

i) Preuve de la LLI du théorème 2.4

D’après la relation (5.23), on a :

n∑
k=0

tr {(R− ∗ΛkRΛk)Dk}+ tr {RDn+1} = 2
n∑
k=0

〈
R1/2V −1

k+1Mk, R
1/2V −1

k+1∆Mk+1

〉
= 2L̃n+1 (5.51)

où : Dn = V −1
n (Mn

∗Mn − [M ]n) ∗V −1
n .

Par ailleurs, si l’événement ∆ =
{

limA−1/4
n

∥∥V −1
n Mn

∥∥ =∞
}

est négligeable, l’hypothèse H”-3) permet

d’appliquer la loi du logarithme itéré rappelée ci-dessus à la martingale scalaire
(
L̃n
)

:

lim
n→∞

(
2
〈
L̃
〉
n

Log Log
〈
L̃
〉
n

)−1/2 ∣∣∣L̃n∣∣∣ = 1 p.s. ;

d’où :

lim
n→∞

(2An Log LogAn)−1/2
∣∣∣L̃n∣∣∣ =

√
tr
{
C̃RCR

}
p.s.,

car d’après la partie 1 du lemme 5.2 :
A−1
n

〈
L̃n
〉
−→
n→∞

tr
{
C̃RCR

}
p.s.

On conclut en exploitant la partie 2) du lemme 5.8, la relation (5.51), la propriété (5.48) vérifiée par la matrice
R et en remarquant que sous H-1) et H’-2) on a H-2) et H-4).

j) Preuve de la LLI du théorème 2.5

Soient x, y deux vecteurs de la base canonique de Rd. Si l’événement ∆ =
{

lim
(
Logv2

n

)−1/4
v−2
n ‖Mn‖ =∞

}
est négligeable. L’hypothèse H”-3) assure d’après le théorème 2.4 de [4]que la martingale scalaire ( ∗xKn y)
vérifie la loi du logarithme itéré. On en déduit la loi LLI avec poids suivante, compte tenu de la partie 2) du
lemme 5.3 et de la relation (5.24) :

lim
n→∞

(
2Log v2

n Log Log Log v2
n

)−1/2

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

(
1− v2

k

v2
k+1

)
v−2
k {〈x,Mk〉 〈y,Mk〉 − ∗x [M ]k y}

∣∣∣∣∣
=
√

2 (∗xC x) 2 + 2 ∗xC x ∗yC y p.s.
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Mais d’après la partie 1) du lemme 5.8, la convergence p.s. de la série∑
n≥0

(
Log v2

n+1

)−1/2
v−2
n+1

[
E {∆Mn+1

∗∆Mn+1/Fn} −
(
v2
n+1 − v2

n

)
C
]

ou bien l’une ou l’autre des deux conditions : v−2
n 〈M〉n − C = O

[(
Log v2

n+1

)−ρ] p.s. ou

E
(∥∥v−2

n 〈M〉n − C
∥∥) = O

[(
Log v2

n+1

)−ρ] pour un ρ > 1
2 , permet de substituer ∗xC y à

∗x [M ]k y

v2
k

dans la relation précédente. La partie 2-b) du théorème 2.5 est établie. Elle reste vraie en substituant

H’-2) au couple {H-2), H-4)} car les hypothèses H-1) et H’-2) impliquent H-2) et H-4). On l’obtient enfin sous
H-1) et l’hypothèse : ∑

n≥0

E
{∥∥v−1

n+1∆Mn+1

∥∥2β
/Fn

}
<∞ p.s. pour un réel β ∈ ]1, 2]

car dans ce cas on a H’-2), H”-3) et la loi du logarithme itéré :

lim
‖Mn‖√

2v2
n LogLogv2

n

≤ tr(C) p.s. ;

ce qui implique que ∆ est négligeable.

k) Preuve de la LLI du théorème 3.4

Compte tenu de la partie h) de 5.2.2, posant D̃k = V −1
k {Mk

∗Mk − 〈M〉k } ∗V −1
k , la propriété :

n−1/2

n∑
k=0

tr
{

(R ′ − ∗Λ∞R ′ Λ∞) D̃k

}
=
〈(

2Vect (R′)
Vect (R′)

)
, n−1/2Hn+1

〉
+ o (1) p.s., (n→∞),

a lieu pour toute matrice R′ symétrique, positive, éventuellement aléatoire en tant que fonction mesurable du
couple (η, C), dès que la suite (n (Λn − Λ∞)) est bornée et on a :

∥∥V −1
n Mn

∥∥ = o
(
n1/4

)
p.s. (n→∞) . Prenons

R′ =
∞∑
k=0

∗Λk∞C−1Λk∞ dans la relation ci-dessus et supposons que l’hypothèse H”’-3) a lieu, à savoir :

∑
n≥0

k−β E
{
‖Xn+1‖4 /Fn

}
<∞ p.s. pour un β ∈]1, 2].

Alors les v.a.
(〈(

2Vect (R′)
Vect (R′)

)
,Hn+1

〉)
vérifient la propriété suivante :

〈(
2Vect (R′)
Vect (R′)

)
,Hn+1

〉
= Ln+1 + o(

√
n)p.s. (5.52)

où :

Ln+1 = 2
n∑
k=0

〈
(R′k)1/2V −1

k+1Mk, (R′k)1/2Xk+1

〉
+

n∑
k=0

(∥∥(R′k)1/2Xk+1

∥∥2 − E
{∥∥(R′k)1/2Xk+1

∥∥2
/Fk

})
,

avec :

R′k =
k∑
l=0

∗Λl∞C
−1

k Λl∞ et Ck = V −1
k (I + 〈M〉k) ∗V −1

k .
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En effet, grâce à l’hypothèse : V −1
n 〈M〉n ∗V −1

n = C + O (n−ρ) p.s. pour un ρ > 1 ; et au fait que C est p.s.
inversible, on a :

R′ = R′k +
k∑
l=0

∗Λl∞
(
C−1 − C−1

k

)
Λl∞ +

∑
l>k

∗Λl∞C
−1Λl∞ = R′k +O(k−ρ) p.s. ;

d’où :〈(
2Vect (R′)
Vect (R′)

)
,Hn+1

〉
− Ln+1 =

n∑
k=0

〈
(R′ −R′k)V −1

k+1Mk, Xk+1

〉
+

n∑
k=0

(〈(R′ −R′k)Xk+1, Xk+1〉 − E {〈(R′ −R′k)Xk+1, Xk+1〉 /Fk})

= o

(
n∑
k=0

k−ρk1/2

)
= o

(
n

3
2−ρ
)

= o (
√
n) p.s.

car d’une part ρ > 1 et d’autre part
∥∥V −1

k+1Mk

∥∥ ‖Xk+1‖ = o
(√

k
)

et ‖Xk+1‖2 = o
(√

k
)

p.s.

Or, la martingale
(
Ln
)

vérifie la LLI :

lim
n→∞

(
2
〈
L
〉
n

Log Log
〈
L
〉
n

)−1/2 ∣∣Ln∣∣ = 1 p.s.,

cela résulte du fait que les propriétés :
∥∥V −1

n Mn

∥∥ = o
(
n1/4

)
p.s. et H”’-3) impliquent que la série :∑

n≥0

E


∣∣∣∣∣ ∆Ln+1q
〈L〉

n+1

∣∣∣∣∣
4

/Fn

 <∞ p.s. Comme : n−1
〈
L
〉
n
−→
n→∞

σ̃2 (C,R′) p.s., on a la LLI :

lim
n→∞

(2nLogLog n)−1/2

∣∣∣∣〈( 2Vect (R′)
Vect (R′)

)
,Hn

〉∣∣∣∣
= lim
n→∞

(2nLog Log n)−1/2

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

( ∗Mk
∗V −1
k C−1V −1

k Mk − d
)∣∣∣∣∣ = σ̃ (C,R′) p.s.

La partie 2) du théorème en découle en vertu de la propriété (5.50).

5.3. Preuve succinte du théorème 4.2

a) Calcul préliminaire
Posons :

D̃n = V −1
n (Mn

∗Mn − 〈M〉n) ∗V −1
n ; D̃n(1) = v−2

n (Mn(1) ∗Mn(1)− 〈M(1)〉n) ;
D̃n(2) = V −1

n (2) (Mn(2) ∗Mn(2)− 〈M(2)〉n) ∗V −1
n (2) ; Ṽn(2) = nα/2Vn(2), n ≥ 1.

En écrivant les relations (5.24) et (5.40) pour le couple {(Mn(1)) , (vn)} et les relations (5.23) et (5.49) pour le
couple

{
(Mn(2)) ,

(
Ṽn(2)

)}
, on obtient les relations (5.53) et (5.54) ci-dessous, à savoir :

D̃n(1) +
n∑
k=1

(
1− v2

k

v2
k+1

)
D̃k(1) = Kn+1(1) + ∗Kn+1(1) +Kn+1(1) ; (5.53)

où

Kn+1(1) =
n∑
k=0

v−2
k+1 Mk(1) ∗ (∆Mk+1(1)) ,

Kn+1(1) =
n∑
k=0

v−2
k+1

(
∆ [M(1)]k+1 −∆ 〈M(1)〉k+1

)
.
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(n+ 1)−α D̃n(2) +
n∑
k=1

(
k−α D̃k(2)− (k + 1)−α Λk(2) D̃k(2) ∗Λk(2)

)
=

n∑
k=1

(k + 1)−α (∆Hk+1(2) + ∗∆Hk+1(2)) +
n∑
k=1

(k + 1)−α ∆Hk+1(2) (5.54)

où

Hn+1 (2) =
n∑
k=0

V −1
k+1(2)Mk(2) ∗

(
V −1
k+1(2) ∆Mk+1(2)

)
;

Hn+1 (2) =
n∑
k=0

V −1
k+1(2)

(
∆ [M(2)]k+1 −∆ 〈M(2)〉k+1

) ∗ V −1
k+1(2).

Par ailleurs, la v.a. matricielle R′(2) =
∞∑
k=0

∗Λk∞(2)C−1(2)Λk∞(2) vérifie la relation : R′(2)− ∗Λ∞(2)R′(2) Λ∞(2)

= C−1(2) ; laquelle implique la suivante en vertu de la condition (4.4) :
R′(2)− ∗Λk(2)R′(2) Λk(2) = C−1(2) +O(k−α/2).

Compte tenu de (5.54), des propriétés précédentes de la v.a. R′(2) et des hypothèses H-5) et (4.5) sur le couple
{(Mn(2)) , (Vn(2))}, on a :

n∑
k=1

k−α ∗Mk(2)∗V −1
k (2)C−1(2)V −1

k (2)Mk(2)

= tr

{
R′(2)

n∑
k=0

(k + 1)−α ∆
(
2Hk+1(2) +Hk+1 (2)

)}
+ o(n

1−α
2 )p.s. (5.55)

De même, la relation (5.53), la condition (4.3) sur la normalisation (vn) et les hypothèses (4.5) et (4.6) sur le
couple {(Mn(1)) , (vn)} permettent de justifier la relation suivante :

s2
n∑
k=1

k−α
(
v−2
k
∗Mk(1)C−1(1)Mk(1)− d1

)
= 2tr

{
C−1(1)Kn+1(1)

}
+ o(n

1−α
2 )p.s. (5.56)

Remarquons maintenant qu’en posant : Qn = I + 〈M〉n , on a :

∗MnQ
−1
n Mn − d = tr

{
Q−1
n (Mn

∗Mn −Qn)
}

= tr
{
∗VnQ−1

n Vn D̃n

}
− tr

{
Q−1
n

}
=
(
v−2
n
∗Mn(1)C−1(1)Mn(1)− d1

)
+
(∗Mk(2)∗V −1

k (2)C−1(2)V −1
k (2)Mk(2)− d2

)
− tr

{
Q−1
n

}
− tr

{( ∗VnQ−1
n Vn − C−1

)
D̃n

}
·

D’où l’on déduit, compte tenu de (5.55) et (5.56) :

n∑
k=1

k−α
( ∗MkQ

−1
k Mk − d

)
=

2
s2

tr
{
C−1(1)Kn+1(1)

}
+ tr

{
R′(2)

n∑
k=0

(k + 1)−α ∆
(
2Hk+1(2) +Hk+1 (2)

)}
+ ζn (5.57)
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avec :

ζn = o(n
1−α

2 )−
n∑
k=1

k−αtr
{
Q−1
k

}
+

n∑
k=1

k−αtr
{
D̃kC

−1
(
V −1
k Qk

∗V −1
k − C

) (∗VkQ−1
k Vk

)}
· (5.58)

b) Preuve de l’assertion 1) du théorème

L’hypothèse (4.5) sur le couple (M,V) implique l’assertion 1) du théorème, à savoir :

V −1
n Qn

∗V −1
n = C + o(n−

1−α
2 )p.s. avec C = Diag {C(1), C(2)} · (5.59)

En effet :

N v−2
n Qn(1, 1) = v−2

n (Id1 + 〈M(1)〉n) = C(1) + o
[(

Logv2
n

)−ρ1
]

= C(1) + o(n−
1−α

2 ) p.s.,

car : Logv2
n ∼ s2n1−α et ρ1 >

1
2

;

N V −1
n (2)Qn(2, 2) ∗V −1

n (2) = V −1
n (2) (Id2 + 〈M(2)〉n) ∗V −1

n (2) = C(1) +O (n−ρ2) p.s. et ρ2 > 1 ;
N v−1

n Qn(1, 2) ∗V −1
n (2) = v−1

n 〈M〉n (1, 2) ∗V −1
n (2)

=
n∑
k=1

E{v−1
n ∆Mk(1) ∗

(
V −1
n (2) ∆Mk(2)

)
/Fk−1}

= O

(
n∑
k=1

[
v−2
k tr (∆〈M〉k(1))

]1/2 ∥∥V −1
n (2)Vk(2)

∥∥)

= O

(
n∑
k=1

k−α/2
n−1∏
l=k

‖Λl‖
)

= O
(
n−α/2

)
= o(n−

1−α
2 ) p.s.,

car α >
1
2
.

c) Preuves des assertions 2) et 3) du théorème
D’après (5.58) et (5.59), on a :

ζn = o(n
1−α

2 ) +O

(
n∑
k=1

k−α
∥∥V −1

k

∥∥2

)
+O

(
n∑
k=1

k−αk−α/2 tr
{
D̃k

})
= o(n

1−α
2 )p.s., (5.60)

car :
tr
{
D̃k

}
= O

(∥∥V −1
k Mk

∥∥2
)

= O
(∥∥v−1

k Mk(1)
∥∥2
)

+O
(∥∥V −1

k (2)Mk(2)
∥∥2
)

= O
((

LogLogv2
k

))
+ o(kα−

1
2 ) = O ((LogLogk)) + o(kα−

1
2 ) = o(kα−

1
2 ) p.s.

Compte tenu du lemme 5.7 et du fait que α >
1
2

, on vérifie aisément que la martingale matricielle
( n∑
k=0

(k + 1)−α

∆
(
2Hk+1(2) +Hk+1 (2)

))
considérée dans (5.55) est p.s. convergente, car sa variation quadratique prévisible

est p.s. convergente. Il en résulte, grâce à (5.57) et (5.60), que :
n∑
k=1

k−α
( ∗MkQ

−1
k Mk − d

)
=

2
s2

tr
{
C−1(1)Kn+1(1)

}
+ o(n

1−α
2 ) p.s.

D’où la partie 3) du théorème, grâce au lemme 5.6 et à la partie j) de la section 5.2.2.
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On obtient la partie 2) en montrant par la méthode de la fonction caractéristique conditionnelle, comme au
lemme 5.6, que :{
n−1/2Kn+1(1), v−1

n Mn(1), V −1
n (2)Mn(2)

} L−→
n→∞

N d1×d1 (0, C(1)⊗ C(1))⊗Nd1 (0, C(1))⊗ ν
où ν est la loi de la v.a. Σ2 (η), limite en loi de la suite

(
V −1
n (2)Mn(2)

)
.

6. Annexe

généralisation du théorème de la limite centrale

presque-sûre pour les martingales vectorielles

Les résultats suivants ont été établis dans [5, 6].

Théorème I (1re forme du TLCPSG). Soit M = (Mn)n≥0 une martingale à valeurs dans Rd, localement de
carré intégrable , satisfaisant aux hypothèses H-1) et H-2) avec une normalisation (Vn)n≥0 vérifiant ou bien les
conditions (C) (cas 1) ou bien les conditions (C′) (cas 2). Soit (rn)n≥0 une suite de réels positifs majorée et

telle que RN =
N∑
n=1

rn →∞. Considérons les mesures empiriques pondérées :

µ1
N (.) =

[
Log (Dét VN )2

]−1
N∑
n=1

[
1−

(
Dét Vn

Dét Vn+1

)2
]
δ{Zn∈.},

µ2
N (.) = R−1

N

N∑
n=1

rnδ{Zn∈.}

associées aux v.a. Zn = V −1
n Mn. Alors, presque-sûrement, dans le cas j, (j = 1,2), les mesures

(
µjN

)
convergent

étroitement vers µ∞ .

Théorème II (2e forme du TLCPSG). Soit M = ((Mn(1),Mn(2)))n≥0 une martingale à valeurs dans Rd1 ×
Rd2 , localement de carré intégrable, satisfaisant aux hypothèses H-1) et H-2) avec une normalisation (Vn)n≥0

de la forme : Vn = Diag (Vn(1), Vn(2) ) où les matrices carrées (Vn(1)) [resp. (Vn(2))] vérifient les conditions
(C) [resp. (C′)]. Associons aux v.a. Zn = (Zn(1), Zn(2) ) avec Zn(i) = V −1

n (i)Mn(i) les mesures empiriques
pondérées :

µN (.) =
[
Log Dét V 2

N (1)
]−1

N∑
n=1

[
1−

(
Dét Vn(1)

Dét Vn+1(1)

)2
]
δ{Zn∈.}.

Alors, presque-sûrement, les mesures (µN ) convergent étroitement vers la mesure µ∞.

Du théorème I, on déduit le corollaire suivant appelé théorème de limite centrale presque-sûre multi-
dimensionnel (TLCPS) :

Corollaire III (TLCPS). Si dans le cas 1 du théorème I, l’hypothèse H-2) est remplacée par la condition de
Lindeberg H’-2), alors la limite µ∞ (ω,• ) des mesures µ1

N (ω,• ) est la loi mélange aléatoire de C1/2 (ω)G où G
est un vecteur gaussien d-dimensionnel, standard et indépendant de C. En particulier, µ∞ = N (0, C) si en plus
la matrice C n’est pas aléatoire.

Comme conséquence du (TLCPSG), on obtient les minorations suivantes appelées, à juste titre, inégalités
fortes de Cramer-Rao dans [5] et [6].
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Corollaire IV
1) Sous les hypothèses du théorème II, et en supposant que la probabilité limite µ∞ est de covariance C (i.e.

C =
∫
x ∗x dµ∞(x)), presque-sûrement pour tous vecteurs u,v de Rd :

lim
N→∞

(
Log [Dét VN (1)]2

)−1 N∑
n=1

[
1−

(
Dét Vn(1)

Dét Vn+1(1)

)2
] ∣∣〈u, V −1

n Mn〉〈 v, V −1
n Mn〉

∣∣
≥ |∗uCv| ;

en particulier :

lim
N→∞

(
Log [Dét VN (1)]2

)−1 N∑
n=1

[
1−

(
Dét Vn(1)

Dét Vn+1(1)

)2
]
‖V −1

n Mn‖2 ≥ tr(C).

2) Si la probabilité µ∞ est de covariance C, alors dans le cadre 2 du théorème I :

lim
N→∞

1
N

N∑
n=1

∣∣〈u, V −1
n Mn〉〈 v, V −1

n Mn〉
∣∣ ≥ |∗uCv|

presque-sûrement pour tous vecteurs u, v de Rd.

Les auteurs tiennent à remercier l’éditeur et les deux rapporteurs pour leurs commentaires constructifs qui ont permis

d’améliorer la première version de ce travail.
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