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Approximation d’une diffusion induite sur une équation cinétique
par un systeme dynamique

Frangoise Pene
fpene@maths.univ-rennesl.fr

Cet article est ’aboutissement d’un travail effectué en DEA sous la direction de Jean-Pierre
Conze, a 'Université de Rennes 1. Pour plus de lisibilité, certaines notations figurant dans
I'introduction ne seront précisées qu’au paragraphe 2.1.

1 Introduction

Soit (R, F, u,T) un systéme dynamique mesuré, i.e. un espace probabilisé (€2, F, 1) muni
d’une transformation 7" : Q — 2 préservant la mesure p. Nous supposerons qu’il existe un mou-
vement brownien standard sur (2, F, ). Nous serons amenés & considérer le cas ol le systéme est
ergodique, i.e le cas ot la tribu des invariants Z = {4 € F : T~1(A) = A} ne comporte que des
ensembles de mesure nulle ou 1. Soient d un entier naturel non nul et @ : (2, F) = (Rd, B(Rd))
une application mesurable de carré intégrable; nous nous intéressons ici au comportement asymp-
totique des processus d-dimensionnels

|5
X(w)=|Xetzw)=2z—¢ Z a(Tk(w))

k=0
teR*, zeR4

Pour toute application borélienne ¢ : R? — R, nous notons, pour tout € > 0 et tout (¢, z,w) €
Rt xR x Q,
Belt,2,0) = ¢ (Koo (@) et uelt, @) = Bl (6,2, ).

En particulier, on s’intéressera au cas ou 2 est le tore T" (n > 2) et u la mesure de Lebesgue
sur T™. Le résultat suivant est établi au paragraphe 3.

Théoréme A Si T est un automorphisme ergodique du tore @ = T™ (n > 2) et si a est dans
C¥2(T™, RY) et vérifie E [a] = 0, alors il eziste une matrice positive D(a), limite de la suite de

matrices { E (L TN-lao Tk) ®2 telle que, pour toute fonction ¢ : R* -+ R continue
b I\V/N &k=0 N1 que, p p:

bornée, on a

1. u(t,x)—eou(t, z), uniformément sur tout compact de R+ x RY,



2. Ye(t, x,w)—req0u(t, z), pour la topologie faiblex sur L (R"' x R¥ x Q),

ot u est lunique fonction de classe CY?(R* x R?), solution de ’équation de la chaleur

d 1

P ED(G) : V2,

avec la condition initiale u(0,-) = ¢; i.e. u(t,z) = E,[p(z — B;)] ou B = (B:): est un mouve-
ment brownien sur R?, centré, de variance D(a).

Le second résultat établi dans cet article (au paragraphe 4) est le suivant:

Théoréme B Si T est ergodique et si a est une fonction homologue dans L%(2) & une fonction
engendrant une suite de différences de martingales relativement a une filtration {F, = T~"Fo}n,
alors la limite suivante eriste

1 N-1 . ®2
NETOOE“ [(\/—N— > aoT ) ] = D(a),

k=0
et, pour toute fonction ¢ : R — R continue bornée, on a

1. uc(t,z)—resou(t, x), uniformément sur tout compact de Rt x R?,

2. Ye(t, z,w)—r.0u(t, z), pour la topologie faiblex sur L (R"‘ x R4 x Q),

ot u est l’unique fonction de classe CLY2(R+ x R%), solution de I’équation de la chaleur

d 1
P §D(a) : V2,
avec la condition initiale u(0,-) = ¢; i.e. u(t,z) = E,[p (¢ — B;)] ot B = (B;): est un mouve-
ment brownien sur RY, centré, de variance D(a).

Le point de départ de cette étude est un article de Claude Bardos, Frangois Golse et Jean-
Frangois Colonna [BGC96]. Nous avons travaillé sur une version provisoire [BGC], dans laquelle
~le théoreme A est établi dans le cas ot T est 'automorphisme du tore 2 = T™ (avec n = 2)
1
11
convergence pour un systéme dynamique général. Le probléeme est alors de vérifier les conditions
sur les exemples, ce sera ’objet des deux paragraphes suivants. Nous traitons au paragraphe 3
le cas des automorphismes du tore. Nous y démontrons le théoréme A. Il s’agit essentiellement
d’une réécriture des preuves données dans [BGC], le passage de la dimension 2 & la dimension
n > 2 ne présentant pas de grandes difficultés dans le cas hyperbolique; le cas non hyperbolique
nécessite plus de précautions. Pour cet exemple, la vérification des critéres établis au paragraphe
2 repose sur un résultat de décorrélation de polynémes trigonométriques et sur des arguments de
densité. Puis, nous montrons au paragraphe 4 comment les méthodes de martingales permettent
de vérifier les critéres établis au paragraphe 2 (que nous affaiblissons en remplagant un résultat
de bornitude dans L3 par un résultat d’équi-intégrabilité du carré). Nous démontrons ainsi le
théoréme B. Les résultats obtenus par Stéphane Le Borgne [Bor97] permettent alors d’étendre

donné par T = ) et pour d = 3. Au paragraphe 2, nous établissons des critéres de



le théoréme A 3 toute fonction a héldérienne d’ordre & avec 0 < a < 1. D’autre part, les critéres
de compacité utilisés dans le paragraphe 2 nous permettent de voir que les convergences étudiées
ici résultent du TCL et d’un résultat de bornitude en norme L! (ainsi que nous ’énongons dans
le théoréme C & la fin du paragraphe 2). Cette constatation et un TCL établi par Léonov nous
permettent d’énoncer un résultat général (Théoréme D) dans le cas ol T est un endomorphisme
ergodique sur un groupe abélien compact @ = G (u étant la mesure de Haar sur G). Ce sera
I'objet du paragraphe 5. Pour terminer l’article, nous discutons en annexe de propriétés de dé-
corrélation pour les polynémes trigonométriques (dont le role est essentiel dans la démonstration
proposée par C. Bardos, F. Golse et J-F. Colonna) Nous interprétons ces résultats en termes
de bernoullicité et de mélange.

Soit (R, F, 4, T) un systéme dynamique mesuré quelconque. Les 2 remarques suivantes nous
permettront de restreindre les classes de fonctions ¢ et a pour lesquelles nous vérifierons les
conclusions des théorémes A et B.

Remarque 1.0.1 Si, pour toute fonction ¢ de classe C2(R?), on a les conclusions 1 et 2 du
théoréme A ou du théoréme B, il en est de méme de toute fonction de classe CP. La conclusion
1 peut étre vue comme une convergence en loi uniforme sur tout compact de la suite de processus
(X.), vers le mouvement brownien généralisé centré, de variance D(a). La propriété suivante
de tension uniforme sur tout compact est alors également vérifiée :

Pour tout 0. > 0, tout T > 0 et tout compact X de R?, il existe une constante L = Lo x > 0

telle que

sup  sup p({|| Xl 2 L}) < o,
0<e<1 t<T; z€X

avec la convention Xo; . = = — B;.

Preuve. Pour vérifier ceci, on montre tout d’abord la propriété de tension uniforme sur tout
compact, en approchant 1p(,z) par une suite croissante (¢»)» de fonctions plateaux de classe
Cg. 1l s’agit ensuite d’utiliser cette propriété de tension pour étendre les conclusions 1 et 2 aux
fonctlons de classe Cy. Dans ce qui suit, ¢ désignera une fonction de classe C?, non identiquement
nulle. Soit & > 0, 7 > 0 et X un compact de R?%. D’aprés ce qui precede, il existe une constante
L > 0 telle que l'on a supgg.<1 SUPs<rizex # ({| Xepzll 2 L}) < gy 1l existe une fonction

$@) € Cg telle que supyy<r () — # )] < % et 3loo < @lloo- 1 vient
sip  sup |E, [p(Xep) = 6 (Xep)|| <

0<e<1 t<7; z€X
Ainsi, pour tout & > 0, on a lime05UPi<s; sex [Eule(Xep,e) — ¢(z — Bi)]| £ 20

Soit f € LY(R* x R? x Q) N L*(Rt x R? x Q). Montrons que lim.o < ¢(X.), f >=<
¢(z — By), f >. Soient a > 0, il existe T = (®f) > 0 et un compact X = X(@f) de R? tels que

o3

|f (¢, z,w)| dtdz dp(w) < —— STl

-/([O,T]XX x§)e

Il existe un réel L > 0 tel que

1 o 2 o
su su Xeizll > L}) < min ( ) ) )
oup S 4 (U Xenell > LD (r-mes(X) STellie) " STelal Al

3



et il existe une fonction ¢(®) € C telle que suppyi<z [9(y) - ()] < 3”;’“L1 et [|¢(¥]|o0 <
ll¢l|co- Notons J;éa)(t, z,w) := $(* (X, -(w)). Nous avons alors

S [< e =9, S > <a et [<Eulele - Bl - Euf¢?) (s - B)), f>| S

cqfd.

Remarque 1.0.2 Si les conclusions du théoréme A ou du théoréme B sont vérifiées pour une
fonction a : Q@ = R, alors elles seront encore vraies pour toute fonction b homologue d a dans
L2, i.e sib est de la formeb=a+h — hoT avec h dans L?.

®2
Preuve. 11 est facile de voir que limy_y4+00 E, [(ﬁ ZkN=—bl bo Tk) ] = D(a). Il reste a établir

les conclusions 1 et 2, pour toute fonction ¢ continue bornée. D’aprés la remarque précédente,
il suffit de les vérifier pour les fonctions de classe C%. Si ¢ est une telle fonction (supposons la
non identiquement nulle), I'inégalité des accroissements finis nous donne alors

[u® = u{l, < 28|V epllooellhl] 1,

et, pour toute fonction f dans L(RT x R¢ x Q)NL2(R*T x R? x Q) et tous 7 > 0 et X compact
de R%, on a

(2) _ 5(®) <9 oo/ t,z,w)|dt dz d
| <=0 f > <2l [ (70 dede du(o)+

. .
+2d||Vplloo (Tmes(X))2el|Al| L2 || flI 2,
cqfd.

2 Criteres de convergence

Nous énongons ici des résultats généraux reliant des propriétés de compacité aux résultats
de convergence des théorémes A et B. Nous établirons dans les paragraphes suivants les décor-
rélations permettant d’obtenir ces compacités. Voici tout d’abord quelques préliminaires.

2.1 Notations

Soient r et s deux entiers naturels non nuls. Si A et B sont deux vecteurs respectivement
dans R" et dans R®, on définit la matrice A ® B:=A’B de taille r X s et on notera A%? la
matrice symétrique A @ A. Soient M et N deux matrices de taille r X s, on définit le réel
M:N=N:M=3%,M;N;; Avec ces définitions, si X est une matrice de taille »r x r,si A
et B sont dans R", alors on a

X:A®B=) X;jAiBj="(XB)A=< A, XB>.
i



On notera ||oo la norme du supremum relativement  la base canonique de R". Soit f : (Q, F) —
(R", B(R")) une application mesurable, nous définissons

[ flloo = I fllzee :=inf{M > 0: p{z : | f(2)]eo > M} = 0},

et, pour 1 < p < 400,
1
17 lle = I fllze(uy = 1w [ F17]10,

avec |f|? : @ — R" telle que (| f|P); = | fi|P en notant f; les applications coordonnées de f. Soient
A, a et b des applications mesurables définies sur (Q2, ) a valeurs dans Mat, .(R) = R™*", R"
et R" respectivement, 'inégalité de Holder s’écrit, pour % + % =1,

Eufl <a,b> [ < rllaflplblly et Eul < Aa,b> [] < r2||Allollallpbllg,

et I'inégalité de Bienaymé-Tchebytcheff nous donne

[

€2’

p({lalo 2 €}) <7

Nous aurons besoin de la quantité suivante

o= an] ) = [2] -]

Soient f : R — RP, n un entier naturel non nul et k = (ky,...,kq) un vecteur & coefficients
entiers naturels, nous notons (quand ces quantités sont bien définies) V" f la différentielle d’ordre
n de f et

oIkl

DF , avec |kl=Fki+...+ kq.
f azsdf |l 1 d

= ™
Oz -

Pour tout z dans R?, nous désignons par |V"¢(z)|_, la norme du supremum de V"¢ (z) considéré
comme élément de RP-4" :

o" f;

O0zqay . r O2q,

(2)]-

IV*¢(2)lw = sup
1<i<p; 1<ay,...,an<d

C’E(Rd) est un espace vectoriel normé pour la norme

I fllcsrey = >~ 1ID* fllco-

Ik<3

De méme, si 7 > 0 et si X est un compact de R%, C}"*([0, 7] X X) est un espace vectoriel normé

pour la norme
”f”CS"([o,-r]xX) = Z ”Do'kf“oo-
[k|<2

Soient m et p deux entiers naturels non nuls. On note, pour H™ = H™(R?,R") ou H™ =
H™(T?,R"),

1

I llgm = ( > IID"inz) -

tel<m



2.2 Critéres

Soit ¢ : R¢ — R une application borélienne.

2.2.1 Un résultat de relative compacité uniforme

Proposition 2.2.1 Si ¢ est une fonction de classe C3(R?) et sia : @ — R? est intégrable
centrée et telle que

< 400,
L'(u)

alors la famille (u.)e>o est relativement compacte dans Cl? 2([0; 7] X X)) pour tout T > 0 et tout
compact X de R®. De plus, ses valeurs d’adhérence i vérifient i(0,-) = ¢.

sup
N

1 Y .
S— aoT
7r

Pour démontrer la proposition 2.2.1, nous avons besoin des deux résultats suivants de majoration
uniforme en €. ‘

Lemme 2.2.2 Sous les hypothéses de la proposition 2.2.1, (u¢)e>o est uniformément bornée
dans CP*(RY x R?) par une constante C > 0.

Preuve. On a, pour tout k € N¢ tel que |k| < 3, sup,cp+ sup,cra |DEuc(t, )| < || DF¢llco, cafd.
Lemme 2.2.3 Sous les hypothéses de la proposition 2.2.1, il eziste une constante C' > 0 telle

que, pour tout € > 0, tout t € R, tout 7 € R avec t + 1 > 0 et tout = dans R? et pour tout
k=0,1,2,0na

IVzus(t +7,2)— Vﬁus(t, z), < C'y/I7|.

Preuve. Soient 7 > 0 et k = 0,1, 2. Nous avons, par le théoréme de convergence dominée,

|
Vi (t+7,2) - Vit 9)l,, < d|[VE%| _Jle Y aoT
k=l£7J+1 Li(g)
<

||V ¢lloov/T sup

< OV,

par hypothése. De méme, on a |VEu(t — 7,z) — VEu,.(t,7)| < C'\/T, cgfd.

La proposition 2.2.1 résulte de ces deux lemmes et du théoréme d’Ascoli.

1 X .
—_— aoT
v =

L' (y)

2.2.2 Convergence faiblex

Proposition 2.2.4 Sous les hypothéses de la proposition 1 et si, de plus, on a



[ l=) |
(Ch) gi_r)%E# Volz—e> aoTF|e Y aoT! =0,
| =
t t+4+T ®2
| %) |57 ]
(C9) li_r}r%)E,, Vip x—sZaoTk i le Z aoT
=[]
vgr ®2
| %] |5 ]
-E, [V3p x-gZaoTk :E, || e Z aoT! =0,
k=0 I=I_:§-J+1
] ’ 3
(Cs) limsup sup e > aoT!| =0(r)2,
e—=0 tcRt .
l=[_:,-J+1 3

et si la limite suivante eziste

(€9 lim_G(n)=D()

1 n—1 ®2
G(n)=E, (————ZaoTk> )
\/1—1: k=0
alors (uc). converge *faiblement dans L® (R+ x R?) et uniformément sur tout compact de R* x
R? vers u lunique solution de classe CH3(RY x Rd) de l’équation de la chaleur

d 1
i -2—D(a) : Vi,
avec condition initiale u(0,-) = ¢; i.e u(t,z) = E,[p(z — By)], ot B = (By)i>0 désigne un MB
centré de matrice de variance D(a).

avec

Preuve. (u.). est une famille bornée dans L®(R* x R?) (par ||¢||oo). Donc, d’aprés le théoréme
de Banach-Alaoglu, cette famille posséde au moins une valeur d’adhérence pour la convergence

faiblex dans L* (R"’ X Rd) = (LI(R+ X Rd))’. Soit u € L®(R* x R%) I'une d’entre elles.
Alors, quitte & prendre une sous-suite, on a, pour toute fonction f intégrable sur R+ x R?,
lim [ ue(t,2)f(t 2)dbde = /R o Ut D) f (b 2)dtds.

En particulier, ceci est vrai pour toute fonction f dans C§. Nous allons regarder u au sens des
distributions. Pour toute fonction f dans Cg, on définit, pour tout € > 0 et tout 7 > 0,

ue(. +, ) — Ue(', ),f> .

T

Furlf) = (



/ ue(t+7,2) — ue(t, x)f(t, 2) dtdz
R+ xR4

T
= ue(t, z
Rt xR4

t— — f(t
JE=r2) = f(62) g
T
Donc, pour tout 7 > 0, lim.0 F; , existe et vaut

Fer(f)

F.(f) = /R+XRdu(t,x)f(t_ T’””T)‘ 1:2) g,

car ﬂ—i}ﬁ eCy (R+ X Rd). En faisant tendre 7 vers 0, nous obtenons
F(f) = lim F(f)
d
= - t,z)—
/R o ML D) (42 ded

d
= /1.1+de (—ﬁu(t,z)f(t, ) dtdz.

Comme ¢ est dans C2, nous pouvons écrire la formule de Taylor avec reste de Lagrange a ’ordre

2, ce qui nous donne

t t 5] L)
e ( +T*”’2""€(’x)=—E,‘ Volz—€d aoT* = > aoTk| +
=0 k=|_:t2-J+1
A-t,"rr,t,:
T ®2-
1 |5] L)
+ 5B |V z—€ Y, a0TF|: 7 > aoT* +
=[5
Bs,"r(,t,z

+ O—'e,‘r,t,.z‘y

thr 3
%] aoTk|| . Or, par hypothése, on a
3

R

avec |Cer 2] < E)1V3¢lloo

(Cl) l]_'_r}% AE,T,t,:l,‘ = O’

t t+T ®2
) ) | %] . Ll
(C3) imB,rt.—-E, |V |z—¢ Z aoTF || : E,||— Z aoTk =0,
&0 2 k=0 \/1: i
=[]+

et la condition (C3) implique

limsup sup  |Certol = O(T)%-
e=0 (t,z)eR* xR

8



Par le théoreme de convergence dominée, on montre que u, est deux fois dérivable en z et que
Viuc(t,z) = E[V2,(t,2,-)], car V2@ est bornée. Donc, pour toute fonction f dans C,ona

1 c Netrgr—1 ®?2 v
Yo, . L k > =
Fer(f) = 2 <Vzu5 1By, (\/7: ;; aoT ) + Gt T ’f>’

avec lime50 Ve = 0 et [|suUP,50 Velloo < +00. Or 5 =1 < Nepi4r < 5+ 1, done

1
, (Vzus(t, z): EG(Ne,t,tJ,,)) f(t,z) dtdz| <

Forlf)- [

R+ xR

lim sup
=0

< limsup |Cert,cf (2, 2)| dtda
e—0 R+ xR4

< limsup  sup  |Cerralllfllzrm+ xre)
e—+0  (t,r)eR+xR9

O(r)z.

IA

Or, par hypothése, on a
(€2 Jim_G(n)= D(a).

Comme la fonction f est dans C§f et comme Neyttyr > 5 — 1, il vient
F(f) _—_/ (V2u(t z): lD(a)) f(t,z) dtdz +0 (7).
T R+ de T 1 2 1

. . o g . 1 .
Puis, en faisant tendre 7 vers 0, on fait disparaitre le terme en O (Tz), ce qui nous donne

d 2, . 1 —
Eu— Vz.u . -2-D(a) =0.

Nous obtenons ainsi 1’équation de la chaleur

d 1
—u = =D(a) : V2u.
@' = 3P Vau
On vérifie facilement que les valeurs d’adhérence pour la topologie faiblex coincident avec celles
obtenues dans le paragraphe 2.2.1 (que ’on identifie & des distributions sur Cg). Il reste a voir
que ces valeurs d’adhérence correspondent & des fonctions de classe C1'2 sur R* x R%. Pour cela,
on considére une valeur d’adhérence u de (u.). pour C%?(R* x R%) et pour la topologie faiblex
sur L. On a, au sens des distributions,
d 1
—u = =D(a): V2u.
b= 300 : Vou
On en déduit que la distribution £u correspond & une fonction w continue en (¢,z) . Soit v la
fonction définie par

v(t,z) = p(z) + /Ot w(s, z)ds.



v est de classe C10, Vérifions que z := u — v est la fonction identiquement nulle. Il est facile de
voir que, pour tout z dans R%, on a

/ 2(t,2)g(t) dt = 0,
Rt

pour tout g dans G := {h’; h € CE(R*)} et que G = {g € C2(R*) : [g g(t) dt = 0}. Soit une
fonction g dans CE(R) telle que [p ¢o(t) dt = 1. Alors, pour toute fonction f dans CERM),
la fonction f — feq est dans G (en notant f := fr, f(s) ds) et donc, pour tout z dans R%, on a

/R | #(t:2)f(t) dt = C(a) /R () ds

avec C(z) = [r+ 2(t, z)@o(t) dt. On conclut, en utilisant la continuité de 2, que 2(¢,z) = C(z) =
2(0,2) = 0. Ainsi, u coincide avec v. Donc les valeurs d’adhérence pour la convergence uniforme
sur tout compact [0;7] x X et pour la convergence faiblex sur L°(R* x R%) sont des solutions
u de classe C1? de I’équation de la chaleur donnée précédemment, vérifiant la condition initiale
u(0, ) = ¢. L’existence et ’unicité d’une telle fonction est un résultat classique (I’unicité repose
sur un principe du maximum), cgfd.

2.2.3 Un second résultat de convergence faiblex

Proposition 2.2.5 Sous les hypothéses des propositions 2.2.1 et 2.2.4 et si, de plus, T est
ergodique, alors (1), converge vers u pour la topologie faiblex sur L*(R* x R? x Q) =

(LR xR x )"

Preuve. {1}, est une famille uniformément bornée par ||¢|loc. Donc, d’aprés le théoréme de
Banach-Alaoglu, {t.}. est relativement *faiblement compacte. Soit ¥ une valeur d’adhérence
pour la topologie faiblex, i.e ¢ est la limite faiblex de (%), (quitte & prendre une sous-suite).
Montrons que 1)o7 = 4 presque partout (en notant 7" = (-, -, T(-))), pour cela, il suffit de vérifier
quel'on a < $oT, f >=< 1, f > pour toute fonction f € L1(R+ x R% x Q)N L2(R* x R? x Q).
Soit f une telle fonction. On remarque que l’on a

<yoTl,f>=<4,Pf>=lim <4, Pf>=lim <y, 0T, f >,

oll P: L' — L?! désigne ’opérateur défini par
dT,,
dA

Tu s ainsi définie est absolument continue devant A; en effet, si A(4) =0, alors 140 T =0 Xp.p
(car A est T-invariante), d’ot

Tps(A) = /

Rt xRIxQ

P(f) = ,avec d\=dtdedu, dus = fdX et Tus(A) = pp(T71A);

14 o’fd,uf =,/R+><Rdxﬂ lAOde/\Z 0.

P ainsi défini est appelé opérateur de Perron-Frobenius (ou opérateur de transfert) associé a
Ur: f— foT.Dautre part, on a

| < $eoT = f> 1 < 2lellen | |£(t,2,)] dt da dps()+
(fo,7r]1x X xQ2)
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+d||Vplloo2¢ a2 (m-mes(X )2 | ]| 2.

Ainsi, pour presque tout (t,z) € R* x RY, (t,z,-) est presque sirement T-invariante, donc
presque siirement constante en w € § (car T est ergodique), cqfd.

2.2.4 Conclusion

Proposition 2.2.6 Si les hypothéses des trois propositions précédentes sont vérifiées, alors
1. lil‘l.’(l) E,[¢.] = u, uniformément sur tout compact de Rt x R?,
e—

2. lim 9, = u, au sens de la topologie faible x sur L° (Rt x R? x Q),

e-0

ot u est l'unique solution de classe C12(R¥ x RY) de I’équation de la chaleur

d 1 2
ZU= —2-D(a) : Vi,

avec condition initiale u(0,-) = ¢.
Preuve. Ceci résulte des propositions 2.2.1, 2.2.4 et 2.2.5, cqfd.

Remarque 2.2.7 D’aprés la remarque 1.0.1 , si les fonctions ¢ € C® satisfont les hypothéses
des propositions 2.2.1, 2.2.4 et 2.2.5; alors les conclusions 1 et 2 seront encore vérifiées pour
toute fonction ¢ continue bornée.

Le résultat suivant découle des résultats de compacité établis précédemment.
Théoréme C Soit ¢ : R* — R une fonction continue bornée. Si la suite de v.a. (aoT’“)lc
vérifie le TCL: ﬁ TN-laoTk 5 N(0,D(a)) et si (# Y- lao Tk)N est bornée dans L*,

alors on a
lim B,[p(Xey,2)] = Elo(z - By)),

uniformément sur tout compact de Rt x R? et xfaiblement dans L° (Rt x R9); ot B = (B):
désigne un mouvement brownien centré de matrice de variance D(a).

St, de plus, T est ergodique, alors on a également
lim (X, :.c) = Elp(z ~ By,

au sens de la topologie faiblex sur L°(RT x R? x Q).

Preuve. On sait déja que X, ¢ . L. B;. On a donc, pour tout (t,z) € Rt x R¢,
lim E,[¢(Xes.)] = Elip( — By)).
e—0

La proposition 2.2.1 nous assure I’existence de valeurs d’adhérence de E,[p(X....)] pour C%?(R+ x
R9). D’aprés ce qui précede, la seule valeur d’adhérence est (¢, z) — E[p(z — B;)]. De la méme
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maniére que nous ’avons établi au cours de la démonstration de la proposition 2.2.4, on montre
que cette valeur d’adhérence coincide avec les valeurs d’adhérence de E,[¢(X....)] pour la topo-
logie faiblex L®(R* x R?) (dont 'existence est assurée par le théoréme de Banach-Alaoglu).

Supposons T ergodique. On conclut en reprenant la démonstration de la proposition 2.2.5,

cqfd.
Corollaire 2.2.8 S§i (a o T*) est une suite de v.a.i.i.d centrées de carré intégrable, alors
lim E,[p(Xe,t0)] = Elp(z - Bt)l;

uniformément sur tout compact de Rt x R? et xfaiblement dans L°(R* x R9).

2.2.5 Affaiblissement des conditions (C;)

Supposons que la fonction ¢ soit de classe C7. On vérifie facilement les résultats suivants.

L) < 4oo et s’il existe une fonction positive &
m

Proposition 2.2.9 Sisupy "\/#N- SN aoT*
telle que lim,_,00(c) =0 et
1] [ ]
. k l —
(o)) lim E, | Voo :t:—ekz_:aoT e Y aoT'|| =0,
=0 I=|.t+=6§¢!J+1

alors (Ch) est vérifiée.

12 () < +oo et s’il existe une fonction positive
"

Proposition 2.2.10 Sisupy “ 71—ﬁ YN jaoT*k
6 telle que lim,_,o8(c) =0 et

B |45 \*
(cy l_i_r)r(lJE,, Vi :z:—ez:aoT’c e > aoT!
=) e
) |57 ] o
-E, |Vip U’IJ—EX:aoTIc :E e Z aoT! =0,
+=0 \ =l ]

alors (C3) est vérifiée.

Remarque 2.2.11 Les propriétés (C1) et (C}) ((Cz) et (C3), respectivement) sont des pro-
priétés de décorrélation asymptotique, mais (C1) ((C3) resp.) introduit un écart de l’ordre de
fle) = %;l entre les indices sur lesquels portent chacune des deur sommes. Dans le cas des
automophismes du tore, nous aurons

lim f(g) = +oo,

=0

i.e. l’écart entre les indices devient de plus en plus grand.
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Observons que la condition (C3) est satisfaite si supys, IITIﬁEch:oa o T¥||fs(y < +oo. En
conclusion, on a I’énoncé suivant :

Théoréme 2.2.12 Sia vérifie (C4) et supyy, HTIN‘ Efy:anTk”Ls(#) < +o0, si p € C}(R%, R)
et si les conditions (C]) et (C3) sont satisfaites, alors

1. li_xR) E,.[¢:] = u, uniformément sur tout compact de Rt x R?,
&

2. li_% ¥e = u, au sens de la topologie faiblex sur L° (Rt x R% x Q), si T est ergodique
&

ot u est 'unique solution de classe C'*(Rt x R?) de I’équation de la chaleur

d 1 o2
%U = ED(G) : V,,u,

avec condition initiale u(0, ) = ¢.

3 Automorphismes du tore: méthode des polynémes trigono-
métriques

3.1 Préliminaires

Nous considérons maintenant le cas particulier des automorphismes du tore. L’objet de ce
paragraphe est de généraliser a tout automorphisme ergodique 7" du tore, en dimension quel-
conque, la méthode utilisée dans ’article de C. Bardos, F. Golse et J-F. Colonna [BGC] pour

2 . . .
T= 1 i . Soit un entier naturel n > 2. Dans cette partie, 2 est le tore T™ et x la mesure
de Lebesgue sur T". Nous reprenons ici les arguments utilisés dans ’article [BGC] pour vérifier

(C1), (C3) et (C4). Introduisons tout d’abord quelques notations.

Soit T' un automorphisme du tore T", c’est-a-dire que T correspond 3 une application
linéaire sur R™, également notée T', dont la matrice M dans la base canonique de R"™ est &
coefficients entiers et de déterminant 1. La mesure p est invariante par T.

Nous notons S ’application linéaire transposée de T, Fy, F, et F, les sous-espaces de R"
stables par S associés aux valeurs propres de S de module respectivement strictement inférieur,
strictement supérieur et égal 3 1. Nous notons m,, m, et m. la dimension de Fj, F, et I,
respectivement; p et p, le rayon spectral de S, S|r,, respectivement. Pour tout z dans R", nous
noterons z,, z, et z. les éléments de Fy, F, et F., respectivement, tels que z = 5 + z, + z,.

Nous considérons une base (v;)i=1,...,n» de R™ dans laquelle S est représentée par une matrice
de Jordan réelle. Dans tout ce qui suit, || - || correspondra & la norme du supremum relativement
a cette base et d(-, -) sera la distance associée a cette norme.

Rappelons que la transformation T est ergodique si et seulement si M ne possede pas
de valeurs propres racines de 'unité. Nous dirons que T (ou M) est hyperbolique si M ne
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possede pas de valeurs propres de module 1, c’est-a-dire si F, = {0}. L’hyperbolicité entraine
donc l'ergodicité, mais la réciproque est fausse, la matrice suivante nous donne un exemple
d’automorphisme ergodique non hyperbolique du tore T*

0 00 -1
1 00 2
010 O
001 2

Les automorphismes du tore ergodiques non hyperboliques sont dits quasi-hyperboliques.

Nous donnons tout d’abord le résultat suivant (cf. Léonov [Léo64] et Katznelson [Kat71]).
Ce résultat nous permettra de généraliser la méthode présentée dans I’article [BGC] a tout
automorphisme ergodique du tore en dimension n > 2.

Théoréme 3.1.1 Soient V et W deuz sous-espaces de R™ stables par S tels que R* =V oW
et tels que les valeurs propres de S|y soient distinctes de celles de Sjy. Si V N Z" = {0}, alors
il existe un K > 0 tel que, pour tout k dans Z™ non nul, on a

d(k,V) 2 K|[k||I ™7,

ou q désigne la dimension de V.

Théoréme 3.1.2 SiT est un automorphisme du tore T", alors il existe des constantes K5y > 0
et K(y) > 0 telles que, pour tout a dans Z"™ non nul, on a

K

K
low + ael| > d(, o) 2 =L et ||y + ac| > d(a, Fy) 2 el

[lexf|™e

Si, de plus, T est ergodique, alors
Z"N (F. @ F,) = {0} et Z"N (F. & F;) = {0},

et il exziste donc des constantes K ) > 0 et K. 5) > 0 telles que, pour tout & dans Z" non nul,
on a

K
et ||| > d(a, F. ® F,) > )

Ko )
”Ot_,” Z d(a, Fe@ Fu) > z W.

= llafjmetme

La deuxiéme partie de ce théoréme est une conséquence du résultat précédent et des deux
propositions suivantes.

Proposition 3.1.3 Si M est une matrice @ coefficients entiers dont toutes les valeurs propres
sont de module 1, alors elles sont toutes racines de l'unité.

En particulier, si T est ergodique, alors F, # R™.
Proposition 3.1.4 Si W est un sous-espace vectoriel de R™ engendré par des vecteurs a coef-

ficients entiers, alors il existe une matrice de changement de base P a coefficients entiers et de
déterminant 1 dont les r = dim (W) premiers vecteurs colonnes forment une base de W.
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Preuve du théoréme 3.1.2 Supposons qu’il existe un vecteur entier non nul « dans F, @ F,.
Considérons le sous-espace vectoriel W de R™ engendré par {S*«; k € N}. D’aprés le théoréme
de Cayley-Hamilton, W est le sous-espace vectoriel engendré par {S¥a; k = 0,...,n — 1} et est
stable par S et S~!. Soit P comme dans la proposition 3.1.4 pour ce W; P correspond 3 une
base (u;)i=1,....n. Soit L := P~1*MP la matrice de S dans cette base. L est & coefficients entiers,

est de la forme
dim(W):r n—r

P
A B
0 C

et on a det(L) = £1. La matrice A est la matrice de Sy dans la base (u;)i=1,...r, on a det(A) =
+1. Comme W C F.@F,, on a nécessairement WNF, = {0} (car WNF, = {0} et det(A) = £1).
Donc W est inclus dans F,. D’aprés la proposition 3.1.3, les valeurs propres de S|y sont racines de
I'unité, ce qui contredit la condition d’ergodicité de T. On montre de méme que Z"N(F.®F,) = 0,

cqfd.
Remarque 3.1.5 SiT est un automorphisme du tore, alors on a
ms+me>0 et my+ m.>0.

Si, de plus, T est ergodique, alors ms > 0 et m, > 0.

3.2 Comportement asymptotique

Soit x une fonction positive définie sur R*. On définit

Hy = {f € LA(T%RY) + > ler(Hle < X(®)?IS 1122y, YR > 0}-

K2R

Dans le théoréme suivant, le symbole ”.” désignera la multiplication composante par composante.

Théoréme 3.2.1 (Décorrélation et Mélange exponentiel) SiT est un automorphisme er-
godique du tore T, alors

1. Si x est une fonction positive et décroissante définie sur Rt convergeant vers 0 a linfini
et si pg vérifie p; < po < 1, alors il existe des constantes A > 0, Co > 0 telles que, pour
toutes fonctions f et g dans H, avec E,[f] = E,[g] = 0, et pour tout entier naturel m, on
a

[BulS 0 T slko < Alfllplgllzageyx (Cors ®)

2. En particulier, pour tout entier s > 1, il eziste une constante B > 0 telle que, pour toutes
fonctions f et g dans lespace de Sobolev H*(T™, R") avec E,[f] = E,[g] = 0, et pour tout
entier naturel m, on a

|Eulf 0 T glloo < Bl fllzsllgllroe™™,
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-1
avec o = 13(—%’—). En particulier, si ¢ = f, on obtient
ICs(m)leo < BI|fllFzs€™*™,

ot C¢(m) est I’ auto-covariance d’ordre m de f: Cs(m) = E,[f o T™.f].

Ce résultat nous permettra d’établir (Cy). Pour obtenir les propriétés de décorrélation asymp-
totique (C]) et (C}) introduites au paragraphe précédent, C. Bardos, F. Golse et J-F. Colonna
utilisent le résultat suivant.

Théoréme 3.2.2 Si T est hyperbolique, alors il existe By > 0 et 31 > 0 tels que pour tout
R>1,0na

k=K1 I=L1

K> L,
Cov H PR o Tk H QWoT!) =0,

pour tous polynémes trigonométriques P*) et Q1) de degré inférieur @ R (pour || - ||)) et tous
entiers Ky, Ks, Ly, Ly tels que

Ki<K;<Ky+m(R)<L <Ly,
avec m(R) = [BoIn(R) + B1].

Preuve. Nous notons Kg = {k € Z" : ||k|| < R}. 1l suffit de montrer que, pour tout entier m >
[M?Lﬁ‘—J, tout entier naturel IV, tous U et V ensembles d’entiers inclus dans {m,...,m+ N}

et tous £ € (Kg)U et n€ (Kg)¥,on a
- + - — x+_
X +Xy7=0 = X;=X7=0,
en notant
XE_ = ZS"‘{;C et X,‘,*: ZSknk.
keUu keV

Or, si rg est un réel vérifiant p(Sﬁ{) <rg<l,ona

a(xg,F) <|(x7) | < 2 ISRl
< 2 ISEIIER.
keU
k_ p 10
< ng;nro = Rl—ro’

si m est assez grand (m > m;). De méme si pg est un réel vérifiant p; < po < 1,0n a

a(x3.R) <[ ()] < B2

1—p01

pour m assez grand (m > mg). Donc, si m > mg = max(my, mz), on a

- - n r’m
X €lg,, = {zER :”m””SRl—r}

16


http://llx.ll

et . o
XFelf,, ::{xER":“mngRl_r},

avec r = max(ro, p0) < 1. Ig 5 et IE,M sont des voisinages de F, et F, respectivement. Sup-
posons X, + X,j‘ =0, alors X = - X, donc X¢ et X} sont tous deux dans IE,m NIg, =
B (K'Rr™)) (avec K' = L) car T (et donc S) est hyperbolique. Supposons X¢ # 0, alors,

1-r

d’apres le théoréme 3.1.2, on a

|(x2).
pour m > L’%‘f’%‘%’;(rﬂ - %—, ce qui contredit ” (Xg’)u” < K'Rr™, cqfd.

Remarque 3.2.3 Dans le cas non hyperbolique, nous n’avons plus

I(( s)

= Rmspmm,

> K'Rr™,

- rm
Tim N Im = By (Rl m ,,)-

Nous ne pouvons donc plus utiliser le raisonnement précédent. Mais nous n’avons besoin ici que
d’une propriété plus faible (résultat ci-dessous) vérifiée par tout automorphisme ergodique du
tore, ainsi que nous le verrons dans l’anneze A.

Théoréme 3.2.4 Si T est ergodique, alors, pour toute fonction polynémiale g a coefficients
positifs, il eziste Bo(g) > 0 et B1(g) > 0 tels que, pour tout R> 1, on a

K; Lo
Cov| J] PP otk T] Q(’)oT’) =0,

k=K, =1L,

pour tous polynémes P et QU) de degré inférieur @ R (pour || -||) et tous entiers K1, K2, L1,
L, tels que
K; <K< Ky+m< Ly £ Ly < Ly + g(m),

avec m 2 [Bo(g) In(R) + B1(g)1-

Nous discuterons de ces propriétés de décorrélation en annexe. Elles sont essentielles pour la suite
de la démonstration. Nous reprenons 3 présent la preuve donnée dans [BGC] en la généralisant
a tout automorphisme ergodique du tore.

Théoréme 3.2.5 Soit T un automorphisme ergodique du tore et x comme dans le 1 du théoréme

3.2.1 telle que
1 6
X(R) = OR-+00 ((ﬁ) ) .

Si f est dans H, N L= (T™, R") et vérifie E,[f] =0 et Z lek(Hloo < || flloox(R), pour tout
1klI>R

R > 0; alors on a sup < 400.

N>1

_l__ifof_rk
mk:o

LA(T™)
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Preuve. 1l suffit de montrer le résultat dans le cas ou r = 1.

N 4 N
1 1 k k
By ||[-=YfoTH == 3 E[foThfoTrfoT™foThk
\/-N k=0 N2 k 1k27k31k4 =0 [ ]
!
<z Y [BremhserhsorhsoTH]|,
N 0<k; <k2<k3<ks<N

car il y a au plus 4! manitres de réordonner (k1, k2, k3, k4). Nous notons
E = {(ki, k2 k3, kg):0<k <ky<ks<ks<N},
By = {(kl,ka, ks, ks) €E ki — ki < N3,i=2,3, 4},
Ey = {(ku ks ks ks) € E:ihy— ks > N},
Es = {(ki,kao ks k) € BE:ks—ky > N7},
By = {(k1, ks ks, k) € B ks — kg > N§}.
On a alors £ = E;UFE,UFE3UEy et ’ensemble E; est disjoint de E5, F3 et E4. Nous définissons

Pr(f) le terme d’ordre R (pour la norme || - ||) de la série de Fourier de f:
PR(f) = Z Ck(f)e2i7r(k1').
IKI<R

Soient 4 fonctions f1, fo, f3 et fs dans L*°(T™, R), nous noterons
L®(f1, fo, f3, f2) = By [froTH o Th foTh fro TH]
si k = (k1, k2, k3, kq) € N* et
Lr(fi, far fa fa) =) IL(k)(fl,fz,fs,f4)|,

keF

si F est un sous-ensemble de N*4.

1. Soit (k1, k2, k3,k4) € E1, il y 2 N + 1 maniéres de choisir k; et moins de N% + 1 manieres
de choisir k; — k;—; pour chaque 7 = 2,3,4, donc #E; < (N + 1)(N% + 1)3. Donc

Le,(f, £ £, ) £ (N + 1)(N3 + 1)?|| f]l& = O(IV?).
2. Soit j =2,3,4et k€ Ej,ona

LW £, £, ) = LB(Pr(f), Pr(f), Pr(f), Pr(f)) +
+ LW(f - Pa(f), Pr(f), Pr(f), Pr(f)) +

—

a3

+ P(k)(f,f — Pr(f), Pr(f), Pr(f))+

—

a2

+ ;L(k)(fafaf_ PR(f)1PR(f))J+

ay

+ E(k)(fuf,f,f_ PR(f)),

ao
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On majore |f o T%| par || flleo, |f o T% — Pr(f) o T*| par x(R)|| fllco et |Pr(f) o T*| par
I+ x(R)Iflloo- Ainsi, pour i =0,1,2,3,0n a

lai| < x(R)(1+ x(R)) I fll%-
Nous obtenons donc, en majorant #E; par (N + 1),
\Lg,(f, f, f, f) = Lg,(Pr(f), Pr(f), Pr(f), Pr(f))| < 4(N + 1)*x(R) (1 + x(R))3[| fII%,.
Posons U = {ki;i < j} et V = {ki;i > j}, P&) = Pg(f), Q%) = Pr(f) et
Ky =k, Ky=kj_1, Ly =k;j et Ly = ky.

1

On a K; 5K2 _<_K2+N’§' <Ly <Ly <NZLj+ N.Prenons g(X) = X3, m=[N3].
Pour N assez grand, m > $;(g). On prend

m—8
R=R(N)=e R0 > 1.

On a alors m > Bo(g) In R + B1(g). Nous sommes donc sous les conditions d’orthogonalité
de polynémes données dans le théoreme 3.2.4. Nous avons donc

E, | [I Pr(f) o T* [] Br(¥) oT’} =E, [H Pr(f) oTk} E, [H PR(f)oT’] .

keU lev keU lev

wr =0 ((-2)) ~owv-2,

donc |Lg,(f, f, f, f) = Lg;(Pa(f), Pr(f), Pa(f), Pa(f))| = O(N?). Il reste a voir que
Lg;(Pr(f), Pr(f), Pr(f), Pr(f)) est en O(N?).

. Prenons j = 2,4. Comme co(f) = E,[f] = 0,0n a E,[Pr(f)] = Oet, donc, E,[Pr(f)oT*] =
0 pour tout entier ¢ car T préserve la mesure p. Or, si j = 2, alors U = {k1} et, si j = 4,
alors V = {k4}. Donc Lg;(Pr(f), Pr(f), Pr(f), Pr(f)) = 0. Donc Lg,(f, f, f, f) est en
O(N?), pour j = 2, 4.

. Prenons § = 3. On a U = {k1,k2} et V = {ks, k4}. Or, soit | > k, le premier point du
théoréme 3.2.1 nous donne

By [Pa(f) o T*-Pr(f) o T']| = [E, [Pr(f) o T"*.Pa(f)]|

=k

< AfIEx(Copo 7)-

D’autre part,

Donc Lg, (Pr(f), Pr(f), Pr(f), Pr(f)) =

= 3 [E. [Pa(f) o T Pr(f) oT*]

k€E;

|Bw [Pa(f) o T%.Pa(f) oTH|

ko —k kg ~k.

(Allfllg)2 > x(Copy 7 )x(Copg T )

1<k <k <N, 1<ks<ks<N

IA
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2
< (Allf||§)2( X(Copc?%—))
1<k<IKN

2 (N ik )
< (A1) (sz (Copg *) )
k=1 Ii=k

2
< (A||f]|§)2(N X(Copg )
>0

car x est a valeurs positives. Or

—i -L\®
x(Copy 2) =0 ((ln(Copo 2)) ) =0(7%).

Donc

i
ZX(COPO ?) < +oo.
150

On en déduit que Lg, (Pr(f), Pr(f), Pr(f), Pr(f)) est en O(N?). Ainsi, Lg,(f, f, f, f) est
également en O(N?), cgfd.

Théoréme 3.2.6 Soient T un automorphisme ergodique du tore T™, un réel T > 0 et a dans
C¥*2(T", R?) avec E,[a] = 0. Pour toutes fonctions f et g dans l’espace de Sobolev H*(R?, R)
avec % <s, ona

| %] |44 ]
li_r’r(l)C’ov f sz:aoTk ,gle Z aoT =0.
- S

On montre en fait:

Remarque 3.2.7 Sous les hypothéses du théoréme 3.2.6; si § : R, — R} et si l'une des
conditions suivantes est vérifiée

1. T est hyperbolique et on a 0 < §(¢) < 7 — €%, pour € assez petit et

G
ez =t
2. T est quasi-hyperbolique et §(e) =¢;
alors, pour tout t > 0, il existe un réel g9 > 0, trois constantes C,C",C” > 0 telles que, pour

tout € < gg et pour toutes fonctions f et g dans l’espace de Sobolev H ’(R‘i, R) avec g— < s, on
a la majoration
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|5
aoT*k ;9| € Z aoT <

k=0 l=|.t+‘6!¢!-|+1

s—d
1 2%eH(K,5(e),6) |,

< Wfllaelglae | O
it

[S1[-9
S’

avec C” CIJ C” CIJ
H(K,é,e) = —gz—e"TT exp (8—2e_77) .

Preuve. il existe un réel €; > 0 tel que pour tout € < £;, on a §(¢) < 7 —¢€? et §(¢) > £2. Prenons
€ < €1 A 1. Pour simplifier les écritures, nous écrirons § a la place de é(¢). Soit h = f, g. Posons

h := [na h(€)e? ™€) d¢. On a h(z) = h(z) pour presque tout z dans R%. Posons
77'5 = / 5(5)621""(6,.) d.
llgll<z

On peut montrer qu’il existe deux constantes K > 0 et L > 0 indépendantes de f et de g telles

e

b}

que
d
- - e’"2 - 4 _
1A= Fill < Kl gy et el < Eliilmfe
d

pour obtenir la premiére majoration, on multiplie par E—l—:ﬁ- et on utilise I'inégalité de Cauchy-
|5] | 4]
Z aoT'.

Schwartz. Notons .. = ¢ Z aoTket..=¢
k=0 I=I_E§§-J+l

Ona R, := Cov(f(..),9(.)) — Cov(f:(..),Fe(...))
Cov ((f = f)(-),9(-)) + Cov (o), (9= Ge) () -

En utilisant les majorations obtenues précédemment, on majore |R,| par

. ss—d
——— | fllzrsllgllzres

NE
2

(+-3)

ce qui nous donne le premier terme de la majoration. Il reste a majorer

ICOU (fe(-), ge(...))| .

Or, par Fubini, nous obtenons

Cov (fo(-), Gel-)) = Agn,”n“ﬁ F(€)g(n)Cov (e¥<tr>, e2im<n=->) dedp
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L’inégalité de Cauchy-Schwartz nous donne ’Cov (fe(),ge())| < a.p avec

1

a=(/ llf(f)g(n)lzdﬁdn) < il ilze < 17l gl
llEllinti<e

et
L] | 4) SRS
= / cov | T1 becoT, I OeoT'|| dedn}| ,
NElLinli<s k=0 = [%QJ_H

avec 0 = ¢¥"<&2()>, Nous notons Pr(f¢) le terme d’ordre R (pour la norme || - ||) de la série

de Fourier associée a f¢, a savoir

Pab) = 3 cul(Be)e®™<*> € I ().

Ikli<R
| %] |5
On a Cov H Oce oTk, H ey oT'| =
=) 41
|=) | ]
=Cov | [] Pr(bee)oT*, ] Pa(len)oT' |+
=
|%) | =) |5 ]
+Cov | [] 0ecoT*— [] Prbeg)oT*, T[] OenoT'|+
k=0 k=0 =] +1
) b
| =] el | %]
+Cov | I[ Pr(8eg)oT*, J[ OenoT'~ JI Pr(Ben)oT
k=0 =+ =% |+

- o

Ce
Nous allons appliquer le théoréme 3.2.2 (resp. théoréme 3.2.4) au terme a. en prenant pl) =
PR(osﬁ)a Q(l) - PR(aen)a

Ki=0< Ky:= [%J <Ky+m< L= [H_zéJ +1
€ €

et
t
LISL2:=[ :;TJSL1+612+17

en posant m = [-E%J
1. Dans le cas hyperbolique, on prend By = By et 81 = 6.
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2. Dans le cas quasi-hyperbolique, avec § = ¢, on prend g(X) = 7X2+ 1. On a bien L, <
L, + g(m). Prenons alors 8o = Bo(g) et B1 = Bi(yg).

Comme lim,_q ;5; = 400, il existe ¢o > 0 (avec g9 < €1 A 1) tel que si € < gg (ce que nous
m—_

N 7 _-—1-
supposerons a présent),onam > ;. Onprend alors R=¢ % ,onaR>1letm> Byln R+5;.
D’apres le théoréme 3.2.2 (resp. 3.2.4), on a a. = 0. Il reste & présent & majorer b, et ¢.. Nous
' majorons en module, les deux termes de b, par

L] L] b
I1 becoT* —HPR(&{)OT A JI  GenoT
w =[]+

o0

Posons A¢,r = Ljk>r Ick(0¢)] € [0; +00]. Comme 6; est continue, on a
1Pr(0¢) — Oellco < Ag,R-
D’autre part, comme ||f¢|lcc = 1, I'inégalité triangulaire nous donne

1PR(8)] — 1|, < IPR(6e) — O lloo-

Par conséquent, on a || Pr(f¢) ||, < 1+A¢,r. Comme a est de classe C**Z, on établit la majoration
suivante

Ap= sup A¢r < Q,
llgll<1 R

d ar
2iet lck ('o?’of

en remarquant que |cx(6¢)| < M e | et en utilisant la formule de (fog)(") en fonction
des dérivées successives de f et de g, pour f = e*™ et g : z; =< &,a(z) >. Or on a pris

I-Z:emf;opL =e§1;)-|.;%.|e_

N

d
Puis, on remarque que (flﬁlooylnloo<L dfdn) = (%) . On conclut en montrant que

b+l < ([HTJ )AR(1+AR)l‘—.*H+1
4ARQ J+1) Ar([S2]+1)

Cette majoration découle de la formule ]’L_a Hﬁ b; = }:k__a ((]'Ij<k bj) (ax — bk) TTisk a,-)),
cqfd.

A

Théoréme 3.2.8 Soient T, a et T comme dans le théoréme 3.2.6. Si f est une fonction bornée
et est dans H*(R?, R) avec s = ng + 1 et si g est une fonction de classe C*(R?, R) vérifiant

@P+ Y || < C2max(1,laf2),
<] § ]+
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alors —\/——lﬁ SN paoT* est bornée dans L* uniformément en N et on a

Pl | %]
li_r)%Cov f EZaoTk ,9l¢ Z aoT! = 0.
= =l

Preuve. Le cas ¢ = 0 p.p étant évident, nous supposerons ||a|lcc # 0. Montrons tout d’abord
que ﬁ ZkN=1 aoT¥ est bornée dans L* uniformément en N. Pour cela, nous allons appliquer le

théoreme 3.2.5. Comme a est de classe C3 donc est dans H3, nous savons déja que a est dans
H,: avec x'(R) = CoR73||al|g-||all;', pour une certaine constante Co > 0. D’autre part, de
méme que dans la démonstration précédente, on obtient
C 7
Y ler(@)le < 77 = X" (B)-llelloos
Ikl R

ol on a posé x” (R) := C(LR)™!||a||7}. On applique le théoréme 3.2.5 & a avec x = max(x’, x”)-
On a bien x(R) = O ((In(R))~®). Soit x; une fonction plateau de classe C*(R?) telle que

1 sifz|e <1
x1(z) = 0 si|zjw>2 .
€ [0;1] sinon

Soit un réel M > 1. Nous notons xa := x1 (57), alors gas := g.xam est dans H*(R%, R). Soient
t t+7
.= sz,E;"{,J aoTket ..= 521£?J65,1J+1 aoT ona

|Cov (f(..),9(..))] £ Am + Bur,

avec

Ay = |Cov (f(..), gm(...))]
et
By = |Cov(f(.),(a~ gn)(-))]
20| flloo B [14)..lwpy l9(--)]]
< 20 lloo- (s ({]-hoo = M) (B [0%(-)]) 7

en majorant | f| par || f|lco €t |g — gar| Par |g]1{js|,>r}, Puis en appliquant P'inégalité de Cauchy-
Schwartz. Or, I'inégalité de Bienaymé-Tchebytcheff nous donne

Ed
d d <
u ({I"‘IOO 2 M}) S W”...“i,;(u) = —M—‘I > Z a OTk
k=l.H-_jf(ﬂJ+1 L4(w)

IA

4

LG '

<
<d—n W

?

LA ()

1 N .
E aoT
'j k=0
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et

IA

E, [0 ()] < dC2 (14 laq)

IA

z:aoT'c

dC? (1 + (1= 4(¢)) sup

L* (u))

On prend ici §(¢) = €. On se donne & > 0, on fixe M tel qu’on a By < 95 d’apres le théoréme
3.2.6, pour ¢ assez petit, on aura Ay < §, cqfd.

Théoréme 3.2.9 Si T est un automorphisme ergodique du tore T™ et si a est dans H*(T")
avec s 2> 1, alors la suite de matrices

converge vers une matrice positive notée D(a) égale a

D(a) = E E laoT™ Q a]

meZ

et Uhypothése (Cy) est donc vérifiée.
Preuve. Ceci résulte du théoréme 3.2.1, cqfd.

Remarque 3.2.10 Ce résultat est fondamental pour tout ce qui reléve du TCL: il s’agit d’un
résultat de convergence de la matrice de covariance de la suite de v.a (7117 SN oao T")N . Nous
le rencontrerons a nouveau dans le paragraphe 4.

Nous établissons ainsi le théoréme A que nous rappelons:

Théoréme A Si T est un automorphisme ergodique du tore @ = T™ (n > 2) et si a est dans
C+2(T™, RY) et vérifie E, [a] = 0, alors il emste une matrice symétrique positive D(a), limite de

la suite de matrices | E Ly N-lgo Tk telle que, pour toute fonction ¢ : R* -+ R
v I\ N Lk=0 q
N

continue bornée, on a
1. P(t,z,w)—reoult, ), pour la topologie faiblex sur L™ (R+ x R% x Q),
2. uc(t,x)—>e0ult, z), uniformément sur tout compact de R+ x R?,

ot u est l'unique fonction de classe C12(R* x RY), solution de I’éguation de la chaleur

d 2
7= -D(a) : Viu,

avec la condition initiale u(0,-) = ¢; i.e. u(t,z) = E,[p (z — B:)] ot B = (By); est un mouve-
ment brownien sur RY, centré, de variance D(a).
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Preuve. D’apres la remarque 1 faite en début d’article, il suffit de montrer les convergences 1 et
2 pour toute fonction ¢ de classe C$2. Soit ¢ une telle fonction, elle vérifie alors ¢ € C3(R?, R)

et Vo est dans H*t1(R%, R) avec s = [%J + 1. Le schéma de démonstration est donné par
le diagramme suivant, dans lequel les numéros correspondent aux numéros des théorémes vus
précédemment.

324 — 326 — 328 o (C) = (C1)
e N\ e N
311 — 312 — 321 — 325 — (Ca) (Cy) = (Cy)
\J

Tout d’abord, d’aprés le théoréme 3.2.8, nous avons

N
1 k
sup || —= _5_ aoT < o0,
NIV s L4(w)
1 +N k — :
donc supy "\/N2k=1 aoT “Lr(u) < 4o, pour r = 1,...,4. Nous sommes donc bien sous les

hypothéses de la proposition 1 qui nous donne le résultat de relative compacité uniforme sur
tout compact [0;7] x X. Le théoréme 3.2.8 nous donne

(C1) et donc (C1), en prenant f = (Vz¢); (z — ) et g(y) = yi, ¢ décrivant {1, ...,d};
(C%) et donc (C3), en prenant f = (Vigo)i,j (z —-) et g(y) = yiy;, ¢ et § décrivant {1,...,d}.

D’autre part, (C3) est vérifiée car

sup < +o00.

1 & .
— aoT
S

L3
Les hypothéses de la proposition 2.2.4 qui nous donne la convergence faiblex et la conver-
gence uniforme sur tout compact sont donc vérifiées. Comme T est ergodique, les hypothéses
de la proposition 2.2.5 sont également vérifiées, d’ou le résultat de convergence faiblex sur
L (R+ x R? x T"). On conclut comme pour la proposition 2.2.6, cgfd.

Remarque 3.2.11 La démonstration de ce théoréme repose sur les “bonnes propriétés” algé-
briques des automorphismes du tore (qui nous permettent d’utiliser la série de Fourier et la
transformée de Fourier) et sur la propriété d’ergodicité qui nous donne le théoréme 3.2.4 de
décorrélation des polynémes.

3.3 Cobords et dégénérescence du processus limite

Le théoréme A correspond a une forme de convergence vers un mouvement brownien éven-
tuellement ”dégénéré” de matrice de covariance D(a), c’est-a-dire un PAIS (Processus & Accrois-
sements Indépendants et Stationnaires) B tel que la loi de B; soit A'(0,tD(a)), en acceptant le
cas dégénéré N (0, 0) = &. Soit m = rang(D(a)); on parle de mouvement brownien dégénéré
de dimension m si m < d et de mouvement brownien (MB, en abrégé) (non dégénéré) si

26



m = d, c’est-a-dire si det(D(a)) > 0. Voyons & quelles conditions le MB limite est non dégénéré.
Soit (2, F, 4, T) un systéme dynamique mesuré.

Définition 3.3.1 On appelle cobord dans L%() toute fonction f de L*(Q) telle qu’il eziste
une fonction g de L*() telle que f =g —goT.

De méme, une v.a f définie sur Q est appelée cobord mesurable s’il existe une v.a g définie
sur§) telle qu'ona f=g—goT.

Il est facile de voir que, si T est ergodlque, alors I’ensemble {f — foT; f € L?(Q)} des cobords
dans L? est dense dans {f € L3(Q) : E,[f] = 0}.

Définition 8.3.2 Deuz fonctions f et g dans L2(Q) sont dites homologues dans L2 si f — g
est un cobord dans L2. On écrira f ~ g.

Remarque 3.3.3 Soit f une v.a.r (variable aléatoire réelle) sur (2, F). Si f est un cobord
- mesurable, alors (7— Zn—O f oT") converge en probabilité, donc en loi, vers 0.

Preuve. En effet, si f est de la forme f = g — go T (avec g mesurable), alors on a

. e
(I\FZ%“T )

>E) <2 (lg] >

cqfd.
Proposition 3.3.4 Si T est un automorphisme ergodique du tore et si a est une fonction dans
H*(T",R%) avec E,[a] = 0. Soit £ € R?, les propriétés suivantes sont équivalentes
1. D(a)¢ =0.
%¢D(a)¢ = 0.

'€ fN est bornée dans L%(T™) uniformément relativement & N, avec fy = TN aoTm.

B b

¢a est un cobord dans L.

Preuve. Nous allons utiliser une démonstration circulaire. Il est clair que 7 = 2. Montrons a
présent que 2 = 8. On établit facilement 1’égalité suivante:

N-1 2
E, [( > a0 T") ] =co(9.NFy),
k=0
o Fj est le noyau de Fejer d’ordre N et g la fonction de classe C*°(T) (d’aprés le point 2 du
théoréme 3.2.1) définie par
g= Z E, [tfa ) T".tfa] esm™,

ne€z
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Ainsi, il vient

B, [(NZ o) } = [} 408200 o iy + ).

Or g(0) = *¢D(a)&, donc est nul par hypothése. D’autre part, en effectuant deux développements
de Taylor, on obtient

9(t) +g(=t) ~ 29(0) < [|g” |0t

= A% A
E# (Z tfaoT ) S ”g””oo/_l_ 2(si—n(ﬂ't)—)2-dt < +o0.
2

k=0

Donc

Montrons que & => 4. Supposons (*¢fn)n bornée dans L?. D’aprés le théoréme de Banach-
Alaoglu, (*¢ fy)n est relativement compacte dans L? pour la topologie faiblex. Soit f¢ une valeur
d’adhérence. Alors, quitte 3 prendre une sous-suite, nous avons, pour toute fonction g € L?

EJ(f - ffoT)g] = lim E,((€fy —‘CfnoT)d]
= Jlim B,[(ta-"¢aoTV)]
= E#[t&lg]-

En effet, limy_ 400 E [(6a0TVg] = 0 car Z{L_ol t¢a0T* g est bornée dans L' (d’aprés I'inégalité
de Cauchy-Schwartz). Donc £a est un cobord dans L2. Il reste & voir que 4 => 1. Supposons
que *€a s’écrive sous la forme *€a = g — go T, avec g dans L2. Il vient

[ N
D(@)¢ = lim E, Z (aoT’“®a)§}

N—+o00

| k=—N
[ N .
—_ : t
= Nl—l)r-rl-loo E, k=E—N aoT" *af)

[ N
- 1 koo
= Nl—lgoo E, kzz_:N aoT"(g—go T)}

_ . [ N _ —N-1
= Nl_l)r.rl‘looE“ _(aoT aoT )g],

car T préserve la mesure p. Or, en utilisant le deuxiéme point du théoréme 3.2.1 et le fait que
’espace de Sobolev H* est dense dans L?, on a

. N _
Nl—lg:loo E, [a oT .g] =0,
cqfd.

Remarque 3.3.5 FEn particulier, sous les hypothéses de la proposition,

1. Sid=1, alors D(a) = 0 si et seulement si a est un cobord.

2. Si d est un entier naturel non nul quelconque, D(a) est non dégénérée si et seulement si
on a, pour tout vecteur £ # 0, *¢D(a)€ # 0, i.e, d’aprés ce qui précéde, si pour tout vecteur
£ #0, *€a n'est pas un cobord dans L2.
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4 Méthode des martingales

Dans ce paragraphe, on considére un systeme dynamique mesuré (2, F, u,T) . Ainsi que
nous le signalons dans la remarque 4.2.7, le théoréme B peut é&tre établi directement 4 1’aide du
théoreme C et des remarques 4.2.1 et 1.0.2.

4.1 Introduction

Certains théorémes limites classiques valables pour les sommes de v.a indépendantes se géné-
ralisant, sous certaines hypothéses, aux martingales a accroissements stationnaires et ergodiques,
P’objet de ce chapitre est d’appliquer les résultats de compacité et de convergence donnés dans
le paragraphe 2.2, mais cette fois dans le cas des différences de martingale et dans le cas de
processus stationnaires (X)r avec Xo homologue & une fonction engendrant une suite de dif-
férences de martingale. On démontrera ainsi le théoreme B qui nous assure d’une convergence
du type de celle de la conclusion du théoréeme A toutes les fois qu’il est possible de ”réduire”
les sommes ergodiques 3" a o T*, par "homologie”, 3 une martingale. A titre d’exemple, nous
rappelons des résultats de Stéphane Le Borgne montrant que cette réduction est possible pour
les automorphismes ergodiques du tore. On retrouve ainsi le théoréme A.

4.1.1 Définitions

Définition 4.1.1 Une suite de v.a (X,)nez de carré intégrable est une suite de différences de
martingale (DM, en abrégé) par rapport ¢ une filtration (i.e une suite croissante de sous-tribus)

1. X, est F,-mesurable, pour tout entier n > 0,

2. E, [Xn]|Fn-1] = 0, pour tout entier n > 0.

Alors, (Sn = z;& X k)n>0 est une martingale relativement a la filtration (Fn_1)n>o0-

Soit Fo une sous-tribu de F telle que F_;:=TFy C Fo. Soit a = Xp : (2, F) — (R%, B(RY))
une v.a centrée et de carré intégrable. On dit que a engendre une suite de différences de
martingales si (X, = a 0 T"),>0 est une suite de différences de martingales relativement a la
filtration (F:=T~"Fg)n>0, i.e. si a est Fy-mesurable et orthogonale a F_; (i.e. E, [a|F-1] = 0).

4.2 Martingales & accroissements stationnaires ergodiques

Nous supposerons T ergodique. Soit @ = Xp : (R, F) — (R? B(R%)) une v.a centrée, de
carré intégrable et de variance o2 = E,[a®?]. Supposons que a engendre une suite de différences
de martingales par rapport & (Fn = T~ "Fo)n>0. Nous notons Xy = ao T* et S, = Sn(a) =
SRosaoTk.
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Remarque 4.2.1 Sotent m et n deuz entiers naturels. On a

1 m+n ®2
- Z X = o2
n k=m+1

2

En particulier, on a (Cy) avec D(a) = o*.

Preuve. en utilisant ’orthogonalité et la stationnarité des Xy, cqfd.

4.2.1 Vérification des conditions (C})

Soit ¢ : R? — R une fonction de classe C3.

Proposition 4.2.2 On a

L&) 1%
E,|Vop |z —€ ) Xi|.e Xi| =0.
=) el

En particulier, (C1) est bien vérifiée.
Preuve. Ceci résulte de la propriété d’accroissements de martingales, cqfd.

Proposition 4.2.3 Sia est dans L%, alors (C3) est satisfaite.

Preuve. E,, [V"’(p (:v - SEE%J Xk) <5 Z[J’LJ X,)m] =

t
?7

=E, [Vip x—eZXk Z X,@X

lm._.

t

Or, si l J+1 <l<m< [%—J alors V2o ( —-€3 ¢ :% Xk) est Fi-mesurable et E, [X; ® X, |F] =
X1 ® E, [X|Fi]. Ainsi,
(A

E, [Vﬁ(,o (:v - ezi_i_ffoj Xk) : ( I*L‘?;jj Xl)m} =
&l []
=E, |Vip :c—eZXk o E a®oT!
=[x
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Or, d’aprés le théoréme ergodique dans L', comme ¢®% € L!, on a

o Ll ,
N ®2 7! L, o?;
Eytyt‘l"l' l:l'—t!—J-}-l
e
et, d’autre part, Ne ¢ i+r ~ems0 2. Ainsi,
) ;
g2 Z a®? o TH =5 702,
=[x+

t4r 1
En particulier, E, [62 Z}:‘?,J |41 a®?oT! J —s7ro?. Comme [|V2p||o < 400, il vient
“LeZ

¢ t4T ®2
l%) ([ |9]
E, Vzgo rT—¢€ E Xl : € Z X - 102 —es0 0,
k=0 \\ =E]4

et 2

| 5] |5
E, Vzap rT—c Z Xk :Eyl]e Z X — 70? —es0 0,

=[5

cqfd.

Dans le cas oil a est dans L?, il est facile de montrer que

ZaoT’c

k—O

< 400.
L3

sup
N>1

La condition (C3) est alors vérifiée. La proposition 2.2.6 nous permet alors de conclure. Mais nous
nous intéressons ici au cas ol a est simplement dans L2. Nous ne pouvons donc espérer obtenir
des majorations dans L3. Cependant, ainsi que nous allons le voir, la proposition est encore
vraie si on remplace la condition (C3) par une condition (C%) plus faible. En effet, reprenons le
début de la démonstration de la proposition 2.2.4 (page 6). Nous écrivons cette fois la formule

de Taylor-Lagrange, avec reste exact d’ordre 2, posons

L] [%]
Agat)z—x——sz:aoTk et hg“T)t—_-g > aoT!.
= =] %]+

Comme ¢ est a valeurs réelles, on a

Ue(z,t+7) —ue(z,t) 1 (a) (a) Al
T - ;Eu [()O(Ae,t z hs 7‘, € t,z)]
1 a a 1 a a a
= ";_'Eu [V (A e(:t)x) hg‘zt] 97 ~E, [V2‘P(A£,t),z - oe,f,t,xhg,-r),t : (h£ r), )® ] ;
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oll ..+, désigne une fonction définie sur © et a valeurs dans [0;1]. La condition (C3) de la
proposition 2.2.4 peut donc &tre remplacée par la condition (C%) suivante:

(C3) lim limsup sup B, [Certzll =0,
T30 e20  (tz)eR*xRY

olt C; ;1 désigne lerreur faite dans le développement de Taylor a I’ordre 2:
(a) (a) (a) LEAN
a a a €,7T,
Certe = (v290(As,t,z' - os,T,t,zhs,r,t) - V2‘10(As,t,x ) : _\/—1‘._' :

Proposition 4.2.4 Sia est dans L?, alors la condition (C%) est satisfaite.

Pour montrer ceci, nous utiliserons un théoréme central limite pour les martingales. Au début des
années 1960, P. Billingsley (cf [Bil61]) et I.A. Ibragimov (cf [Ibr63]) établissent simultanément
le théoreme central limite pour les martingales a accroissements stationnaires ergodiques dont
’énoncé figure ci-dessous. Dans [Bro71], Brown généralise ce résultat aux martingales vérifiant
une condition de Lindeberg et un résultat de convergence portant sur les variances condition-
nelles.

Théoréme 4.2.5 (Billingsley, Ibragimov) T étant ergodique, si b est une v.a.r de carré in-

tégrable engendrant une suite de différences de martingale, alors la suite de v.a (%NQ)N>1

converge en loi vers la loi normale centrée de variance E,[b%].
- ’ 3 B ’ 2
Nous aurons en fait besoin d’un conséquence de ce théoéme: I’équi-intégrabilité de ( (s” 5 ) ) .
N21

Preuve de la proposition 4.2.4. Soit a > 0, on a

Eu [Ce,‘r,t,:z:] = Eﬂ Ce,‘r,t,z]- o) + Ep. Ce,‘r,t,z]- (@)
{ % >°’} { —-‘7;'—‘- Sa}
Or, on a
3 3
Ey |Certal G < 'E"HV ‘P”oo\/;a .
(191}

D’autre part,

(a)

®2
h
Eu Cs,T,t,a:]- pl@) < 2d2“V2<p“00E# e 1 n(a)
{ % >a} \/-7: { [3 :t >a}
0o v
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(@ \ [ ]
< 2d2“V2<p“ooE (\E/';t) 1 n)
)
S S Ay
< 27|V ‘P”ooz:Eu \/’7:’ 1 Neh) .
i=1 { ﬁﬁi >a}

Comme a est dans L? et engendre une suite de différences de martingale, il en est de méme des
a;. Le théoréeme ergodique de Billingsley et Ibragimov (théoréme 4.2.5) nous assure alors que

) {|71ﬁZkN=7;la-‘°T“|Sa}} = B [B?‘)lﬂBmISa}]

Nl—l)rfl—]oo E [( Z aoT
k—O
ol B(;) désigne une v.a de 101 normale centrée, de variance E,[a?]. De plus, d’aprés la remarque
4.2.1,0n a
1 k ’ 2
E“ (ﬁ P a; o T ) = E“ [B(‘)] .
On a donc
. k 2
= B\l
N B [( ,2, aot ) {3 2 wor| a}] By [ By 5101>2)]

On montre, de maniére analogue, que I’on a
lim E,

N—+oo [(\/W Z aol ) {l?ﬁ?zk—o a.oT"|>a}:| [B(' 1{IB(-)|>°'}]

Nous sommes donc amenés a nous intéresser & la fonction f, : R — Ry définie par

fa (:c) = x21{|$|>a}.

Nz,t,t+r—1

il
£ £ Z a; o T*.

Or, pour tout (t,z) € Rt x R?, pour tout £ > 0 et tout 7 > 0, on a, par stationnarité,

i £ 3 GortE L
VT \/—I—[TJH VT rd
Comme on a
r
Nettir — ) <1

et comme f(z) < f(y) pour tous réels z et y tels que |z| < [y|, la quantité
B
EI‘ fa \/1—_
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est comprise entre

Ne,tt4r—1
E, a; o T*

f ___1____ Z
NV Negpr +1 k=0

Donc, pour tout réelst > 0 et 7 > 0, 0n a

[fa (’ff’)] ~B, [ (80))

| (A g )] =l o]

1 Negt4r—1
t B, | fo|l ————= joT*k

sup
teR+

< sup max|E
N>%-1

Par conséquent, nous avons

h(“‘)t 2
E—rf})tsél;g Eu VT 1{ n, } . [B(i)l{lB(-')|>°}] =0
e

Soit 8 > 0, il existe un réel o > 0, tel que, pour tout ¢ = 1,...,d, on a

R\
lim sup E, SULE B T < B,
e=20cRp+ \/F { h£ ":')' >a}
d’ou 2
lim sup sup |Eu[Cs,T,t,a:]| < _”V:B%"”oo\/;a3 + 2d3||V2(P”00/31
£=0  (tz)eR+txRd 6
et donc

imsuplimsup ~ sup  |Eu[Ceriqll < 2d°(|V30]lool.
70 e=+0  (t,5)eR+xR4

Comme cette inégalité est vraie pour tout 8 > 0, on a encore

limsuplimsup  sup  [E,[C.rt4]l =0, cqfd.
740  £—=0 (tz)eR+xRd

Ces résultats nous permettent détablir le théoréme général suivant.
Théoréme 4.2.6 Soient (2, F,pu,T) un systéme dynamique mesuré ergodique et a une v.a d-

dimensionnelle dans L?, centrée, engendrant une suite de DM. Si ¢ est dans C’,‘,)(Rd), alors,
pour tout T > 0 et tout compact K de R%, on a

1. 51_1}% E,[¢:] = u dans C([0; 7] x K),

2. li_x;% e = u pour la topologie faiblex sur L°(R*T x R? x Q),
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ot u est l'unique solution de classe C'*(Rt x R?) de I’équation de la chaleur

d 1
U= §Eu[a®2] : V2y

avec condition initiale u(0, ) = .

Remarque 4.2.7 Pour vérifier la condition (C}), on a eu recours au TCL ergodique de Billingsley-
Ibragimov. Ce résultat étant rappelé, nous aurions pu directement conclure a ’aide du théoréme

C.

Remarque 4.2.8 D’autre part, d’aprés ce qui précéde, dans la proposition 2.2.4, la condition

2
C3) peut étre remplacée par la condition (C}), qui est satisfaite si Sn (b est équi-
3 N7 N1 !
intégrable. -

D’apres la remarque 1.0.2, ce résultat est encore vrai pour toute fonction a homologue (dans L?)
a une fonction engendrant une suite de différences de martingales relativement & une filtration
{Fn =T™Fo}n. Nous avons donc montré le théoreme B. Ainsi que le montre M.I. Gordin dans
[Gor69], si {F, = T""Fo}. est une filtration et si a est une v.a de carré intégrable, centrée et
vérifiant

3 B [0l Fom] [z + lo = By [al Pl [ < 4o,

m>1
alors a est homologue (dans L?) & une fonction engendrant une suite de différences de martingales
relativement & {F,}. Pour une référence générale sur les méthodes de martingales pour les
théorémes limites, on pourra se reporter au livre de P. Hall et C.C. Heyde [HHS80]. Il s’agit &
présent de vérifier ce critére. Dans sa thése [Bor97], Stéphane Le Borgne montre que le critére
introduit par M.I. Gordin est satisfait dans le cas d’un automorphisme ergodique T du tore T™,
si a : T™ — R? est de carré intégrable et telle qu’il existe K > 0 et 8 > 2 vérifiant

> lex(a)|®* < KIn=#(b).
[I&i>b

Or toute fonction a hdldérienne d’ordre o avec 0 < a < 1 vérifie ce critere (cf le livre de N.
Bary [Bar64] pages 215 a 217 ou celui de Cl. Zuily et H. Queffélec [ZQ95) pages 96 et 97). Le
théoreme A s’étend donc a toute fonction a héldérienne d’ordre @ avec 0 < v < 1.

5 Cas d’un groupe abélien compact général

Pour les résultats classiques a propos de 'analyse de Fourier sur les groupes topologiques
abéliens localement compacts, nous vous renvoyons aux livres de W. Rudin [Rud67], de H. Reiter
[Rei] ou & celui de L. H. Loomis [Loo53].

Soient 2 = G un groupe topologique abélien compact, 4 la mesure de Haar (normalisée) sur
G et T' un endomorphisme ergodique de G. Notons G = {yn; n € I} le groupe dual de G formé
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des caracteres continus de G (é est discret car G est compact). Il est connu que toute fonction
a € L%(G) est égale, dans L%(G), & la somme de sa série de Fourier :

=2 cn(@)7a(2),

nel

ol cn(a) désigne le coefficient de Fourier de @ en 7y, :

cn(a) = /G a(2)7n(~2) du(c).
Nous considérons 'application S : I — I définie par vs, =y, 07T.

Exemples 5.0.9 G = T" est un groupe abélien compact; la mesure y de Haar sur T™ coincide
avec la mesure de lebesque. I := Z" et v, := e*™<Fk+> conviennent. On a alors S = 'T.

Le théoréme suivant établi par V.P. Léonov dans [L60] généralise les TCL établis par R. Fortet
[For40], M. Kac [Kac46] et M.P. Mineev [Min58] pour le cas du tore.

Théoréme 5.0.10 Soient G un groupe abélien compact de mesure de Haar p et T un endo-
morphisme ergodique de G. Si a € L*(G — R) est une v.a. centrée et vérifie

Z Z len(@)].|esmn(a)] < o0,

m>0nel
alors la limite suivante existe

1 = ’ 2 2 m
lim E, [(TN;GOTIC)]:U :Eu[a]+22E“[a.aoT ]

N-a+oo m>1

et a vérifie le TCL:
1 W

\/J_V.ZaoTk—-)N(O o?).

Ce résultat se généralise facilement au cas ot a est une v.a. & valeurs dans R?. Pour cela, on
utilise le fait qu’une suite de v.a. (X,), 3 valeurs dans R? converge en loi vers une v.a. X si
et seulement si, pour tout vecteur o de R?, la suite de v.a.r (< a, X, >)n converge en loi vers
< a,X >. A l’aide du théoréme C, nous en déduisons le théoréme D suivant :

Théoréme D Soient G un groupe abélien compact de mesure de Haar p et T un endomorphisme
ergodique de G. Si a € L*(G — R?) est une v.a. centrée et vérifie

Z Z [en(@)]co-lesma(a)loo < o0,

m>0nel

alors la limite suivante eriste

N- 8?2
lim E, [(71_]\7 ZlaoTk) ] =D(a) =E,[a’]+ Y Eya®aoT™+ > EuaoT" Qa]
k=0

N—+oo m>1 m>1

et on a

- limeyo Eu[0(Xe t,2)] = E[p(z — By)], uniformément sur tout compact de Rt x R,

36



= lime0 9(Xe t,z) = E[p(z — B;)], au sens de la topologie faiblex sur L°(R* x R® x Q);

ot (Bi); désigne un mouvement brownien centré de matrice de variance D(a).

En particulier, dans le cas du tore G = T™, si T est un automorphisme ergodique de T" et si a
est holdérienne d’ordre o avec 0 < « < 1, il existe une constante C' > 0 telle qu’on a

keZn

: C
(Z |ck(a)|§°) < Ra’

En reprenant la démonstration du théoréme 3.2.1, on montre qu’on a alors, pour tout entier
naturel m > 0,

> ler(@)]oo-lesmi(@)]oo < Cpo 2,
keZn

pour une certaine constante C' > 0 et avec p(Sir,) < po < 1. Nous pouvons donc appliquer le
théoreéme précédent. Ceci nous permet a nouveau de généraliser le théoréme A 3 toute fonction

héldérienne de rapport a, avec 0 < a < 1.

A Résultats sur les polynémes trigonométriques

Cette annexe est consacrée a l'interprétation, en terme de bernoullicité et de mélange, des
propriétés d’orthogonalité de polyndmes trigonométriques analogues a celle établie dans le théo-
réme 3.2.4, dont le réle est essentiel dans la démonstration proposée par C. Bardos, F.Golse et
J-F. Colonna. Nous nous inspirons de l’article de Katznelson [Kat71] et reprenons des résultats
présentés dans la thése de Stéphane Le Borgne [Bor97].

A.1 Résultats sur les polynémes trigonométriques

Soit T un automorphisme du tore T". Le degré d’un polynéme trigonométrique désignera
le degré total pour || - ||. Nous étudions ici des propriétés de décorrélation pour les fonctions
polynémes trigonométriques. La premiére est inspirée de ’article de Katznelson.

Propriété A.1.1 (Dec 0) Pour toute fonction polynémiale f positive sur N et tout entier
naturel p non nul, il existe un entier K(f,p) > 0 tel que, pour tout entier naturel N et tout
entier K > K(f,p), on a

K4N K+f(K)
Cov H PR o 7k, H QWoT | =0,
k=K 1=K

pour toutes suites de polynémes trigonométriques (P(k)) ket (Q(’))l avec

deg(P¥)y < kP et deg(QV) < IP.
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Dans son article, Katznelson s’intéresse & la propriété (K) pour f(X) = X2 — X. La deuxiéme
propriété sur les polynomes est celle utilisée dans I’article de Bardos, Golse et Colonna:

Propriété A.1.2 (Dec) Pour tout R > 1, il existe un entier K(R) > 0 tel que, pour tous
entiers naturels M et N et tout entier K > K(R), on a

K+N K+M
Cov ( 1 PPor* II Q¥ oT’) =0,
k=K =K

pour toutes suites de polynémes trigonométriques (PF); et (QM); de degré inférieur a R.

En nous inspirant de ces deux propriétés, nous définissons les deux propriétés suivantes; d’abord
une forme faible ((Decf)), puis une forme renforcée ((Decr)).

Propriété A.1.3 (Decf) Pour toute fonction polynémiale f positive sur N et tout R > 1, il
eziste un entier K(R, f) > 0 tel que, pour tout entier K > K (R, f) et tout entier naturel N, on
a

K+N K+f(K)
Cov| [] PPoT™*, JI Q@WoT') =0,
k=K I=K

pour toutes suites de polynémes trigonométriques (P*)); et (Q1); de degré inférieur & R.

Cette propriété est celle que nous avons annoncée (dans le théoreme 3.2.4) et utilisée afin de
généraliser & tout automorphisme ergodique du tore le théoréme établi dans [BGC].

Propriété A.1.4 (Decr) Pour tout entier naturel p non nul, il existe un entier K(p) > 0 tel
que, pour tous entiers naturels N et M et tout entier K > K(p), on a

K+N K+M

Cov ( H PR o=k H QWo Tl) =0,
k=K =K

pour toutes suites de polynémes trigonométriques (P(®); et (QW); avec

deg(P*)Y < kP et deg(QW) < IP.

Proposition A.1.5 Nous avons les implications sutvantes :

ergodicité — (Dec 0)

/ / hY
hyperbolicité —  (Decr) (Decf) .

pN /
(Dec)

De plus, dans le cas hyperbolique, on obtient, pour (Dec),

Boln(R) + ﬂ1J

K(R) = l .
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et, dans le cas ergodique, il eziste fo(f) et B1(f) tels que
K(R, f) = [Bo(f) In(R) + B1(f)]

convienne pour (Decf).

Preuve. Les implications entre les 4 propriétés sont claires. La proposition a été montrée pour la
propriété (Dec) dans le théoréme 3.2.2 . Nous allons nous inspirer de cette démonstration afin
de montrer les autres implications. Notons, pour tous &, 7 € (Z")N,

1. Pour (Dec 0),

K+N K+/(K)
X;(K,N)= Y Shg et XF(E)= > Shn,
k= k=K
avec [|§x]| < kP et ||mi|| < 17
2. Pour (Decf),
K+N k+f(K)
X7(K,N)= Y S7*g et XF(E)= > S,
k=K k=K
avec [|§kll < R et [imi]] < R.
3. Pour (Decr),
K+N K+M
X (K,N)= Y. SF¢g et XF(K,M)= ) S,
k=K k=K

avec ||&|| < kP et ||mi| < IP.
Comme dans la preuve du théoréme 3.2.2, il suffit de montrer que, pour K assez grand, on a
(P) X{+X,',"=0 = X{:X,‘,":O,

pour tous X, ¢ et X,‘," comme ci-dessus.

Soit T' un automorphisme ergodique du tore, montrons que (Dec 0) est bien satisfaite. On
a, en reprenant les notations introduites précédemment,

K4+N
|(xexm) | < §+2 1Sl
< Zusmu 11€e)ull-
k>K

Or le rayon spectral de Sl}l, noté r,, vérifie r, < 1. Soit rg €]ry;1[. Si K est assez grand (si
K > Ky, avec Ko > 1), on a, pour tout k > K, ||S| k|| < rk et donc

|| (X7 (x N)) || < S ke,

k>K
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pour tout entier naturel V. Nous définissons V := F; @ F, et, pour tout z dans R", nous notons
Tse =125+ Te. On a

) F(K) f(K)
(S_AX:(K))se = Z 5177K+1 = Z Sl(nK+l)s,e‘
! =0 s.e =0

Comme il existe une constante C' > 1 telle que, pour tout entier / > 1, on a HS{VH < Cl™ et
comme (F, @ F;) N Z" = {0}, on a, si X (K) # 0,

F(K)
KP+C Y IMK+1)P

=1
(C+1).f(K).f(K)".(f(K) + K)?
(C+1).(f(K) + K)"*P+.

IA

0< “ (8% x;H(K))

s,.e

<
<

Il existe une constante C; > 0 telle que I’on a, pour tout entier K > Ko,
(575 x0)). | 2 Cu.(r() + ),
En effet, soit une constante C' > 0; si K est un entier supérieur ou égal a Ko vérifiant
|(s7%x3(K)) | < C.(F(K) + K)~m(tot),
alors on a
|s=%x:+(x) | < (©+0).(7(K) + )74 + C.(£(J) + K)+o4D)
< (CH+C+1).(f(K) + K)“TPH,

et donc, d’apres le théoréme 3.1.2, on a

” K(e,s) K(e,s)
> . > — !
ull = |S=K X7 (K)|metme = (C+C +1)

|(s~%x;(x)) —(f(K) + K)~mmtotD),

S . & K .
Ainsi C; = min(C, @fg—;%w) convient. Nous avons donc, pour K assez grand,

[ ) | 2 m (572 (1) | = Cmg ™ (£() + )4,
Par conséquent, pour K assez grand, on a, pour tous 7, £ dans (Zn)N et tout entier naturel N,

| (x+ ),

> ” (Xg(K, N))u

Pour (Decf), on trouve (de méme que pour (Dec 0)), pour K assez grand (st K > Ko, avec
Ko > 1) et pour tout entier naturel N,

K
To

|(xew,m) <& Y rb= R
k>K

To
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et, si X;F(K) #0,
H(K)
0< “ (S’KX,T(K)) " <R+CR Y I"<(C+1)R.(f(K)+ K)"*.

8,e =1

I existe donc une constante C; > 0 telle que, pour K assez grand (K > K;(f)), on a
Il (X:(K))u” > Cl_rEK.R-n(f(I() + K)—n(n+l).

Il existe K3(f) telle que (f(K) + K)"("'H) < r5¥, pour tout entier K > K3(f). Posons

In (Cl(l -

Bo(h) =~ ke ki Ea)).

(ro)
Pour K > fo(f)In(R) + B1(f), on a

rgK(fF(K) + K)"0) < rf < Cy(1 = ro) R™(++D),

et B1(f) = max (

et donc Rl—'_’_é:—o- < Cl.rgK.R‘"(f(K) + K)-n(n+1)_

Soit T un automorphisme hyperbolique du tore, montrons que (Decr) est bien satisfaite.
On a

- 1 .
|(xe W) | < 3 #ork < Smin (il v € 27, 7 £ 0},
E>K
pour K assez grand. De méme, on obtient

| (3, 30)) | < 2 min il 2y € 27, 7 # 0},

pour K assez grand. Ainsi, si K est assez grand, nous avons bien la propriété (P) (car ici
R*=F,®F,), cqfd.

Remarque A.1.6 Dans le cas hyperbolique, on obtient méme plus: Soient o et B vérifiant
l1<ax< ;z;::;—)‘ etl<fB< m, il existe un entier naturel K (a, 3) tel que, pour tous entiers

naturels K > K(a,3), N et M, on a

K+N K+M
Cov ( [T P®oer* I Q(’)oT’) =0,
k=K k=K

pour toutes suites de polynémes trigonométriques (P¥); et (QW); avec

deg(P®)) < of et deg(QW) < B.

Nous allons a présent nous intéresser a des résultats de Bernoullicité et de mélange.
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A.2 Bernoullicité faible
A.2.1 Cas général

Soit (€2, F, ) un espace probabilisé.

Définition A.2.1 Deuz partitions mesurables finies A et B de (2, F) sont dites e—indépendantes

(avec e > 0) si
[u(AN B) — u(A)u(B)| < e.
A€A, BeB

Le lemme suivant est emprunté & Katznelson [Kat71].

Lemme A.2.2 Soit A et B deux partitions mesurables finies de (2, F) et soit un réel € €0, 1[;
s’il existe E C Q tel que u(E) < €2, et des familles de v.a positives {pa} ac 4 et {¥5}Bep définies
sur Q telles que, pour tous A € A et B € B, on ait

1. oa(t)>1, Vt € ANE° et ¢p(t) > 1, Vt € BN E,
2. Y acaBulpal <1+e? et TpesEulvn] < 1+¢2,
3' Cov((PA7¢B) = O,

alors A et B sont h(c)-indépendantes avec

€
h(e) = 22¢ + SiTE ~eo 30e.

Nous munissons & présent (2, F, u) d’une transformation 7' préservant la mesure u. Pour toute
partition mesurable finie P = {P,, ..., Ps}, pour tous entiers K et M avec K < M, nous notons
V%= k T™P la partition finie dont les éléments sont de la forme
M
Aj= () T™P;,., i=(k,...,im) € {1,...,s}iKm-M}
m=K
et }'}g la tribu engendrée par cette partition. Les éléments de cette tribus sont les réunions
(que Pon peut supposer disjointes) d’éléments de la partition V%:K T™7P. Nous définissons
également, pour tout entier K, les tribus .7-'}°° et FX  engendrées par les suites de tribus

croissantes respectives (.7" K +M) o & (f II\g—N) N>0'

Définition A.2.3 On dit qu’une partition mesurable finie P = {Py,..., P;} de (Q,F) vérifie

la propriété de

1. Bernoullicité faible s:

lim sup > lu(AN B) — p(A)u(B)| = 0,

K—4o0o pr N x -
’ +M K+N p_
A€Vl T™P.BEV, }c T~'P

i.e si, pour tout € > 0, il existe Ko(c) tel que, pour tout entier naturel K > Ko(g) et tous
entiers naturels M et N, les partitions Vﬁ:% TP et V{S}}N T-'P soient e-indépendantes.
On dit également que P est faiblement de Bernoulli.

42



2. presque Bernoullicité faible si pour toute fonction polynémiale f (non constante) a
coefficients dans N, on a

xlim, sup > |u(AN B) — u(A)u(B)| = 0.
AVt Tmp.BeV[ ) T-1p

A.2.2 Cas des automorphismes du tore

Dans ce paragraphe, on prend 2 = T™ et on considére un automorphisme T du tore T".
Soit un réel r > 1.

Définition A.2.4 Une partition mesurable finie P = {P,, ..., P,} du tore T" est dite r-bonne
si il eziste un entier p > 0 tel que, pour tout m, il existe un ensemble mesurable E,, et des
polynémes trigonométriques f,, p (P décrivant P) tels que lon ait

1. W(Em) < 5,
2. fm,P Z 0;
. deg(fm,P) S mpi

. Trep fmp() < 1+ 2,
. fm,p(t) 2 1, pour tout t € PN E},,

~

5
6. fm,p(t) < L=, pour tout t € (PU Ep)°.

Alors, les indicatrices des atomes de la partitions peuvent é&tre approchées par des polynémes
trigonométriques. Généralisant le théoréme 1 de I’article de Katznelson [Kat71] (page 190), nous

avons les deux résultats suivants dont les démonstrations sont similaires. Nous ne montrons ici
que le second.

Proposition A.2.5 Si la propriété (Dec 0) est vérifice, toute partition P r-bonne vérifie la
propriété de presque Bernoullicité faible.

Proposition A.2.6 Si la propriété (Decr) est vérifiée, toute partition P r-bonne vérifie la
propriété de Bernoullicité faible.

Preuve de la proposition A.2.6. Nous allons appliquer le lemme A.2.2 3 VKM Tkp et VEAN T-Ip.
Soient
PET= {1}k o e g1, pURN,

nous notons
K+M K+N

Ai= () T*P, et Bj= () T7'P;.
k=K 1=K
On a
K+M K+N
\V T*P={Asiel} et \/ T7'P={Bj;jeJ}.
k=K 1=K
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On approche 14, et 1p; par les polynomes trigonométriques respectifs ¢4, et ¥p; définis par

K+M K+N
—k
= I fep, oT™* et ¥p, = ] fip,oT
K=K I=K

On a
pa; 20 et ¢Bj 20,
.pa;(s) 2 1, VsEAiﬂEcettﬁBjZl Vt € B; N E°,

avec F' = (Uf:]?l TkEk) U (UIS'N T-! EI) .
ME) <2 sk i S2 [ Fda (rTl)(_Ig——T)T:f < €%, pour K > K (e).

 TierBulpal <146 et Ty By [¥5,] < 1+¢%, pour K > Ki(e). En effet

[ K+M
2 Buleal = B > II fep, oT7*
el ie{1,...,s}{K K+ M} k=K
[K+M s
= B 11 (ka,P.-oT"k)]
L k=K =1
K+M 1
<
< II (1+kr>
k=K
1
< e -
- kll{ (1 * k’)

De méme, on obtient Y, ; E, [1/)31.] <>k (1 + kl—,)

Posons P*) = fk,p'.k et Q) = fz,pjt, pourtoutk=K,..., K+Mettout!l=K,..., K+ N.
On a deg(P™®)) < k? et deg(Q™) < I?. Donc (par (Decr)), si K > K(p), on a

CO'U((pA.-, '§ij) =0.

Ainsi, pour K > Ko(e,p) = maz(Kl(s) K (p)), nous pouvons appliquer le lemme A.2.2. Les
partitions VK +M kD ot V, K N T-P sont donc h(e)-indépendantes, cqfd.

Remarque A.2.7 La démonstration de cette derniére proposition nous donne, de plus

r—1
sup ) W(AN B) - w(A)u(B)| < CK~7F,
M'NAe\/K"'MT'"‘P B\ pip

pour K assez grand ( en prenant ¢? = U_l)(—K'l)Tf ). La vitesse de décroissance vers 0 est donc au

moins polynémiale. A Uaide de la remarque A.1.6, on montre en fait que, si T est hyperbolique,
alors la vitesse de décroissance est ezponentielle (en reprenant la démonstration avec m = |7

dla placede m=k, et 1 <y < min T — )
i ! (p(SI‘FL P(Sm)))
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A.3 oa-mélange

Définition A.3.1 Soient G et H deux sous-tribus sur un méme espace probabilisé (Q, F, ),
leur coefficient d’a-mélange est

oG, H) = __sup _ |u(G1H) = p(G)u(H)].

’

La proposition suivante nous donne une majoration de type Hoélder faisant intervenir le coefficient
d’o-mélange. Elle figure dans ’annexe du livre de Hall et Heyde [HHS80].

Proposition A.3.2 Soit G et H comme dans la définition A.3.1. Pour tous p et q dans ]1; +o0]
tels que 11-, + 5— < 1 et pour toutes fonctions g € LP(G) et h € LI(H), on a

)
.

ICov(g, k)] < 8llgllpllAllq (a(G, H))* 5~

Proposition A.3.3 Si A et B sont des partitions mesurables finies c-indépendantes d’un espace
probabilisé (2, F, 1), alors les tribus G et H engendrées par ces partitions ont un coefficient d’a-
mélange (G, H) majoré par ¢.

Définition A.3.4 Une partition mesurable finie P = {P,,..., P,} est dite a-mélangeante si

o(K):=  sup |£(AN B) — p(A)p(B)] — K o+000-
AE}-ItOO’BG}-O—co

oK) est appelé le coefficient d’a-mélange d’ordre K de P.

Proposition A.3.5 On a

o(K) = sup sup |n(AN B) — p(A)u(B)] .
N,L Ae]:}lg‘l'L,BG}'gN

Remarque A.3.6 La proposition A.8.8 nous montre en particulier que la propriété de faible
bernoullicité implique celle d’a-mélange.

Ainsi,

Théoréme A.3.7 Soit T un automorphisme du tore T™ vérifiant la propriété (Decr), alors
toute partition r-bonne est a-mélangeante.

Remarque A.3.8 Dans le cas d’un automorphisme quasi-hyperbolique du tore T™, pour toute
partition r-bonne dont les éléments sont de diamétre assez petit, la propriété d’o-mélange n’est
pas vérifiée ainsi que le montre Stéphane Le Borgne dans [Bor97] en s’inspirant d’un résultat
di é D.A. Lind (cf [Lin82]); donc la propriété (Decr) n’est pas satisfaite.
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Pour conclure cette annexe, résumons les résultats obtenus.

1. Si T est un automorphisme ergodique du tore T™, alors les propriétés (Dec 0) et (Decf)
sont satisfaites. Il en résulte que toute partition r-bonne posséde la propriété de presque
Bernoullicité faible et que le TCL de Bardos, Golse et Colonna est vérifié (nous avons vu
dans le paragraphe 3 que la propriété (Decf) avec K(R, f) = [,Bo(f) In(R) + A (f)] est
suffisante pour utiliser la méthode de Darticle).

2. Si T est un automorphisme hyperbolique du tore T™, alors les quatre propriétés introduites
en début d’annexe sont satisfaites. Il en résulte que toute partition r-bonne possede la pro-
priété de Bernoullicité faible, donc est a-mélangeante. De plus, le coeflicient d’a-mélange
converge exponentiellement vite vers 0 (d’aprés la remarque A.2.7 et la proposition A.3.5).

3. Si T est un automorphisme quasi-hyperbolique, alors on peut trouver une partition r-
bonne non o-mélangeante, donc la propriété (Decr) ne peut étre vérifiée. Une question
reste cependant posée: qu’en est-il de la propriété (Dec)?
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