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Introduction

Dans ’étude des chaines de Markov et des systémes dynamiques, de nombreux
travaux ont porté sur les propriétés des opérateurs de la forme

Qf(z) =Y us(z) f(sz), (+)

8

ou (u,,s € S) est une famille de fonctions positives et (z — sz,s € S) une famille
d’applications contractantes sur un espace compact E.

Dans le cas markovien, cet opérateur est l'opérateur de transition associé a une
chaine de Markov & valeurs dans E. En théorie ergodique, ces opérateurs (de
transfert) fournissent. via la construction des mesures de Gibbs associées, une
large classe de processus aux propriétés stochastiques remarquables et, grace
aux codages réalisés par les partitions markoviennes, permettent d’étudier le
comportement stochastique des systémes dynamiques de type hyperbolique vis-
a-vis des mesures de Gibbs (cf. {2], [17], [18]).

Dans le cas markovien, quand les fonctions u, sont holdériennes, les méthodes
spectrales d’opérateurs quasi-compacts permettent d’étudier le comportement
asymptotique des chaines de Markov associées (voir notamment le récent travail

[6]).

Ce cadre peut étre élargi au cas ou les fonctions u, sont moins réguliéres par des
méthodes de cones [11], [13], ou par les méthodes introduites dans (3], [15] dans
le cas ou les poids u, peuvent s’annuler. Nous reprenons ici cette question, en
montrant, & ’aide d’inégalités élémentaires comment on peut encore affaiblir les
hypothéses de régularité sur les fonctions us.

Parmi les applications envisagées, nous établissons un TCL pour processus associés
aux chaines de Markov définies par des opérateurs de la forme (*) qui étend un



résultat de [15]. Nous montrons également un résultat de vitesse dans le TCL pour
ces processus, utilisant les résultats de vitesse établis pour les martingales ([7]).
Enfin nous établissons un “lemme de Borel-Cantelli” (cf. [14], [10]) pour certaines
suites de fonctions positives stationnaires. Nous remercions D. Kleinbock pour ses
remarques sur la propriété de Borel-Cantelli pour les suites stationnaires.
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1. Hypotheéses et notations

(1.1) Soit (E,d) un espace métrique compact. Pour tout z € E et tout r > 0,
notons B(z,r) [ resp. B(z,r) ] la boule ouverte [ resp. fermée | de centre r et de
rayon r; B(z,r) = {y € E : d(z,y) < r} [resp. B(z,r) ={y € E: d(z,y) <r} ]

Considérons une famille finie ou infinie dénombrable S d’applications continues
s :x — sz de E dans lui-méme vérifiant ’hypothése de contraction suivante :

i eziste une suite de nombres réels (Nn)n>0 décroissant vers 0 telle que :
s B(z,n,) C B(sz,nn+1), Vs € S, ¥n > 0. (1.1.1)
Autrement dit, nous supposons que, pour z,y € Eet s € S,
d(z,y) < nn = d(sz, 5y) < Mt
Nous supposerons également que

no = diam(FE) = sup{d(y,z) : y,z € E}. (1.1.19)

Notons que les conditions précédentes impliquent que les applications z — sz
vérifient : d(sz,sy) < d(z,y), pour ¢ # y. Dans de nombreux exemples, elles
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Convergence des potentiels

vérifient une condition de contraction uniforme : il existe ¢ < 1 tel que d(sz, sy) <
cd(z,y), Vz,y € E, = # y. On peut alors prendre n, = c¢"ng, pour n > 1, avec
no = diam(E).

Nous supposons donnée, d’autre part, une famille de fonctions continues positives
ou nulles {u, : s € S} définies sur E telles que

Zu,(x) >0,Vz € E, et sup Z us(r) < 400, (1.1.2)
s€S *€E s

et nous considérons le noyau positif Q) sur E défini par

Qf(z) =) _us(z) f(s2). (1.1.3)

sES

Ce noyau opere sur ’espace vectoriel des fonctions bornées sur E, ainsi que sur le
cone des fonctions positives et le cone M des mesures positives définies sur la
tribu des boréliens de E.

(1.2) Définitions : (prozimalité de la famille {us: s € S})

Soit * € E. Nous appelons trajectoires de z les sous-ensembles de E de la
forme {sp---s1z : n > 1}, ol (Sn)n>1 est une suite d’éléments de S vérifiant
Us, (Sn—1 -+ 81Z) - us, () > 0, pour tout n > 1.

Plus généralement, pour un entier p > 1, nous appelons p-trajectoires de z les
sous-ensembles de E de la forme {spp--517 : n > 1}, ol (Sn)n>1 est une suite
d’éléments de S vérifiant us, (Sn—1 - $12) - uy, () > 0, pour tout n > 1.

L’adhérence de l’ensemble des trajectoires [resp. des p-trajectoires] de z est un
compact de E appelé orbite [resp. p-orbite] de z. Un compact F de E est dit p-
invariant (ou invariant pour p = 1) si, pour tout = € F et tout (sy,...,s,) € SP
vérifiant u,, (sp—1---512) - us (z) > 0, 0n a sp---s12 € F. Un compact F est
donc p-invariant s'il contient les p-orbites de chacun de ses points. La p-orbite d’un
élément quelconque de E est un exemple de compact p-invariant.

La famille {us : s € S} est dite p-prozimale, si les p-orbites de deux éléments
quelconques de E se recoupent. Autrement dit. la famille {u, : s € S} est p-
proximale s’il n’existe pas deux compacts p-invariants disjoints.

C’est le cas si les fonctions u,, pour tout s € S, sont strictement positives, la p-
proximalité résultant alors de la propriété de contraction des applications z — sz.
Dans le cas ou les “poids” u,(z) peuvent s’annuler, I’existence de “transitions”
r — sz interdites (quand u,(z) = 0) peut étre un obstacle a la proximalité.

La famille {u, : s € S} est dite fortement prozimale si elle p-proximale pour tout
entier p > 1.

La proximalité forte permet notamment d’éviter les phénomeénes de “classes
cycliques”. Elle est vérifiée quand les fonctions u, sont strictement positives.



(1.3) Lemme : Il existe un réel § > 0 tel que, pour tous z,y € E vérifiant
d(z,y) < 4, il eziste une suite (sp)n>1 d’éléments de S telle que {sp ---syz;n > 1}
et {sn - -s1y;n > 1} soient des trajectoires respectivement de z et de y.

Preuve : a) Cette propriété est satisfaite quand la famille S est finie d’apres un
argument de [3], preuve de la proposition (3.1). Rappelons cet argument.

Posons 0 < a = (Card S)™! inf Zus(x) > 0. Pour tout z € E, on a u,, (z) > a,

pour un indice s; € S. Il existe donc § > 0 tel que les conditions d(z,y) < § et
ug, (z) > a impliquent u,, (y) > 0.

En choisissant pour z une trajectoire de “plus grand poids” de transition, on
construit ainsi une suite (s )n>1 dans S définissant une trajectoire permise pour
tout y suffisamment proche de z.

b) Dans le cas général d’une famille S dénombrable, on observe qu’il existe un
sous-ensemble fini So de S tel que infzer D, g, us(z) > 0. On est alors ramené au
cas fini.

O

Notons qu’a 'aide du lemme précédent, on peut montrer la densité des trajec-
toires périodiques dans les compacts invariants supports des mesures invariantes
extrémales pour Q.

(1.4) Cas markovien
Si la famille {u, : s € S} vérifie la condition

Zus(x) =1, Vr € E, (1.4.1)

sES

l'opérateur @ défini par (1.1.3) est un opérateur markovien : Q1 = 1.

En particulier, si u est une fonction > 0 sur E telle que ) . u(sz) = 1, on peut
prendre us(z) = u(sz),z € E,s € S, et 'opérateur markovien @ s’écrit

Qf(z) = u(sz) f(sz). (1.4.2)

s€ES

Désignons par  Pespace produit S™V" et par (Ya)n>1 les applications coordonnées
de Q. Pour tout entier n > 1, notons F, la sous-tribu de la tribu B(£2) des boréliens
de ST engendrée par les applications Y%,1 < k < n, en convenant que Fo est la
tribu triviale.

Dans le cas markovien (condition (1.4.1)), la donnée de {u, : s € S} permet de
définir une chaine de Markov & valeurs dans E : & chaque étape, a partir d’'un
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point y, les transitions sont possibles vers les points sy, s € S, avec la probabilité

us(y).

Plus précisément, pour tout z € E, notons @, 'unique probabilité sur les boréliens
de Q vérifiant :

/Qg(Yl,...,Y,,) @, = E Ug, (Sn—1 -+ 81%) - us (2) g(51,-..,8n),

(81,...,8n)ES™

pour tout entier n > 1 et toute fonction positive ou bornée g sur S™.

Posons, pour tout w € Q, Xo(z,w) =z et
Yn>1, Xu(z,w) =Y(w) - - Yj(w)z.

Le processus (Xn(x, w)) 5o Qéfini sur (€2, B(R2), @) est, relativement a la filtration
(Fn)n>0, une chaine de Markov de probabilité de transition Q, partant de z.

e Conditions de régularité

Nous allons introduire différentes expressions mesurant la régularité des fonctions
définies sur F et en particulier de la famille (u4,s € S).

(1.5) Notations : Notons C(E) 1’espace des fonctions continues sur E & valeurs
réelles ou complexes. Pour tout entier £ > 0 et toute fonction g € C(E), nous
définissons :

v(g, k) = sup l9(z) - 9(v)|. (1.5.1)
{(z,y):d(z,y)<nr}

La régularité de la famille (u,) est mesurée par la suite (w(k,0),k > 0) définie
par :

w(k,0) = sup > Jus(z) — us(y)], (1.5.2)

{(z.9)d(z.9)<m} g5
et sa “régularité moyenne” par les quantités (w(k,n),k > 0) définies, pour n > 1,

par :

w(k,n) = sup Z Us, (Sp—1-*81Z)...Us (T)
{(z9):d(z9)<me} (5, 5 Yesn

Z|u3(sn--~31x) —u,(sn---sly)|. (1.5.3)

s€S



(1.6) Inégalités :

1) Pour tous entiers naturels k,n, nous avons :

w(k,n) < Q" oo w(k +7,0) < 10" oo 3 v(usk+n).  (16.1)
s€S
2) Lorsque les fonctions us, s € S, ne s’annulent pas, nous avons :

ugs(z

Jus(z) — ua(y)] = (1 — 7128 58 maxfu, (@), us(y)}
us()
< ‘Log r(y)l (us(z) + us(y)),

et par suite :

Zv(us,k—i—n) < 2||Q 1| supv(Logus,k + n). (1.6.2)
9€S SES

Il en résulte que :

w(k,n) <2 ||Q" 1]|oo ||Q oo supv(Logus,k+n), Vk,n>0. (1.6.3)
seS

3) Pour toute fonction borélienne bornée f sur E, tout entier n > 1 et tous éléments
z,y de E, la différence Q" f(z) — Q" f(y) s’écrit :

z Us, (Sn—1 - 81T) ... Usy (T) (f(Sn - - 512) = f(Sn - - 51Y))

(81,...,92,)ES?
+ 3 (ua (@) = us (v)) Q7S (s19)
81 €S

+Z Z U'Sj—l(sj—? es1Z) .. U, (2)

1=2(81,..., Sj)ESj
(uo; (851 512) = wg;(sjm1 -+ -519)) Q"7 f (s s1y). (1.6.4)

Dans le cas markovien, cette égalité s’écrit aussi :

Q" f(z) — Q" f(y) = Ez(f(Xn(z,")) — f(Xn(y,"))]
+ 3D Eo[(us(Xjoa(e,) —us(Xjma(y,-) ) Q7 F (s Xjma(w, )]

j=1s€eS

De (1.6.4), on déduit :
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(1.7) Lemme : Pour toute fonction f sur E et pour tous entiers naturels k,n,
nous auons :

W@ £, k) < Q"Moo vk +1) + 3wk, = 1) Q" fller  (L7.1)

i=1

2. Equicontinuité des itérées Q"f (Q a puissances bornées)

(2.1) Hypotheses : Dans cette section, nous considérons I’hypothese de régularité
suivante :

Zw(O,n) < 4o00. (2.1.1)

n>0
Cette conditions est satisfaite si )+, w(k,0) < +o0.
Nous supposons de plus que l'opérateur Q) est a puissances bornées (cf. la remarque

(2.8)), c’est-a-dire vérifie :

C =sup ||Q"1]eo < +00. (2.1.2)
n>1

Nous avons donc, compte-tenu de la majoration w(k,n) < Cw(k + n,0) :

lim ) w(k,n) =) Jm L w(k,n) =0. (2.1.3)

k—
oo n>0 n>0

(2.2) Proposition : Sous les hypothéses (2.1), pour toute fonction continue f sur
E, la famille de fonctions {Q™f :n > 0} est équicontinue et bornée.

Lorsque Q est markovien, la famille de probabilités {@, : ¢ € E} sur les boréliens
de Q = SN est continue en variation. Plus précisément, pour toute fonction
borélienne bornée F sur (1, nous avons :

|E.[F] — Ey[F)| < 1Fllo DY Ee[jus(Xk(z,")) - uo(Xe(y,)|].  (2.2.1)
k>0s€S

Preuve : Soit f une fonction continue (et donc uniformément continue) sur E.
Nous avons ||Q™ fleo < C||flloo €t, d’apres le lemme (1.7),

sup v(Q"f,k) < C (v(f k) + Iflleo Y w(k,5))-

n2>0 j>o0



La premiére assertion du lemme résulte alors de (2.1.3).

Supposons maintenant @ markovien. Pour toute fonction F borélienne bornée
Fn-mesurable (i.e. ne dépendant que des n premieres coordonnées), nous avons :

|E-[F] - Ey[F]| < |Flloo > > Ea[|us(X(z,")) — us(Xk(y,-))]

k=0 s€S

<Pl S0 Ba[|us(Xi(a, ) = us( Xe(y, )]

k>0s€S

Dans le cas général d’une fonction borélienne bornée F, si IP désigne la probabilité
w&, la suite des espérances conditionnelles (IEp[F Ifn])n>0 est bornée par
| F||oo et converge, IP-p.s. et dans L!(2, B(Q), IP), vers F. L’inégalité (2.2.1) passe
donc par densité des fonctions boréliennes bornées F,-mesurables aux fonctions
boréliennes bornées.

O

Nous utilisons le résultat suivant démontré dans [15] par des méthodes de mar-
tingale (voir aussi les travaux de K. De Leeuw, I. Glicksberg, M. Rosenblatt, B.
Jamison (voir par exemple [9])).

(2.3) Proposition : Si P est un noyau markovien sur un espace compact E tel
que, pour toute fonction continue f sur E, la famille de fonctions {P"f : n > 0}
soit équicontinue, alors l'espace C(E) des fonctions continues sur E est la somme
directe de deuz sous-espaces fermés Wy et Wy tels que :

1) Wi est le sous-espace fermé engendré par les fonctions propres de P de module
1:

11) pour toute fonction f de W, la suite de fonctions (P"™f),>o converge uni-
formément vers la fonction nulle. -

Dans le cas d’un noyau markovien @ de la forme (1.1.3), I'hypothése de forte
proximalité permet de montrer que 'espace W, de la proposition précédente est
réduit aux constantes.

(2.4) Proposition : Supposons que @ soit markovien et que, pour toute fonction
continue f sur E, la famille de fonctions {Q™f : n > 0} soit équicontinue.
Supposons que la famille {us : s € S} soit fortement prozimale. Alors il existe une
unique mesure de probabilité ()-invariante v et, pour toute fonction f continue sur
E, la suite de fonctions (Q" f)n>0 converge uniformément sur E vers v(f).

Preuve : Reprenons les notations de la proposition (2.3). Compte-tenu de ce lemme,
il nous reste & montrer que ’espace W, est réduit aux fonctions constantes. Toute
fonction continue s’écrira alors sous la forme f = fo + v(f), avec fo € Wa, v étant
I’'unique mesure de probabilité Q-invariante.
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Si h est une fonction ()-invariante continue, les ensembles ou h atteint son minimum
et son maximum sont invariants. L’hypothése de 1-proximalité implique alors que
h est constante.

Soit h une fonction propre continue de ), associée & une valeur propre A de
module 1. Nous avons @|h| > |h|. D’ot 'on déduit que le compact F' des points
de E ou |h| atteint son maximum est un compact invariant. Pour toute trajectoire
{sn---s12;n > 1} de z € F, la fonction g = T%f vérifie alors :

g(sn - s1z) = A" g(z), (2.4.1)

D’aprés le lemme (1.3), si y est proche de z, il existe une suite (s,) dans S telle que
{sn+--s1y;n > 1} et {sp---s1z;n > 1} soient des trajectoires de = et de y. Les
suites (g(sn - --s1z)) et (g(sn ---s1y)) ont alors une valeur d’adhérence commune
et d’aprés (2.4.1), g est localement constante sur F. Elle ne prend donc qu’un
nombre fini de valeurs sur F. Par suite A? = 1, pour un certain entier p > 1. La
fonction h est alors @P-invariante et I’hypotheése de p-proximalité entraine que h
est nécessairement constante.

O

(2.5) Remarque : La proposition (2.3) que nous avons utilisée repose sur I’analyse
de Fourier des groupes abéliens compacts. Nous donnons ci-dessous une démonstra-
tion directe simple de la proposition (2.4).

Soit v une mesure de probabilité @-invariante sur les boréliens de E, obtenue
par exemple comme valeur d’adhérence étroite de la suite de probabilités
(Q(I")+"r'l+Q (I")) ou z est un point quelconque de E.

n>1’

Soit f une fonction de C(E) telle que v(f) = 0. Soit h une valeur d’adhérence,
pour la convergence uniforme, de la suite (Q" f)n>0. Le procédé diagonal permet
de construire une suite d’entiers (¢(n))n>0 telle que, pour tout entier naturel %,
la suite Q¥(™~* f converge uniformément vers une fonction ki, avec hg = h.

Nous avons alors Qhr = hg—1, Vk > 1. La suite (min(h))x>0 des minima des
fonctions hj est donc décroissante. Elle est minorée. Soit a sa limite.

Montrons que toute valeur d’adhérence de la suite (h) est nulle. Soit h la limite
d’une sous-suite uniformément convergente extraite de la suite (hg). Pour tout
entier ¢ > 0, les fonctions Q%ho ont toutes le méme minimum «. On obtient de
méme qu’elles ont le méme maximum S.

11 en résulte qu’il existe, pour tout £ > 0, des points z; et y, et des éléments
81,°++,8¢ € S tels que

h(sy---sexe) = o, h(s1---seye) = B.

9



En utilisant la propriété de contraction, on en déduit que a = 3. La fonction heo
est constante, donc nulle, car v(ho) = 0.

Pour tout e > 0, il existe donc k tel que ||hk|loo < €5 d’0U : ||h]loo = [|@*hi]lco < e
Ceci implique que h est identiquement nulle. D’ou le résultat.

(2.6) Les conclusions de la proposition (2.4) s’appliquent en particulier sous les
hypothéses (2.1), lorsque Q est markovien et la famille {u, : s € S} fortement
proximale, compte-tenu de la proposition (2.2) qui établit 1’équicontinuité des
familles {@Q™ f : n > 0} pour f continue.

Revenons maintenant au cas d’un opérateur () a puissances bornées.

Sous les hypoth&ses (2.1), la suite de fonctions (h, = 1+Q1+"T;+Q"_11)n21 est
équicontinue (proposition (2.2)) et vérifie, Vz € E, 0 < h,(z) < C. Elle est donc
relativement compacte dans (C(E),|| ||ec). Toute valeur d’adhérence h de cette
suite est une fonction continue positive @)-invariante vérifiant, d’aprés le lemme

(1.7), v(h,k) < C ngo w(k, 7).
De plus, toute fonction continue positive Q-invariante f vérifie, Vz € E,

flz) +Qf(z) + ...+ Q™ 1 f(z 1+Q12)+...+Q 1(x
fl) = {2 L 2 < ffo ~HBELE @),
ce qui montre que toutes les fonctions qui sont valeurs d’adhérence de la suite

(hn)n>o ont les mémes zéros.

Dans le cas ou ’ensemble {h = 0} est vide, nous pouvons nous ramener au cas
markovien. En effet, il suffit de considérer ’opérateur markovien (relativisé) @
défini par :

~ 1

Vz € E, z) = —— Q(h
€ E. 0f(e) = 575 QhA(a),

pour toute fonction borélienne positive f sur E. L’opérateur é correspond a la
famille de fonctions {@, : s € S} définie par

Vse€ S, Ve E, ﬂs(x) =

Pour tout f € C(E) et tout n > 1, nous avons Q"f = %Q"(hf); ce qui montre
que la suite (Q" f)n>0 est équicontinue.

Nous avons donc le résultat suivant :

(2.7) Proposition : Plagons-nous sous les hypothéses (2.1). Supposons de plus
que la famille {us : s € S} soit fortement prozimale et qu’il existe une fonction
continue strictement positive ()-invariante h.

Alors il existe une (unique) mesure de probabilité Q-invariante v sur les boréliens

de E telle que, pour toute fonction f de C(E), la suite de fonctions (Q" f)n>0
converge uniformément sur E vers h v(f).

10
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(2.8) Remarques : a) L’existence d’une fonction continue strictement positive
@-invariante (par exemple dans le cas markovien) implique évidemment que
l'opérateur @ est a puissances bornées. Nous rappelons en complément (section 9)
comment, dans le cas ou les fonctions u, sont > 0, les méthodes de cones a base
compacte permettent d’établir ’existence d’une fonction propre continue > 0 pour
I'opérateur Q. Si A est la valeur propre, 'opérateur A~ Q est alors & puissances
bornées et les résultats des sections 2 et 4 s’appliquent & cet opérateur.

b) Sous les hypotheéses (2.1), lorsque @ est markovien, on peut montrer que I’espace
W de la proposition (2.3) associé a @ est de dimension finie (cf. 3]).

(2.9) Donnons une extension de ce qui précéde a certains opérateurs non positifs
considérés plus loin dans la section 8.

Si @ est un opérateur de la forme (1.1.3) avec u, > 0 & puissances bornées et si ¥
est une fonction sur £ de module 1, alors @ défini par

Quf(z) =Y us(z)P(sz) f(sz), (2.9.1)

est aussi a puissances bornées.

Pour indiquer qu’elle dépend du choix des fonctions u,, notons wy(k,n) la
quantité w(k,n) introduite en (1.5.3) pour mesurer la régularité de la famille
u = (us,s € S). Un calcul élémentaire donne pour la famille (u,¥(s.),s € S)
la majoration suivante :

wyyp(k,n) < wu(k,n) +1Q" 1l ov(, k + 1 + 1). (2.9.2)

L’argument de la premiére partie de la proposition (2.2) s’applique alors :

(2.10) Proposition : Sous les hypothéses (2.1) et si ). o w(,n) < +oo, pour
toute fonction continue f sur E, la famille de fonctions {Q}f : n > 0} est
équicontinue et bornée.

3. Un exemple

Nous allons traiter un exemple de chaine de Markov illustrant les différentes
hypotheéses de régularité.

(3.1) Considérons l'intervalle E = [0,1], un entier ¢ > 1 et un réel 8 vérifiant
0 < 8 < 1. Notons ¢ P’application de [0, +o0o[ dans [0, +oco[ définie par :

z

Vz € E, t(:l:) = m

11



Nous avons, Vz > 0,
1-p4 B

t'(z) = 14+q2f +(1+qz")2’
" - 1-8 25
() = =08 ™ (T3 oy * Tr o)

Les fonctions ¢ et ¢’ sont donc respectivement croissante et décroissante sur [0, +o0].
En particulier, on en déduit que t(z + y) < t(z) + t(y), Vz,y € [0,+o0], et par
suite :

Vz,y € [0, +oof, [t(z) — t(y)] < t(lz — yl) < |z - yl- (3.1.1)
La fonction t envoie I'intervalle [0, 1] sur lintervalle [0, 7 q]

Nous considérons la famille de transformations continues de E définie par :

k
= {t : ——:0<k<qh
S = {tx x—)t(x)+1+q 0<k<g}

Des inégalités (3.1.1), il résulte que :
Vs1,...,85 € S, |S1"'Sn T —81° Sp y| <tz —y]) < t"(1).

Pour la suite (nx)r>0 sur E définie par ni = t*(1), 'hypothése de contraction de
(1.1.1) est alors satisfaite.

Donnons-nous une famille de fonctions {us : s € S}, vérifiant la condition

Ysests(z) =1, Vz € E, pour laquelle il existe une fonction continue croissante
® de [0, 1] dans [0, 1], nulle en zéro, telle que :

> lus(z W) < ®(lz —yl), Y2,y €[0,1]. (3.1.2)
sES
Nous avons :
w(n,0) = (¢"(1)), Vn € IV,

La suite réelle (un, = t"(1))n>0 décroit vers zéro et vérifie la relation

1 1 1+ qul)f—1
Uyt Un Up

Il s’ensuit que lim 5 =49 B, c’est-a-dire, up, = (1 +0(1))(n ¢ ﬂ)—%

Pour @(z) = z%, avec 0 < a < 1, la condition ) ,5,w(k,0) < +oco n’est donc
satisfaite que pour % > 1. Pour &(z) = ﬁ'—li—éi—z—l‘;’ avec a > 0, la condition
Zk>0 (k,0) < 400 n’est jamais satisfaite.

Nous allons voir que la convergence de la série Zn>0 w(0,n) peut étre établie sous
des conditions moins restrictives.
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Convergence des potentiels

(3.2) Proposition : Sl n’eziste pas d’élément z de [0, 1] tel que, pour tout entier
naturel n, uy(t"2z) = 1, alors il eziste un entier r > 1 et des réels p et v de [0,1]
tels que, pour tous z,y € E, pour tout n > r + 1, pour tout 8 > 0,

E.[3(8|Xn(z,") — Xn(y, )]
< (1 - ")’) E, [‘P(P,B |Xn—-r—1 (IE, ) - Xn—r—l(y7 )I)]
+ E, [Q(ﬁlxn—r—l(za ) - X"—"_l(y’ )l)] '

Preuve : Observons d’abord qu'il existe un entier r > 1 tel que

v = supPy[{Yi=...=Y, =t}] =supu,(t"'y) - u(y) < 1.
yeE yeE

[ En effet dans le cas contraire, il existerait une suite (Zn)n>o d’éléments de E telle
que, pour tout n > 0, ug(t""1z,) - us(z,) = 1. Pour toute valeur d’adhérence z
de cette suite, nous aurions alors us(t"z) = 1, pour tout n > 0. ]

Pour tous 0 < ¢ <y £ 1, nous avons :

y—z+q(@yf—ya?) _ y—c
(1+qzf)1+qyP) ~ (1+q2zP)(1+qyP)

ty—tzr=

et par suite, pour tous z,y € E,

ly —
(14+qz°)(1+qy?)

te—tyl < (3.2.1)

Ces inégalités sont plus précises que les inégalités (3.1.1); cependant elles
coincident pour z = 0.
1

Soit € = e Pour tous z,y € [e, 1], nous avons :

1
> <1

tz—ty|<ple- =
ltz—tyl <plz—yl, avecp ¢

Il en résulte que, pour tous s3,...,5r € E :
|tsr---sl :c-t3,.---sly|_<_|x—y|, st sy =...=8, =1,
Itsr---sl T —1Sp+-8 y|_<_p|:1:—y|, sinon.
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Pour tout entier n > r, nous avons alors :

E.[®(B|Xnt1(z,) = Xnt1(y,))] = Ex[@(BltXn(2,-) — tXn(y,)])]
< B [2(8p |Xn—r(2,) = Xnorlyy M 1Y, ¥acstn)]

+ Eo [2(BI1Xn—r(z,") = Xner(¥ ) Li¥porjr=..mYa=t}]
< B [2(pB [Xn—r(z,) = Xner(y: )] + B |(2(B|Xnr(2, )
Xacr(:)) = @(68 [Xnmr(2,7) = Xnce (4, ))) L¥arr pameom¥oma]
< B [8(08 | Xn=r(2,") = Xnr(y, )] + B | (B(B1Xn—r(z,-)—

Xnmr (M) = (0B [ Xner(2,) = Xnes 1)) Pxy_yieny[{Ys = = Yo = }]]
< B [®(pB | Xn—r(z,") = Xn-r(y, )]
7 B [8(1Xa-r(2.) = Xner(y,)) = B(p3 [ Xnmr(@,") = Xnmrly, )]
< (1=7) Bz [8(p8 [Xn—r(2,) = Xar(y, )]
+9 B [8(81Xn—s(.7) = Xar(y, )]

D’ou le résultat.
O

(3.3) Corollaire : S’il n'eziste pas d’élément = de (0,1] tel que, pour tout entier
naturel n, us(t"z) = 1, alors il eziste un entier r > 1 et des réels p et v de [0,1]
tels que,

[4
Vikne N, wkn) <Y C(1—~) v77 @ w),
j=0

ou € désigne la partie entiére de 5.

(3.4) Prenons ®(z) = z%, avec 0 < a < 1. Nous avons, avec les notations du
corollaire (3.3) :

VknelN, wkn) < (v+(1-7)p%) u,

ce qui implique la convergence exponentielle des séries ), w(k,n), k > 0.

(3.5) Prenons ®(z) = 1—-1-T1_%g_1|—a" avec a > 0. Nous avons de méme que, pour tous

k.ne N,

1
1+ (j Logs + Log=)""

4
w(k,n) <> CI (1—~) 4~
j=0
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Convergence des potentiels

Posons a = Log%, b = 132 et désignons par (Uj)j>1 une suite de v.a.r.
indépendantes, suivant une loi de Bernoulli de paramétre 1 — 4. Nous avons :
1
wk,n) < E[l +(a (Ui +...4+Ue) + Log;}:)a]'
1 1
- 1+(ab€+Logﬁ)a * 1+ Log® 5- P[{Ul T+ Ue< bZ}]
1 1
< T+ (ab 0+ Logl)® + T Lo T Ry E[e"(U1+...+Uz)]
1 1 1-
hS 1+(ab€+Log1—}:)a + T Log" L et (v+ eV)e ;

ce qui montre, puisque e (v + 1—:‘1) < 1, pour 0 £ v < 1, la convergence de la
série y_ -, w(k,n), pour tout a > 1.

4, Etude en norme uniforme
des potentiels (Q a puissances bornées)

(4.1) Hypotheses : Nous supposons dorénavant que la famille de fonctions
{us : s € S} est fortement prozimale et qu’il existe une fonction continue
strictement positive Q-invariante h. (Nous sommes donc dans le cas d’un opérateur
a puissances bornées et la fonction invariante - est unique & un facteur scalaire
pres).
Nous supposons d’autre part vérifiée I’hypotheése de régularité (2.1.1), i.e.

Z w(0,n) < +.

n>0

Sous ces hypotheses, d’apreés la proposition (2.7), il existe une unique mesure de
probabilité Q-invariante v et, pour toute fonction f de C(E), la suite de fonctions
(@™ f)n>0 converge uniformément sur E vers v(f)h.

Considérons une fonction ¢ de IV dans |0, +oo] telle que Zkzo (k) = +oo et
Y wlk) Y w(k,n) < +oo. (4.1.1)
k>0 n>0

L’existence d’une telle fonction résulte du fait quel'ona: lim | Z w(k,n) =0.
k—+o0 250

Nous pouvons prendre, par exemple,

o(k) = (Z w(k,n))_a(Z(w(k —1,n) —w(k,n))) avecl <a<2.

n>0 n>0
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Notations : Pour tout entier n > 0, nous posons

=Y (k) wik,n), (4.1.2)

k>0

p= Z r(n). (4.1.3)

n>0
Rappelons que nous avons noté C = sup,>; ||Q"1{/c-

Pour toute fonction f sur E, nous posons :

my(f,n) Z o(k) v(f,k+n), n>0 (4.1.4)
k>0
mﬂp(f) msa f) Z 99 U f7 (415)
k>0
My(f) =) me(fin) (4.1.6)
n>0
=D > elk) vif,k+n) =D ok) D v(fin).
n>0 k>0 k>0 n>k

Remarque : L’introduction des pondérations ¢ (k) permet d’affaiblir la condition
de régularité des fonctions u, qui apparait habituellement (portant sur la conver-
gence de la série des restes des variations) dans 1’étude des noyaux markoviens
associés & des applications contractantes ou des mesures de Gibbs.

La somme Zn>0 w(k,n) est majorée par le reste d’ordre k de la série 3, w(k,0).

Si le terme général de cette série est par exemple en O(), lintroduction des
poids ¢(k) = 357 permet d’obtenir la condition (4.1.1) pour a > 1.

De méme, la classe de fonctions a laquelle s’applique le théoréme suivant est
astreinte a une condition de régularité plus faible que la condition habituelle.

(4.2) Théoréme : Sous les hypothéses (4.1), il existe un réel positif D tels que,
pour toute fonction continue f sur E vérifiant v(f) = 0 et M,(f) < +o00, la série

du potentiel Gf = > ,Q"f converge et définit une fonction continue sur E
vérifiant -

me(Gf) <Y my(Q"f) < 2C My(f) + D || flle, (4.2.1)
n>0
et nous avons :
1GFlleo < S 11Q™ Flleo < 9(0)™1 (2C My(f) + D [Iflloo)- (4.2.2)
n>0

La suite de cette section est consacrée a la démonstration du théoréme (4.2).
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Convergence des potentiels

(4.3) Lemme : L’ensemble C; = {f € C(E) : v(f) = 0 et my(f) < 1} est un
compact de (C(E),| |loo) €t nous avons :

: 1Q" Flloo JFY =0 et m ol =
lm sup{——m¢(f) : feC(E)\ {0}, v(f) =0 et my(f) < +oo} =0.

Preuve : Pour toute fonction f de C(E) vérifiant v(f) = 0, nous avons :

f(@)] = f(z) - v(f)] < /E F(@) — F)] v(dy) < v(£,0), Vo € E,

et donc sup{||fllec : f € C1} < ©(0)~!; 'ensemble C; est donc un sous-ensemble
borné de C(E).

D’autre part, pour toute fonction continue f sur E et tout entier naturel k, nous
avons, la suite (v(f,j));>o0 étant décroissante :

k

k
(D) v(£,k) D eld) v(f,5) < mu(f);

1=0 J=0
d’ou, pour tout k € IV,

k

sup{o(f,k): feCi} < (D wi) ™

i=0

La famille de fonctions C; est donc équicontinue. La premieére assertion du lemme
résulte alors du théoréme d’Ascoli.

Soit ¢ > 0. Il existe un entier N(¢) et des fonctions fi,..., fy() de C; tels que
les boules B(fk,¢), 1 < k < N(¢g), recouvrent le compact C; de (C(E),|| |leo)- Les
suites de fonctions (Q" fx)n>0, 1 < k < N(¢), convergent uniformément vers zéro,
d’apreés (2.7). 1l existe donc un entier I'(¢) tel que, pour tout 1 < k < N(e) et
tout n > K(e), ||Q" frlloo < €. Il s’ensuit alors, puisque Q) est & puissances bornées
dans L*°(E,v), que

Vi€l ¥nz K(e), Q" flleo < (1 +5up|Q"1]lo0) e.

D’ou la seconde assertion du lemme.
(|

Notons ¢}(Z) l'espace des suites réelles sommables muni de la norme || |,
(lulli = X pezlu(n)], pour u = (u(r))nez) et de la convolution (notée x ).
Nous utiliserons le lemme élémentaire suivant :
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(4.4) Lemme : Si o, 3, v sont trois suites positives dans ¢ (Z), vérifiant ||v|l; < 1
et

a(n) <B(n)+ (y*a)(n), Vne Z, (4.4.1)
alors
a(n) <> (v? xB)(n), Vn € Z. (4.4.2)
p>0

Preuve : D’apres (4.4.1), nous avons, pour tout ¢ > 1 :

g—1

a(n) < 3 (v % B)(r) + (1 ¥ a)(n), ¥n € Z.

p=0

L’inégalité (4.4.2) en résulte, d’apres :

> (rtea)n) = (3 4(n) (X alm) = iiflel —o.

neZ neZ neZ

(4.5) Proposition : Sous les hypothéses (4.1) et avec les notations (4.1.2) -
(4.1.6), il eziste un entier ¢ > 1 tel que, si les suites v et B sont définies par :

,7(n)={21_pr(n—q-1)a n2q+1,

0, n <gq,

C(me(fin) +C - 71— 1) Ifllo), 0<n<yg,
Os n < 0,

C(me(fin) + CZ?:n—q-}-l r(G—1 [fllc), nZq+1,
B(n) =

alors ||yll1 < § et, pour toute fonction continue f sur E vérifiant v(f) =0 et tout
entier n > 0,

ma(Qf) < (777 * B)(n). (45.1)

p20

Preuve : Du lemme (1.7), il résulte que, pour tout entier n > 1 :
n
me(Q"f) < Cmy(fin) + D (G = 1) Q" fllco-
j=1
D’apres le lemme (4.3), il existe un entier ¢ > 1 tel que

1
Q9|0 < ﬁmqo(g), Vg € C(E), telle que v(g) = 0.

18



Convergence des potentiels

Nous avons alors, pour tout n > g+ 1,

me(Q" f)

n

<Cmufim+ D =1 1@ e+ 3 LT i (gnormi

) — 1
j=n—q+1 2p

<Olme(fim)+ 3 -1 lfle)+ Y LD gnoty,

j=n—q+1 f=q+1 P

Cette inégalité et le lemme (4.4) appliqué aux suites 3, v et a la suite o & support
dans Z* définie par a(n) = my,(Q™ f), pour n > 0, impliquent I'inégalité (4.5.1).
o

Preuve du théoréme (4.2) : D’apres la proposition (4.5), nous avons :

> mel@") < (X () (;mm)

p20 n2>0

< (Z(577) € (Mol +ap o)
p20
< 2C (My(f) +ap [ flloo)
< 2C My(f) + D || fllco,
en posant D = 2Cpq.
D’autre part, pour tout entier naturel n, nous avons (cf. la preuve du lemme (4.3))

Q™ flloo < v(Q™f,0). On en déduit que :
SR flloo < D w(Q£,0) < 2(0)7 Y me(Q)

n>0 n>0 n20
< @(0)7H(2C My(f) + D || fllo)-

(4.6) Le résultat précédent établit une relation entre la régularité de f et celle (un

peu moins bonne) du potentiel Gf = Y Q" f. Sous une hypothése de régularité
plus forte sur les fonctions (u,), nous pouvons préciser cette relation.

Introduisons le reste de la série des v(f, k), puis le reste de la série des restes.

Notons :
vi(f,k) =Y v(f,90),
0>k
va(f,k) =Y vi(f,0) =Y _(€+1)o(f,L+k).
02>k £20
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Rappelons que nous avons noté : M,(f) = Ekzo o(k) v1(f, k). Posons

My (f) = olk) va(f, k). (4.6.1)

k>0

Nous avons vu (théoréme (4.2)) que, sous les hypothéses (4.1), il existe une
constante D telle que, pour toute fonction f vérifiant v(f) =0 et M,(f) < +oo,

me(Gf) <D me(Q"f) < 2C My(f) + D||flloo-

n>0

Pour obtenir une meilleure régularité de G f, nous renforcons la condition

YoesoP(k) Y.sowl(k,n) < 4+oo de (4.1) par la condition de régularité sur les
fonctions u, suivante :

S ek)(O]D w(t, 1)) < +oo. (4.6.2)

k>0 £>k j>0

(4.7) Théoréme : Sous les hypothéses de (4.1) et la condition ({.6.2), il existe des

constantes C;, 1 <1 < 3, telles que, pour toute fonction continue f sur E vérifiant

v(f) =0 et M, 2(f) < +oo, la série du potentiel Gf =3, Q™ f vérifie
My(Gf) < CiMep2(f) + C2M(f) + Cs flloo-

Preuve : D’apres le lemme (1.7) puis le théoreme (4.2), nous avons :

o(GF k) <D w(Q"f, k)
n>0

<C Z o(f,n) + Z Zw(k,j - 1) 19" flleo
n>k n21 j=1

<CY o(fin)+ QIR flleo) D wik, 5))
n>k n>0 i20

<Y v(fin) + (X wik,5)0(0) (2C Mo(f) + D || flloo);
n>k >0

d’ou le résultat.
O
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Convergence des potentiels
(4.8) Exemple :

Reprenons ’exemple de la section 3, avec le choix ¢(k) = 5 i T ,Vke IN.

Choisissons pour & (cf. (3.1.2)) ®(z) = 2%, 0 < a < 1, les hypothéses de
(4.1) sont satisfaites. Pour toute fonction f de C(E) telle que v(f) = 0 et

Z ) Z v(f,n) < +00, le potentiel Gf = >, ,Q"f est une fonction
k>0 n>k -
continue vérifiant

Z D v(Gfin) < +oo.

k>0 n>k

L’hypothése (4.6.2) est vérifiée pour a > 3.

1
Pour ®(z) = w, les hypotheéses de (4.1) sont satisfaites, pour a > 2.
Pour toute fonction f de C(E) telle que v(f) =0 et Z T Z (f,n) < o0,

k>0 n>k
le potentiel Gf = 3,5, Q" f est une fonction continue vérifiant m,(Gf) < +oo.

5. Etude des potentiels en norme L! (Q & puissances bornées

(5.1) Hypothéses et notations : Nous supposons que les fonctions ug, s € S,
sont strictement positives et qu'il existe une fonction continue strictement positive
Q-invariante h. (Nous sommes donc dans le cas d'un opérateur a puissances bornées
et la fonction invariante h est unique a un facteur scalaire pres).

Nous supposons d’autre part vérifiée I’hypothése de régularité :

Zsup v(Logu,, k) < +o0. (5.1.1)
kZosGS

Cette condition est plus forte que (2.1.1) (cf. (1.6.3)) et les hypothéses de la
proposition (2.7) sont vérifiées. Il existe donc une unique mesure de probabilité
Q-invariante v et, pour toute fonction f de C(E), la suite de fonctions (Q" f)n>o0
converge uniformément sur E vers v(f)h.

Grace 4 ce renforcement des conditions sur l'opérateur @), il est possible de traiter
des espaces de fonctions plus généraux. Nous appliquerons en particulier dans la
section 7 ces résultats aux fonctions & variation bornée sur l'intervalle [0, 1].
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Introduisons une nouvelle expression de la régularité des fonctions, plus faible que
celle qui est définie en (1.5). Pour tout entier n > 0, tout = € E et toute fonction
borélienne f sur F, nous définissons :

V(f,z,n) =|f(z) - O, (Blzim) w)’ (5.1.2)
v(f,n) =/ V(f;z,n) v(dz). (5.1.3)
E
Nous choisissons une fonction ¢ de IV dans |0, +oo[ telle que

Zcp(k) =400 et Zcp(k) Z sugv(Logus,n) < 400. (5.1.4)

k>0 k>0 n>k °€

Nous pouvons alors définir I’analogue des quantités introduites en (4.1) :

Mo(f,n) =Y (k) 5(f,k+n), n >0 (5.1.5)
k>0
Mo(f) = Me(f,0) =D ¢(k) T(f,k), (5.1.6)
k>0
M(f) =Y #y(fin) (5.1.7)
n>0
=3 k) 5(f, k+n) =D w(k) (Y #(f,n)
n2>0 k>0 k>0 n>k

(5.2) Théoreme : Sous les hypothéses (5.1), il existe deuz réels positifs A et B tels

que, pour toute fonction borélienne f sur E vérifiant v(f) =0 et M,(f) < +oo,
la série du potentiel vérifie

Me(GF) <Y Me(Q™f) < A Mu(f) + B | flls- (5.2.1)

n>0

En particulier, nous avons

S <Y W@ £,0)

n>0 n2>0

<@(0)™ Y (@7 f) < 9(0)™H(A Mo(f) + B | fllh)- (5.2.2)

n>0
La suite de cette section est consacrée & la démonstration du théoréme (5.2).

22



Convergence des potentiels

(5.3) Lemme : L’ensemble
Ki={f e LYE,v):v(f) =0 et m,(f) <1}

est un compact de L'(E,v) vérifiant

sup || flloo < ((0)) .
fex,

Preuve : Notons d’abord que, pour toute fonction f dans K,

Flleo < 5(£,0) < (#(0) ™' Rp(f) < (¢(0) 7,

ce qui établit la deuxiéme assertion.

Pour tout entier n > 0, considérons un recouvrement ouvert fini

E= U B(zjk,1n)

1<7<qk

de E extrait du recouvrement ouvert £ = U B(z,n.). Appelons (gbj,k)

I€FE
une partition de 'unité subordonnée & ce recouvrement ; les fonctions v &, k > 0,

1 < j < pg, sont positives continues et vérifient

1<j<pk

k
Vz € E, ij,k(l‘) =1letVz ¢ B(xj,kank), ¢’j,k(x) = 0.

=1

Soit (fn)n>0 une suite de fonctions de K. En notant que la décroissance de la
suite (0(fp, n))n>0 implique :

n

(D" ¢(k) 5(fpin) < D (k) 0 fp, k) < Mp(f) < 1,
k=0

k=0

23



nous obtenons, pour tous entiers k, n et p,

Pk
an+p—fn”1 = ;/;ij,k Ifn+p — fal dv

Pk

< Z (/Elbj,k |frtp — frap(Tjr)] dy+/1~;¢j’k f — falzjx)| dv

i=1

+ /Elﬁj,k dv |fatp(Tjk) — fn(mj,k)l>

Pk . -
<3 ( [ s Whsmns) dot [ 50 T
+ /Ez/)j,k av | fatp(Tjk) — fn(fvj,k)|>

Pk
< T faspr k) + 5 k) + 3 /E ik d | frrp(25k) — Ful(2ie)
7=1

9 Pk
< m +;/E¢J}k dv | fa+p(@jk) — fr(@jk)l-

Si (a(n))n>0 est une suite strictement croissante d’entiers pour laquelle toutes les
suites réelles (f,(n)(:cj,k))n>0, k> 0,1 <5 < pi, convergent, alors la suite de
fonctions ( fy(n))n>0 st de Cauchy dans LY(E,v).

Ceci montre que ’ensemble KX; est relativement compact dans L!(E,v). Il nous
reste a montrer qu’il est fermé.

Soit (fa)n>0 une suite de fonctions de K; convergeant dans L'(E,v) vers une
fonction f. Quitte & prendre une sous-suite, on peut supposer que la suite (fn)n>0
converge v-p.s. vers f. D’apres le théoréme d’Egorov, il existe une suite croissante
(Ep)p>o de boréliens de E tels que

p—+o0

lim v(Ep,)=1 et Vp> O,HBTOO | fn — f”L°°(Ep,u) = 0.

Pour tout entier p > 0 et tout entier N > 1, nous avons alors :

N
> o) [ 1) =50, (s(emos) 4
N
= Jim Sl [ e = 5O 5,y “8
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Convergence des potentiels

En faisant croitre p, puis IV, vers 400, on obtient que m,(f) < 1. D’ou le résultat.
a

(5.4) Notations: Nous posons

Vn > 0, z(n) = sup e*(Lo8 von) v(Log u,,n); (5.4.1)
s€S
Vn >0, t(n) =Y o(k)z(n + k) (5.4.2)
k>0
0=> tk) et (= > (k). (5.4.3)
k>0 k>0

On voit facilement ’équivalence :

Zcp(k) Z z(n) < o0 = Zap(k) Z supv(Log u,,n) < 40c0.

k>0 n>k k>0 n>k S€S

(5.5) Lemme : Pour toute fonction borélienne f sur E et tout entier k > 0, nous
avons :

3(QF, k) < B T(f,k+1) + 2(k) || 1. (5.5.1)

Preuve : Pour toute fonction borélienne f sur E et pour tout couple (z,y) de
points de E vérifiant d(z,y) < n&, nous avons :

)1 _ u’(y i <e |Log ::i:;l lLOg SE;;‘ < ev(Log u,,k) v(Log u,,k) < Z(k)

Il s’ensuit que, pour d(z,y) < 7,

1QF(2)=Qf (W) £ Y lus(z) F(s7) —us(y) f(sy)]

seS
<> us(y) 1f(s2) = Flsu)l + D lus(z) ~ us(y)] |£(s2)]
3€S s€S
< (L4 2(8) 3 us(@) I£(sz) = Flsy)l + () QUFI(=)
sES
< e ® Su(e) V(f,s2,k +1) + 2(8) QIfI(E)
s€S

d’ots I'inégalité (5.5.1), le passage & la derniére inégalité s’obtenant par intégration
par rapport & la mesure v et en utilisant 'invariance de v par Q.
Q
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(5.6) Corollaire : Pour toute fonction borélienne f sur E et tous k,n € IN, nous
avons .

HQ R < e O (SR +m) + Y sk +5 - 1) Q7 f]L),
=1

Fn(@"f) < 20O (Fa(fim) + 32 (3 0lk) 2k +5 = 1)) Q" fllr).

j=1 k>0

Preuve : En appliquant ’inégalité (5.5.1) aux fonctions Q*~ f, Q"~2f,..., f, on
obtient :

E(an,k‘) < ez(k)+...+z(k+n—1) 5(f,k‘ + n)

+ 3 ek s D) o 1) QR

i=1

D’ou la premiére assertion. La seconde assertion s’en déduit aisément.
a

(5.7) Lemme : Nous avons :

ngrfoosup{ﬂr%—;:(f]ci)l : f € LME,v)\ {0}, v(f) =0 et m,(f) < +oo} = 0. (5.7.1)

Preuve : D’apres la proposition {2.7), pour toute fonction f de C(E), la suite de
fonctions (Q™ f)n>0 converge uniformément sur E vers v(f). L'opérateur Q étant

une contraction de L!(E,v), il en résulte par densité que, pour toute fonction f
de L'(E,v), la suite de fonctions (Q™ f)n>o0 converge vers v(f)h dans L!(E,v).

Soit € > 0. L’ensemble By = {f € L}*(E,v) : v(f) = 0 et M(f) < 1} étant compact
(lemme (5.3)), il existe une famille finie {fi,---, f¢} de fonctions dans L!(E,v)
d’intégrale nulle telle que, pour toute fonction f € By, on ait : ||f — fj||1 < ¢, pour
un j € {1,---,¢}.

Soit ng tel que [|Q™ filly < ¢, Vk € {1,---,¢}. On a alors ||Q" f]l1 < 2, pour tout
n 2 ng et toutefegl. _
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Convergence des potentiels

(5.8) Proposition : Sous les hypothéses (5.1) et avec les notations (5.1) et (5.4),
il existe un entier ¢ > 1 tel que, s1 les suites 3 et v sont définies par :

e
— J 28 3 zZ )
1) { 0, n<gq,

et my(f,n) + e E;=n—q+l tG-1 Ifll, n2g+1,
p(n) = e¢ My(f,n) +e& i1t ~1) Ifli, 0<n<g,,
0, n <0,

alors ||yl < % et, pour toute fonction f € L'(E,v) vérifiant v(f) = 0 et tout
entier n > 0,

Me(Q"f) < D (4" * B)(n). (5.8.1)

p20

Preuve : D’apres le corollaire (5.6), nous avons :
Fp(Q"F) < &€ (pl(fim) + Etu =1 1Q"1]1).

D’apres le lemme (5.7), il existe un entier ¢ > 1 tel que, pour tout g € L!(E,v)
vérifiant m,(g) < oo et v(g) = 0, on ait :

1 1.2
1Q79llx < 5=z 5 (9)-

On termine la démonstration comme dans la proposition (4.5).
O

Preuve du théoréme (5.2) : Le théoréme (5.2) résulte de la proposition (5.8) (cf.
preuve du théoréme (4.2)).

a

(5.9) Introduisons les quantités analogues a celles de (4.6). Notons :

B(f, k) =Y 5(f,8),

0>k
Bo(f, k) =D _51(f,0) = Y _(E+ 1)T(f, £+ k).
>k >0

Rappelons que ]T(i,,(f) = Zkzo (k) v1(f, k). Notons

=Y (k) %a(f, k) (5.9.1)

k>0
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Nous avons vu (théoréme (5.2)) que, sous les hypotheéses (5.1), il existe des
constantes A et B telles que, pour toute fonction f vérifiant v(f) = 0 et

Ad@(f)‘<'+00,

P—

G < 3 (@ f) < AML(f) + Bl flloo-

n>0

Nous pouvons renforcer ce résultat lorsque la condition plus forte suivante est

satisfaite :
Z o(k (Z Z supv (Logus, j)) < +o0. (5.9.2)

k>0 n>k]>n

Par une preuve semblable a celle du théoréme (4.7), nous obtenons :

(5.10) Théoréme : Sous les hypothéses (5.1) et la condition (5.9.2), il existe des
constantes Dy, 1 < i < 3, telles que, pour toute fonction continue f sur E vérifiant
v(f) =0 et My2(f) < +oo, la série du potentiel Gf = 3 5, Q" f vérifie

My(Gf) € DiMpa(f) + D2 My(f) + Dsl|fllco-

6. Application au TCL

e Cas des chaines de Markov

(6.1) Considérons un opérateur markovien @ de la forme (1.1.3). Les théorémes
(4.2) et (5.2) donnent des conditions suffisantes pour qu’une fonction f soit de la
forme

f=9-Qqg. (6.1.1)

Ces théorémes reposent sur des hypothéses portant sur 'opérateur (plus fortes
dans le théoréme (5.2) que dans le théoreme (4.2)) et des conditions de régularité
sur f (moins fortes dans le théoréme (5.2) que dans le théoréme (4.2)).

Soit (Xn(z, '))n>o définie sur (Q2,B(9),@,), la chaine de Markov de probabilité

de transition @, partant de z. Notons @, la mesure de probabilité invariante
pour la chaine de Markov (X,) construite & partir de la mesure @Q-invariante

v,@,(.) fE@z v(dz).
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Convergence des potentiels

Si f est une fonction définie sur E, le processus (f(Xn))n>0 vérifie le théoréme de
la limite centrale (TCL), si, pour une constante o > 0 :

_\}—;Z_(f(XO) +-+ f(Xn—l)) —L:') N(0’02)’)

en convenant que A(0,0) est la probabilité de Dirac g sur R.

La représentation (6.1.1) permet d’appliquer les méthodes de martingales (voir par
exemple Hall et Heyde [5]), pour montrer un TCL pour le processus (f(Xn))n>0
sous la probabilité @,, si f est assez réguliére. Cette méthode permet d’obtenir
d’autres théorémes limites renforcant le TCL, si dans la représentation (6.1.1) la

fonction g est dans L2, en particulier si elle est bornée, ce qui est le cas dans le
résultat des théorémes (4.2) et (5.2).

En renforcant les conditions sur I'opérateur @) et sur la fonction f, nous pouvons
d’autre part obtenir une vitesse dans le TCL. La méthode repose sur les résultats
de vitesse pour des martingales, dont un premier énoncé avait été donné par I.
A. Ibragimov [8]. Nous utilisons ici un théoréeme di a E. Haeusler [7], qui étend
un résultat de E. Bolthausen [1] (Nous remercions Bernard Courbot pour ses
remarques et en particulier la référence {7].)

Les énoncés qui suivent sont relatifs aux lois des processus sous la probabilité@,,.

(6.2) Théoréme : Placons-nous sous les hypothéses et les notations de (4.1). Soit
f une fonction continue sur E telle que v(f) = 0.

i) Sous la condition M,(f) < oo, la suite (f(Xn)) vérifie le théoréme de la limite
centrale, le théoréme de la limite centrale fonctionnel, le théoréme du logarithme
wtére.

i6) Si la condition de régularité (4.6.2) est vérifiée, sous la condition M, (f) <

+00. la suite (f(X,)) vérifie le théoréme de la limite centrale avec une vitesse en
O(n=?), pour tout § < 3.

Preuve : i) D’aprés le théoreme (4.2), sous '’hypothese, M,(f) < oo, il existe
g = Gf continue telle que f = g — Qg. La somme f(Xo) + -+ + f(Xn~1) s'écrit :
Sn+ g(Xo) — 9(Xn) avec

Sp = Z_:[Q(XIH-I) - Qg(Xk)].
k=0

Le terme g(Xo) — g(X») restant borné, I'’étude de f(Xo)+-- -+ f(Xn-1) se raméne
3 celle de S,. Notons Y; = g(Xi) — Q9(Xk—-1), 1 £k < n. La suite (Y%) est une
suite d’accroissements de martingale stationnaire et ergodique par rapport a la
filtration (F%) engendrée par les v.a. (X;,0 < j < k). Posons

o = B, {(g(X1) - Qa(Xo))?] = /E (Qe®) - (Qg)?) dv.
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Supposons ¢ # 0. Nous avons alors, par le théoréme de Billingsley-Ibragimov :

a

w2
li a —_— e~ 7 du|l=0.
n=oo 32%‘@ =Y Vo |

Nous avons également le théoréme fonctionnel et le théoréeme du logarithme itéré
(cf. [5]).
i) Considérons des v.a.r. (Zgn,1 < k < n) de carré intégrable formant une suite

d’accroissements de martingale par rapport & une filtration (F). Soit § > 0.
Notons

n&-ZE Z2+26 ’

Nns=IE(| Z E(Z} | Fe-1) = 1|**9).
k=1
D’aprés le théoreéme 1 de [7], il existe une constante Cjs telle que :
1 @ u?
su Z n "'Znn Sa — == e 2z du SC& Ln,6+Nn,6 1/(3+26),
sup [0(2,, nSe)= o= | < Cs( )
(6.2.1)

Appliquons ce résultat en prenant Z , = —\-/I—HYk, 1 € k < n. Nous supposons que

o # 0 et en normalisant, nous nous ramenons au cas ¢ = 1. Par stationarité, nous
avons L, s = O(n™?).

Il reste a majorer le terme N, s dans l'inégalité (6.2.1). Sous les hypotheses du
théoreme, le théoreme (4.7) implique que g vérifie a son tour :

M,(g) < CiMp2(f) + C2M,(f) + Csll £l -

La fonction go = Q(g%) — (Qg)? — 1 satisfait donc les conditions v(gs) = 0 et
M_(g2) < 400 du théoréme (4.2). En appliquant le raisonnement du point i) a
cette fonction et d’apres les inégalités classiques de martingale, pour tout p > 2,
il existe une constante C, telle que

1
IZgz XoP)? < Cpligaliz,myn®-

Ceci implique la majoration :
Nps=0(n~F),
En appliquant ce qui précede pour un choix de p assez grand, on obtient une vitesse

min($,

en O(n~ 52 ), d’olt le résultat en choisissant § assez grand.
o

En appliquant les théoréme (5.2) et (5.10), nous obtenons de méme :

30



Convergence des potentiels

(6.3) Théoréme : Plagons-nous sous les hypothéses et les notations (5.1). Soit f
une fonction telle que v(f) =0.

i) Sous la condition M‘P(f) < 00, la suite (f(X,)) vérifie le théoréme de la limite
centrale, le théoréme de la limite centrale fonctionnel, le théoréme du logarithme
itére.

i1) Si la condition de régularité (5.9.2) est vérifide, sous la condition M¢,2(f) <

+00, la suite (f(Xn)) vérifie le théoréme de la limite centrale avec une vitesse en
O(n~9%), pour tout § < %.

¢ Cas des systéemes dynamiques

(6.4) Placons nous maintenant dans le cadre des systémes dynamiques. Supposons
qu’il existe une application surjective 7 de E sur E laissant invariante 1'unique
mesure de probabilité @-invariante v telle que 'opérateur @ soit le dual de
I'opérateur T de composition par 7; c’est-a-dire que

/Qfgdv=/ fgordy, Vf,ge L*(E,v). (6.4.1)
E E

Cette situation est celle que I’on rencontre quand 7 est le décalage sur un sous-shift
de type fini et v une mesure de Gibbs associée & un potentiel régulier.

Comme dans le cas des chaines de Markov, la représentation de f sous la forme
(6.1.1) permet d’appliquer les méthodes de martingales a 1’étude de la suite
stationnaire (T™f) (sous la mesure v), suivant la méthode introduite par M.L
Gordin [4]. Nous avons des énoncés analogues a ceux du cas markovien.

(6.5) Théoreme : Placons-nous sous les hypothéses et les notations de (4.1). Soit
f une fonction continue sur E telle que v(f) = 0.

i) Sous la condition M,(f) < oo, la fonction f est homologue dans le systéme
dynamique (E,€,v,T) d une fonction engendrant une suite d’accroissements de
martingale renversée. La suite (T™f) vérifie le théoréme de la limite centrale, le
théoréme de la limite centrale fonctionnel, le théoréme du logarithme itéré.

i) Si la condition de régularité (4.6.2) est vérifie et st M, 2(f) < +o0, alors la
sutte (T™f) vérifie le théoréme de la limite centrale avec une vitesse en O(n™9%),
pour tout § < 1.

Preuve : D’apres le théoréme (5.2), il existe g telle que my,(g) < co et f = g— Qg.

On peut alors écrire f = g1 + h—Th,avec g; = g—TQg et h = TQg — Qg. La
fonction f est homologue & g;. La relation Qg; = 0 montre que la suite (g, ) est
une suite d’accroissements de martingales renversées relativement a la filtration
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décroissante (1 ~"B(E))n>0. Cette suite stationnaire et ergodique vérifie donc le
théoréme de la limite centrale.

La suite de la démonstration est semblable & celle du théoreme (6.2).
a

(6.6) Théoréme : Plagons-nous sous les hypothéses et les notations (5.1). Soit f
une fonction f telle que v(f) = 0.

i) Sous la condition M¢(f) < o0, la fonction f est homologue dans le systéme
dynamique (E,E,v,T) & une fonction engendrant une suite d’accroissements de
martingale renversée. La suite (T™f) vérifie le théoréme de la limite centrale, le
théoréme de la limite centrale fonctionnel, le théoréme du logarithme itéré.

1) Si la condition de régularité (5.9.2) est vérifiée, sous la condition M‘p,z(f) <
+o00, la suite (f(X,)) vérifie le théoréme de la limite centrale avec une vitesse en
O(n~9%), pour tout § < e

7. Propriété de Borel-Cantelli pour des systéemes dynamiques

Nous nous placons toujours dans le cadre des systémes dynamiques, comme en
(6.4), en supposant vérifiées les hypotheses (5.1). Nous montrons maintenant une
propriété du type Borel-Cantelli pour les v.a. positives sous ’action de 7. Ce type
de probléme, lié a des questions de théorie de nombres, a été examiné par W.
Philipp [14] pour certains systémes dynamiques et repris dans les travaux récents
de D. Kleinbock et G. Margulis [10] pour des flots sur les espaces homogénes.

(7.1) Théoréme : Soit (fn)a>o une suite de fonctions boréliennes positives
vérifiant

Z v(fn) =400 et sup| falle < +00. (7.1.1)
n>0 n>0

Pour tout entier n > 0, posons

Fn_ ZZ:OkaTk

= ) (7:1:2)

1) St Zsupi}'(fp,n) < 400, alors limsup F), est, v-p.s., une constante > 1.
n>0 20 n—+o00

i7) Si Zcp(k) Z sup v(Log us,n) < +o00 et Z sup my(fp,n) < +00, alors la
k>0 n>k °€S n>0 P20
suste (Fy)n>0 converge v-p.s. vers 1.
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Convergence des potentiels

Démontrons d’abord deux lemmes. Nous utiliserons la version suivante du lemme
de Fatou-Lebesgue pour les familles équi-intégrables.

(7.2) Lemme : Soit {gn;n > 0} une famille équi-intégrable de fonctions
boréliennes positives sur E. Alors nous avons :

limsupg, dv > limsup / gn dv.
E

E n—+oo n—+oco

Preuve : On peut se placer dans le cas ou limsupg, < +oo,v-p.s. La fonction
n—+oo

SUPk >0 Jk est alors v-p.s. finie. Pour tout réel b6 > 0, posons A, = {supg>o gr < b}.
D’apres le théoreme de Fatou-Lebesgue, nous avons :

/ limsup g, dv > lim sup/ gn dv 2> limsup [ g, dv — limsup gn dv.
A Ap

p N—>+oo n-—-o00 n-—+oo JE n—+4o00 Ag

Or la famille {g, : n > 0} étant équi-intégrable, nous avons

lim sup/ gn dv =0,
b—+00 >0 c

ce qui implique le résultat.
]

(7.3) Lemme : Soient (fan)n>0 une suite de fonctions boréliennes positives
vérifiant (7.1.1) et (Fn)a>o0 définie par (7.1.2).

1) Alors la fonction limsup F,, est v-p.s. constante.
n-—-+oo

i1) Si la famalle {F, : n > 0} est équi-intégrable, alors limsup F,, > 1.

n—<+o0

112) Sl existe un réel C > 0 tel que

C

alors la suite de fonctions (Fn)n>o converge v-p.s. vers 1.

Preuve : 1) Pour tout entier p > 0, posons :

2 k=0 fr4p o T
hp = lim sup ===0 .

Nous avons, pour tout entier p > 0, hyy; 0 7 = hyp, soit encore hy = hp o TP,
p = 0. Les fonctions h,,p > 0, sont donc mesurables par rapport a la tribu
“asymptotique” A = (), 5, 7 "(B(E)).
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Pour prouver la premiére assertion du lemme. nous montrons que la tribu A est
v-p.s. grossiére (autrement dit le systéme (E, B, v, T') est exact au sens de Rokhlin).

Soit A € A; pour tout entier n > 1, il existe A, € A tel que A = 77"(4,). Pour
tout B € B(E), nous avons alors :

v(ANB) =v(r™"(Ap,)N B) = / Q"1p 14, dv, n > 1.
E
Comme la suite (Q™1p)n>0 converge vers v(B) dans L'(E,v) et que v(A,) =
v(A),¥n > 1, on en déduit que v(A N B) = v(A) v(B). D’ou le résultat.
2) L’assertion i:) résulte du lemme (7.2).

3) Nous utilisons un argument classique. Les fonctions (f,) étant uniformément
bornées, nous pouvons supposer que || fr|lco < 1.

Définissons une suite 3 par
14
P(n) = inf{l: Zu(fk) >n’},n <1
0

La condition || fa]|ce < 1 assure que n? < ZW(") v(ifi) <(n+1)3, n< 1.

D’apres la condition (7.3.1), la sous-suite (Fy(n)) converge v-p.s. vers 1, car

/ iFw(n)_ll ClV<Z-—<+OO
n>1

n>1

Soit n € IN. Soit m = m, tel que ¥(m) < n < ¥(m + 1). Nous avons
I’encadrement :

(m+1)

PRy v(fe)  m+2

(m+2) Fy(m) < Fn < Fy(m+1) k¢?m) S (o) < ( ~ )% Fy(m+1)>
k

qui implique la convergence de la suite (Fi,)n>0 v-p.s. vers 1.
a

Notons qu’un résultat plus précis (de vitesse) peut étre établi grace a la méthode
de Philipp [14].
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(7.4) Preuve du théoréme (7.1) :

i) D’aprés le lemme (7.3), il suffit de montrer que la famille {F, :n > 0} est
équi-intégrable.

En utilisant le corollaire (5.6) et en notant

¢= Zz(n) et y= Zsup%’(fp,n),

n>0 n>0 p20

nous obtenons :

(i”(fn))z /EFI%IdV:—‘z Z /EanTnkadeu-{- Z /Ef,zldu

n=0 0<k<n<N 0<n<N

<2 Y [ hoetd
o<k<n<NYE

<2 Y Q" frlleo ¥(fa)
0<k<n<N

<2 ) W MHA,0) v(fa)
0<k<n<N

<2¢t 3 (W(fen—k) vfa)
0<k<n<N

n—k

+ 325 = 1) v(fe) vlfa)

1

.
il

N

<26 (D ulf)HC D vlf) vlfa)

n=0 0<k<n<N

On en déduit que sup,»q [5 Fr dv < +o0; d’ol Iéqui-intégrabilité de la famille
{Fp :n >0} -

i1) D’aprés le lemme (7.3), il suffit de montrer qu’il existe un réel positif C; tel
que

JFn 7 o < ST v(fe)

Remarquons d’abord que, d’aprés la proposition (5.8) et les hypotheses, nous
avons, pour tout £k > 0 :

(@™ fi) < Y (17 * B)(n),

p20
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avec § défini par :

€ SuPg>o My(ftr 1) + €5 Yiep_gyr tG — 1) supy filll, n2q+1,
Bn) = Q€ supisoMe(fi,n) +€¢ 201 — 1) supesollfill, 0<n<yq,,
0, n <0,

S supig(Q" fi) < 2¢6(3 sub i) + a8 5up | fulls < +oo.
250 k20 w0 k20 k>0

Cela dit, nous avons, en posant gx = fx — v(fx),Vk > 0,

(X wt)” [Fn-vfavse 3 5@ a0) vllad)

k=0 0<k<e<n

<4p(0)7t > Mme(QFF ) v(fe)

0<k<t<n

<4p(0)7" Y sup me(QTHf) v(fe)

o<k<e<n P20
< 4p(0)7" (Y- sup m,(Qf)) (O v(fr)).
e>0 P20 =0

D’ou le résultat.
a

e Exemples

Exemple 1

(7.5) Nous traitons un premier exemple simple dans lequel la transformation est
T : £ — gz mod 1. La méthode peut étre étendue a une classe plus large de
transformations dilatantes de l'intervalle.

Soient E = [0,1], ¢ un entier > 2 et S = {sq,...,8¢—1} la famille de transforma-
tions de E définies par :

z+k
pt

VO<k<qg—-1, sgz =

Nous prenons 1, = ¢~". Pour chaque s € S, nous avons :
e —y| < 7" = [sz — sy| < gD
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Soit u une fonction continue sur [0, 1], & valeurs strictement positives, vérifiant

Vz € E, Zu(sx) =1et Ev(Log u,n) < +o00.
SES n2>0

Nous considérons 'opérateur de transition @ défini par :

Qf(z) =) _u(sz)f(sz)

SES

et nous notons v 'unique mesure de probabilité @-invariante sur les boréliens de

E. Sil'on choisit u(z) = %,Vm € E, on obtient pour v la mesure de Lebesgue de
E.

(7.6) Lemme : La mesure v vérifie la propriété d’homogénéité suivante : il existe
des constantes C > 0 et A €]0,1] telles que Vy € E, v(Jy —q~ ",y + q~7[) < CA".

Preuve : Il suffit d’établir une majoration de cette forme pour les intervalles ¢-
adiques Jo g =}fg ", (£ + 1)qg” [, avec 0 < L < ¢".

Soit £ = D g rce arq® écriture de £ en base ¢. Pour tout k > 1, notons t; la
transformation de E définie par r € E — —I";#.

Soient z € {0, 1], s1,...,5n des éléments de S et r un entier naturel, r < n. Le réel

81+ spx appartient a l'intervalle Jy 4 si. et seulement si, (s1,...,s,) = (t1,...,t.).
Pour tous z € [0, 1] et tous entiers naturels n et r vérifiant n > r, nous avons alors :

Q"(z,Jy—q¢ " y+47]) < sxelg u(ty - tpz) - utyz)

et par suite

v(ly—q "y + ) Ssup ulty--trz) - utez) < (supu(z)).
z€E zeE

n|

Dans la suite, nous noterons V B(f) la variation sur I'intervalle {0, 1] d’une fonction
f & variation bornée.
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(7.7) Théoréme : Soit (f,)a>0 une suite de fonctions positives, & variation
bornée sur [0,1], vérifiant sup,>o ||fallc < 400, sup,5o VB(fa) < +oo, et

ZnZO v(fa) = +o0.

Pour tout entier n > 0, posons

F., = Z::OfkoTk-
" Z::OV(fk)

Alors limsup F,, est, v-p.s., une constante > 1.
n—400

. 1 :
St Z - Z v(Log u,n) < 400, alors la suite (Fy)n>0 converge v-p.s. vers 1.
n>0 " k>n -

Prewve : En nous ramenant au cas de fonctions croissantes. nous pouvons supposer
que. pour tout p > 0, fp(z) = pup([0,2[), Yz € E, ou pp est une mesure positive
sur les boréliens de [0, 1], avec p,([0,1]) = VB(f,).

D’apres le théoréme (7.1), il suffit de vérifier, pour la premiere assertion, que :

> sup¥(fp,n) < +o0o

n>0 p20

et pour la deuxieme assertion que :

Z supmy(fp,n) < o0,
n>0 p20

avec (k) =  (ou toute suite ¢ & valeurs > 0 telle que Yoksop(k) = 400 et

ZkZO N (k) < 400).

Nous avons, en utilisant le lemme (7.6), pour tous entiers naturels p et n :

T fpom) < / up(lz — ¢~z + ") du(a)

< /0 v(ly — a7y +q7") dup(y)

<supv(ly—q "y +q "DVB(fp)
yeEE

S A*VB(fp)-

D’ou le résultat.
a
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Exemple 2

(7.8) Considérons maintenant le cas d’une mesure de Gibbs sur un espace produit
E=1IN o4l =(ao,,aq-1) est un alphabet fini de cardinal ¢ > 2, sur lequel
opere le décalage 7 : £ = (zo,21, ) = 7T = (21,22, ). Nous traiterons le cas
du décalage sur ’espace E (full shift). Le principe de la preuve s’étend facilement
au cas des sous-décalages de type fini.

La famille de transformations S est ici en bijection avec ’alphabet I, la transfor-
mation r — sz consistant & placer le symbole s devant la suite z. Nous prenons

M =g "

Soit u une fonction continue sur E, a valeurs strictement positives, vérifiant la
condition

Z Z v(Log u,n) < 400, (7.8.1)

n20k>n
et @, 'opérateur défini par

Quf(z) = Z u(sz) f(sz).

sES

Si p est la valeur propre dominante de @), et h la fonction propre correspondante
(cf. la section 9), nous posons

h

hort

w= p'"1 u.

On vérifie que w satisfait la condition de régularité :

Z v(Log w,n) < 4o0.

n>0

Soit @ l'opérateur markovien “relativisé” défini par :

Qf(z) =) _ w(sz)f(sz).

sES
Notons v l'unique mesure de probabilité @)-invariante sur les boréliens de E

(mesure de Gibbs associée a la fonction u). Comme dans '’exemple 2, la stricte
positivité de u implique :
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(7.9) Lemme : La mesure v vérifie la propriété d’homogénéité suivante : il existe
A €]0,1] telle que, pour tout cylindre C, d’ordre r, v(C,) < A", avec 0 < A < 1.

Nous devons maintenant définir, sur ’espace symbolique, une notion de fonction
a variation bornée. Munissons E d’un ordre lexicographique. Pour tout entier
r > 1, notons &(r) 'ensemble, muni également de 'ordre lexicographique, des
cylindres élémentaires d’ordre r. Soit enfin B(r) ’algébre des ensembles A réunions
de cylindres élémentaires d’ordre r. L’ordre lexicographique définit de fagon
naturelle un bord pour A € B(r), noté A : c’est I’ensemble des cylindres C
dans £(r) formant A, dont le prédécesseur ou le sucesseur n'est pas dans A.

On appelle “intervalle” d’ordre r tout ensemble de R(r) de la forme
A={Cegr):C;<C<Ct),

ou C7 et CI sont deux cylindres élémentaires d’ordre r tels que C'; < C:f{. Le
bord de A est 94 = C; U CT.

Si g est une fonction dans L, le sous-espace des fonctions ne dépendant que d’un
nombre fini de coordonnées, sa variation est définie par

VB(g) =inf{)_lajl:g=> a;la; +c},
j ;

ou, pour r décrivant IV, 3 a;l,; décrit les représentations de g comme combi-
naison linéaire d’indicatrices d'intervalles A; dans B(r) et ¢ décrit R.

La variation d’une fonction f quelconque est définie par

VB(f) = lim inf(VB(g) : g € L.

If — glloo < €}

Le fonctions a variation bornée sont alors les fonctions f telles que VB(f) < oo.

Via un codage g-adique, toute fonction continue a variation bornée sur [0, 1] donne
une fonction a variation bornée au sens précédent (pour l'ordre lexicographique
“naturel”).

Un espace plus large, dépendant de la mesure v, est obtenu en considérant la
quantité :

VB(f,v) = lim inf(VB(g): g € L.]If ~gllzsw) < e}-

Via le codage, les indicatrices d’intervalles appartiennent & cet espace.
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(7.10) Théoréme : Supposons vérifice la condition (7.8.1). Soit (fn)n>o une suite
de fonctions positives vérifiant sup,>q VB(fn,v) < 400, sup,>o || fallee < +00 et

Zn_>_0 V(fn) = +00.

Pour tout entier n > 0, posons

ZZ=0 fk o Tk
F, = &k=0/k2T
Ek:o V(fk)

Alors limsup F;, est, v-p.s., une constante > 1.
n—>+400

: 1 )
Si Z l Z kv(Log u,k) < +o00, alors la suite (F,)n>0 converge v-p.s. vers 1.
n>0 n k>n B

Preuve : Comme dans ’exemple précédent, il suffit de vérifier, d’aprés le théoreme
(7.1), pour la premiére assertion, que :

Z sup v(fp,n) < +00

n>0 p20

et pour la deuxiéme assertion que :

avec (k) = % (ou toute suite ¢ a valeurs > 0 telle que 3,5, (k) = 400 et
Zkzo Ao (k) < +00).

Pour cela, nous allons établir, comme dans le théoreme (7.7) une majoration de la
forme :

B(f,v) < 2A"VB(f.v).

Soit d’abord g une fonction dans ’espace £. A une constante pres, g s’écrit, pour
un entier r, sous la forme g = 37 @j14;, olt les ensembles A; sont des intervalles

d’ordre r et > |aj| = VB(g).

Nous avons alors, pour n < r,

sup 1g(y) — 9(2)| < 3 lolv(Ta(94;)),

yd(y,z)<2—"

ol I1,,(0A;) est formé des deux cylindres d’ordre n, projection a I'ordre n des
cylindres formant le bord de A. Il en résulte, d’apres le lemme (7.9) :

3(g,n) < 2VB(g)A".
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Soit maintenant (g;)i>o une suite de fonctions de £ convergeant dans L'(E, v) vers
f. Quitte & prendre une sous-suite, on peut supposer que la suite (g;)i>o converge
v-p.s. vers f. D’apres le théoréme d’Egorov, il existe une suite croissante (Ep)p>o0
de boréliens de E tels que

lim v(Ep)=1 et Vp2> O’i_liffloo llgi — f||L<>° (Byw) = 0.

p—+oo

Nous avons donc :

[ 1@ = 50 ) 0
EP

Lo (B (2,12 ) NEp,v

i—+ 00

= lim [ |gi(z) —g:()ll ) v(dz)
Ep

Lo (B(J;,n,,)ﬁEp,u

< limsupv(g;,n) < limsup 2V B(g;)\"

1

< 2VB(f,v)\".

En faisant tendre p vers +oc0, on obtient :

u(f,n) < 2VB(f,v)A".

8. Une équation de cobord multiplicative : ¢itfg = Ty

(8.1) Nous nous plagons encore dans le cadre des systéemes dynamiques. comme
en (6.4) : il existe une application surjective 7 de E sur E laissant une mesure
de probabilité Q-invariante v telle que 'opérateur @ soit le dual de 'opérateur
T de composition par 7. Nous supposons que le systeme dynamique (E.v, T) est
ergodique (par contre, il n’est pas nécessaire de supposer qu'il y a unicité de la
mesure ()-invariante).

Nous supposons d’autre part vérifiée 'hypothese de régularité (2.1.1).

Etant donnée une fonction F réguliere, considérons, pour t réel, 'équation de
cobord multiplicative en g, dans laquelle g; est mesurable et 1’égalité a lieu v-
presque partout :

eFg =gior, (8.1.1)

Cette équation apparait dans plusieurs questions de théorie ergodique, notamment
dans 1’étude de 'ergodicité d’extensions de systémes dynamiques et dans la con-
struction de “sous-suites universelles” pour les théorémes ergodiques engendrées
par des sytémes dynamiques (voir [12]).
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Introduisons 'opérateur @); défini par :
QR:f(z) = Zus(x)exp(itF(sw))f(sw). (8.1.2)

Cet opérateur est 'opérateur dual, vis a vis de la mesure v, de 'opérateur
T; : f = e7*F for Une solution g; de (8.1.1) est une fonction invariante par
T}, donc aussi par 'opérateur @, :

Qig: = gt (8.1.3)

Les solutions de (8.1.1) sont déterminées a une constante multiplicative prés et
sont de module constant. L’ensemble I des réels ¢ tels que (8.1.1) ait une solution
mesurable g non nulle presque partout (que 'on peut alors supposer presque
partout de module égal & 1) forme un sous-groupe.

Dans le cas de régularité holdérienne, les propriétés spectrales de 1'opérateur @,
et en particulier le théoreme de perturbation, permettent de montrer que ce sous-
groupe I est discret, si F' n’est pas un cobord additif. La méthode employée ici
permet de traiter une situation moins réguliere.

(8.2) Théoréme : Si F vérifie la condition de régularité ) ,v(F,n) < 4o0,
alors B

- ou bien F est un cobord additif, F = G — G o T, avec G continue,

- ou bien le sous-groupe des réelst tel que I’équation de cobord multiplicative (8.1.1)
posséde une solution g mesurable non presque partout nulle est discret.

Preuve : La proposition (2.10) montre que, pour chaque £, les itérés de l'opérateur
Q: vérifient la propriété d’équicontinuité suivante : pour tout ¢ € IR, pour toute
fonction f continue sur E, la famille {Q? f,n > 0} est équicontinue.

I1 en résulte que, pour chaque valeur de ¢,

ou bien les moyennes —,1; 5 -1 Q¥ f tendent uniformément vers 0,

ou bien il existe des valeurs d’adhérence uniforme non nulle.

Si g; est une solution de (8.1.1), 'intégrale

ln—l
[ atrma
0

ne dépend pas de n. La premiére situation (convergence des moyennes vers 0) ne
peut donc pas se produire pour tout f € C(E), quand t appartient a I'.

Nous avons ainsi montré que pour ¢ € I', il existe une solution qui coincide v-
presque partout (& une constante multiplicative pres) avec la solution initiale de
I’équation (8.1.1) et qui est continue. Nous avons ainsi montré que g; est continue.
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En utilisant le lemme (1.3), nous pouvons recouvrir E par un nombre fini de

boules B; de centre z; telles que tout point x € B, ait “une trajectoire commune”
J J J J

(...0nOp—1...01) avec z;. Nous pouvons alors écrire, pour z € B; et pour une suite

(o0n) dans S :

gt(.’t) = gt(O'nO'n_l e alx)eit Z"Zl F(Undn—l"'ﬂl.z‘),

gt(x‘]) = gt(o'no'n_l e a‘lmJ)elt anl F(anan—l"'ﬂlrj);

d’ou :

gi(2) = gu(z _)eit Yoo, Flonon_i-018)—F(onon_1--017;)
= i > .

Si (tn)n>1 est une suite dans I' tendant vers une limite to, on peut extraire une
sous-suite (1(n) telle que les suites (g;,(n)(;)) convergent pour tout j. La relation
précédente montre alors la convergence uniforme de (g;,(n)) vers une limite, qui
est de module 1 et solution de (8.1.1) pour la valeur ¢y3. Ceci implique que I est
fermé.

Si I' n’est pas discret, nous avons nécessairement I' = JR. Supposons que ce soit
le cas. On peut montrer, dans le cadre général d’un systéme dynamique ergodique
que ceci implique que F' est un cobord additif : il existe une fonction mesurable G
telle que F' = G — G o 7. Dans la situation traitée ici, la continuité en ¢ permet de
construire explicitement G et d’obtenir sa régularité.

Nous savons que lim¢—~o |9t — lflooc = 0. Soit § > 0. Il existe « > 0 tel que

| foa gi(z) dt| > ad. La fonction G recherchée peut étre définie par

2) = —; ga(x) -1
Gle) = e T

ce qui montre sa régularité.
]

9. Fonction propre pour un opérateur de transfert

Nous revenons au cas d’un opérateur () de la forme (1.1.3), non nécessairement
markovien ou a puissances bornées et nous rappelons comment on peut montrer
I'existence d’une fonction propre strictement positive, ce qui permet de se ramener
au cas d’un opérateur a puissances bornées.
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Convergence des potentiels

(9.1) Hypotheéses : Nous supposerons, comme en 5.1, que les fonctions u,, s € S,
sont strictement positives et vérifient la condition

Zsupv(Log us, k) < +o00. (9.1.1)
k>0 seS

Rappelons I’argument de cone invariant & base compacte (cf. P. Walters [18)).

(9.2) Proposition :Sous les hypothéses (9.1), lopérateur Q posséde une fonction
propre h strictement positive vérifiant :

Vk >0, d(z,y) < = %y; < ¢2inzn SUPses V(Logus,n)
Zz

Preuve : Pour tout entier £ > 0, posons ex = ), sup,csv(Logus,n). Con-
sidérons le céne C constitué des fonctions g continues strictement positives et
telles que
Vk >0, d(z,y) <k = 9(y) < e,
9(z)
Pour zo € E, la section C N {g: g(zo) = 1} est un ensemble équicontinu et borné
de fonctions continues. Le cone C est donc & base compacte.

Il est d’autre part invariant par ’opérateur Q). En effet, pour tous z,y € E vérifiant
d(z,y) < 1, nous avons :

Qoly) = 3 waly) glsy) = 37 2 I oy oy

3€S seS
< Zesup,€5 v(log us,k) ,ekt1 us(m) g(S:E) — ek Qg(x)
se€S

D’aprés le théoreme de Schauder-Tychonov. 'opérateur () laisse invariante une
demi-droite du coéne C. On en déduit 'existence d’une fonction propre h continue
et strictement positive dans le cone C.

O

Nous avons Qh = A h, avec A > 0. L’opérateur de transfert A\~1Q est & puissances
bornées. En effet, nous avons :

h(z)

minh’

Vn>0, Vz € E, (A\"1Q)"*1(z) <

De plus A~1Q vérifie les hypothéses de (4.1). D’oti :
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(9.3) Théoréeme : Si Q est un opérateur de transfert tel que les fonctions
us, s € S, sotent strictement positives et que la série Zsupv(Log us, k) soit

£>0 SES
convergente, il eziste un réel X > 0, une fonction continue h strictement positive

A"1Q-invariante et une mesure de probabilité \~!Q-invariante v sur les boréliens
de E tels que :

1) Pour toute fonction f de C(E), la suite de fonctions (A™" Q" f)n>0 converge
uniformément sur E vers h v(f).

2) 813y 5o (k) est une série réelle positive divergente telle que
Zcp(k Z supv(Log U, 1) < 00,
k>0 n>k 5€5

alors, pour toute fonction continue f sur E vérifiant 3,5, @(k) 22,5 v(f,n) <
+o00 et v(f) =0, le potentiel Gf =3 o A™" Q" f est une fonction continue sur
E vérfiant m,(Gf) < +oo. -

En particulier, nous avons Y ;5o A7"|Q" fllee < +00.

10. Complément : passage des itérés dans une suite d’ensembles

Les résultats de la section 7 conduisent a poser la question suivante :

FEtant donnés un systéeme dynamique (X, A,7.u) et une suite (B,) d’ensembles
dans A, a-t-on divergence, pour u-presque tout z de la série Y. 1p (7"z) ?

Nous avons vu qu'un “lemme de Borel-Cantelli” peut étre montré. sous des
conditions sur le systéme dynamique, pour certaines suites de fonctions positives.
Ce résultat peut étre appliqué a des suites d'ensembles réguliers. Dans cet
appendice, nous donnons quelques résultats généraux simples dans le cas ou les

ensembles B, appartiennent & une famille finie d’ensembles quelconques de mesure
> 0.

(10.1) Proposition : Le systéme (X, A, 7, ) est @ spectre continu si et seulement

si, pour toute famille finie (A1, --,AR) d’ensembles de mesure > 0 et pour toute
suite (B,) a valeurs dans (A1, --,AR), on a :
Z 1, (t%z) = 400, p—p.p.. (10.1.1)

Preuve : Soit C = {Z 18, (7%z) < 00}. 1l est clair que :
k=0
1 N-1
11mN Z 1B, otk J1e)=0.
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R
La majoration H 14, o7, 1¢) < (1B, o 7%, 1¢) implique :
r=1
N-1 R
hm— Z H(IA otk ,1¢) =0.
k—O r=1

Si (X, A,7,u) est & spectre continu, le produit de R-copies de ce systéme par
lui-méme est ergodique et on a donc :

N-1 R R

%Zﬂu,or 16) = [Ludr)u(©)* = 0

d’ou: pu(C) =0.

2) Inversement, si le systéme n’est pas a spectre continu, il posséde un facteur qui
est une rotation sur le cercle d’angle . On peut alors raisonner sur ce facteur et
choisir des intervalles Iy, I; et J tels que les images de Iy et I; par une rotation
quelconque sur le cercle ne recoupent pas simultanément J.

Pour toute suite (B,,) a valeurs dans {Io, I1 } telle que les ensembles B, —na mod 1
solent disjoints de J pour tout n, la condition (10.1.1) n’est pas réalisée.

m}

(10.2) En fait, nous allons démontrer un résultat plus fort : une loi des grands
nombres le long d’une sous-suite. Introduisons d’abord quelques notations.

Notons Lj(u) (resp. L2(u)) le sous-espace de L'(y) (resp. L?*(p)) des fonctions
d'intégrale nulle. L3 (u) x - - - x L§(p) espace des R-uples de fonctions appartenant
a Li(n). Pour toute fonction f sur .X, la composée f o 7 est notée T'f.

Si f est dans L'(u), nous notons f* sa fonction maximale dans le théoréme
ergodique, i.e. :

1N—1 .
* = — Iz,
f (:v)—;uZIiIN J_;f(f )|

Soit (Er,1 < r < R) une partition finie de IV.
Etant donné un R-uple ® = (f1,---, fr) posons. pour N > 1,

MN Z Z 1E fr'r])

Nous avons alors



et donc, par le lemme maximal, la majoration :

1
plz: sup [Mn(@)(z)] 2 A} < Z [ frllx- (10.2.1)

(10.3) Proposition : Si (X, A, 7,u) est d spectre de Lebesgue, pour tout choiz du
R-uple (f1,-+-, fr) dans L'(p) x - -+ x L' (1), nous avons

1 N-1 R R 1
DI EAOTEGEES | NZIE, p(fr) =0, p—pp.. (10.3.1)
j=0 r=1 r=1 J=0

Si le systéme est seulement a spectre continu. il eziste une suite strictement
croissante d’entiers (Ng) telle que, pour tout choiz du R-uple (fi,---,fr) dans
L'(p) x -+« x LY(u), on ait :

N¢—~1 R R 1 N¢—1
(17 1 ) =0, 10.3.2
Ne;r;lfs (e ;NZZE p(fr) =0, u—p.p.. ( )

Preuve : 11 suffit de démontrer la convergence pour les R-uples dans Li(u) x -+ x
L{(1). On peut supposer que le systéme est inversible.

1) Supposons le systéme a spectre de Lebesgue. Soit (¢;,2 € J) une famille de

fonctions telle que les fonctions (77 ¢;,7 € Z.i € I) forment une base orthonormée
de L3(u).

Si I'on choisi le R-uple ® = (f1,---, fr) dans la famille (T7¢;,j € Z.i € I), la
convergence (10.3.1) est une conséquence du théoreme de Rademacher-Menschov
sur les suites de fonctions orthogonales. La convergence est encore réalisée pour
les combinaisons linéaires finies de fonctions dans (T7¢;,j € Z,i € I), fonctions
qui forment un sous-espace dense dans L(u) x -+ x L§(p).

D’autre part, le sous-espace des R-uples de fonction (f,) ayant la propriété de
convergence dans (10.3.1) est fermé dans L3(u) x -+ x L{(u) d’aprés le lemme
maximal (inégalité (10.2.1)), ce qui prouve le résultat.

2) Cas du spectre continu

Fixons une famille 7 dénombrable de R-uples ® = (f,---, fr),avec f,1 <1 <R,

dans L3(u), dense dans L§(u) x - - - x L§(p). Montrons d’abord la convergence vers
N-1 R

0 en norme L? de — Z Z 1k, ( §)T? f. pour chaque R-uple ®.
7=0 r=1
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Le systeme étant a spectre continu, il existe un sous-ensemble E de IV de densité
1 tel que, pour tout r,r’, on ait :

i 1 ) = <rr' <
jGEl,;IBH—oo(T fr,fr ) 0, Vi srr s R.

Soient € > 0 et L € IN tel que |(T7 f., fn)| < e, pour j > Let j € E.

Nous avons :
N-1 R

IN N Tf1eE=Y. Y 15@)is, GNT fr fo),

7=0 r=1 r,r’ 0<1,j<N -1
puis :

S Y OO o)

1<rr <RO<i,j<N—1
< C*R*(Card{(i,5) € {0,--- . N =1} :{i —j| < L}
+Ca7‘d{(l7]) € {Ova - 1} : |Z _.]I > L7 IZ _]l QE}) +‘/V2R267

< C*RY( > 14+ 2NCard([0, N — 1] N E®)) + N2R%,
li=j|<L,0<i,j<N

ol C' = sup, || fr|2.

N-1

Il existe donc N(®,¢€) tel que —-—|| Z ZT’fr 1g,(j)II3 <€, pour N > N(®,e¢).
=0 r

Notons (<I>(k) = (fl(k), e ﬁk)), k € IN) les éléments de la famille F.

Pour tout k > 1, il existe IV tel que, pour N > Ny, on ait :

N-1 R

I S T () IR <

7=0 r=1
pour p=1,---,k.

Par le procédé diagonal, on obtient alors une suite (Np) telle que, pour chaque
= (f1, -+, fr) € F, il existe ¢(®) tel que, pour ¢ > ¢(&), on ait :

Ne—1 R
N2 DIDNLCALIAESS
j=0 r=1
Il y a donc convergence u-p.p., le long de cette sous-suite, pour tout ¢ € F.

On conclut en utilisant la densité de F et le lemme maximal comme précédemment.

0
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(10.4) Corollaire : Si le systéme (X, A,7,uu) est d spectre continu, pour tout
entier R, il eziste une sous-suite (Ng) telle que, pour toute suite d’ensembles (By)
appartenant d une famille finie (A;,- -+, Ar) de mesure >0, on ait :

N — .
lim Zj:éo ' 1p; (riz)

Ny—~1
¢ Y=o n(Bj)
Si le systéme est d spectre de Lebesgue, la convergence a liew pour la suite des

entiers naturels : N1 .
.~ 1p.(T9z
lim Z]_A(;_IBJ( ) =1, p—p.p. (10.4.2)
N Y=o K(Bj)

Preuve : Soit (Er,1 < r < R) la partition de IV définie par : j € E, si et seulement
si B; = A,. En appliquant la proposition 2 avec fr = 14,,1 <r < R, on obtient :

=1, u—p.p.. (10.4.1)

Ne— : ;
Ne—1 — 1, 4 — PPy

2 H(4r) (Ej:o 1g.(7))

d’ot (10.4.1).
O

Montrons maintenant qu’en général la convergence (10.4.2) dans le corollaire n’est
pas vérifiée pour un systéme a spectre continu. Nous reprenons un argument de
catégorie employés dans : Conze (J.-P.), Convergence des moyennes ergodiques
pour des sous-suites, Bull. Soc. Math. France. Mémoire 35, (1973), p. 7-15.

En nous restreignant aux espaces de Lebesgue. nous pouvons supposer que l’espace
probabilisé (X, A, 1) est isomorphe a [0, 1] muni de la tribu borélienne B et de la
mesure de Lebesgue (notée encore ).

Notons T le groupe des automorphismes de ([0,1],58,u) muni de la topologie
faible. Les automorphismes qui s’écrivent comme des permutations d’intervalles
dyadiques sont denses dans 7. Rappelons également que les automorphismes a
spectre continu forment un Gs dense dans 7.

Nous considérons une famille formée d’ensembles (4;,7 < r < R) de mesure
positive, deux a deux disjoints.

(10.5) Proposition : I eziste un suite (By) d valeurs dans {A,,1 <r < R}, un
réel ¢ > 1 et un G5 dense d’automorphismes T d spectre continu de ([0,1],B,u)
tels que
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Preuve : Soit ¢ < Y., pu(Ar)/inf, u(A,). Pour toute suite S & valeurs dans
{A,,1 <r < R}, tout automorphisme 7 notons

N-1 ]
Zj:@ 1g;(7’z)

S u(B;)

En raisonnant comme dans [1], on montre que

C(S,T,c) = {limsup > c}.
N

T(S)={reT:uC(S,c)) >1/2}

est un G dans 7.

On construit alors la suite S de fagon que chaque automorphisme qui s’écrit comme
une permutation d’intervalles dyadiques soit dans 7(S). La densité de cet ensemble
d’automorphismes assure que les autorphismes a spectre continu appartenant a
T(S) forment un Gy dense.

0
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