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MARCHES ALÉATOIRES SUR LES GROUPES 

Yves G U I V A R C H 

IRMAR, Université de Rennes 1, Campus de Beaulieu, 35042 RENNES Cedex 

Ce sujet a été motivé par des questions variées de Calcul des Probabilités, 

de Théorie des groupes, d 'Analyse harmonique, de Théorie ergodique et de 

Physique statistique. On mentionne quelques problèmes à l 'origine de son 

développement, puis on les situe dans un cadre probabiliste général. On précise 

dans quelques directions les résultats obtenus et les problèmes qui restent 

posés. Enfin on esquisse les principaux développements actuels. 

I - Quelques problèmes et exemples classiques. 

1) Le battage des cartes et le "principe ergodique". 

Considérons un jeu de r cartes noté J dont on suppose qu'il possède un 

ordre privilégié { 1 , 2, r } . Lors d'un battage de cartes cet ordre est changé en 

( a d ) , C T ( 2 ) , a(r)} où a est une permutation appartenant au groupe S des 

permutations de r objets. Si l'ordre initial était différent de { 1 , 2, r } , par 

exemple { a i , a% ... ar) le même battage donnerait le nouvel ordre { a ( a i ) , cr(a2), 

o(ar)}. Un battage donné est donc représenté par une permutation a G S. Les 

habitudes du joueur sont telles qu'il choisit un certain nombre de permutations 

« G A c S (éventuellement toutes) avec certaines probabilités fixées p(a) (a G A , 

^ p(a) = 1). Losqu'il effectue un second battage, il ne tient pas compte du 

oceA 

premier et choisit donc de manière indépendante encore une permutation avec 

la même probabilité. L a position probable de la ième carte après le premier 

battage est donc représentée par la répartition = ^ p(a) 5a(i) . 

Après le deuxième battage cette répartition devient ¿¿¿(2) = Y p(ß) p{a) 8naa) 
(a,0)eAxA 

où ßa est la composée des permutations /3 et a. 

Après n battages on obtient la répartition pl(n) = X p(«n) ••• p ( « i ) 8ant„ai(i) • 

Notant pn(a) = ^ p ( « n ) ... on peut simplifier cette écriture en : 
(an...ai)=a 

ßi(n) = X pHo) 8o(i) • 
creZ 
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L e problème du battage des cartes consiste à montrer que, sous des hypothèses 

de non dégénérescence de p la répartition juKra) converge si n tend vers l'infini, 

vers la répartition uniforme \i = ^ ]5T Sj. 

Sous une deuxième forme il consiste à répondre à la question analogue o ù J est 

remplacé par S lui-même. Si on ne s'intéresse pas à une carte fixée i mais à 

l 'ensemble du jeu, la répartition de celui-ci à l'instant n est représentée par la 

mesure sur L : 

creZ 

Dans cette écriture un ordre du jeu est assimilé à une permutation G. L a 

question est alors celle de la convergence de fin vers la répartition uniforme m 

sur S, qui ne privilégie aucun ordre particulier : m = ^ 8a-

Ce problème a été examiné de manière détaillée, par diverses méthodes par de 

nombreux auteurs en particulier H . Poincaré [P, p 301-313] et J. Hadamard [ H ] . 

Sous des conditions simples concernant la mesure p la réponse à ces deux 

questions est positive et il y a de plus une vitesse de convergence exponentielle 

vers l 'état d'équilibre \i ou m. L a méthode de H . Poincaré utilise la théorie des 

représentations des groupes finis, tandis que la plupart des auteurs utilisent les 

propriétés de l'itération d'une matrice positive. Ces méthodes ont été reprises 

récemment , pour une étude beaucoup plus approfondie par P. Diaconis en 

particulier [Di ] . Cette question a suscité l 'intérêt de mathématiciens éminents 

car elle met en évidence, sous une forme particulièrement simple, le "principe 

ergodique" dont la val idi té paraissait essentielle pour la justification de la 

mécanique statistique après les travaux de Gibbs et de Boltzmann. 

Ce principe comporte dans ce cas particulier plusieurs aspects. D'abord l'oubli 

des conditions initiales, en ce sens que l'état d'équilibre limite est indépendant 

de l'ordre initial du jeu ; c'est l 'indépendance mutuelle des différents battages 

qui conduit à un tel résultat. Un deuxième aspect important est l'indépendance 

du résultat final par rapport aux habitudes du joueur représentées par la 

probabilité p . U n troisième aspect est que la répartition limite est la mesure de 

probabil i té m sur S "d'entropie maximale", c'est-à-dire la plus désordonnée 

possible. Rappelons que l 'entropie d'une mesure de probabil i té v sur un 

ensemble fini E est donnée par 

M v ) = 2 - L ° g v ( e ) -
6GZ 
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Elle est nulle si v est concentrée en un point et toujours inférieure ou égale au 

logar i thme du cardinal de E, l 'égali té n'étant réalisée que pour la mesure 

uniforme sur E. 

2) La marche au hasard élémentaire dans Zdet son interprétation en termes de 
réseaux électriques : transience et récurrence. 

Dans le jeu de pile pu face, avec une "pièce non biaisée" les deux résultats 

P et F sont également possibles et les tirages successifs sont indépendants. On 

est alors conduit à attribuer à chaque suite de n résultats la même probabilité 

^ . Ces suites finies de n éléments P ou F forment un ensemble Qn k 2n 

éléments qui est muni d'une probabilité nn. En fait, comme le nombre de tirages 

est non borné on doit considérer l'espace £2 = = { P , F}N des suites illimitées 

en P et F. I l et alors possible de définir sur ÇIQQ une structure d'espace métrique 

compact et une unique mesure de probabilité n dont les projections sur les 

espaces Q n sont les probabilités n n . C'est la mesure produit n = pft avec 

p = ^ ( < 5 p + S F ) ; la notion d'ensemble négl igeable , (par rapport à n) ou de 

probabilité nulle acquiert une signification. On notera co un point de Q et cot sa 

iième coordonnée qui vaut donc P ou F. 

On note et le gain du joueur au iième tirage ; par exemple ej = 1 si œt = P et £¿ = - 1 

si cot = F. Pour un tirage œ GQ on peut alors considérer le gain total Sn(co) du 
n 

joueur jusqu'à l'instant n : Sn(co) = ^ ei. 
¿=1 

Dans ce cadre il est bien connu que, avec probabilité 1, le gain Sn(co) s'annule 

pour une infinité d'entiers [F ] . 

De manière analogue, on peut considérer le réseau TLd de base canonique et 

1 d 

( 1 < i < d ) , la mesure de probabilité P = 2rf S + ^-«P-

¿=1 

Une marche "au hasard" sur TLd se trouve alors définie de la façon suivante : si 

à l'instant n le marcheur se trouve en xn e TLd, à l'instant n+1 il se trouvera en 

l'un des points voisins xn+i = xn ± e* avec probabilité ^ . Si on note ek = ± et le 

pas choisi à l'instant k, sa position à l'instant T Z , si au temps 0 on a xo= 0, sera 
n 

donnée par xn(œ) = Sn(œ) = ^ et e TLd. 
i=l 
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Ici CÛ G Q. = {± eu 1 < i < d}N est la suite des pas choisis et comme dans le jeu de 

pile ou face une probabilité naturelle n = est définie sur Q : la probabilité de 
1 n 

l'ensemble des suites commençant par n symboles fixés est ( T ^ ) . 

Une question se pose : quelle est la probabil i té du marcheur de revenir à 

l 'origine. Pour d = 2, c'est le problème dit du marcheur de Manhattan qui, à 

chaque carrefour choisit au hasard sa direction ; on demande si, partant de 

chez lui i l y reviendra après un certain nombre de pas (non fixé à l 'avance). L a 

réponse est positive avec probabilité 1. Avec probabilité 1, il y aura également 

une infinité de retours à l 'origine. A u contraire pour d > 2, la probabilité d'un 

retour est inférieur à 1 et celle d'une infinité de retours est nulle [Sp]. 

Ces résultats sont dus à Polya et illustrent le rôle critique de la dimension 2 

dans le problème de la marche au hasard sur TLd. I ls admet tent une 

interprétation en termes de réseaux électriques fort intéressante, qui conduit à 

de nouvelles démonstrations à l'aide de la notion d'énergie et du "principe de 

Dirichlet". Cette connection semble avoir été remarquée pour la première fois 

par Nash et Wil l iams [ N - W ] . On peut la décrire brièvement ainsi [voir Do-S] . On 

attribue à chaque arête de 7Ld la résistance 1 et on suppose valides les lois de 

l'électricité pour ce réseau de résistances. On demande en particulier quelle est 

la résistance effective Ref du réseau lorsqu'une différence de potentiel unité est 

appliquée entre 0 et l'infini de TLd. 

La réponse générale est que le produit de Ref par la probabilité de non retour à 

l 'origine est un nombre strictement positif. En particulier Ref est finie si et 

seulement si d > 2. Pour d < 2, la résistance effective est infinie, ce qui 

s'interprète physiquement comme l'absence de courant électrique (d 'énergie 

finie) entre 0 et l'infini. L'assertion contraire est vraie pour d > 2. 

Si l'on note À le "laplacien discret" défini sur TLd par 

1 d 

( A / ) ( x ) = 2 ^ E S f(x + ei)+f«x-ei)]-f(x) . 
i=l 

L e "potentiel" v(x) correspondant devrait satisfaire les conditions 

v(0) = 1 , Av(x) = 0 si x*0 

l i m v(x) = 0 

où la deuxième équation correspond au fait que la somme des courants issus de 

x est nulle. L e problème considéré ici appartient donc clairement à la théorie du 

potentiel. On observera que la probabilité d'atteindre 0 partant de x satisfait les 

deux premières conditions. 
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Du point de vue probabiliste, pour d > 2, la marche au hasard est "transiente" 

en ce sens que le marcheur partant de l 'origine aboutira à l'infini ; au contraire 

pour d < 2, ses retours successifs à l 'origine permettent de qualifier la marche 

de "récurrente". 

3) Une version simplifiée du problème de la longueur moyenne des 
polymères. 

U n modèle de polymère plan simplifié est une ligne brisée A o A i ... AN où 

chaque segment A¿A¿+i est de longueur 1 et l'angle de A¿_ iA¿ avec A¿A¿+í vaut 

i cc(oc E ] 0 , 2n[, le signe ± 1 étant choisi au hasard avec probabilité \ [voir 

M . Kac (101. Si (Afc_ iA¿ , A ¿ A ¿ + i ) = oc ek et si A o A i > est le premier vecteur de 

base du plan euclidien, ici identifié au corps des nombres complexes C , le 

vecteur AQAU sera représenté par la somme des nombres complexes e i a S k où 

Sk = ei + £2 + ... + ek (l<k<n-l). 

On doit alors évaluer le module du nombre complexe Zn = 1 + e a k qui est 
i 

l'affixe du point AN, en moyenne pour tous les choix possibles des £¿. 

L 'espace (£2, K) introduit dans le j eu de pile ou face intervient donc ici 

également et il est commode d'estimer la "longueur quadratique moyenne" 

* n = ( J \Zn\*dn)112. 

I l a été montré par le chimiste Eyring dans ce type de situation que si n tend 

vers l'infini - j = tend vers une constante C(a) strictement positive, ce qui est 

une forme de la loi normale de Gauss. L e polymère est donc pour n très grand 

de l'ordre de , ce qui traduit un phénomène de repliement sur lui-même du 

polymère. Ce modèle néglige l'interaction des molécules situées aux sommets 

A¿, interaction qui introduit une contrainte dite de "volume exclu" ||A¿ A / | | > e 

> 0. Ce dernier modèle plus réaliste est très voisin de la "marche aléatoire auto-

évitante". Son étude est très difficile et peu développée actuellement. I l est 

conjecturé que la longueur moyenne du polymère est de l'ordre d'une puissance 

de n supérieure a ^ • 

4) L'équirépartition sur la sphère et ses aspects arithmétiques. 

L e problème suivant a été considéré par V . Arnold et A . Krylov [ A . K . ] en 

re la t ion avec le comportement asymptot ique des solutions d'équations 

différentielles de la variable complexe. 
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On se donne deux rotations a et 6 autour de l 'origine dans l'espace 

euclidien et on considère leur action sur la sphère unité S 2 de centre O G E 3 . On 

note A (a , 6 ) un produit quelconque de ces rotations en nombre n. On note alors 

| A | = n. Soit p e S 2 et A ( a , b).p son transformé sous l'action de la rotation 

A (a , 6 ) . On s'intéresse à la répartition des points A (a , b).p lorsque |A | = n tend 

vers l'infini. En d'autres termes on considère la suite de mesures sur S 2 

^ = oïï Z 5U<*,b).p 

\X\=n 

où 8X désigne la masse Dirac en x. On demande alors si \j?n converge vers la 

mesure uniforme sur S 2 . Ceci revient à dire que, pour toute partie A a S2 de 

frontière négligeable on a 

l i m ^(A) = l i m ^ {A ; A(a, b) .peA; |A | = n} = a ( A ) 

où a est la mesure uniforme sur S 2 . On demande aussi, si cette convergence a 

lieu, quelle est la vitesse de convergence. L a réponse à la première question est 

posit ive sous des conditions de non-dégénérescence simples concernant les 

deux rotations a et b ; en particulier leurs axes ne doivent pas coïncider. L a 

réponse à la deuxième question n'est pas actuellement vraiment élucidée. I l y a 

cependant des résultats partiels remarquables. Par exemple si l'on considère le 

sous-groupe H de rotations engendré par les 3 rotations autour des axes de 

coordonnées et d'angles , et si a, b appartiennent à i f , la discrépance 

Sup | C T ( A ) - m £ ( A ) | tend vers 0 exponentiellement [L .P .S ] , [Lu] , [Sa] . 
P 

Ceci doit être comparé à la situation correspondante sur le cercle S 1 où cette 

convergence n'est jamais exponentielle si a est irrationnel. Cette propriété 

fournit la solution d'un problème célèbre de Banach-Ruskiewicz [B] : la mesure 

uniforme sur S 2 est-elle la seule forme linéaire sur L ° ° ( S 2 ) invariante par 

rotations ? L a réponse est positive [Sa] ; au contraire sur S 1 , il existe une 

infinité de telles formes linéaires. 

On notera l 'analogie formelle de ce problème avec celui du battage des cartes 

qui en est en quelque sorte une version finie. L a parenté des deux situations 

apparaît plus nettement si comme en [Di] on considère simultanément tous les 

groupes de permutations de n éléments où n tend vers l'infini. 

5) Les fonctions harmoniques positives pour la marche aléatoire élémentaire 
sur le groupe libre à deux générateurs : analogie avec la formule de Poisson 
dans le disque. 

Considérons le groupe libre T engendré par les deux générateurs a et b. 

U n élément de F est donc un mot (réduit) en a, 6, a" 1 , 6""1 sans succession de 
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a,a"1 ou 6, La longueur de y e T est notée | y | et une distance naturelle d est 

définie sur T par d ( y , y ' ) = l y - 1 y ' | . L e groupe T peut être compactifié par 

l'adjonction à T de l'ensemble dT des "mots infinis" ; un tel mot infini § est une 

suite Ç e { a , b, a" 1 , ô " " 1 } ^ où la succession de a, a - 1 et 6, 6 " 1 est interdite. La 

convergence d'une suite yn vers Ç e dT revient à la coïncidence pour n assez 

g rand des rc-débuts des suites y et L e graphe de T a une structure 

arborescente homogène à 4 branches et i l en découle aisément que Ton peut 

définir la fonction suivante sur T x 3 r : 

j3(y, £) = l i m [ d ( y , rc„) - d (e , xn)]. 

Dans cette expression, pour n assez grand d ( y , xn) — d(e, xn) est constant et est 

la différence des distances de y et e au "confluent" de y et 

Considérons alors le 'Laplacien discret A défini par 

A / ( y ) = | [ / ( y a ) + / ( y a - l ) + / ( y & ) + / ( y & ~ 1 ) ] - / ( y ) 

et les solutions positives de l'équation A / = 0. 

On vérifie aisément que pour tout £ fixé, la fonction / i ^ ( y ) = erP(Y>& = P ( y , £) 

vérifie Ahç = 0. 

E.B. Dynkin et M . Malyutov ont montré que toutes les solutions positives / de 

cette équation sont données par la formule intégrale [Dy-M] 

/ ( y ) = J P ( y , « ) d v ( É ) 

où v est une mesure positive sur dT qui est uniquement définie par / . 

Ce résultat doit être comparé à celui que l'on obtient dans 7Ld pour le Laplacien 

discret considéré en 2) : les seules solutions positives de A / = 0 sont les 

constantes ; la propriété analogue est va l ide dans TRd pour les fonctions 

harmoniques positives solutions de ^2 = 0. 

A u contraire, dans le disque unité il existe des fonctions harmoniques positives 

non triviales. Elles sont données par : 

1 2K 

0 
1 - z 2 

o ù P ( z , 0) = est le noyau de Poisson et v est une mesure positive sur le 

bord \z\ = 1, uniquement définie par / . L'analogie entre F et le disque est 

éclairée si l'on observe que le Laplacien de la métrique de Poincaré sur le disque 
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est ( l - | * l 2 ) 
2 d2 

et donc que les fonctions harmoniques re la t ives à ce 

d 2 f 
si les solutions de — _ = 0- L e groupe préservant la 

dzdz 

dzdz 

Laplac ien sont aussi les solutions de 

structure conforme du disque est isomorphe au groupe des matr ices de 

déterminant 1, G = S£(2, K ) et présente des analogies importantes avec I \ A u 

contraire le groupe conforme de C est celui des similitudes z —> az + b ( a G C*, b 

G C ) . L e présence ou l'absence de fonctions positives harmoniques non triviales 

t ient aux différences de structure entre ces groupes, ainsi que Ta remarqué 

H . Furstenberg [ F u i ] . 

6) Un exemple de relation de récurrence à coefficients aléatoires : Véquation 
de Schroëdinger discrète en milieu aléatoire sur Z. 

Considérons dans I R d le Laplacien A et un potentiel V(x) qui est une 

fonction réelle. L'opérateur de Schroëdinger associe à une fonction u de classe 

C 2 la fonction - Au(x) + V(x) u(x) ; sous des conditions peu exigeantes 

concernant V, c'est un opérateur auto-adjoint dans L 2 ( H d ) . On est en 

particulier intéressé par l'équation dite stationnaire 

— Au + Vu = A u 

où X G 1R et on demande s'il existe une base orthonormale de L 2 ( R c i ) formée de 

telles fonctions ; on dit alors que la particule est localisée ; la fonction | u | 2 est 

appelée probabilité de présence de la particule mais on ne s'intéresse pas ici 

aux relations de cette notion avec le calcul des probabilités. Dans les exemples 

analytiques la localisation est rarement réalisée et on s'intéresse alors au 

spectre de l'opérateur de Schroëdinger qui contient lui aussi des informations 

in téressantes sur le phénomène physique considéré. Ic i on remplace 

l'opérateur — A + V par l'opérateur discrétisé correspondant sur 7Ld. 

Une question posée par les célèbres physiciens Mot t et Anderson au début des 

années 60 est de savoir si dans Z 3 , il y a localisation lorsque le potentiel Vn (n G 

Z 3 ) est une famille de variables aléatoires indépendantes de même loi. Dans 

ce t te g é n é r a l i t é , le p rob lème n'est pas ac tue l lement résolu m a l g r é 

d'importantes contributions. L a propriété d'indépendance des variables Vn(œ) 

t raduit le désordre du mil ieu et celui-ci est susceptible de s'opposer à la 

propagation de la particule, donc de conduire à sa localisation. 

Une version du problème en dimension 1 peut se formuler de la façon suivante. 

Soit en((ù) une suite de variables indépendantes bornées (par exemple le résultat 

d'un tirage à pile ou face) et S l'opérateur borné de £2{TL ) défini par 
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(Su)n = - (un+i + Un-l) + En un. 

Est-il vrai que pour presque tout <o, l'opérateur auto-adjoint S de £ 2 ( Z ) admette 

une base de vecteurs propres ? I l a été montré par Goldcheid-Molcanov-Pastur 

[Go-M-P] que la réponse est positive sous des hypothèses de non-dégénérescence 

des e n , (voir par exemple [ C a — L ] ) . On est conduit à examiner la relation — 

(un+i + un-i) + en un = X un (A G E ) c'est-à-dire sous forme matricielle 

(un+l \ 

\ Un J 

(En-X - 1 ^ 

0 1 

Si An désigne la matrice 

V un-l J 
ren-X - 1 \ 

XN le vecteur 

particulier 

f un \ 

V un-l ) 

0 
qui appartient au groupe S£(2, K ) , et 

, on a donc la relation de récurrence Xn+i = An XN et en 

XN=Anr-i... A Q X Q , XN=AN

1... A^ì XQ (n>0) (n<0) 

Dans ce cas Tétude de la localisation peut se ramener à celle du produit de 

matrices indépendantes Sn(co) = An-i AQ (n > 0 ) . 

EL - Marches aléatoires sur les groupes. 
Les exemples de I suggèrent un cadre général d'étude faisant intervenir 

le calcul des probabilités, la théorie du potentiel, la théorie ergodique, la théorie 

des groupes. Une telle formalisation apparaît déjà dans l 'ouvrage de P. Levy : 

"Les processus stochastiques et le mouvement brownien" [L, pp 175-187] dans le 

cadre des processus additifs dans les espaces euclidiens ou non euclidiens. 

Dans les années 60, la théorie du potentiel sur les espaces discrets était déjà 

bien développée et a fourni un premier cadre d'étude, celui des marches 

aléatoires sur TLd [cf. F. Spi tzer , ( S p ] . Des problèmes comme celui de 

l'équirépartition sur la sphère avaient déjà été étudiés par Kawada-Ito [Kaw-I] ; 

celui de la longueur des polymères signalés par M . Kac [K] ou les résultats de 

P. L é v y cités précédemment, conduisent à envisager aussi des groupes non 

commutatifs. Nous en décrivons le cadre abstrait ci-dessous formulé dans les 

années soixante dix en généralisant directement le deuxième exemple de I . 
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Soit G un groupe localement compact métrisable, p une mesure de probabilité 

sur G. On appelle marche aléatoire droite de loi p , la chaîne de Markov d'espace 

d'états G et de noyau de transition P défini par 

Les "transitions" sont donc ici assimilées à des "sauts aléatoires" à droite qui 

transforment g en gh. On notera que P commute avec l'action de translation à 

gauche, ce qui permet d'utiliser des méthodes d 'Analyse harmonique. L a 

mesure v est transformée en vP définie par vP(<p) = \ç(gh) dp(h) dv(g). En 

termes de convolution sur G : vP = v * p. En particulier si v = m est la mesure de 

Haar à droite mP = m * p = m. 

D'un point de vue probabiliste on est amené à considérer les trajectoires de la 

chaîne partant de g : 

gSn(cù)=gxo(cù) ... xn-i(co) 

où CÛ G G^ a pour coordonnées Xi(œ) e G. 

L'espace Q, est alors muni de la mesure produit n = p ^ , comme dans le jeu de 

pile ou face et n régit le choix de la suite de sauts indépendants Xi(œ) (i GN). 

L'espace des trajectoires est donc Q. x G et le décalage 0 sur cet espace s'écrit 

0(o), g) = (OÙ), gxo((û)) 

où 0 est le décalage sur Q : (9œ)i = xi+i(œ). 

La mesure n x A est 6 -invariante et l'on a la relation de cocycle à valeurs dans 

G, pour le système dynamique ( Q , 0, n) : 

sm+n((ù) = sm(cû) sn o em(cû). 

De ce point de vue, le cadre probabiliste est très proche de la théorie ergodique et 

l'on peut, en principe, s'affranchir de l 'hypothèse d'indépendance des Xi(CO) en 

la remplaçant par une hypothèse de stationnante. 

Enfin la théorie classique du potentiel a été motivée par la théorie de l'Électricité 

et on peut aussi donner une interprétation de la situation précédente dans ce 

cadre, du moins si p est symétrique (p = p). 

Les aspects physiques de la théorie de l 'Électricité et du mouvement brownien 

paraissent très différents mais, au niveau des équations, ls opérateurs sui 

s'introduisent sont proches du laplacien. On peut donc tenter de tirer parti de 

cette double interprétation physique. Pour simplifier, on supposera ici que G = T 

Pç(g)=\ <p(gh) dp(h). 
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est discret et engendré par un ensemble fini de générateurs V = {aj ; (i = 1,..., 

r ) } . On considère T comme un graphe de sommets 7 e T et d'arêtes y a f 

pondérées par les nombres p(at). 

Alors T s'interprète comme un réseau ( inf ini) de résistances électriques, le 

"noeud" autour de 7 étant formé des résistances ( 7 , 7 a * 1 ) de valeurs p^a.^ d a 

conductance). On suppose alors valides les lois de Kirchoff et la loi d'Ohm et on 

peut demander quelle est la répart i t ion des courants lorsque l'on fixe une 

différence de potentiel unité entre l 'élément neutre de F et l'infini. Du fait de 

l'introduction de l'infini dans ce problème de nature physique, on doit préciser 

et le lecteur pourra se reporter à l 'ouvrage de Doyle et Snell [Do-SJ. Ce type de 

problème semble avoir été posé cla i rement pour la première fois par le 

topologue B. Eckmann [Eck] par analogie avec la théorie homologique. Par 

ailleurs plusieurs travaux de H . W e y l [W] de cette époque mettent en évidence le 

rôle du Laplacien dans l'étude de l 'homologie des variétés. En théorie du 

potentiel et en analyse, ce point de vue est très proche de celui des "méthodes 

hilbertiennes" développées par H . Cartan [Cl et J. Deny [D] . 

Dans le cas d'une probabilité symétrique on peut donc utiliser les deux aspects 

de la théorie du potentiel : l'aspect "probabiliste" et l'aspect "électrique". 

Après ces généralités, revenons brièvement aux exemples de I . Dans l'exemple 

du bat tage des cartes, le groupe considéré n'est autre que le groupe des 

pe rmu ta t i ons Z de l 'ensemble fini et l ' interprétation "probabiliste" comme 

chaîne de Markov sur un espace d'états fini est très naturelle. Cependant 

l 'interprétation "électrique" conduit si p = p à des inégalités non triviales [Di] . 

Dans l 'exemple du jeu de pile ou face, le groupe est TL et la marche aléatoire va 

"aux plus proches voisins" avec égale probabilité. I l en est de même dans TL^ 

(d> 1) et l 'interprétation "électrique" est très naturelle, par analogie avec le 

potentiel newtonien ou logarithmique. Ceci vaut aussi pour le groupe libre si on 

le considère comme plongé dans le disque hyperbolique ; la situation se rattache 

aussi bien au mouvement brownien qu'à la théorie du potentiel dans le disque. 

Dans le problème d'équirépartit ion sur la sphère et dans le problème de 

localisation, l'aspect ergodique est dominant et la non commutativité du groupe 

joue un rôle essentiel. L e problème de la longueur des polymères introduit la 

marche aléatoire sur le groupe des déplacements du plan euclidien de loi 
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où r a est la rotation (0 , a) et r la translation horizontale unité. L e résultat 

d 'Eyring est alors conséquence d'un théorème central l imite dans le groupe 

considéré. Dans le problème de localisation la notion de vitesse de fuite, 

d'exposant de Liapunoff [cf. Infra] joue un rôle essentiel. 

Afin de relier brièvement les divers aspects du sujet considéré mentionnons la 

notion de fonction p-harmonique. L'équation de fonction invariante Pf = f se 

traduit par l'équation de convolution : / * p(g) = J / ( g h) dp(h) = f(g). Si / est 

bornée, on peut lui associer la fonction F sur Q x G définie par 

car le second membre est une martingale. De plus f(g) = F(g, co) dn{(ù). I l y a 

correspondance bi-univoque entre les fonctions p-harmoniques bornées et les 

fonctions 0 -invariantes sur Q x G . D'où une interprétation de la notion de 

fonction harmonique dans le cadre de la théorie ergodique. Par exemple la 

formule de Poisson dans le disque unité peut être envisagée sous cet angle. 

Dans la discussion ci-dessous il est commode de supposer p "adaptée" c'est-à-

dire que le sous-groupe fermé Gp engendré par le support Sp de p est égal à G. 

L a notion d'"irréductibilité" s'introduit aussi : p irréductible signifie sur le 

semi-groupe fermé Tp engendré par Sp est égal à G . Enfin £2± désignera 

l'espace G z et sera muni de la mesure T T * = p^ invariante par le décalage 

bilatère 0. 

TEL - Quelques problèmes fondamentaux. 
L e s cons idéra t ions précédentes , les exemples men t ionnés , les 

connections avec la théorie du potentiel, le calcul des probabilités, la théorie 

ergodique et l 'analyse conduisent à de nombreuses questions de nature 

généra le . 

On peut penser que les propriétés asymptotiques de la marche aléatoire sont 

re la t ivement stables par rapport au choix de la mesure de probabil i té p 

(adaptée), dès que le groupe G est fixé. De ce point de vue on peut donc espérer 

des relations étroites entre la structure de G et le comportement asymptotique 

de la marche aléatoire. 

Si G est compact , comme dans les exemples 1 et 4, les propr ié tés 

d'équicontinuité des opérateurs Pn et l'analyse harmonique de G permettent de 

préciser le comportement asymptotique de la marche aléatoire par des 

F(a>, g)=\imf[gSn(œ)] 
n 
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théorèmes généraux d'équirépartition [Gren] et on doit donc distinguer ce cas 

spécial. Mentionnons quelques-uns des problèmes posés en nous limitant au 

cas des groupes non compacts. 

1) L'étude de Véquation de "Poisson". 

a) L'opérateur de convolution P—Id associé à p-8e est l'analogue de l'opérateur 
d d 2 

de Laplace dans TRd : A = 2 • L 'équat ion de Poisson dans la théorie 

classique du potentiel est l'équation À / = — g ;f est le "potentiel" créé par la 

répartition de charges électriques donnée par g. Dans la situation ici considérée 

son analogue est donc l'équation intégrale : 

a-p)f=g. 

De manière formelle on est alors conduit à introduire le "noyau potentiel" 
00 

V= ^ Pn et, dans certaines conditions, / sera donc donnée par 
o 

/=2 p*g. 
0 

oo 

Ces considérations posent le problème de la convergence de la série ^ Pn , ou 
o 

plus précisément de la convergence, au sens vague, de la série de puissance de 
00 

convolution v = 2 Pn- O n montre que la divergence de cette série équivaut au 
o 

fait que pour tout g > 0 (non identiquement nul) l'équation (I - P ) / = g n'a pas 

de solution. Dans la théorie classique du potentiel dans TRd, le premier cas a 

lieu pour d >3 et V correspond au potentiel newtonien V(x, y) = || J C_^||d-2 • ̂ e 

second cas a l ieu pour d < 2 ; pour d = 2, on a la théorie du potentiel 

"logarithmique" où un analogue non positif de V est le noyau Log | | x — 

Dans la situation présente on a la dichotomie 

00 

- Pour toute ç e C ^ ( G ) , la série pn(ç) converge. C'est le cas dit "transient". 
o 
00 

- Pour toute ç e C ^ ( G ) , la série £ pn(ç) diverge. C'est le cas dit "récurrent". 
o 

Du point de vue probabiliste, le premier cas correspond au fait que la marche 

aléatoire Sn(cù) fuit à l'infini dans G et ceci, pour ^-presque tout œ. 
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L e second cas correspond au fait que, pour tout voisinage V compact de e et pour 

^-presque tout û), Sn(cû) effectue une infinité de visites à V. On a d failleurs 

00 

l 'égalité de ]T pn(V) et de l'espérance du nombre de visites de Sn(co) à V : 
o 

]? pHV) = J £ IvlSn(co)] dK(C0). 
0 Q 0 

Dans la théorie des surfaces de Riemann ouvertes on distingue deux cas [Ts] , 

[Ah] : ou bien la fonction de Green (positive) existe et la surface est dite de type 

hyperbolique, ou bien la fonction de Green n'existe pas et la surface est dite de 

tyPe parabolique. L e "problème des types" consiste alors à donner des critères 

pour qu'une surface ouverte soit de l'un ou l'autre des types. 

L e même problème se pose dans le cadre des réseaux électriques [Do-S]. 

Ici l 'analogue de ce problème consiste à donner des critères pour qu'une 

marche donnée soit récurrente ou transitoire. On l'appellera encore "problème 

des types". Dans ce cadre il semble avoir été posé pour la première fois par 

H . Kesten [Ke2]. 

Dans la situation considérée ici on donne la : 

Définition. Un groupe localement compact G est dit récurrent (resp. fortement 

récurrent) s'il porte une mesure de probabilité adaptée (resp. adaptée et ayant 
00 

une densité p telle que la série ^ pn diverge. 
o 

L e problème des types se réduit alors à caractériser les groupes récurrents et à 
00 

préciser la famille des probabilités p telle que la série ^ pn diverge. On verra 
0 

plus loin que la forme de la réponse à la p remière quest ion facil i te 

considérablement la réponse à la deuxième question. Dans le cas récurrent 

l 'expression du noyau potentiel doit être modifiée ; on obtient alors un noyau 

non positif [Sp], [Bru-Re]. 

Du point de vue de la théorie ergodique le cas récurrent correspond exactement 

à l'ergodicité du produit croisé Q ± x G. 

b) Si g est donnée et f satisfait l 'équation (I-P) f = g, il est clair que / est 

déterminée modulo les solutions / ' de l 'équation homogène (I-P) f = 0. Ces 

solutions sont appelées fonctions p-harmoniques par analogie avec la théorie 

classique du potentiel. L e problème est ici de construire ces fonctions. Plusieurs 
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sous-classes de fonctions peuvent être envisagées et jouent un rôle spécial : par 

exemple les fonctions bornées, les fonctions positives, ou les fonctions "à 

croissance lente". L e problème le plus simple qui se pose est de caractériser les 

couples ( G , p) tels que les seules fonctions p-harmoniques bornées sont les 

constantes ; plusieurs sous-problèmes peuvent être envisagés. Par analogie 

avec le théorème de Liouvil le pour les fonctions holomorphes et la théorie des 

surfaces de Riemann on donne la définition 

Définition. On dit que le couple ( G , p)possède la propriété de Liouville si les 

seules fonctions bornées f qui vérifient l'équation Pf = / sont les constantes. 

Dans le cas de la théorie du potent iel classique dans JR d , les seules 

harmoniques posit ives sont les constantes ; la propriété de Liouvi l le est 

satisfaite. I l n'en est pas ainsi dans le cas du disque unité D = {z e C ; \z\ < 1} 

et du Laplacien A = + ^2 • 

En effet le "noyau de Poisson" P(z, 0) = 7 - 7 ^ — T K = ho(z) vérifie l'équation Ah& = 
\ew-z\* 2K 

0 et est positif. De plus la formule de Poisson f(z) = 2 ^ J P(z9 0) <p(0) dO) où ç 
0 

est continue fournit des fonctions harmoniques non triviales. On connaît les 

connections étroites entre le disque D, ou le demi-plan H = {zeC ; I m £ > ( ) } , et 

le groupe G = S£(2, M) des matrices réelles (2, 2) de déterminant 1 : ce groupe 

agi t par transformations conformes sur D et préserve donc les fonctions 

harmoniques . 

Dans le problème de la caractérisation des couples ( G , p) possédant la propriété 

de Liouvi l le , on peut donc s'attendre à des différences essentielles entre des 

groupes commutatifs tels que TRd et des groupes fortement non commutatifs tels 

que S£(2, IR) , ou bien le groupe libre à 2 générateurs envisagé en I . 

Du point de vue de la théorie ergodique la propriété de Liouville correspond à la 

constance presque partout des fonctions mesurables bornées sur Q x G. Le 

décalage considéré étant unilatéral et le système de mesure infinie, il s'agit 

d'une ergodic i té au sens faible , contra i rement au cas récurrent déjà 

ment ionné. 

Lorsque la propriété de Liouvil le n'est pas satisfaite un des problèmes qui se 

pose est celui de la représentation intégrale des fonctions p - h a r m o n i q u e s 

bornées par une formule du type de Poisson. L 'exis tence d'une tel le 
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représentation est assurée par la théorie des algèbres de Banach et la question 

se réduit donc à expliciter, autant que possible, cette représentation, si le groupe 

G est défini géométriquement [ F u i ] , [ K a l ] , [Ra] . 

L 'exemple qui précède donne lieu également à une description des fonctions 

harmoniques positives à l'aide d'une formule intégrale h(z) = ^ J he(z)dv(6) 

0 

où v est une mesure de Radon positive. Les fonctions ho(z) apparaissent alors 

comme les fonctions élémentaires permet tant de construire les fonctions 

harmoniques générales. Ici encore, pour les fonctions p -harmoniques un 

théorème général de G. Choquet assure l'existence d'une telle représentation 

in tégra le , à l 'aide de fonctions "minimales" jouant le rôle des ho(z). L e 

problème qui se pose ici consiste donc à expliciter les fonctions p-harmoniques 

"minimales". On dispose ici d'une méthode générale, due à Mar t in pour les 

domaines de № n , mais sa mise en oeuvre exige des informations très précises 

sur le comportement asymptotique du noyau potentiel V(x, y), informations 

dont l'obtention est fort délicate et relève, dans le cas des groupes, de l'analyse 

harmonique [E2]9 [ B o ] . Les problèmes de comportement au bord des fonctions 

harmoniques sont également difficiles et ont surtout été abordés pour les 

Laplaciens [Ko] , [Da] . 

2) Le comportement asymptotique de la position de la marche aléatoire. 

Ce comportement présente de nombreux aspects dont la formulation 

même n'est pas évidente. 

Soit V un voisinage compact de l ' identité engendrant G [on suppose donc 

G = UQ Vn], Posons Syig) = Inf {n G N ; g G Vn). Dans ce cas où V est un système 

de générateurs du groupe discret T , ôyig) est la longueur minimum d'une 

écriture de g comme produit d'éléments de V. L a fonction ôy(g) doit être 

envisagée comme mesurant la "distance" de g à l 'origine et le choix de V n'est 

pas essentiel lorsque ôy(g) est grand. Une propriété de sous-additivité de ôy 

SV(g) < 8V(g) + ôV(h) + Cte 

et le théorème ergodique sous-additif impliquent que ^-presque sûrement, la 

limite de existe et est une constante yv finie si J 5y(g) dp(g) < + oo. 
G 
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Défïnition [Gu2]. Etant donné Va G voisinage compact de e, on appelle vitesse 

de fuite de la marche aléatoire associée à p le nombre défini p.p par 

y y = l im \ôy [Sn((ù)] 

si J 8y(g) dp(g) < + oo 

G 

Si p est fixée, ce nombre dépend de V mais la nullité de yv est indépendante de 

V. L e problème qui se pose ici (dans le cas transient) est donc de caractériser les 

couples (G , p ) tels que y y > 0. 

I l est bien connu que dans le cas d'une marche aléatoire é lémentaire 

symét r ique sur TLd on a y y = 0. Plus généralement le vecteur J x dp(x) 

caractérise, dans Md la fuite de Sn(co) et si J x dp(x) * 0, on a y y >Œb. Dans l R d 

les deux cas sont donc possibles. On verra que Ton a toujours y y ^ 0 dans le cas 

de S£(2, H ) ou du groupe libre à 2 générateurs et que cette propriété est reliée à 

la présence de fonctions p-harmoniques bornées non constantes. Cette propriété 

joue un rôle essentiel dans l'étude de l 'exemple 6. 

L e comportement directionnel de Sn(œ) est plus difficile à préciser et semble 

ex iger l 'introduction d'un "bord à l 'infini" de G ou d'une "frontière". On 

examinera ci-dessous le cas du groupe l inéaire où la notion d'exposant de 

Liapunov s'introduit. 

L e problème du comportement en loi de Sn(œ) se pose également [voir 

l 'exemple 3] mais son étude est peu avancée. On peut demander par exemple si 
. 5y(Sn)-nyv . 
la convergence de p vers une loi gaussienne est val ide pour tout 

couple ( G , p ) . 

3) Les aspects analytiques du comportement asymptotique des puissances de 

convolution. 

Dans les exemples 1 et 4, de même que dans le cas général d'un groupe 

compact on a la convergence de Pn ç [<p G C ^ ( G ) ] vers J <p dm et les problèmes 
G 

qui se posent alors sont plutôt des problèmes de vitesse de convergence. Si G est 

non compact Pn ç tend vers zéro et le problème le plus immédiat est celui de 
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l 'allure asymptotique de Pn ç. Par exemple y-a-t-il convergence exponentielle 

vers zéro ; peut-on donner un équivalent, ou un encadrement de Pn ç(e) par des 

fonctions simples de T Z , par exemple des exponentielles-monômes ? 
00 

Ce problème est clairement relié à celui de la convergence de la série ĵT Pn 

o 

mais est de nature beaucoup plus complexe. Dans le cas de TRd , une analyse de 

Fourier précise permet une solution complète, au moins si la probabilité p est à 

support compact [voir ( S p ) pour Z ^ ] . Dans le cas général on peut utiliser des 

méthodes d'analyse harmonique non commutat ive [Bo] ou un analogue de la 

théorie de Hardy-Littlewood-Sobolev développée par N . T . Varopoulos [V .S .C] . 

L 'ut i l isat ion de telles méthodes exige une connaissance approfondie de la 

structure de G. A un niveau beaucoup plus pr imi t i f on peut s'intéresser aux 

taux de décroissance exponentielle de Pn (p. Deux nombres s'introduisent ici. 

Définition. Considérons l'opérateur de convolution sur L 2 ( G , m) définie par 

Pç(x) = (<p * p(x) = J (p(x g) dp(g). On note ro(p) le rayon spectral dans 

L 2 ( G , m) de P. 

Si p est irréductible, on définit 

r(p) = î ï m [Pn ç(x)]1/n 

n 

où cp GCC ( G ) . Ce nombre est indépendant du choix de cp et de x. 

On montre aisément que 

r(p) < r 0 ( p ) < 1 
et que r(p) = r o ( p ) si p est symétrique. L e nombre r o ( p ) " 1 est donc le rayon de 

00 

convergence de la série d'opérateurs de ^ zn Pn (z G C) dans IL 2 ( G , m) tandis 
o 

que le nombre r(p)"1 est le rayon de convergence au sens vague de la série de 
00 

mesures ^ zn pn. 

o 

Comme ces nombres traduisent la décroissance de la probabilité de présence de 

Sn(co) dans un compact de G, il est naturel de les comparer à la vitesse de fuite 

Yy définie plus haut. Plus précisément on peut demander quelles sont les 

relations entre la nullité de yy, de Log ro(p) ou L o g r(p) et la structure de G. 
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Pa r analogie avec le cas des groupes compacts on peut formuler aussi un 

problème d'équirépartition, si p est irréductible : <po étant un élément fixé de 

C r ( G ) , a-t-on convergence vague de la suite de mesures —±7—7 vers une 
c Pn(ço) 

mesure de Radon ? 

Sous de larges conditions pour p , on peut montrer que si une telle convergence a 

lieu la mesure limite ¡1 satisfait l'équation p * p = p * p = r(p) [i. 

Ici la forme précise d'un équivalent de pn((po) n'est pas nécessaire à la 

formulation du problème d'équirépartition. De plus ce problème apparaît lié à 

l'étude des solutions de l'équation p * \i — r(p) ¡1. 

On est alors amené à considérer une forme généralisée de l'équation de Poisson 

d e l ) : 

(zI-P)f = g. 
00 

Cette équation, comme en 1) conduit à l'étude du z-potentiel znpn(z G C ) . 
o 

Sous des conditions assez générales on peut montrer que le rayon de 

convergence de cette série est égal à r ( p ) - 1 et que p * \i = r \i. a une solution qui 

est une mesure de Radon positive si et seulement si r G [ r ( p ) , + o o [ . L e problème 

d'équirépartit ion conduit alors à l 'étude de la représentation intégrale des 

solutions de l'équation p * \i = r \i à l'aide de solutions minimales, comme en 1). 

Cette discussion montre que les divers aspects de l'étude des marches aléatoires 

sont en fait très reliés. Les méthodes de théorie du potentiel, de calcul des 

probabilités, de théorie ergodique et d'analyse harmonique mentionnées doivent 

donc être utilisées de manière complémentaire. 

4) Remarques sur certaines classes d'exemples. 

Les problèmes mentionnés plus haut sont d'une grande généralité et, 

pour de nombreuses raisons, il est utile de les étudier dans des cadres plus 

restreints où l'on peut formuler des réponses plus explicites que dans le cas 

général. En retour, ces études spéciales conduisent à formuler des conjectures 

plus générales. 

a) L e cas des groupes de Lie connexes. 

L a structure de G peut être précisée à partir de la donnée de l'algèbre de 

L i e ^ , donnant ainsi la possibilité de calculs "d'algèbre linéaire". L e cas des 

groupes semi-simples présente un intérêt particulier à cause du fait que les 

structures possibles peuvent être complètement décrites et du fait qu'ils 
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L e semi-groupe de convolution à temps continu pt (t > 0 ) remplace donc ici le 

semi-groupe à temps discret pn (n e I N ) . Pa r exemple l 'équation intégrale 

P / = rf = / * p est ici remplacée par l'équation aux dérivées partielles A / = À / . 

Dans ce cas il y a aussi avantage à utiliser des métriques riemanniennes sur G. 

D'autre part, le processus de diffusion associé au semi-groupe pt définit un 

mouvement brownien St(co) sur G[t e 1R+] qui est l 'analogue de la marche 

aléatoire Sn(co) considérée plus haut. Des outils nouveaux, en particulier 

d 'analyse peuvent être ici uti l isés. Cependant la nature des problèmes 

asymptotiques considérés ici (t —» + oo) fait que l'on ne peut s'attendre à des 

résultats essentiellement plus simples que dans le cas général d'une mesure de 

probabilité ayant une densité. 

b) L e cas des groupes discrets. 

Les intégrales sont ici remplacées par des séries convergentes ou même 

des sommes finies. Des méthodes spéciales comme celles de la théorie des 

graphes peuvent être utilisées. C'est en particulier le cas si p est à support fini 

et symétrique car, dans ce cas, les problèmes admettent une interprétation en 

termes de réseaux électriques, ce qui permet d'utiliser des méthodes connues 

en électricité. Enfin les groupes discrets sont souvent définis dans un contexte 

géomét r ique qui lui aussi permet des interprétat ions géométr iques et 

l'utilisation du calcul différentiel sur les variétés. 

c) L e cas des groupes de points rationnels d'un groupe algébrique défini sur 

un corps local F . 

L e groupe G des points F -rationnels est localement compact et si F est 

ultramétrique ou dispose de techniques de réduction au cas discret ou même 

fini, ce qui compense partiellement l'absence de calcul différentiel. On peut 

donc s'attendre à des résultats analogues au cas des groupes de L i e , les 

méthodes prenant ici un aspect combinatoire. 

d) L e cas des probabilités ayant une densité par rapport à la mesure de Haar. 

Dans ce cas la mesure p s 'identifie à une fonction et les méthodes 

d'analyse fonctionnelle sont très bien adaptées. De plus, dans ce cas le rôle de la 

in te rv iennen t na ture l lement dans plusieurs questions d 'analyse ou de 

géométrie. De plus, la donnée d'un opérateur hypoelliptique invariant à gauche 

A = xf + Y (Xi, Y G ^ ) définit un noyau de convolution dit de la chaleur au 
¿=1 

moyen de l'équation = A p*. 
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structure du groupe G est prédominant par rapport à celui de la mesure. A 

contrario le cas des mesures étrangères par rapport à la mesure de Haar, 

atomiques par exemple, est susceptible de faire intervenir des propriétés du 

support de la mesure de nature ari thmétique. Par exemple les problèmes 

d f équiréparti t ion deviennent part iculièrement intéressants et difficiles : les 

situations correspondantes sont proches de celles de la théorie ergodique. Enfin 

si la probabilité p est symétrique l 'opérateur qu'elle définit sur L 2 ( G , m) est 

auto-adjoint et cette particularité permet l'application des méthodes d'espaces 

de Dirichlet , d 'énergie, de théorie spectrale. L'analogie avec la théorie de 

l'électricité prend ici toute sa valeur. 

IV - Quelques résultats. 

Nous illustrons ici quelques-uns des sujets évoqués en I I I en décrivant 

les résultats, l'interaction des méthodes utilisées et le développement historique 

correspondant : 

1) Le problème des types et la structure des groupes récurrents. 

Dans le cas des groupes abéliens engendrés par un compact V , une étude 

assez complète de ce type de problème peut être menée à l'aide de l'analyse de 

Fourier : les seuls groupes récurrents sont { 0 } , Z , Z 2 , R , K 2 , IR x TL et leurs 

produits par des groupes compacts [cf Sp] . 

Dans le cas des groupes discrets non commutatifs finiment engendrés il 

a été conjecturé par H . Kesten [Ke2] que les groupes récurrents sont à 

"croissance non exponentielle". Nous devons ici préciser quelques définitions et 

résultats préliminaires. 

Définition. Soit G = U Vn un groupe localement compact engendré par le 
n>0 

voisinage compact de Videntité V et muni d'une mesure de Haar (à droite) m . 

On dit que G est à croissance polynomiale de degré < d (resp. exponentielle) 

s'il existe une constante C telle que 

m(Vn) < Cnd 

[resp lim [m(Vn)]1/n > 1]. 
n 

Remarque. On a toujours îîm [m(Vn)]1/n > 1 et R. Grigortchuk [Gri] a donné 
n 

de nombreux exemples de groupes discrets qui ne sont pas à croissance 
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polynomiale tels que lim [m(Vn)]1/n = 1 [Gri ] . Les groupes abéliens, nilpotents 

ou de type rigide sont à croissance polynomiale [ G u i ] . 

U n résultat fondamental de M . Gromov (Gro) décrit la structure des groupes 

f îniment engendrés et à croissance polynomiale , répondant ainsi à une 

conjecture de J. Milnor [ M i ] . 

Théorème [Gro]. Soit Y un groupe de type fini à croissance polynomiale. Alors 

r contient un sous-groupe nilpotent d'indice fini. 

Remarque. Dans le cas général d'un groupe localement compact il est possible 

de décrire la structure des groupes à croissance polynomiale [Lo] en utilisant 

une classe de groupes introduite en [Gu i ] et qui généralise les groupes de type 

r ig ide . 

Définition [Gree] [ P i ] . Un groupe localement compact est dit moyennable s'il 

existe sur L ° ° ( G , m) une forme linéaire X positive invariante par translation et 

telle que À ( l ) = 1. 

Remarque. Les groupes à croissance non exponentielle sont moyennables mais 

il existe des groupes moyennables à croissance exponentielle dont en particulier 

certains groupes résolubles, comme le groupe affine de la droite. 

L a conjecture de H . Kesten était justifiée par une étude détaillée des groupes 

polycycliques et par le fait que pour un groupe discret non moyennable on a 

toujours r(p) < ro(p) < 1, donc la transience [ K e l ] . 

A cause des relations étroites entre groupes discrets et groupes de L ie il était 

naturel d'étudier l 'analogue de la conjecture de Kes ten dans le cadre des 

groupes de L ie et de leurs sous-groupes. Dans le travail [Gu-K-R] la conjecture 

de Kesten a été précisée et généralisée de la façon suivante. 

Conjecture [Gu-K-R] . U n groupe localement compact à génération compacte est 

récurrent si et seulement s'il est à croissance polynomiale de degré 2 au plus. 

I l ne semble pas que cette conjecture soit actuellement établie en toute 

généralité. Elle a cependant été établie sous des hypothèses complémentaires 

par N . T . Varopoulos. Les méthodes de [V.S.C] permettent d'obtenir l'énoncé 

suivant : 

Th éorème. Soit G un groupe discret finiment engendré. Alors si G est 

récurrent, c'est une extension finie de TL ou 7L%. 
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L a méthode utilise essentiellement le théorème de M . Gromov déjà cité , les 

espaces de Dirichlet, ainsi qu'une extension de la théorie de Hardy-Littlewood-

Sobolev où les inégal i tés isopérimétr iques jouent un rôle important. Ce 

théorème résout donc en particulier la conjecture de H . Kesten sous sa forme 

or iginale et fournit également la structure des groupes récurrents. Ces 

méthodes généralisées au cas des groupes localement compacts ne permettent 

pas apparemment de résoudre le cas général. Une difficulté importante réside 

dans l'étude des probabilités adaptées mais ne possédant pas de densité par 

rapport à la mesure de Haar. Grâce aux travaux [ G u i ] , [Lo] mentionnés plus 

haut et aux méthodes de [V-S-C] , on peut obtenir le résultat suivant : 

Théorème. Si G est à génération compacte il est fortement récurrent si et 

seulement s'il est égal à TL ou TLï à des extensions compactes près. 

L a difficulté liée aux mesures singulières a été résolue dès les années 70 si le 

groupe G admet une injection continue dans un groupe de L ie connexe. 

Théorème ( G u - K - R ) . Soit Gun groupe localement compact à génération 

compacte et admettant un homomorphisme injectif dans un groupe de Lie 

connexe. Alors G est récurrent si et seulement s'il possède un sous-groupe 

compact distingué C tel que G/Q soit extention compacte de TL ou TL2. En 

particulier si G est un groupe de Lie connexe et non compact, il est récurrent si 

et seulement si il est extension compacte de Mou 1R2. 

Ce théorème ne comporte donc pas d'hypothèse sur la nature des mesures de 

probabilités. La théorie des groupes de L i e est un outil important qui permet de 

résoudre cette difficulté. La méthode consiste à se ramener à certains groupes 

de basses dimensions où une étude détaillée est possible. Cette réduction, par 

passage au quotient, est possible à cause du lemme suivant qui se révèle très 

efficace. 

Lemme. Si G est récurrent il est moyennable et unimodulaire. 

Les preuves peuvent être simplifiées à l'aide d'un résultat de [Ba-L-P] qui 

permet de se ramener au cas des probabilités symétriques et à support compact. 

Ce résultat paraît être le premier exemple d'utilisation des méthodes d'espaces 

de Dirichlet dans ce problème. 

On voi t donc que la structure simple des groupes récurrents obtenus doit 

permettre une étude détaillée des critères de récurrence pour une mesure de 

probabilité p. 
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U n exemple typique est le groupe des déplacements euclidiens de H 2 , qui a joué 

un rôle important dans l 'étude des conjectures précédentes. Dans ce cas 

l 'existence du moment d'ordre 2 implique la récurrence [Cr] . Dans le cas des 

groupes TLd on dispose d'une condition nécessaire et suffisante de transience en 

termes de transformée de Fourier : 

I R e 1 - p C f l ) d e < + °° 

où p(Q)) = p(x) ei<x>6> et seul le cas d < 2 est intéressant [Sp] . Une étude 

xeZd 

détail lée des groupes de croissance au plus 2 est susceptible de mener à un 

critère analogue. 

L'étude du problème posé en [Ke2] et [Gu-K-R] a donc mis en jeu des méthodes 

variées de théorie du potentiel de calcul des probabilités, d'analyse et de théorie 

des groupes. L'interprétation en termes'de réseaux électriques [ N - W ] , [Ly] a elle 

aussi j oué un rôle impor tan t en met tan t en évidence des méthodes 

indépendantes de l'analyse de Fourier qui ont été efficacement mises en oeuvre 

en [V.S.C] dans le contexte plus général de l 'Analyse sur les groupes de L ie . 

2) La propriété de Liouville. 

Les solutions de l'équation de Poisson ( / - P ) f = g sont déterminées à une 

fonction harmonique près, et dans le cas transient si g est continue à support 

compact, l'une de ces solutions est le potentiel Vg. De plus le principe du 

maximum montre que V est "borné par translation", c'est-à-dire que pour tout 

voisinage compact U de e dans G on a 

supVXx U y) < + oo . 

Les solutions bornées de l 'équation de Poisson seront donc définies à une 

constante près par la relation / = Vg dès que le groupe ( G , p) possède la 

propriété de Liouvil le . Dans le cadre de la variable complexe et des fonctions 

holomorphes, la propriété correspondante est la constance des fonctions 

holomorphes bornées. On connaît l 'importance de cette propriété dans le cadre 

de l'étude des surfaces de Riemann. On peut se demander à quelles conditions 

sur ( G , p) la propriété de Liouville est satisfaite. L'étude de ce problème est loin 

d'être achevée et il est commode de décrire les résultats connus à partir de la 

situation la plus étudiée, celle où la probabilité p admet une densité p(g) par 

rapport à une mesure de Haar à droite fixée. 
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Définition ( A v ) . On appelle entropie du couple (G , p) le nombre 

h(G, p) = l i m - \ \ Pn(g) L o g pn(g) dgoù pn(g) est la densité de la n i è m e 

puissance de convolution de p. 

Remarques, a) Ce nombre est fini dès que p(g) est continue à support compact. 

I l ne dépend pas du choix.de la mesure de Haar droite mais n fest pas invariant 

par symétrie en général. 

b) On voit aisément que h(G> p) = 0 si G est à croissance non exponentielle ou 

bien si la vitesse de fuite est nulle. Inversement si h(G, p) = 0, G est moyennable 

(Gu2). L a nullité de h met en jeu les propriétés de G et celles de p . 

c) Dans le cas d'une probabilité symétrique à support compact et d fune 

groupe unimodulaire la nullité de h équivaut à celle de la vitesse de fuite (V2) . 

Théorème (De , K a - V ) . Supposons h(G, p) < + oo. On a h(Gy p) = 0 si et 

seulement le couple ( G , p) a la propriété de Liouville. 

Dans le cas des groupes de L ie connexes on trouvera des résultats plus précis 

en [Bi-R] , en termes de vitesse de fuite. En particulier on a le 

Théorème 5 ( A z ) . Soit G un groupe de Lie connexe à croissance polynomiale. 

Alors pour toute probabilité ayant une densité, le couple ( G , p ) a la propriété de 

Liouville. 

Remarques, a) Dans [Az] ce résultat est formulé en termes de la structure de G. 

G est dit alors de type rigide ; les groupes de déplacements euclidiens et les 

groupes nilpotents sont de type rigide. L a preuve repose sur des arguments de 

martingales qui ont été très développés ensuite par A . Raugi [Ra] . 

b ) Ce résultat a été re t rouvé en [ G u i ] par des méthodes d f Analyse 

harmonique et la notion de croissance y a été mise en évidence. Ces méthodes 

permettent aussi l'étude du cas où p est singulière par rapport à la mesure de 

Haar [cf. Infra]. 

c) U n e part ie de ces résultats a été retrouvée en [ A v ] , et a justifié 

l 'introduction de la notion d fentropie ; ceci fournit Tune des implications du 

théorème 4. L'autre implication repose sur une formule générale donnant 

h(G,p) en termes de l'espace de Poisson de ( G , p ) , formule qui apparaît déjà en 

[Fu3]. L e rôle de la moyennabilité dans le problème considéré est décrit par le 

http://choix.de
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Théorème 3 ( R o ) . Le groupe G est moyennable si et seulement s'il existe une 

probabilité p à densité continue telle que ( G , p) ait la propriété de Liouville. 

Remarques, a) Dans le cas G de Lie connexe, ce théorème avait été obtenu en 

[Bi-Ra] en utilisant la structure de G. 

b) Si p est singulière par rapport à la mesure de Haar mais adaptée, la 

propriété de Liouvil le pour ( G , p ) implique la moyennabilité de G, ce qui avait 

été montré antérieurement en [ G u i ] . 

Tenant compte de ces résultats on peut formuler la 

Conjecture. L e groupe G est à croissance non exponentielle si et seulement si 

pour toute probabilité à densité continue et à support compact, le couple ( G , p ) 

possède la propriété de Liouville. 

Dans le cas où p est singulière mais adaptée, on ne dispose que de résultats 

fragmentaires. L a conjecture suivante a été formulée en [Fu4]. 

Conjecture [Fu4] . Si G est nilpotent et p adaptée, le couple ( G , p) possède la 

propriété de Liouville. 

L e théorème suivant [ G u i ] résout cette conjecture sous des hypothèses de 

moment ou de densité additionnelles [voir I I I 2 ] . 

Théorème [ G u i ] . Supposons G nilpotent et p adaptée. S'il existe e > 0 tel que 

J <5y (§9 dp(g) < + œou bien si G est de classe deux au plus alors ( G , p ) possède 

la propriété de Liouville. Cette propriété est valide aussi si p ou l'une de ses 

puissances de convolution est non singulière par rapport à la mesure de Haar. 

Remarques, a ) L a deuxième partie découle aussi des méthodes développées en 

[ A z ] . L a première partie utilise des arguments de représentations unitaires et 

des arguments de croissance. 

b ) L a propriété de Liouvil le est aussi val ide si G est le produit semi-direct 

d'un groupe compact C abélien et d'un groupe nilpotent N et p satisfait une 

condition de moment [ G u i ] . 

Par contre si C n'est pas abélien, la val idi té de la propriété de Liouvi l le ne 

semble pas connue. L e cas le plus élémentaire de ce type est celui du groupe des 

déplacements de l'espace euclidien de dimension > 3 et d'une probabil i té 

atomique. 
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Cette situation peut être comparée à celle concernant les théorèmes quotients et 

les théorèmes locaux et les problèmes d'équirépartition [voir I I I 3 ) ] . 

c) Si G est abélien, la validité de la propriété de Liouvil le est un fait bien 

connu dû à G. Choquet et J. Deny [Ch-D] et d fusage essentiel dans la théorie du 

renouvel lement [ F ] . Ce résultat découle aussi des propriétés de synthèse 

spectrale pour les groupes abéliens [ G u i ] . 

3) La simplicité du spectre de Liapunov. 

On a mentionné en I I I 2) les problèmes de vitesse de fuite de la marche 

a léa to i re . Dans cette direction un résul tat frappant a été obtenu par 

H . Furstenberg au début des années 60 [Fu2]. 

Théorème. Soit p une probabilité sur le groupe linéaire SL(dJR) et Sn(co)le 

produit de matrices aléatoires Sn(œ) = An(co)... A\{(Ù). Supposons que GP soit 

non compact et ne laisse invariante aucune réunion finie de sous-espaces 

vectoriels. Alors si L o g dp(g) < + oo, il existe une constante strictement 

Remarques, a) Ce type de résultat, qui peut être considéré comme une loi des 

grands nombres a été précisé par une série de théorèmes l imites dont le 

théorème central limite, sous des hypothèses additionnelles [ T u l ] , [ V i ] . 

b ) Pour le mouvement brownien hyperbolique du disque unité, ce théorème 

dit que chaque trajectoire converge vers un point déterminé du cercle unité, 

avec une vitesse non nulle. 

c) Dans les exemples l 'estimation de la constante y, qui est strictement 

positive, est un problème difficile. L a preuve ne fournit pas de formule simple 

pour y. 

d) Une forme abstraite de ce résultat, utile en géométrie, qui en retient les 

aspects essentiels a été donnée en [Gu2], donnant ainsi l'énoncé suivant. 

Théorème. Soit p une probabilité adaptée sur un groupe localement compact. G 

engendré par un compact V. Alors si G est non moyennable et si J 8y(g) dp(g) 

< + oo, il existe un nombre y y > 0 tel que Von ait p.p : 

positive y > 0 telle que Von ait, presque partout 

l i m - Log | |S„ | | = r < J L o g 1Ш1 dp(g). 

l i m 
8y(Sn) 

n 71 
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Ces théorèmes ne t iennent pas compte des aspects "directionnels" du 

comportement de Sn(w) et donnent donc souvent une information très partielle 

par exemple dans le cas des groupes linéaires G = S2(dy M) (d > 2 ) . 

On va préciser certains aspects directionnels dans ce cas particulier. D'autres 

cas présentent un intérêt physique comme celui du groupe symplectique 

Sp(2n, R ) qui intervient par exemple pour l'étude de la propagation des ondes 

dans les guides d'ondes présentant des inhomogénéi tés [Tu2] . Notons 

K = SO(d) le groupe des rotations, A le groupe des matrices diagonales à 

coefficients positifs, A + le sous-ensemble des matrices a = d i a g ( a i , a2, ... , a ¿ ) 

avec a i > a2 > ... > a¿. On sait que toute matrice inversible g peut se décomposer 

sous forme polaire g = k a k' avec k, k' e K, a e A + et a est défini de manière 

unique. Alors le théorème ergodique multiplicatif [O] permet de poser la 

Définition. On suppose que J L o g dp(g) < + œet J L o g \\g~1\\ dp(g) < + oo. 

On appelle spectre de Liapunov du produit de matrices aléatoires Sn(co) = gn ... 

gl = KnAnK'n la matrice diagonale y = diag (71,72, ... ,7d) (71 > 72 > 7d) 

définie par y = lim . 
n n 

Les nombres yi sont appelés les exposants de Liapunov de Sn(co). 

Remarques, a) L'existence ds yi ne dépend pas de l'indépendance des gk(w) 

mais de leur stationnante. 

b) Les yi sont les analogues des logarithmes des valeurs absolues des valeurs 

propres d'une matrice g e G2{d, R ) . Par exemple y± correspond au logarithme 

du rayon spectral de g. 

c) Dans les exemples, l'estimation des yt est un problème difficile. 

Dans les applications, on est en particulier intéressé par des inégalités entre les 

7j. On dit que le spectre de Liapunov est simple si y\ > y2 > ... > yd • 

d) En [Fu2] il a été conjecturé que si d > 1 et si p a une densité sur G£(d, TR) 

alors le spectre de Liapunov est simple. Sous cette forme la conjecture a été 

établie par V . Tutubalin [Tu2] en se basant sur le théorème central l imite puis 

par A . Raugi [Ra] , A . Vir tser [Vi] en utilisant des méthodes plus directes. L e 

cas des probabilités singulières se présente naturellement dans les applications 

aux milieux désordonnés. Par exemple si A et B sont deux matrices en position 

suffisamment générale, p = h ( 5 ^ + 5g) est un cas typique. 
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e) L a simplicité du spectre de Liapunov a été remarquée pour la première 

fois, semble-t-il, par E.B. Dynkin dans le cadre de l'étude de la compactification 

de Mar t in pour le mouvement brownien sur l'espace symétrique des matrices 

hermit iennes définies positives de déterminant 1 [ D y ] . Par la suite, ce 

phénomène a fait l'objet d'études approfondies par de nombreux auteurs. Des 

idées importantes ont été dégagées par H . Furstenberg [Fu4] et formulées en 

termes de dynamique topologique. 

Afin de formuler un résultat essentiel notons A * TRd ( 1 < k < d) l'espace des k-

multivecteurs. On rappelle que l'action de g G G£(d, R ) sur A * I R d est donnée 

par g(Vi A V2 A . . . A Vk) = g Vi A g V2 A . . . A g Vk. 

Théorème (Gu3, G u - R l ) . Soit Tp le semi-groupe fermé de G£(d, H ) engendré 

par le support de p. On suppose que Tp contient une matrice diagonalisable à 

valeurs propres distinctes en module et que l'action de Tp sur Ak JRd ( 1 < k < d) 

ne laisse invariante aucune réunion finie de sous-espaces vectoriels. Alors le 

spectre de Liapunov du produit de matrices aléatoires associé est simple. 

Remarques, a) Ce théorème a été amélioré par I . Goldcheid, G. A . Margulis 

[Go-M] qui ont montré que les hypothèses du théorème étaient satisfaites dès 

que Tp é tai t dense au sens de Zariski dans G£(d, M ) ou S£(d, K ) . Ces 

hypothèses sont donc très peu contraignantes et sont satisfaites dans les cas 

typiques p = ^ ( 5 ^ + Cette condition de densité est souvent aisément 

vérifiable dans les applications. 

b) L a preuve du théorème esquissée en [Gu3] est non constructive et repose 

sur des arguments de théorie ergodique et de convergence de certaines 

mar t inga les . 

c) Ce théorème donne accès à de nombreux résultats de calcul des 

probabil i tés, beaucoup plus précis, en uti l isant des arguments de théorie 

spectrale des opérateurs. On peut ainsi obtenir sous de très larges conditions 

des théorèmes limites centraux, des théorèmes locaux, de renouvellement , des 

grandes déviations, e tc . . [voir (Ke3) , ( B o - L ) , ( L e P ) , [Go-G], [Gu-R2], (Le t ) ] . 

V - Remarques sur le développement historique. 
En I I ont été motivées les grandes lignes de développement du sujet 

présenté. L e cas des groupe abéliens a fait l'objet d'études nombreuses et 

approfondies en combinant l'analyse de Fourier et la théorie du potentiel ; d'un 

point de vue probabiliste c'est une extension de l'étude des sommes de variables 
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aléatoires indépendantes. On se borne à renvoyer à l 'ouvrage de F. Spitzer [Sp] 

qui concerne le cas de 7Ld. On peut trouver dans l 'ouvrage de U . Grenander 

[Gren] plusieurs résultats connus au début des années soixante qui concernent 

certains groupes non abéliens. Aux environs des années soixante les aspects 

probabilistes se sont d'abord développés, motivés par l'étude des relations de 

récurrence à coefficients a léa to i res , avec les t r avaux de H . Kes ten , 

H . Furstenberg, V . Tutubalin. Les aspects de théorie du potentiel ont ensuite 

joué un rôle important avec par exemple les travaux de H . Kesten, A . Brunei, 

D . Revuz , R. Azencot t , Y . Guivarc 'h, A . A v e z , Y . Derr iennic , A . Raugi , 

P. Bougerol, P. Crépel, L . Élie. On pourra se reporter à l 'ouvrage [Gu-K-R] pour 

la partie de ces travaux concernant le problème des types et aux travaux [Gu2], 

[Gu5], [Ra] pour un exposé des résultats connus avant les années quatre vingt 

dans le domaine des fonctions harmoniques et des relations de récurrence à 

coefficients aléatoires, à [Gu6] pour un exposé d'ensemble plus récent. 

On peut noter dans cette période une forte interaction entre calcul des 

probabilités, théorie du potentiel et théorie des groupes. Les aspects de théorie 

ergodique de ces problèmes ont d'abord été développés par H . Furstenberg [Fu4] 

autour des années soixante dix, puis par R. Z immer [Zi] en relation avec les 

problèmes de r igidi té des réseaux des groupes de L i e . Ces aspects ont été 

développés dès le début des années quatre v ing t par Y . Guivarc 'h, F. L e 

Drappier, A . Raugi, E. L e Page , V . Kaimanovich, M . Babillot, A . Ancona, en 

particulier en relation avec des problèmes de nature géométrique ou dans le 

cadre de l'étude des exposants de Liapunov. On pourra trouver une partie de ces 

développements dans l'ouvrage de P. Bougerol et J. Lacroix ( B o - L ) . 

Les aspects géométriques ne sont pas abordés dans ce dernier ouvrage et 

débordent d'autre part du cadre de théorie des groupes donné en I I . Ils 

concernent aussi bien les produits de matrices aléatoires et les systèmes 

dynamiques hyperboliques que la théorie du potentiel sur les variétés ou les 

théorèmes ergodiques non commutatifs. On pourra consulter les articles [Gu-

H ] , [Gu4], [Br-D-P] pour le premier aspect, les travaux [ Fu3] , [An] , [Ba] , [LeD] , 

[ L y - S ] , [ L i - P ] , [Ka2] et [Gu-J-T) pour le second aspect, et enfin le travail [Ne] 

pour le dernier aspect. 

A peu près à la même époque s'est développée sous l'impulsion de T. Lyons [ L y ] , 

N . T . Varopoulos [V3] , [Co-S] une autre direction se rattachant aux "méthodes 

hilbertiennes". Ces idées permettent en faisant jouer un rôle essentiel à la 

réversibil i té, de résoudre une partie des questions laissées ouvertes dans les 

années soixante dix, concernant en part iculier le problème des types et 
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l 'asymptotique du noyau de la chaleur sur les groupes de L ie . On pourra se 

reporter à l 'ouvrage [V.S .C. ] et aux articles [He-S] , [ V I ] , [Co-S] pour des 

exposés de ces résultats, basée sur des méthodes difficiles d'Analyse. Enfin 

l'aspect "théorie des graphes" est d'un développement plus récent et peut être 

considéré comme un prolongement de cette direction. Les propriétés spectrales 

des opérateurs de transition y jouent un rôle important ainsi que les inégalités 

isopérimétriques. On pourra se reporter aux articles de synthèse [Wo] , [Gri-

D1H]. Pour un aperçu de ces travaux on pourra consulter par exemple les 

travaux [Car] , [Be-P] , [ C o - S ] , [Wo] , [So] et les références qui y sont indiquées. 

L 'ar t ic le [Wo] contient une description de ces t ravaux, de nombreuses 

références et on y renvoie pour plus de détails. 

I l contient aussi une description de quelques aspects des travaux relatifs aux 

marches aléatoires sur les graphes et les groupes discrets. Pour un exposé de 

ces questions sous l'angle de la théorie du potentiel discret sur les graphes, on 

pourra consulter l 'ouvrage [So]. En ce qui concerne les marches aléatoires sur 

les groupes (non abéliens) on pourra se reporter pour des exposés synthétiques 

mais limités à des aspects choisis, aux ouvrages [Gu-K-R] , [Bo-L] , [V-S-C] , [Gu-

J-T] ainsi qu'aux articles [Ke2] , [Fu3], [Fu4], [Gu2], [Gu5], [ K a - V ] , [Ka2] , [Gu6], 

[ V I ] , [Gri-Dlh] . On peut donc observer une grande diversification de ce sujet 

depuis les années soixante dix, tant du point de vue des méthodes, que de celui 

des questions abordées. Les aspects probabilistes restent très importants mais 

des apports très substanciéis ont eu lieu aussi bien du point de vue de la théorie 

ergodique et de la géométrie, que des applications physiques, des méthodes 

analyt iques ou de théorie des graphes. U n double t rava i l s'effectue : 

l 'améliorat ion des résultats existants qui tendent à prendre une forme 

définitive et la résolution de questions particulières nouvelles suggérées par 

d'autres domaines. I l semble que les progrès les plus importants ont eu lieu 

dans les problèmes relatifs aux fonctions harmoniques, le problème des types, 

les théorèmes limites de caractère probabiliste, l 'asymptotique du noyau de la 

chaleur, les problèmes de frontières et de compactifications, les inégalités 

isopérimétr iques et les propriétés spectrales. Cependant de nombreuses 

questions ne sont que très partiellement résolues. Par exemple, l'étude des 

fonctions harmoniques bornées, des fonctions harmoniques positives et des 

compactifications reste très incomplète (voir [Gu-J-T], [Ka2] . I l en est de même 

des questions relat ives aux théorème central l imite et aux asymptotiques 

gaussiennes (voir [Bo-L] , [ V I ] , [He-S]) . Les relations entre propriétés spectrales, 
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entropie, vitesse de fuite, croissance, fonctions harmoniques demandent à être 

précisées ( [Gri -Dlh] , [Gu6]). 

L a bibliographie suivante tente d'éclairer les principaux développements du 

sujet dans le cadre de théorie des groupes quelque peu réducteur développé ci-

dessus. Cet te bibliographie est très incomplète ; elle comporte des articles 

importants par leur nouveauté, des ouvrages ou des articles de synthèse. 
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