Y VES GUIVARC’H
Marches aléatoires sur les groupes et problemes connexes

Publications de I’Institut de recherche mathématiques de Rennes, 1993, fascicule 2
«Fascicule de probabilités », , p. 1-39

<http://www.numdam.org/item?id=PSMIR_1993__ 2 A3_0>

© Département de mathématiques et informatique, université de Rennes,
1993, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la série « Publications mathématiques et informa-
tiques de Rennes » implique 1’accord avec les conditions générales d’utili-
sation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou
impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie
ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=PSMIR_1993___2_A3_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Marches aléatoires sur les groupes et
problémes connexes

GUIVARC’H Yves, LR.M.A.R.
Université de Rennes I, Campus de Beaulieu
35042 RENNES CEDEX, France

On se propose ici de retracer 1’évolution des principales idées qui sont ‘apparues
et des probléemes qui se sont posés dans le domaine des marches aléatoires sur les
groupes et les sujets connexes depuis une trentaine d’années. Plutét que d’établir
un bilan exhaustif on a plutét voulu dégager les principales idées et motivations,
insister sur les relations entre les divers points de vue et donner des références
dans différentes directions. Quelques directions particuliéres et significatives ont été
développées a titre d’exemples dans le domaine d’intérét actuel de Pauteur ; elles font
I’objet des deux parties finales 5 et 6 tandis que les principales idées sont décrites
dans les parties 1, 2, 3 et 4. Les références sont tres incomplétes et on a choisi de
préférence les articles de synthese de méme que les articles ou une idée apparait
pour la premiere fois. Les derniers développements ne sont donc pas compléetement
explicités, sauf dans la mesure ou ils apportent un point de vue nouveau ou un
résultat définitif.

1. Introduction

1.1. Généralités

Soit G un groupe localement compact métrisable. On suppose que G est engendré
par un compact, donc que I'on peut écrire G = U,>;V™ ou V est un voisinage
compact de I’élément neutre e. La donnée de V permet de définir ce qui est parfois
appelé “la distance du contréle”

8(g) = inf{n; g € V"}

On définit la convolution de deux mesures positives par la formule
pxp'(4) = / $(zy)dp(z)dp’'(y)
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et 'on désigne par A une mesure de Haar de G invariante a droite. La convolution
d’une fonction f et d’une mesure u est donc définie par

(f *w)(@) = [ Flay™)duy)

La symétrique d’une mesure u sera notée ji. Soit alors p une mesure de probabilité
sur G, T, le semi-groupe fermé engendré par le support de p. Pour fixer les idées on
supposera, sauf mention du contraire, que T, = G ce qui correspond a une condition
d’irréductibilité topologique. On considére 'opérateur de convolution associé a p :

b+ 5(2) = [ H(ev)dply)

et ses itérés donnés par
$*p"(z) = f ¢(zy)dp"(v)

dont ’étude est objet du domaine considéré. L’utilisation de ’espace produit infini
Q = GY muni de la loi produit p*® = = s’impose ici de méme que le langage
du calcul des probabilités. Les fonctions coordonnées sur ! = GV sont donc des
variables aléatoires indépendantes zi(w) et p™ apparait comme la loi du produit

Sn(w) = z1(w) - zp(w)

A p se trouve associée une chaine de Markov, invariante par translation a gauche,
de noyau P défini par

Po(a) = [ $(zv)dp(y)

et £5,(w) est la position & I'instant n d’une trajectoire de cette chaine partie de
z € G. La suite S,(w) sera appelée marche aléatoire de loi p et son interpétation est
bien claire dans ’exemple suivant mentionné par E.B. DYNKIN (Dy 1961). Soit G
le groupe libre & deux générateurs a,b et p = (8 + & + 6,-1 + &-1) ; le graphe de
Cayley de G est un arbre homogene a 4 branches et la probabilité p permet de passer
d’un point du graphe & 'un de ses quatre voisins avec probabilité -i-. Le probleme
central, qui sera précisé, est de décrire le comportement asymptotique de p® et de
dire dans quelle mesure il refléte la structure de G ; on verra que ce comportement
présente une grande stabilité par rapport & une modification de p. Il s’agit d’une treés
vaste généralisation de la théorie des sommes de variables aléatoires indépendantes
a valeurs dans R* ol l'on sait que le noyau de la chaleur p*(z) = (2t)~9/2¢~3llel
joue un role essentiel. On souhaite établir une théorie aussi précise, au moins dans
le cas d’un groupe de Lie connexe. Ici I'intérét principal réside dans les phénoménes
nouveaux apportés par la non commutativité et de nombreuses applications seront
de nature géométrique.
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1.2. Deux exemples

a - Fonctions harmoniques

On esquisse ici la généralisation de la formule de Poisson dans le disque due
a H. FURSTENBERG [F.1963]. Soit D = {z € C ;|z| < 1} le disque unité qui
s’identifie a I’espace homogene S¢(2, R)/SO(2) par g — g - o, 'action de G sur D
se faisant par transformations homographiques préservant D. Considérons le noyau
de Po:sson P(z, t) = T:'J;'fﬂ' (It} = 1,t €T ) et les solutions de Iéquation de Laplace

Af = aza' = 0. On sait que les harmoniques bornées s’écrivent sous la forme
f(z) = /TP(z,t)f(t)dm(t) ol f € IL*(m) et m est la mesure de Lebesgue surT .

La relation de f & f et le fait que f(gz) est aussi harmonique permet d’écrire
flg-2) = [ P(z,H)f(g- )am()

et en particulier f(g-0) = (¢ - m)(f). En retour on voit que P(z,t) = J—(t) si
z = g -o. La formule précédente met bien en évidence les actions de G = S'l(2 R)
sur D etT . L’opérateur A n’est pas G invariant mais il annule les mémes fonctions
que l’opérateur D de Laplace-Beltrami de la géométrie hyperbolique

D= (1-]2)*)?A

Introduisons alors le noyau de la chaleur p*(z,y) associé & D qui est G-invariant
[p°(g9 - z,9 - y) = p°(z,y)] 1l définit donc une fonction sur G qui est SO(2)-bi-
invariante et que l'on notera encore p*(g) avec p*(0,g - 0) = p*(g). Alors on peut
voir que I’équation Df = 0 ol f est bornée équivaut & I’équation de convolution
f = f*p*. [f définit une fonction sur G] On a donc I’équivalence de I'équation
f = f*p* et de la formule f(g) = (g - m)(f). Ce résultat apparait comme un
résultat concernant G = S{(2,IR) et on est conduit a poser la question générale
suivante. Etant donnée une probabilité p sur G, les solutions bornées de f = f *p
sont-elles données par une formule de Poisson généralisée : f(g) = g - ¥( f ) ol v est
une mesure de probabilité surT qui dépend de p. En fait il est clair que I’on doit
avoir p * v = v. Un résultat essentiel de H. FURSTENBERG est que la réponse a
cette question est affirmative si p a une densité par rapport i la mesure de Haar A
de G et si e est dans le support de p] Le cadre naturel de cette question est alors
celui des groupes semi-simples et ceci fait 'objet du travail [F.1963]. La réponse
est également affirmative si p est concentrée sur un sous-groupe discret de G et on
dispose donc dans ce cas d’un outil permettant 1’étude de propriétés de I'. Dans le
cas de S£(2, R), la mesure v est en général singuliére [Le1985].

b - Milieu désordonné

Considérons sur Z P’équation de Schroédinger (—A + v)u = du(A € RR) ou
v est un potentiel aléatoire c’est-a-dire une suite (g.)nez de variables aléatoires
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indépendantes. L’équation s’écrit
~(Unt1 + Un-1) + gntin = Aup

et sous forme matricielle :

Upntt Y _ [ In— A -1 Up
u, | 1 0 Up-1 )

Si gx désigne la matrice aléatoire
g —A -1
1 0

et 3, = gn---g1 on obtient donc u,4; sous la forme

( o ) =2, ( - ) (T, € 5e(2, R))

L’existence de solutions u € £2(Z) apparait liée au comportement asymptotique de
Yn- Un résultat essentiel de GOLDSHEID-MOLCANOV-PASTUR [G.M.P.1977] dit
que si ¢ a une densité, le spectre de —A + v dans £2(Z) est discret. Ce théoréme
repose sur un résultat de H. FURSTENBERG donnant la croissance exponentielle du
produit 3, : pplim, Llog|| £, (w)|| > 0. Sous I'hypothése de densité, ce dernier
résultat est en fait trés lié au résultat sur la formule de Poisson mentionné en a). Ce
sujet, de théorie spectrale des opérateurs aléatoires, est bien dévelppé [C.L.1990] et
motive aussi ’étude des produits de matrices aléatoires. -

1.3. Eléments historiques

Dans son traité de calcul des probabilités H. Poincaré examine le probléme du
battage des cartes comme équivalent a I’étude d’une marche aléatoire sur le groupe
de permutations ; il utilise la théorie des représentations des groupes finis. D’autre
part dans son ouvrage sur 'addition des variables aléatoires indépendantes, P. Levy
examine le cas de la géométrie non euclidienne dans le disque et il peut donner un
sens a l’addition de deux variables aléatoires invariantes par rotation ; il est donc
conduit a l'itération d’une probabilité sur SZ(2, IR) bi-invariante par SO(2).

Le cas du groupe R? a évidemment fait 'objet d’une étude intensive en Cal-
cul des Probabilités tandis que le cas des groupes compacts a été examiné vers
1940 par Kawada et Ito. Il semble que la période actuelle ait débuté avec le tra-
vail de H. KESTEN [Kel959] sur le rayon spectral de la convolution définie par p
dans £*(G), G étant discret. Dans les années soixante les travaux se multiplient
en U.R.S.S. et aux U.S.A. En France le cas commutatif fait ’objet d’études de

4



théorie du potentiel, en particulier par G. CHOQUET ET J. DENY. Par ailleurs
les produits de matrices aléatoires sont étudiés par H, KESTEN ET H. FURSTEN-
BERG tandis que la représentation des harmoniques pour les groupes semi-simples
est étudiée par H. FURSTENBERG. Des études analogues sont menées par E.B.
DYNKIN et F. KARPELEVIC pour les harmoniques tandis que les produits de ma-
trices sont étudiés par V.I. TUTUBALIN en relation avec la propagation dans les
guides d’ondes. Ces questions sont reprises en France en début des années soixante-
dix par R. AZENCOTT et Y. GUIVARC’'H notamment. Au cours de ’année 1977
est publié le résultat de localisation pour les solutions de I'équation de Schroédinger
avec potentiel aléatoire sur IR ; il résout partiellement le probléeme posé par les
physiciens MOTT et ANDERSON en 1958. Ce résultat ouvre une nouvelle période
ou ’étude des exposants de Liapunoff et les aspects géométriques jouent un role
important. D'importantes contributions sont dues & A. RAUGI, Y. GUIVARC'H, I.
GOLDSHEID et G.A. MARGULIS, N.T. VAROPOULOS, A. ANCONA.

2. Problémes généraux

Pour un développement précisé sur certains aspects on renvoie & [Gu1.1980}, [G.K.R.1977),
[K.V.1983], [C.5.V.1991] et [B.L.1985).

Divers points de vue, envisagés ci-dessous, permettent de préciser les problémes
et d’aborder les solutions.

2.1. Théorie du potentiel

a - Noyau potentiel

Le noyau potentiel G, = L§° z"p" (|z| < 1) inverse ’opérateur de convolution
par 6. — zp : G, * (6. — zp) = (6. — zp) * G, = b, et fournit sa solution élémentaire.
Il permet d’étudier I’équation de Poisson f * (6, — 2p) = a.na.logue discret de
I’équation aux dérivées partielles (A — A)f = gou A = E" 57 ‘est le Laplacien
de IR®. Une question importante est celle de la convergence de la série Yot Le
cas de divergence conduit a la théorie du potentiel récurrent qui nécessite un noyau
potentiel modifié résolvant encore ’équation de Poisson [B.R.1974]. Le rayon de
convergence R de la série 3°3° z"p" est donné par

‘}i = pp = Bmap™(V)V".

Sous de larges hypothéses on peut esperer un comportement simple du terme général
de la série de la forme p*(V') ~ y(V)-E ol u est une mesure positive et ¢ un réel
positif (rationnel 7).



b - Fonctions harmoniques

Une fonction borélienne f vérifiant f * p = f A-pp est dite p-harmonique par
analogie avec ’équation Af = 0. On s’intéresse en particulier aux fonctions positives
et & leur représentation intégrale de Choquet & I’aide d’extrémales. Il est essentiel
ici d’expliciter les extrémales. Plus généralement on considére ’équation de fonction
propre f*xp = kf (f 2 0) dont les solutions existent pour k > p,. Leur étude est
liée & celle du noyau de Martin y — G—,Gfsz,‘ﬁj et & celle des mesures limites quand
y — 00 ; celles-ci constituent la frontiere de Martin et la forme explicite de celle-ci
ainsi que la compactification correspondante de G posent un probléeme intéressant
et difficile. Un probléme plus simple mais déja tout & fait non trivial est celui
de la représentation intégrale des fonctions harmoniques bornées, c’est-a-dire de la
recherche de formules du type de Poisson tenant compte de la structure du groupe G
et de la loi de probabilité p. On peut en particulier poser la question de caractériser:
les couples (G, p) tels que les harmoniques bornées soient constantes. Une telle
situation rappelle celle du théoréme classique de Liouville concernant les fonctions
holomorphes bornées.

2.2. Analyse réelle et géométrie

L’analyse harmonique non commutative & 'aide des représentations unitaires de
G est loin d’étre aussi efficace que dans les cas G abélien ou compact, dans les
questions d’Analyse. Par ailleurs ’opérateur Laplacien joue un réle important dans
le cas euclidien en permettant de définir divers espaces fonctionnels, les espaces
de Sobolev par exemple. Enfin, la théorie des fonctions sphériques repose sur les
propriétés de l'algebre commutative des opérateurs de convolution bi-invariants. Il
parait donc naturel de développer 1’Analyse sur les groupes de Lie en partant d’un
noyau de la chaleur p*(g) associé & un opérateur différentiel elliptique invariant
a gauche A et en particulier de définir divers espaces fonctionnels en ces termes.
Pour ce point de vue envisagé en [Hul974] on se bornera, ici & quelques indications
en renvoyant & [V1983] et [C.S.V.1991] ou ce sujet est bien développé. En fait
les opérateurs de convolution apparaissent comme des modeéles d’opérateurs plus
généraux tout comme le Laplacien est un modeéle d’opérateurs a coefficients variables.
Un prolongement naturel de ’étude des convolutions sur les groupes de Lie, et en
particulier des noyaux de la chaleur est donc celle du mouvement brownien sur les
variétés. Parmi les questions qui se posent dans ce cadre on peut noter celle de
Pexistence d’inégalités du type de Sobolev

Il < cte |AY2 £, [f € CR(G)]

qui sont liées 4 la continuité des opérateurs potentiels A~* entre espaces IL? convena-
bles. La continuité des transformées de Riesz sur IL? est une question plus difficile.
Ces questions se révelent liées & des majorations optimales de p*(g) en fonction
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de t et 6(g), et plus généralement & 1’étude de sup, p"(g) en fonction de n, si p
est une probabilité symetmque ayant une densité. L’utilisation de la théorie des
espaces de Dirichlet, due a Beurling-Deny, ainsi que celle des semi-groupes sous-
markoviens symétriques permet de relier ces questions d’Analyse & la derniére, de
nature probabiliste. Vu la flexibilité de ces méthodes il parait naturel de les utiliser
également pour étudier la stabilité, par quasi-isométrie, de propriétés de théorie du
potentiel comme la transience ou la constance des harmoniques bornées. Une telle
idée apparait déja en [B.L.P.1977]. Par exemple, une telle quasi-isométrie a lieu
entre le revétement universel d’une variété compacte et son groupe fondamental. I
s a.glt alors de relier des propriétés du Laplacien sur la variété & des propriétés des
marches aléatoires sur le groupe fondamental. On verra plus loin I'importance de ce
point de vue pour des questions de 1.

2.3. Calcul des probabilités

On pourra se reporter & (Gu2.1980], [G.R.1986] et [B.L.1985]. On s’intéresse ici au
comportement asymptotique de Sn(w) au point de vue presque.sur’ou en loi (par
rapport & 7). D’abord S,(w) est la position au temps n d’une chaine de Markov
partie de e. La marche aléatoire sera dite récurrente si S,(w) € V (pp) infiniment
souvent, transiente si S,(w) — 0o (p.p). C’est une dichotomie qui correspond a la
divergence ou a la convergence de la série 3_3° p" mentionnée en 1. Le groupe G est
dit récurrent s’il porte une marche aléatoire récurrente et sinon il est dit transient.
Un probléme posé en [Kel967] est de relier la récurrence de G & sa croissance [voir
plus loin]. En particulier la conjecture suivante a été formulée en [G.K.R. 1977} :
G est récurrent si et seulement si sa croissance est polynomiale de degré 2 au plus.
Essentiellement, les seuls cas de récurrence seraient donc G = IR ou G = IR?. Cette
formulation doit &tre entendue “a4 un compact pres” de fagon a contenir le groupe
des déplacements de JR? qui est récurrent [Cr.1973]. Cette conjecture a été étudiée
sous de larges hypothéses de structure pour G en [G.K.R.1977]. On voit aussi que
les méthodes esquissées en 2 fournissent une attaque de ce probléeme dans le cas
général.

Le groupe G étant supposé non compact, ’étude de théorémes limites pour
S,(w) suppose une normalisation. Dans le cas de IR*, normaliser la somme 3"7 z(w)
revient a normaliser chaque terme par une homothétie. Dans le cas général on ne
dispose pas d’homothéties. C’est pourquoi certains auteurs ont d’emblée considéré
le probleme du comportement des produits de variables z(w) “petites” au sens ol
leur loi p, est concentrée dans un petit voisinage de e ; cela revient & considérer
la convolution p! mais la relation avec p® est en principe perdue. Cependant ce
probléme est lié & celui de la détermination des semi-groupes p* (3 temps continu
t > 0), des lois indéfiniment divisibles, et une relation avec le point de vue développé
ici peut étre espérée dans le cas ou G est un groupe de Lie a croissance polynomiale



[cf Infra]. De telles questions font I’objet de ’ouvrage {Hey1981].

Cette difficulté de la normalisation peut se résoudre si la structure de G est
précisée. Un cas typique est celui du groupe linéaire G£(d, IR) qui se réduit & JR* donc
au cas classique si d = 1. On verra en détail plus loin comment les problémes peu-
vent étre posés dans ce cas. Contentons-nous pour l'instant d'indiquer que le choix
d’une norme sur R? conduit & la considération de quantités du type log || S, (w)]|
pour lesquelles on peut poser la question des théorémes limites et qu’une formula-
tion plus compléte passe par la notion d’exposants de Liapunoff. Pour un groupe
général G, et en premiére approximation, on peut poser la question anazlogue du
comportement de §[S,(w)]. Sous des hypothéses naturelles pour p, le théoreme er-
godique sous-additif donne la convergence (pp) de 15[S,(w)] vers une constante +,.
Un probléme est de savoir pour quels couples (G,p) on a 4, > 0 ou v, = 0. Dans
le cas 4, > 0, la marche aléatoire est transiente et la fuite de S,(w) vers I'infini a
lieu avec une vitesse v, > 0. Au méme degré de généralité le probleme du théoreme
central limite consiste & prouver la convergence en loi de 7’;[5 [Sn(w)] — nvp] vers une
loi non dégénérée. Ces formulations sont loi d’étre définitives et une forme précisée
est envisagée en [Kail987). Par exemple, pour la loi des grands nombres on peut
chercher a calculer g, € G tel que lim, ﬂs—"(i",;m;—"l = 0. Ici la variable aléatoire g,
satisfait une équation fonctionnelle qui permet de rattacher le probléme & celui de
P’étude des fonctions harmoniques bornées. En fonction des applications, d’autres
théoremes limites comme le théoreme de renouvellement pour les produits de ma-
trices aléatoires prennent une signification importante [voir plus loin].

2.4. Théorie ergodique

On pourra se reporter a [F.1973). La recherche des fonctions harmoniques bornées
mentionnée en 1 équivaut A la recherche de fonctions invariantes pour certains pro-
duits croisés. En effet, si f est p-harmonique bornée la suite de fonctions sur {2
Fu(g,w) = flgSn(w)] constitue une martingale convergente vers F(g,w) et inverse-
ment : f(g) = [ F(g,w)dr(w). Si 8 est le décalage sur = GV, on a la relation :

F[gml(w)aew] = F(g’w)
ce qui signifie l'invariance de F sous la transformation 6 de G x € définie par

5(g,w) = [gml(w)’ow]'

L’espace G' x Q apparait comme un produit croisé muni de la mesure invariante
infinie A x 7. Dans ce cadre on est conduit plus généralement & s’affranchir de
Pindépendance des z,(w) en la remplagant par la stationnarité, généralisant ainsi
les produits croisés (A x G, 8,7 x A]. On part alors d’un systéme dynamique (2, 9, 7),
d’une fonction z(w) de  dans G et I'on considére la transformation 8 de O x G
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définie par : O(w,g) = [fw,gz(w). La composante sur G de O(w, e) est alors égale
a: Sp(w) = z1(w) - - Tp(w) ot z(w) = z 0 OFY(w).

Ce cadre trés général est celui de la cohomologie des systémes dynamiques ;
pour les trés nombreuses questions qui se posent on pourra consulter [Zi.1977]. De
maniere beaucoup plus spécifique, dans le cadre des systémes dynamiques hyper-
boliques une dépendance Markovienne d’ordre infini s’introduit et le comportement
asymptotique de S,(w) peut s’étudier par des méthodes proches de celles du calcul
des probabilités [Gu.1983). Il prend alors aussi un sens géométrique si, par exemple,
le systéme dynamique de base est le flot géodésique sur une variété compacte. Pour
une situation de ce type concernant le comportement asymptotique des solutions
d’une équation différentielle dans le domaine complexe et les problémes correspon-
dants, on pourra consulter [A.K.1963].

2.5. Analyse harmonique non commutative

Ce domaine fournit des méthode permettant d’aborder et de résoudre des problemes
déja posés. Inversement l'utilisation des opérateurs de convolution associés a une
marche aléatoire permet d’aborder certaines questions concernant les représentations
des groupes. On a mentionné en 1 le probléme de la recherche d’un équivalent
de p™(V) qui correspond au théoréme limite local en calcul des probabilités. Ce
probléme est proche de celui de ’étude du comportement du produit scalaire dans
L*(O){f *p™, f) [f € L*())]. Cette quantité peut en principe étre analysée a I’aide
de la formule de Plancherel et cette approche a été introduite en [Gul973] dans le
cas des groupes de déplacements et de leurs espaces homogenes. Cette approche
est également valable dans les problemes d’équirépartition. Un deuxiéme probleme
déjd mentionné est celui de I'étude des solutions bornées de ’équation de convolution
f*p = f. Dans le cas G abélien ou G compact cette étude découle de 1'utilisation de
la transformée de Fourier. Dans le cas général, on dispose lorsque p a une densité de
méthodes puissantes, liées aux martingales, dans le cadre du calcul des probabilités.
Les méthodes de P’analyse harmonique non commutative fournissent une approche
dans le cas ou p n’a pas de densité.

L’analogie entre opérateur de Laplace et opérateur de convolution conduit a con-
sidérer les fonctions sphériques comme des fonctions propres. L’analyse harmonique
sur des objets combinatoires comme les arbres homogenes et les immeubles peut
étre abordée ainsi comme il a été indiqué en [Ca.1973). Ce point de vue est particu-
" litrement adapté & 1’Analyse et & la Géométrie dans les groupes algébriques sur des
corps locaux autres que IR ou C , en raison de I'absence d’opérateurs différentiels. Il
s’étend aussi 4 ’étude des représentations des groupes libres et produits amalgamés
[F.P.1983] ou I'analogie avec S¢(2, R) peut étre développée ; on dispose en effet
dans ce cas d'une frontiére naturelle permettant de définir les séries principales et



complémentaire par exemple.

3. Quelques notions fondamentales

Elles concernent les itérées p*, le produit S,(w) et la structure de G

3.1. Entropie, rayon spectral, vitesse de fuite

On pourra se reporter & [Gul,2.1980]. Ce sont des caractéristiques de la “disper-
sion” des p™ puisque G est supposé non compact. La premiére mesure “I’écart avec.
P'uniformité” et la deuxiéme “I’effet de bord”. De maniére générale, I’étude des p*
est notablement simplifiée si I’on suppose que p a une densité par rapport a A, notée
encore p(g). Dans ce cas ’entropie est définie par :

hp = ~lim ;1; / p"(g)logp"(9)dMg) = - li,lgl;l; log p"[Sa(w)] (pP)

[cf Av.1974, Gul.1980, Der.1986, K.V.1983). La nullité de k, équivaut a la constance
des harmoniques bornées (propriété dite de Liouville). La convolution & droite par
p, sur IL*()\) permet de définit le rayon spectral de cet opérateur

rp = lim [p" 13

Le rayon spectral de p proprement dit est défini par p, = lim,,[p*(V)}*/". 1l est facile
de voir que p, < r, <1 et quesi b, =0 on ar, = 1. Une autre quantité qui a un
sens probabiliste évident est la valeur +, de la limite (pp) de 26[Sn(w)]. Sa positivité
donne une vitesse de fuite vers I'infini et n’est pas affectée par modification de é.
De maniére générale on a les implications suivantes

¥ =0 = hy,=0
=0 =p=1

3.2. Groupes compacts, groupes abéliens

L’étude des marches aléatoires dans ces deux cas est trés développée et ’analyse har-
monique y joue un role trés important. Donnons quelques éléments avant d’aborder
le cas des groupes non compacts et non abéliens qui nous intéressera davantage.
Si G est compact [exemplesT ¢, SO(d),] on a sous des hypothéses peu restrictives
la convergence de p" vers la mesure de Haar normalisée )\, analogue du classique
phénomene d’équi-répartition analysé par H. Weyl [cf Grel963]. Une question
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intéressante, de nature arithmétique est celle des cas ou il y a convergence ex-
ponentielle si p est atomique, G = SO(d) (d > 3). Ce probléme est lié & I'unicité
de la moyenne invariante sur $4-! [forme linéaire positive sur L*°(S%~!)] invariante
sous l'action du groupe des rotations SO(d) [L.P.S5.1987], [C0.1988]. Dans le cas G
abélien (exemples Z¢, R?) la littérature est énorme. Du point de vue calcul des
probabilités il s’agit de 1’étude des sommes de variables aléatoires indépendantes
de méme loi. Il y a dans ce cas une forte interaction entre analyse harmonique,
calcul des probabilités et théorie du potentiel comme cela est bien mis en évidence
dans [Sp1964]. Par exemple un théoréme de Choquet Deny [C.D.1960] donne la
nature des extrémales de I’équation f * p = kf : ce sont les exponentielles e{*2
solutions. En particulier on a la propriété de Liouville, les harmoniques bornées
sont constantes. Dans ce cas la frontiére de Martin a été précisée [N.S.1964] : ses
points correspondent aux exponentielles précédentes.

La théorie du potentiel récurrent et de I’équation de Poisson peut étre considérée
comme compléte, dans le cas ou p a une densité par rapport & A [cf B.R.1974]. Par
contre, dans le cas général on connait seulement, sous des hypothéses restrictives,
I’existence d’une solution élémentaire E satisfaisant 1'équation : (6, — p) * E = §,,
solution qui est une distribution tempérée.

3.3. Croissance d’un groupe

Elle est parfois appelée entropie et est définie par v = lim, 1 log A(V*) > 0. Dans
le cas des groupes de Lie connexes, la condition 4 = 0 implique en fait la croissance
polynomiale de degré r, c’est-a-dire I'existence de deux constantes a,b > 0 et d’un

entier r tel que
an” < AV") L bn'.

Le calcul de r et la structure des groupes correspondants sont décrits en [Gul973].
La croissance polynomiale est bien siir réalisée pour les groupes abéliens et plus
généralement pour les groupes nilpotents comme celui des matrices triangulaires
inférieures. Un résultat fondamental obtenu en [Gro1981] dit que les groupes de
type fini & croissance polynomiale possédent un sous-groupe nilpotent d’indice fini.
La structure des groupes localement compacts, & génération compacte et a crois-
sance polynomiale en découle suivant les techniques de [Gul973]. Cette notion de
croissance est bien reliée aux problémes envisagés ici comme le montrent les indica-
tions suivantes. La condition 4 = 0 implique &, = 0 pour tout p a support compact.
Par ailleurs, dans le cas des groupes nilpotents, et sans hypothése de densité sur p,
‘les harmoniques bornées sont constantes dés que [ §¢(g)dp(g) < +oo pour un € > 0
[Gu1973). Si p a une densité symétrique on verra que la suite n"/2p"(V)A(V)~! est
comprise entre deux constantes positives [C.S.V.1991]. Le cas 4 > 0 est par exemple
réalisé pour G = G{(d, R).
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3.4. Norme de Dirichlet

On pourra se reporter ici & [C.5.V.1991]. Les normes IL? et produits scalaires seront
pris par rapport & A. Pour une probabilité symétrique p on peut définir la norme de

Dirichlet [f € C(G)]
Dy(f) = (f * (4.~ p), f)

et on peut voir que, sous de larges hypothéses incluant 'existence d’une densité pour
P, le changement de p remplace cette norme par une norme équivalente. On peut
voir aussi dans ces conditions que I'inégalité de Dirichlet

Ifll2aza-2 < cte Dy(f)

équivaut & la condition sup, p*(g) = 0(n~4/2). Pour atteindre de telles conditions,
indépendamment de p, il suffit donc d’obtenir la seconde relation pour un p bien
choisi, ce qui est possible dés qu’une information de croissance du type A(V") >
cte n est disponible. On voit donc tout l'intérét de ces considérations pour le
probléme de transience, le comportement de p*(V'), et les inégalités de Sobolev.

3.5. Moyennabilité

On pourra se reporter & [Gul,2.1980]. On dit que G est moyennable s’il existe sur
L*°(G) une forme linéaire positive m [m(1) = 1] invariante par translations. Les
groupes a croissance non exponentielle (y = 0) sont moyennables et certains groupes
a croissance exponentielle également. On s’éloigne donc davantage du cas abélien
en remplacant la croissance polynomiale par la moyennabilité. La structure des
groues de Lie connexes moyennables est connue : le quotient de G par son radical
est compact [F.1963]. Un exemple typique est fourni par le groupe résoluble des
matrices triangulaires inférieures. La moyennabilité se traduit immédiatement dans
le langage des marches aléatoires : elle équivaut a r, = 1 ce qui a d’abord été observé
dans le cas G discret (Kel959]. Pour les harmoniques bornées ou 'entropie diverses
situations sont ici possibles : A, = 0 ou h, > 0 [cf. Gul,2.1980]. La moyennabilité
de G équivaut en général a ’existence d’un p tel que les harmoniques bornées soient
constantes [Ros1981]. Dans le cas contraire r, < 1 et p, < r, < 1 impliquent la
convergence de la série 3 3°p®. On en déduit aussi que lim, ﬂ‘—:—’ﬁ > 0, la limite
p-p existant d’apres le théoreme ergodique sous-additif. Dans le cas G = S¢(d, R),
ceci implique immédiatement la croissance exponentielle des normes de produits de
matrices aléatoires indépendantes, ce qui est un des résultats remarquables de la
théorie et présente d’intéressantes conséquences [G.M.P.1977].
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3.6. Frontiéres

On pourra se reporter & [F.1972] et [Gu1.1980]. L’existence de frontieres non triviales
permet de construire des harmoniques non constantes suivant la procédure esquissée
en 2.4. Supposons que GG opere continiment sur un espace métrique localement
compact et que la convolution par p laisse invariante une probabilité v(p * v = v).
On dit alors que (F,v) est une p-frontiére si ’on a (pp) la convergence de S, - v
vers une mesure ponctuelle §,(,). On notera que I'équation p * v = v implique que
f(g) = g - v(¢) est une harmonique bornée pour tout ¢ € Cy(E) et que la suite de
mesures S, - v est donc une martingale convergente. Dans le cas d’une frontiére, la
variable aléatoire z(w) est invariante au sens suivant :

2(w) = 31 (w) - z(0w).

En un sens vague z(w) peut étre considéré comme un “point fixe aléatoire” et le
concept de frontiere formalise cette notion. Observons enfin que si G n’agit pas
trivialement sur le support de v, z(w) est non constante et il y a donc des fonctions
p-harmoniques non constantes obtenues par la formule de Poisson généralisée

£9) = [ $lg- 2(w)ldr(w) = - v(9)
La formule F(g,w) = @[g - z(w)] fournit des fonctions invariantes au sens de 1.4.

L’exemple typique de frontiére est I’espace projectif P?~! pour G = S¢(d, R) et p
ayant une densité. L’action de G sur P! est proximale c’est-a-dire que pour z,y €
Pd4-1 ] existe une suite g, € G avec lim, g, -z = lim, g, -y : il suffit de prendre g, =
a® avec a = diag(Aq, Az, ..., Ag), |A1] > |A2] > -+ > |Ad|- Si v est une probabilité sur
P! vérifiant p* v = v, elle a une densité et donc ne charge pas les sous-espaces
projectifs. On peut voir que par proximalité, la martingale S, - v converge alors vers
une mesure de Dirac. Plus généralement, la propriété de proximalité implique que
les espaces de drapeaux sont des p-frontiéres. Ils permettent donc de construire des
harmoniques non constantes au moyen de la formule f(g) = ¢- v(¢). Un exemple
simple de p-frontiére pour un groupe moyennable est le suivant. Le groupe G est le
groupe des transformations affines de £ = R définies par la formule g(z) = az + b.
Supposons p fixée de fagon que flog|a(g)ldp(g) < 0, |[log|b(g)ldp(g)] < +oo, et
considérons les variables aléatoires indépendantes g; = (a;, 4). On a la formule

gl"'gn(z)=bl+alb2+"'+ai"'an-—lbn+a-1"'anx

et donc : lim, g, - ga(z) = £ a1+ akbr41, la convergence de la série étant as-
surée par la loi des grands nombres. La variable z(w) = 38°ay - - - agbg4y vérifie
clairement : z(w) = ¢1(w)z(6w) et la loi de z est donc une mesure p-invariante
v. Clairement on a : lim, g; - gav = 8,(w) et E est bien une p-frontiere. Il y a
donc aussi dans ce cas des harmoniques non constantes. Une autre situation ou
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I'on dispose d’une frontiére naturelle est celle du groupe libre I'; & d générateurs
ai(1 < i < d). Si By désigne I'ensemble des mots infinis unilatéres en les at! avec
succession interdite de af! et de son inverse, il est clair que I'; opére sur B, par jux-
taposition & gauche. Il est facile de voir que si B, est muni de la topologie produit,
alors B, est compact et I'y opére de maniére proximale et minimale sur By. Par
ailleurs By est un sous-décalage de type fini de {%1,...,+d}" et on dispose donc ici
de la notion de mesure de Gibbs. On voir aisément que si p est une probabilité sur
I’y et v 'unique mesure invariante sur By, alors (Bjy,v) est une p-frontiere. Cette
situation a été envisagée en [Dy, 1961] et a conduit & la notion générale de frontiere
[F.1963]. Elle se généralise naturellement dans le cas des groupes semi-simples p-
adiques et des arbres [Ca.1973]. Enfin les représentations des séries principales et
complémentaires se construisent i 'aide de ’action d’un groupe semi-simple G sur
sa frontiere “maximale” qui se trouve donc 4 la base de I'analyse harmonique sur G
[F.P.1983].

3.7. Exposants de Liapunoff

Il est intéressant de présenter cette notion dans un cadre plus général se rattachant
a 2.4. Soit (2,0, 7) un systéme dynamique ou 7 est une probabilité §-invariante
ergodique, X (w) une fonction mesurable & valeurs dans G£(d, IR) telle que

[ log | X (w)||ldx < +0co. Alors le théoréme ergodique sous additif permet de définir
“le plus grand exposant”

M= lim = log) 3, ()
ol ¥,(w) = Xp(w)- - Xi(w). Plus généralement si 3% (w) désigne la matrice cor-
respondant & 3, (w) dans le produit extérieur A*R®, la fonction de t € {1,...,d}
définie par lim, _, 4 2 log || T4 (w)|| est linéaire par morceaux et ses pentes sont par
définition les exposants de Liapunoff de 3, (w) pour ¢t > 1. Les longueurs des inter-
valles ainsi définis sont les multiplicités m;(1 < : < r) des exposants A;. Le théoréme
ergodique sous-additif [cf Le.1984] fournit alors un drapeau aléatoire A{w) défini par
la suite de sous-espaces emboités V,(w) C - -+ C Vi(w) tel que sur V;|V;_; on ait

lim = log | 3=, @)ell = & (1<j <r).

L’ensemble des drapeaux du type précédent est un G-espace compact et I'image
par A(w) est une mesure de probabilité v sur cet espace dont on note B, le support.
Par définition la variable A(w) satisfait la relation d’invariance

A(w) = Xj(w) - A(fw)

et il est facile de voir que dans le cas ot = G, 7 = p", X;(w) est la premicre
projection, 8 le décalage, alors I'espace B, est une p-frontiére. On dispose donc ici

14



d’un moyen de construction de p-frontitres pour les sous-groupes de G¢(d, R) dés
que l'on a une connaissance des exposants de Liapunoff de p. Ce point de vue est
détaillé en [Gul.1980]. Par ailleurs on peut voir que la connaissance des exposants
résout de maniére satisfaisante le probléme de la loi des grands nombres pour p.

3.8. Chaines de Markov fibrées

Cette notion correspond & celle de produit croisé dans la théorie ergodique. Elle in-
tervient dans le contexte des chaines semi-Markoviennes en Calcul des probabilités.
On considére un espace localement compact E sur lequel opére un groupe I' de
fagon que I’espace quotient X = E/T soit lui-méme localement compact. On con-
sidére un noyau Markovien @ sur E respectant les fonctions continues et commutant
avec P’action de I'. Dans ces conditions un noyau Markovien P se trouve défini sur
E/T = X et on dit que @ est une chaine fibrée au-dessus de P. On se place ici dans
I’hypothese ou P laisse invariante une mesure de probabilité n sur X et posséde
des propriétés spectrales du type quasi-compacité sur des espaces fonctionnels con-
venables sur X. Dans ces conditions une étude précise du noyau @ a l'aide du
groupe I' et du noyau P peut étre espérée. Ce point de vue a été introduit dans
cette généralité en [Gu. 1983] afin d’étudier des situations précises comme celle des
revétements [Gu2.1981). Les exemples intéressants sont forts nombreux, le cas X
réduit & un point correspondant a celui des marches aléatoires. Les décompositions
des groupes a 'aide de certains sous-groupes conduisent, a partir d’'une marche
aléatoire, A de telles situations permettant ainsi ’étude de la marche aléatoire ini-
tiale. On pourra aboutir & une étude compléte si ’analyse harmonique de I' est
suffisamment précise. En effet si p est une représentation de I' d’espace V et si la
fonction f de E dans V satisfait f(yz) = p(7)f(z) il est est de méme de la fonction
Q@ f(z) et ceci permet de définir des opérateurs P, sur des espaces fonctionnels sur X
(a valeurs vectorielles). Par exemple si T' est abélien, & chaque caractére £ de " sera
associé un opérateur P dépendant régulierement de { et possédant, dans les bons
cas, des propriétés spectrales analogues a celles de P. Les marches aléatoires sur
les groupes de déplacements G = C - IR? produits semi-directs d’un groupe compact
C par IR® rentrent dans ce cadre. La situation se simplifie ici car I’opérateur sur
C = G/IR? correspondant & p est lui-méme un opérateur de convolution sur C. Si
ce dernier est bien étudié on est donc essentiellement ramené & R®. Les opérateurs
définis a partir d’un caractére sont cependant plus complexes mais si leur étude
est possible, 'analyse harmonique sur IR? fournit les résultats souhaités [Ba.1988].
 Une autre situation est celle du mouvement brownien sur le revétement universel
E d’une variété compacte X la fibre étant ici le groupe fondamental I' [Gu2.1981],
[Br1981]. La condition de commutation du noyau avec I' est satisfaite car I' opere
par isométries et commute donc avec le Laplacien. On passe alors de propriétés du
mouvement brownien & des propriétés des marches aléatoires sur I', point de vue qui
a été repris et développé en [L.S., 1984]. Si p est une probabilité sur G¢(d, IR), elle
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définit un noyau Markovien sur R*—{0} = E : Q(v,-) = p*§, et ce noyau commute
avec I’action des homothéties, le quotient E/IR* étant I'espace projectif P?~. La
position a I'instant n de la chaine de noyau Q étant donnée par },(w)- v on voit que
I'étude de log || T, (w)-v|| se rameéne a celle du noyau sur P4~ défini par p ; on verra
que cette étude est possible sous des conditions trés générales [G.R.1986]. C’est le
point adopté par Furstenberg, Kesten et Tutubalin [S.T.1966] dans ’étude des pro-
duits de matrices aléatoires. Cette étude est en fait voisine de ’étude des théoremes
limites pour des transformations T' de type hyperbolique sur une variété X, c’est-
a-dire I’étude de sommes du type 33 f(T*z) ou f est une fonction réguliere. Au
moyen des partitions Markoviennes on est ramené & un sous-décalage unilatére de
type fini (2, 8), A une mesure de Gibbs et & une fonction holdérienne f. L’étude des
sommes de Birkhoff "7 f 0 6*(w) peut alors étre envisagée & ’aide de 'opérateur P
adjoint de 8 par rapport & 7. Cet opérateur de Ruelle-Perron-Frobenius se présente
comme un barycentre de contractions de 0t et en ce sens est proche des opérateurs
de convolution sur 'espace projectif considérés plus haut. En particulier des pro-
priétés spectrales de type quasi-compacité ont lieu sur des espaces de fonctions
holdériennes. Si I’on considére un caractére de JR donné par I’exponentielle ¥,
Popérateur P; introduit plus haut s'écrit ici sous la forme : Pep(w) = P[e €N g]
et une étude spectrale approfondie est possible [Gu.1983], [G.H.1988]. Ce point
de vue a de nombreuses applications géométriques concernant par exemple le flot
géodésique en courbure négative [Gu.1989], [G.L.1990].

4. Résultats principaux

Dans les cinq directions indiquées en 3, les résultats obtenus sont trés nombreux
et seules les grandes lignes seront esquissées ici. On détaillera plus loin quelques
résultats typiques.

4.1. Théorie du potentiel

Le probléeme de trouver les groupes discrets récurrents est actuellement complétement
résolu par des méthodes d’analyse réelle [cf C.S.V.1991] : il s’agit essentiellement
de Z et Z2. La solution du probléme plus général concernant les groupes de Lie
- génération compacte doit découler de ces méthodes ainsi que du travail [G.K.R.1977].
Ce dernier travail, ou le probléme est posé dans sa généralité, résout le cas des
groupes admettant une injection continue dans un groupe de Lie connexe. Dans
cette question le théoréme de [Gro.1981] donnant la structure des groupes & crois-
sance polynomiale discrets joue un rdle essentiel. Ces méthodes d’analyse réelle don-
nent aussi des informations précises sur p*(V), dans le cas ol p est symétrique et &
une densité : dans le cas d’un groupe nilpotent de degré de croissance d, on a un en-

16



cadrement de la forme 0 < a < n%/2p"(V)A(V)~! < b. Ce type d’estimation s’obtient
dans d’autres cas par des méthodes d’analyse harmonique non commutative. C’est
le cas par exemple des groupes semi-simples [Bou.1981] ol est obtenue une estima-
tion du type p*(V) ~ cte -Z c étant un rationnel dépendant du groupe seul. Ces
méthodes s'étendent aussi aux arbres et groupes semi-simples p-adiques dans une cer-
taine mesure [Sa.1978], [Pi.1983]. Par exemple, dans le cas d’un groupe libre & deux
générateurs et d’une probabilité portée par ces générateurs on a p"(e) ~ cte —-'3-
[Ge 1980] La nature de l’exposa.nt cet sa dependance vis-a-vis de p restent trés mal
comprises. Le probléme de la récurrence se pose aussi pour ’action de p sur un es-
pace homogeéne de G et est peu compris dans ce cas. Une réponse compléte, analogue
a celle des groupes est cependant connue pour les groupes nilpotents [Hen1976).

La représentation intégrale des fonctions harmoniques bornées si G est semi-
simple et si p a une densité a été obtenue par H. Furstenberg [F. 1963}, sous la
forme d’une formule de Poisson généralisée. Le cas des groupes de Lie connexes
de type rigide a été traité par R. Azencott [Az. 1970] : les fonctions harmoniques
bornées sont constantes. Ce résultat a été placé dans le cadre de la croissance
polynomiale par Y. Guivarc’h [Gu.1973] et a donné lieu ensuite & des preuves simples
basées sur ’entropie [Av.1974]. Cependant cette derniére méthode ne permet pas,
pour le moment, d’obtenir les meilleurs résultats. Par exemple, sans hypothése
de densité sur p, mais vérifiant [ §‘(g)dp(g) on peut prouver, par les méthodes de
la théorie des représentations, que si G est nilpotent les harmoniques bornées sont
constantes [Gu.1973] ce qui parait actuellement inaccessible, par les méthodes basées
sur I'entropie. Le cas général d’un groupe de Lie connexe et d’une probabilité ayant
une densité vérifiant [6(g)dp(g) < +oo a été complétement traité par A. Raugi
[Ra. 1977] : une p-frontiére de G, qui est un espace homogene, est calculée de
facon que toutes les harmoniques bornées s’obtiennent par la formule de Poisson
correspondante. Les méthodes utilisées dans ce travail sont basées sur le calcul ou
I’estimation des exposants de Liapunoff. Enfin le cas d’un sous-groupe discret de
G{(d, R) a été traité en [Le.] en utilisant 1’entropie et les exposants de Liapunoff.
Dans ce domaine les questions non résolues sont nombreuses.

Il y a relativement peu de résultats disponibles sur les harmoniques positives
extrémales. Ici on suppose que p admet une densité réguliere. Le cas d’un groupe
semi-simple a été traité par H. Furstenberg [F.1965], celui d’un groupe nilpotent par
G.A. Margulis [Mal966]. Ces derniers travaux ont introduit 1'idée d’utiliser dans ce
cadre le théoréme de point fixe de Schauder-Tychonoff. Le cas du Laplacien sur un
~espace symétrique a été traité en [Kar1965] et repris sous forme tres simplifiée en

[Gu.1984]. Le travail de G.A. Margulis a été étendu a certains groupes a croissance
polynomiale en [C.G.1974]. Enfin le cas de certains groupes de Lie résolubles a été
traité en [E.1982]. Le probléeme de la frontiere de Martin a été abordé pour les
groupes libres en [D.M.1961]. une réponse générale dans ce cadre a été obtenue
en [Der1965]. Ce dernier travail a été étendu aux groupes Fuchsiens en [Se1983] en
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utilisant la notion de mesure de Gibbs. Enfin un résultat général pour une famille de
graphes comprenant les groupes hyperboliques au sens de Gromov a été obtenu par
A. Ancona [An.1988] en utilisant les méthodes de la théorie du potentiel. Pour le
cas des espaces symétriques de rang deux au moins on pourra consulter [G.T.1992],
[Ta.1991] et [Boul983]). Dans ce cas la frontiere de Martin ne se réduit pas aux
extrémales.

4.2. Analyse réelle et géométrie

L’ouvrage [C.5.V.1991] contient de trés nombreux résultats dont nous extrayons
simplement quelques exemples.

Les inégalités de Sobolev sont établies pour les groupes de Lie connexes dans la
plus grande généralité. En particulier, dans le cas des groupes a croissance polyno-
miale de degré d on obtient que pour les probabilités symétriques ayant une den-
sité réguliere la suite n?/?p™(e) est encadrée entre deux constantes, ce qui fournit
Iinégalité de Sobolev IL? au noyau de la théorie des semi-groupes sous-Markoviens
symétriques et, grace i la théorie des espaces de Dirichlet, fournit l'inégalité de
Sobolev IL?. On en déduit une estimation optimale du noyau de la chaleur p*(g)
en fonction de t et 6(g). Dans le cas de la croissance polynomiale des méthodes
plus élaborées conduisent au fait que les transformées de Riesz sur IL? sont bornées
[AL1989]. Les conséquences géométriques sont nombreuses. Un résultat typique est
I’équivalence de la transience du mouvement brownien sur le revétement universel
d’une variété compacte et de la transience des marches aléatoires sur le groupe fon-
damental, ce qui donne la forme des variétés transientes considérées, généralisant
ainsi largement des résultats préliminaires [Gu.1981] et [L.S. 1984]. Comme in-
diqué en 1 ces méthodes permettent de résoudre complétement le probleme de la
récurrence des groupes. Elles permettent bien plus mais on voit que ce probléeme de
type probabiliste a joué un réle important dans 'obtention des résultats d’Analyse
mentionnés. :

4.3. Calcul des probabilités

Pour les théoremes limites on peut distinguer de maniére générale la partie “radiale”
de S,(w) et la partie “directionnelle”. Pour la partie radiale la positivité de v, =
~lim, ﬂ‘:—"l a été étudiée de maniére assez complete en [Gu2.1980). Dans le cas non
moyennable on a v, > 0. Dans le cas moyennable une étude compléte est possible
pour les groupes de Lie connexes : la nullité de 4, équivaut & une condition simple
correspondant si G = R® & [zdp(z) = 0. La partie directionnelle doit &tre reliée a
la p-frontiere maximale et on n’envisagera ici que le cas G = S¢(d, R). Dans ce cas
les exposants de Liapunoff décrivent complétement la situation du point de vue loi
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des grands nombres. Faute de calcul explicite des exposants on dispose de formules
intégrales mais par exemple le calcul du nombre r d’exposants n’est cependant pas
une trivialité. '

Si P'on fait pas I'’hypothése que le support de p engendre G toplogiquement,
désignons par T, le semi-groupe engendré par le support de p et supposons son
action suffisamment irréductible. Alors la proximalité de T, sur ’espace des dra-
peaux implique qu'’il y a d exposants distincts [Gul.1981] et [G.R.1986). La con-
dition de proximalité naturelle a été dégagée par 1. Goldsheid et G.A. Margulis
[G.M.1989] donnant ainsi une forme tout & fait efficace & ce résultat : il suffit que
T, soit algébriquement dense dans S¢(d,R). Une forme pratiquement définitive a
été donnée a ce type de résultat.en [G.R.1989]. Le nombre d’exposants dépend rela-
tivement peu de p : seule intervient I’adhérence de Zariski de T,,. On verra plus loin
la formulation précise de ces résultats. Le théoréme central limite pour les produits
de matrices ont été envisagé par H. Furstenberg et H. Kesten [F.K.1960]. Il a été
développé par V.I. Tutubalin [S.T.1966] dans le cas oti p a une densité. Grice aux
méthodes développées plus haut concernant les exposants et aux propriétés spec-
trales des opérateurs associés aux marches aléatoires sur les frontiéres il est possible
d’aboutir a une solution presque définitive de ce probléeme. On donnera plus loin la
formulation précise des résultats [Go,Gu.1991]. Ces résultats s’étendent aux groupes
semi-simples. Une autre classe de groupes pour laquelle ’étude du théoréme cen-
tral limite est bien développée est la classe des groupes & croissance polynomiale.
Les premiers résultats en ce sens ont été obtenus en [Go.] et ont été utilisés pour
I'étude de la transience et de la récurrence des groupes de déplacements [Roy1974].
Dans le cas des groupes nilpotents gradués on peut donner un sens a l’expression
Vl;Sn et la convergence en loi correspondante vers la loi au temps un d’un semi-
groupe de diffusion a été obtenue en [Ra.1978] dans ce cadre. Les mémes méthodes
devraient rester valables pour les groupes de Lie connexes & croissance polynomi-
ale. Enfin, une étude de certains groupes résolubles a été commencée en [Gri.1974].
Pour d’autres théorémes limites concernant les produits de matrices aléatoires et les
méthodes spectrales correspondantes on pourra consulter [G.R.1986] et [L.P.1982].
Le théoréme de renouvellement présente des applications intéressantes aux relations
de récurrence & coefficients aléatoires et aux milieux désordonné comme on le verra
plus loin. Une telle étude a été menée en [Kel973]. -

4.4. Théorie ergodique

Les méthodes de la théorie ergodique sont pleinement utilisées dans 1’étude des
frontieres et des exposants. L’étude des produits croisés 2 x G sous une forme
plus générale que celle résultant de 'indépendance des accroissements est un su-
jet vaste aux nombreuses applications. Une situation proche de I'indépendance est
réalisée si (2,0, 7) est un difféomorphisme d’Asonov et si la fonction z(w) & valeurs
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dans G est holdérienne. Son étude est peu avancée sauf pour G = R* [G.H.1988],
[Gu.1989]. Le cas G = G{(d, R) pose le probléme des exposants de Liapunoff dont
I'estimation est essentielle pour 1’étude des milieux désordonnés. Dans un cadre
différent ce probléme est aussi abordé en [Her1983]. Revenant au cas indépendant,
les exposants sont donnés par des formules intégrales faisant intervenir la mesure
v sur Pespace des drapeaux qui est p-invariante (p * » = v). On dispose de peu
d’informations sur ces mesures et sur les exposants (cf. cependant [Key1987]). Par
exemple la dépendance des exposants par rapports aux parametres est physiquement
importante et peu connue. Signalons cependant [L.P.1989] et [Pel1991] ol ’on trou-
vera d’autres références. On pourra se reporter & [Lel984] pour des informations,
notamment de dimension sur les mesures v. Dans le cas de S¢(2, R) et d’une prob-
abilité portée par un sous-groupe discret, de telles mesures sont & rapprocher des
mesures de Gibbs sur un espace produit [Se1983]. Par ailleurs, divers cas particuliers
ont été rencontrés en Analyse [Kah1969], [Den1957] et la dimension de l'intersection
de certains ensembles de Cantor peut s’exprimer en termes d’exposants de Lyapunoff
(K.P. 1991].

4.5. Analyse harmonique non commutative

Dans le probleme du comportement asymptotique de p™(V'), qui correspond au
théoréme limite local en Calcul des Probabilités, I’analyse harmonique non com-
mutative n’a été utilisée que dans le cas des groupes de déplacements et des groupes
semi-simples. En dehors du cas du groupe des déplacements de IR?* [Gu1973] on fait
Phypotheése que p a une densité par rapport & A. Pour les groupes de déplacements
de R® on obtient alors p*(V| ~ cte ’,\‘,,,V, . Pour les groupes semi-simples réels on
obtient a l’aide de la formule de Plancherel p*(V) ~ r;‘ﬁ’;‘(}’l ol p,(V) est une cer-
taine mesure associée a p (différente de A) et ¢ un rationnel dépendant de G seul.
Pour G = S¢(2, IR) on a par exemple ¢ = 3 [Boul981].

La relation entre certains groupes résolubles et les espaces symétriques fait que ce
type de résultat vaut encore sur ces groupes résolubles, pour certaines probabilités
[Boul981]. Les calculs correspondants dans le cas d’un corps local autre que IR
ou €, et par conséquent des arbres homogenes, ont été développés en [Sa1978] et
[Pi1983], pour certaines probabilités. L’équation de convolution f = f * p a été
étudiée par ces méthodes en [Gul973] dans le cas de certains groupes a croissance
polynomiale, dont les groupes nilpotents, sans faire d’hypothese de densité sur p
mais en supposant [&8°(g|dp(g) < +oo pour un € > 0. La méthode utilise les
représentations induites & partir de certains sous-groupes et est basée sur I’étude du
rayon spectral de 1'opérateur associé & p dans ces représentations. Alors on obtient
la constance des harmoniques bornées.

Dans I'étude de certaines représentations du groupe libre la connaissance du spec-
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tre de I'opérateur associé a p est essentielle ; ici le noyau de Green de p est relative-
ment explicite pour des raisons combinatoires et on dispose 14 d’un outil important
[F.P.1983]. On peut, par exemple, en s’inspirant de 1’analogie avec S¢(2, R), cons-
truire une famille analytique uniformément bornée de représentations généralisant
ainsi la construction de Kunze et Stein [P.S.1986]. Une autre direction, liée aussi &
la théorie ergodique, peut étre envisagée ici. Il s’agit, lorsque T' est un sous-groupe
discret de G, de 1'étude du spectre de p sur IL*(G/T) ou d’autres espaces fonction-
nels. On sait que, lorsque G est semi-simple, par exemple du type SO(n,1), la
décomposition de IL?(G/T) en représentations irréductibles est liée au spectre du
Laplacien et du noyau de la chaleur p* sur L*(G/T) si G/T" est de volume fini. Les
évaluations du nombre de géodésiques périodiques en fonction de la longueur en
découlent ; il en est de méme de la vitesse de mélange du flot géodésique sur G/T
[Mo1987]. Si G/T n’est pas de volume fini mais est géométriquement fini on peut
dans certains cas construire des mesures invariantes naturelles pour p* ou pour le
flot géodésique [Pa1984). 1I serait intéressant de poursuivre ici la connection avec
I’analyse harmonique dans L*(G/T).

4.6. Quelques thémes connexes et applications

Ce sont des directions de recherches qui utilisent les idées développées plus haut et
motivent a leur tour des questions dans le cadre précédent. L’étude de 1’équation de
Schroédinger (—A + v)f = Af en milieu désordonné sur la droite [cf. I} ou la bande
s’appuie de maniére essentielle sur les propriétés des produits de matrices aléatoires
et en particulier des exposants [C.L.1990]. Elle a d’ailleurs fortement motivé leur
étude approfondie [G.R.1986]. La preuve de la localisation des fonctions propres
[G.M.P.1977] les utilise pleinement et il en sera sans doute de méme pour d’autres
propriétés. Dans le cas de la droite c’est le groupe S¢(2,R) qui intervient tandis
que dans le cas important de la bande, c’est le groupe symplectique qui s’introduit
et il est nécessaire de connaitre tous les exposants de Liapunoff. De plus, diverses
quantités ayant un sens physique doivent étre évaluées et reliées a la théorie spectrale
et en fin de compte aux produits de matrices aléatoires. Il en est ainsi par exemple de
la densité d’états dont I’étude [L.P.1983] permet finalement de prouver la localisation
pour des potentiels du type de Bernouilli {C.K.M.1987].

Dans le méme esprit, les propriétés de la diffusion en milieu désordonné sur Z, en
particulier le phénomene de diffusion lente [K.K.S.1975] reposent sur les propriétés
3 P'infini de certaines lois limites v sur IR? associées au groupe affine et 3 ’équation
p* v = v. Les produits de matrices aléatoires s’introduisent immédiatement dans
1’étude des processus de branchement environnement aléatoire, étude qui conditionne
d’ailleurs celle des marches aléatoires en milieu désordonné. Dans ce cadre, il y a de
plus un cas récurrent étudié en [Si1980] qui donne lieu a un intéressant phénoméne
proche de la localisation. En dehors de la dimension 1 de tres nombreuses questions
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se posent sur Z°, par analogie avec le cas des marches aléatoires invariantes par
translation ; Paspect intéressant réside en particulier dans les différences avec le
cas classique. Dans le cas non commutatif, le cas des arbres et des groupes non
moyennables discrets est peut étre moins complexe, comme semble l'indiquer le
résultat de [Sun1986] montrant la transience dans le cas non moyennable.

Par ailleurs les propriétés des lois limites » mentionnées reposent sur un théoreme
de renouvellement pour les produits de matrices établi en [Ke 1973] dans le cas des
matrices positives. Elles conduisent de maniére naturelle & une convergence vers des
lois stables au sens de P. Levy [G.L.P., 1991}, convergence qui est aussi la clé de la
diffusion lente [K.K.S.1975].

Si I'on fixe une mesure de probabilité p sur un groupe discret I', divers objets
se trouvent attachés au couple (I',p) et en fait a I'. 1l en est ainsi de la p-frontiére
maximale qui dépend relativement peu de p si I est “fortement non abélien”. Cette
idée a été utilisée par H. Furstenberg [F.1971] pour aborder P’étude de la rigidité
des réseaux de S¢(d, IR) si d > 2. En effet, un homomorphisme d’un réseau dans un
groupe linéaire se prolonge alors naturellement a la frontieére de maniére mesurable
mais “controlée”. Cette idée éclaire la solution compléte de ce probléme par G.A.
Margulis [Ma.1991] basée sur des arguments de théorie ergodique et de géométrie
algébrique et conduit & des questions du type suivant : pour un couple (I',p) du
type précédent a-t-on I'absolue continuité, par rapport & la mesure de Lebesgue
sur P'espace des drapeaux, de la mesure p-invariante [p * v = v]. Les exposants
de Liapunoff jouent un réle essentiel dans ces travaux et leur utilisation éclaire
également certaines propriétés algébriques comme le théoréme de J. Tits [Ti1972]
relatif a ’existence de sous-groupes libres & deux générateurs dans les sous-groupes
du groupe linéaire {Gu.1990].

Les méthodes et concepts développés plus haut jouent aussi un réle important
dans ’étude des relations entre les propriétés du revétement universel d’une variété
compacte et celles de son groupe fondamental. De ce point de vue, abordé en
[Gu1981), [Br1981] il s’agit de relier le mouvement brownien sur la variété et les
marches aléatoires sur le groupe fondamental et on pourrase reporter a [C.S.V.1991]
pour des références et des énoncés précis. La comparaison des propriétés du flot
géodésique et du mouvement brownien sur des revétements de variétés compactes
est une autre idée directrice développée en [Sul979]. La récurrence, 'ergodicité et
les théorémes limites en sont des exemples [Gul989], [G.L.1991]. Certains de ces
théorémes limites sont proches des évaluations du nombre d’orbites fermées du flot
géodésique en fonction de la longueur [La1989], [K.S.1987].

Dans ces dernieres questions ’étude spectrale d’opérateurs de Ruelle-Perron-
Frobenius convenables est un outil important. Cette classe d’opérateurs intervient
plus généralement dans divers domaines. Leur utilisation permet par exemple de
préciser la régularité de certaines ondelettes [CR.1990].
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5. EXposants de Liapunoff des produits de matrices aléatoires
indépendantes et applications

5.1. Généralités

Considérons un systéme dynamique ergodique (2, 8, 7) ot 7 est une mesure invarian-
te finie. Soit X (w) une fonction mesurable sur § & valeurs dans le groupe linéaire
G{(d, R) et supposons que sup(log || X (w)]},log || X ~*(w)]|) soit x-intégrable. Posons
Xn(w) = X(0"w) et considérons le produit de matrices 3, (w) = Xpn-1Xn-2 -+ Xo(w)
(n > 0). Alors la théorie générale montre qu’il existe ; C  un ensemble de =-
mesure 1 tel que pour tout z € R? et tout w € O les suites Llog || Tp(w)z||
convergent vers des nombres dépendants de z seul. Les valeurs possibles de la limite
sont en nombre fini, au plus égal & d ; elles seront rangées ici en ordre croissant et
notées 7; : 71 < 712 < -+ < ¥r. Un drapeau aléatoire formé d’une suite croissante
de sous-espaces {0} C V4 C Vo C V,-1 C IR =V, se trouve défini par la cordition

1
lim~log |l 3_ ()l =

pour £ € V;/Vi..;.. L'entier m; = dimV; — dimV;_; est appelé multiplicité de
‘’exposant 4;. Les 4; et les multiplicités m; forment le spectre de Liapunoff de
X. Ces définitions contiennent évidemment le cas ol () est réduit & un point et
X (w) & une seule matrice X. Les exposants sont alors les modules des valeurs pro-
pres (complexes) de X et les m; sont les multiplicités de ces modules. En général
ils sont donnés par des formules intégrales. Le plus grand exposant 4, s’obtient &
l'aide du théoréme ergodique sous-additif sous la forme

A |
¥y = lxgn; log || Zn(w)" (p.p)

et les autres s’obtiennent A I’aide des produits extérieurs A*IR®. Par exemple, notant
Y2, 'extension de ¥, & A?JR? on a lorsque ~, est simple ;

.1 2
Y+ Yoo = hix‘n - log || Zn(w)"

et

[l [Snz A Tayl
-1 — Yy = 1i lo hm log
T R R Il B2l 12l

sur un ensemble de 7 mesure 1 dépendant de z et y € R,

L’interprétation de v,.; — 7, est donc celle du taux de décroissance de 1'angle
de Y,z et 3,y. Le probléme d’estimer les v; dépend évidemment du systeme
(2,0, 7) mais dans le cas indépendant (1 = GV, 7 = p™) on peut espérer obtenir
une conclusion dépendant seulement du semi-groupe T}, engendré par le support de
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P, au moins si T, opére de maniere suffisamment irréductible sur les A*R®. En fait
on va voir que dans ce cas, les multiplicités du spectre de Liapunoff ne dépendent
que de I’adhérence de Zariski de T}, qui est un groupe réductif souvent calculable.

5.2. Quelques résultats

Etudions, dans le cas indépendant, sous quelles conditions 1’exposant dominant ~,
est simple, en supposant que T, ne laisse invariante aucune réunion finie de sous-
espaces de IR? (totale irréductibilité). Il est clair qu’une condition nécessaire est alors
la proximalité de 'action de T}, sur P’espace projectif P4-! c’es-a-dire I'existence,
pour z,y fixés, de suites g, € T, telles que ’angle de g,z et g,y tende vers zéro.
Cette condition est, par exemple, réalisée si T, contient une matrice dont les valeurs

propres sont réelles et distinctes en module. Inversement on a le théoréme [Gul.1981}
[G.R.1986].

Théoréme 1. Supposons T, totalement irréductible et prozimal sur P?~1. Alors
Uezposant de Liapunoff dominant du produit de matrices aléatoires ¥, (w) est simple.

Corollaire. Supposons T, totalement irréductible sur les puissances ertérieures
A*R* (1 S k £ d) et prozimal sur 'espace B des drapeaus complets. Alors le
spectre de Liapunoff du produit 3, (w) est simple.

Ces résultats possédent des conséquences purement algébriques. Par exemple
[Gu1990] on a le

Théoréme 2. Soit T un semi-groupe totalement irréductible sur les puissances
extérieures A*IR® (1 < k < d) et prozimal sur ’espace des drapeauz complets.
Alors T contient des matrices diagonalisables & valeurs propres réelles distinctes en
module.

En fait le résultat “aléatoire” est plus précis puisqu’il dit que le produit 3", (w)
devient pour n grand diagonalisable & valeurs propres réelles distinctes d’ordre de
grandeur donnés par les différents exposants de Liapunoff.

En utilisant alors des résultats analogues sur le corps C et les corps p-adiques
on obtient une nouvelle preuve d’un résultat de J. Tits [Ti.1972].

Théoréme 3. (J. Tits) Soit k un corps de caractéristique zéro et I' un sous-
groupe de G{(d,k) qui ne contient pas de sous-groupe résoluble d’indice fini. Alors
I' contient un groupe libre a deuz générateurs.

Dans les situations concrétes la question se pose d’établir la proximalité de
Paction de T, notamment dans le cas des matrices obtenues dans le cadre de
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’équation de Schroedinger & potentiel aléatoire dans une bande. La condition suffi-
sante naturelle (et souvent effective) a été obtenue par 1. Goldsheid et G.A. Margulis
[G.M.1989].

Théoréme 4. Avec les notations précédentes, supposons T, dense au sens de Zariski
dans G{(d, R). Alors T, est prozimal sur l’espace des drapeauz et par conséquent le
spectre de Liapunoff est simple.

En fait, plus généralement la propriété de proximalité de T, sur un espace de
drapeaux donné est une propriété de son adhérence de Zariski et on peut donc
généraliser et préciser le dernier énoncé comme suit. Soit H, le groupe algébrique qui
est ’adhérence de Zariski du semi-groupe T}, ; on montre que c’est un groupe réductif
admettant des décompositions de Cartan : H, = K;AT K, ou K, est compact et
A; est un groupe de matrices diagonales réelles. Un élément de A7 est une matrice
diagonale & valeurs propres réelles positives \;i(1 < ¢ < 8): A = Ay--- 2 A et de
multiplicités n;. On obtient alors le théoréme [G.R.1989).

Théoréme 5. Avec les notations précédentes, ’entier s est égal au nombre d’ezposants
et la multiplicité de l’ezposant ~; est égale a celle de la valeur propre A;.

6. Meéthodes

On renvoie 4 [G.R.1986]. La preuve du théoréme 1 utilise le théoreme de convergence
des martingales pour construire la direction “contractante” de 3_,(w) et le lemme
ergodique suivant pour obtenir un taux de croissance pour || Y. (w)|l,

Lemme. Soit (£, ] ,)_un systéme dynamique ergodique f une fonction réelle 7-
intégrable. Si Y0 f o f* (w) converge presque sirement vers +oo alors, la limite de
Lyefo 0%(w) est strictement positive.

Ce lemme s’applique & I’espace ! = Q x P4~! muni de la mesure # = 7 x v ot v
est une probabilité sur P?~! satisfaisant p * v = v. La transformation 0 est définie
par O(w,b) = (8w, X(w) - b) et la fonction f(w,bd) s’écrit log || X (w)d|| ok b € P!
est ici identifié & un vecteur unitaire. Dés lors la quantité log || 3, (w)b|| s’exprime
comme une somme de Birkhoff 337! f o 6(w,b). La convergence vers l'infini de
cette somme s’obtient par I’étude de la matrice transposée 3¢, qui donne lieu i une
martingale & valeurs mesures ¥} -»%, v' étant une certaine mesure invariante sur
- P4-1, Par proximalité de T, et T} sur P%"?, cette martingale converge vers une
mesure de Dirac et on peut voir que, par conséquent, || 3, (w)b|| converge = X v
presque partout vers +o0.



6.1. Application aux théorémes limites

La loi des grands nombres pour ¥, étant ainsi établie on peut poser la question
de la validité des divers théorémes limites du calcul des probablhtes pour ¥,. Ces
théorémes se révelent utiles dans diverses applications.

C’est par ailleurs une généralisation naturelle de la dimension 1, le groupe mul-
tiplicatif JR* étant remplacé par G£(d, R). L’élément nouveau est ici la présence
de la frontiere B, et en particulier de ’espace projectif, dont les propriétés per-
mettent une étude des variables aléatoires naturelles par ’analyse harmonique.
Pour fixer les idées, bornons-nous pour l'instant & la quantité log || ¥, (w)b|| qui
s’exprime & l’aide de I’espace projectif (b € P4-1). Si ’on observe que la quantité
a(g,b) = log ||gb|| satisfait la relation de cocycle o(gh,b) = o(g,h - d) + o(h,bd) on
voit que l'on peut exprimer la fonction caractéristique ¢,(¢) de log || E,,(w)bll, soit
(&) = [ ]| Ta(w)b]|€dn(w), & l'aide de l'itération d’un opérateur sur C(P ~1). Cet
opérateur Q. est défini par

Qed(6) = [ llgbl®o(g - b)dn(s)

et 'on a ¢,(€) = Q¢1(b). La simplicité de 'exposant dominant pour 3-,(w) a pour
conséquence que (¢, opérant sur un espace de fonctions holdériennes, posséde une
théorie spectrale du type quasi compacité. En particulier Q¢ possede une valeur pro-
pre dominante (isolée) k™(§) (pour £ petit) qui joue le role de transformée de Fourier
de log || =n(w)b]l. On peut donc transposer ici les méthodes classiques du Calcul des
probabilités ; 1’élément nouveau est ’étude d’équations fonctionnelles permettant
de résoudre les problémes non triviaux de non dégénérescence et d’apériodicité. On
pourra se reporter a [L.P.1982] et [G.R.1986].

Observons cependant que ’étude des Q¢ pour ¢ complexe, c’est-a-dire des trans-
formées de Laplace, pose des probléemes nouveaux non résolus. Enfin a titre d’exemple
donnons un résultat concernant le théoréme central limite, en supposant bien str
Pexistence de moments convenables pour p. Décomposons, comme en 3,I’adhérence
de Zariski H, de T, sous la forme H, = K; A} K, et écrivons 3, = knank., (ka, kK, €
K, a, € A]). La loi des grands nombres donne que 1 log a, converge vers la ma-
trice diagonale vy des exposants -; comptés avec leurs multiplicités. Le théoréme
suivant est un cas particulier d’un théoreme de {Go, Gu.1991].

Théoréme 6. Supposons que le déterminant soit non constant sur le support de p, le
~ semi-groupe T, totalement irréductible et soit r le nombre d’exposants de Liapunoff.
Alors la matrice diagonale aléatoire

—1—-[Iog an, — nyj
vn
converge en loi et la loi limite est gaussienne de support égal d log A, z]R"
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Ce type de théoréme a été établi par V.I. Tutubalin dans le cas ot p a une
densité (et alors A, est ’ensemble des matrices diagonales). Ici la difficulté réside
dans le fait que p n’a pas en général de densité et on dispose simplement d’une
information concernant 'adhérence de Zariski de 7T,. Cette adhérence est “grande”
en général bien que le support de p soit “petit”. On doit donc prouver que certaines
équations fonctionnelles de type cohomologique traduisant la non dégénérescence de
la loi limite n’ont que des solutions rationnelles alors qu’elles pourraient avoir, a
priori, des solutions continues. Des éléments algébriques généralisant le théoréme 2
jouent alors un role essentiel.

7. 'Théorémes limites pour des systémes hyperboliques et
applications '

7.1. Introduction

Les méthodes décrites ici s'appliquent & des situations qui revétent des aspects
géométriques divers. Pour fixer les idées, soit (X,T,7) un systtme dynamique
d’Anosov. X est donc une variété riemannienne compacte, T est un difféomorphisme
de X et le fibré tangent 7 X se décompose continiiment en une somme directe VW
qui est T-invariante ; il existe de plus des constantes C > 0 et p € [0, 1] telles que,

1T} < Cp™lvll (n >0 veV) T w| < Cp™lw|| (m>0 weW)

De plus 7 est une probabilité T-invariante “de Gibbs” (terme expliqué plus loin)
qui pourra étre par exemple équivalente & la mesure de Lebesgue avec une densité
Holdérienne. On se donne de plus une fonction f de X & valeurs dans IR? que I'on
suppose holdérienne et I’on considére les sommes de Birkhoff

Sw(z) =35 foT¥s) (¢ € X)

On s’intéresse au comportement asymptotique de ces sommes lorsque z est distribué
suivant la probabilité x. Il s’agit donc ici d’'un analogue différentiable des marches
aléatoires (4 sauts indépendants) sur IR%. On peut penser que les propriétés
typiques des marches aléatoires vont se transposer a ce cadre en raison de la propriété
“d’oubli” de la condition initiale impliquée par ’hyperbolicité.

Un systéme dynamique produit croisé se trouve défini sur X x JR* par f’(x, t)=
[Tz,t+ f(z)] et la mesure infinie 7 x ) est T-invariante (A mesure de Lebesgue). Les
propriétés des sommes S,(z) sont alors liées a celles de ce systéme. Par exemple la
densité dans € des sommes S,(z) se traduira par I'ergodicité de X x IR®. Ce sont les
propriétés de ces produits croisés ou de systémes analogues qui pourront s’interpréter
géométriquement. Une situation analogue tres simple faisant intervenir ’application
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dilatante z — 22 deT = {z € C;|z| = 1} dansT est celle de I’étude des sommes
lacunaires S,p(z) = Y023 22" et I'on obtient dans ce cas P'ergodicité du produit croisé
correspondant, donc la densité dans C des sommes S,(z) pour presque tout z. Des

questions analogues se posent pour les séries de Fourier lacunaires [Ha.1980).

Une autre situation analogue est celle du flot géodésique sur une variété compacte
V & courbure sectionnelle négative. La méthode des sections de Poincaré permet
en principe de se ramener  une transformation et de décrire le flot comme un “flot
spécial”. L’analogue de la fonction f est fourni ici par un revétement abélien de
fibre Z%. Dans ce cas les méthodes décrites montrent en particulier que 'ergodicité
du flot sur ce revétement équivaut & d < 2 ; ce résultat est analogue & la condition
de récurrence des marches aléatoires dans Z¢.

Le passage des situations différentiables aux situations de type probabiliste s’effectue
au moyen de la notion de “partition de Markov” introduite dans un cas partic-
ulier par R. Adler et B.J. Weiss et développée par Ya Sinai, D. Ruelle, R. Bowen
[Bow1975].

Si A est un ensemble fini (alphabet) et M une matrice a coefficients 0 ou 1 on
peut définir un sous-ensemble fermé Q C AZ par la condition que la succession de
deux lettres a,b € A dans le “mot” w € () est permise si mq = 1, et interdite
si myy = 0. On supposera l'existence d’un entier n tel que M™ soit strictement
positive. Alors ) est invariant par le décalage 8 ; c’est un “sous décalage de type
fini”. Une partition de Markov permet de remplacer un systéme d’Anosov (X, T, )
par un sous-décalage de type fini (2,0,7) grace & une application holdérienne o :
1— X, les images réciproques des points de X par o étant en nombre borné et
la relation de commutation T' 0 ¢ = o o § étant satisfaite. La mesure 7 sur X
se releve naturellement sur ( et est encore notée w. La condition de Gibbs se
traduit alors au niveau de (2, ) par I’existence d’une fonction holdérienne g sur Q2
telle pour tout a € R, la suite 7{w € Q;wr = o |k| < n} soit dans un rapport

borné (inférieurement et supérieurement) avec la suite e () Lmign 1242 o P(g)
est un réel associé & g (pression de g). Afin de se ramener a une situation de
type probabiliste, il est important d’observer qu’une fonction f holdérienne sur 2
se ramene, par cohomologie, & une fonction f' holdérienne ne dépendant que des
coordonnées d’indice positif, donc définie sur O+ C AV :

f=f+hob—h

Les propriétés asymptotiques des sommes de Birkhoff associées & f ne different pas
de celles associées & f’, comme on peut le voir dans chaque cas particulier. Le
décalage sur * est maintenant unilatére mais on peut I'inverser localement. Par
exemple si O* = AN chaque lettre a € A fournit un “inverse” de w par juxtaposition
de a ; cette transformation sera notée a : w — aw. 1l est clair que le semi-groupe de
transformatxon de AN engendré par A est proximal sur le compact AV et, en ce sens,

28



AN est analogue aux frontitres envisagées dans la partie précédente. La situation est
cependant ici plus simple car chaque transformation est une contraction tandis que
le cas des frontiéres conduit a une “contraction en moyenne”. L’inversion de 8 sur Q+
conduit & des barycentres de contractions et la somme de Birkhoff 337! fo8%(w) ot
f est définie sur Q*, a méme loi qu'une somme de Birkhoff le long d’une trajectoire
d’une chaine de Markov. L’étude en loi des sommes de Birkhoff S,(w) se ramene
donc a une question analogue concernant des chaines de Markov d’un type spécial.

7.2. Quelques résultats typiques

On pourra se reporter & [Gul983], [G.H.1988], [Gul989]. Pour fixer les idées,
plagons-nous dans le cas d’un sous-décalage de type fini (2,0, 7). Les situations
différentiables s’y raménent au prix de discussions délicates relatives i la régularité
des fonctions considérées.

Si f est une fonction holdérienne de 2 dans IR?, elle sera dite non dégénérée
s'il existe g holdérienne et un sous-espace affine de IR? tels que f + g — g o 8 soit

a valeurs dans ce sous-espace. De méme la fonction f sera dite arithmétique s’il
. wygse . . god
existe a € IR, £ € IR* — {0} et g holdérienne de  dansT tels que '} = BLEALY

, g
Cette forme multiplicative est respectée dans les changements d’espaces entrainés
par les choix de partitions markoviennes et des définitions analogues valent dans le
cas des systémes d’Anosov. Si f est a valeurs dans Z¢, la notion d’arithméticité est
naturellement modifiée en supposant £ ¢ Z¢. On peut alors, par exemple, prouver
le théoreme central limite avec reste suivant.

Théoréme 1. Soit (X, T,w) un systéme d’Anosov ergodique, f une fonction holdérienne
de X dans IR qui est non dégénérée et vérifie [ fdm = 0. Alors il existe des cons-
tantes o > 0 et C > 0 telles que Vt € R

<<

Vvn

On peut plus généralement établir les théorémes limites du Calcul des probabilités.
Le théoreme limite local présente un intérét particulier car il permet d’établir 'ergodicité
de produits croisés.

n{z; Sa(z) < oty/n} — # /;; e du

Théoréme 2. Soit (,0,7) un sous-décalage de type fini (mélangeant), f une
fonction héldérienne de Q dans Z® que l’on suppose non arithmétique avec [ fdr =
0. Alors il existe une constante C > 0 telle que pour tout pavé I on ait :

(I
r{w, Sa(w) € I} ~ C;‘(ﬁzl



Corollaire. Avec les notations du théoréme 2, le produit croisé U x Z? est ergodique
st et seulement st d < 2.

Exemple. Pour presque tout z € C avec |z| = 1, les sommes S,(z) = ¥o~! 2**
forment un ensemble dense dans C . La preuve de ce résultat [Gul983] est en fait
bien plus simple que celle des résultats généraux car on peut ici travailler directe-
ment sur le toreT = {z;]|z| = 1} au lieu d’utiliser un codage. Une preuve de
ce dernier résultat a également été obtenue par d’autres auteurs par des méthodes
arithmétiques [A.P.1986].

L’utilisation des partitions markoviennes permet d’obtenir des résultats ana-
logues pour le flot géodésique en courbure négative :

Théoréme 3. Soit X une variété riemannienne compacte d courbure négative, X
un revétement abélien de X a fibre Z2. Alors le flot géodésique sur X est ergodique
st et seulement st d < 2.

Des résultats similaires valent pour le mouvement brownien sur X et un passage
(qualitatif) d’une situation & I’autre est possible [Gul1983] de maniére assez générale.
Par ailleurs la méthode de preuve du théoréme 2 conduit a ’estimation du nombre
de géodésiques fermées sur X, dans une classe d’homologie donnée, en fonction de
la longueur [La1989).

7.3. Indications sur les méthodes

Un théoréme de quasi-compacité pour certains opérateurs joue un réle important.
Pour un énoncé plus général on pourra se reporter & [Hen1992]. Soient L et B deux
espaces de Banach normés par || - || et |- | avec L C B et I'injection de L dans B
compacte

Théoréme 4. Soit Q un opérateur respectant L et B tel que les normes |Q"| soient
bornées. Supposons qu’il existe un réel p € [0,1] et C > 0 tel que

Vze L |Qzl| < pliz|l + Clal.

Alors le spectre de Q dans L est contenu dans {z € € ;|z] < 1} et son intersection
avec {z;]z] > p + €} est formée d’un nombre fini de valeurs propres, pour € petit.

Montrons comment ce théoréme permet d’étudier les fonctions caractéristiques
de Sn(w) dans le cas du sous-décalage unilatére (2,6, 7) auquel on est finalement
ramené. 'opérateur adjoint @) de @ par rapport & 7 est un noyau Markovien barycen-
tre de contractions qui s’exprime sous la forme :

Qé(w) = T, qlw, a)(aw)
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ol g(w, a) est holdérienne d’ordre ¢. Cette propriété donne la relation (C' > 0)

1
Q81 < 5[k + Clél
ou [#]. désigne sup,, L‘;(:_(%;_t{:%ll et d(w,w’) = TF Fc6(wi, w}) ; Vopérateur @ satis-
fait donc les conditions du théoréme précédent si B est ’espace des fonctions con-
tinues sur 2% et L, celui des fonctions holdériennes d’ordre €. Introduisons aussi les
opérateurs Q¢(¢ € IR?) définis par

Qes = Qe g]

Ils vérifient aussi les hypotheses du théoréme. La fonction caractéristique de S,(w)

s’écrit .
4ule) = [ dn(w) = (@21, 1)

I’étude de ¢,(£) est possible grace au théoréme énoncé et conduit aux émoncés ex-
plicités au paragraphe précédent. Les conditions de dégénérescence et d’arithméticité
sont liées a la nature des valeurs propres des Q¢ sur le cercle unité.

On observera que cette méthode est la méme que celle indiquée pour les pro-
duits de matrices aléatoires. Dans ce dernier cas la situation est plus complexe.
Les propriétés des opérateurs Q¢ découlent alors de la simplicité du plus grand ex-
posant tandis que les conditions de non dégénérescence et d’arithmiticité doivent étre

prouvées en partant des hypothéses de densité au sens de Zariski du semi-groupe
T,.
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