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T H E O R E M E L I M I T E C E N T R A L 

P O U R L E S A U T O M O R P H I S M E S E R G O D Ï Q U E S D U T O R E 

Jean-Marc DERRIEN 

I Ñ T R O D U C T I O N 

Plan du mémoire 

On désire, ici, montrer un théorème limite central pour les automorphismes 
2 2 2 

ergodiques du tore T « R lt (théorème I). Pour ce faire, on établira, d'une 

part, un théorème limite central pour une certaine classe de chaînes de Markov 

(théorème II) et, d'autre part, on vérifiera que, via les sous-shifts mélangeants, 

le théorème I est un corollaire du théorème II, 

Après un bref rappel des premières propriétés sur les automorphismes 

continus du tore (Partie I), on développe, dans la partie II, la construction d'une 
2 

partition de T liée à un automorphisme ergodique particulier, T . L'étude des 

propriétés de cette partition permettra, entre autres choses, d'établir un isomor-

phisme entre un sous-shift bilatère mélangeant et le système dynamique défini par 

T . En fin de partie, une idée est donnée pour généraliser ces résultats à l'ensem

ble des automorphismes ergodiques, la suite du mémoire ne traitera cependant que le 

cas de T • 

La partie III utilise la construction précédente pour montrer que le théo

rème I se déduit de théorèmes analogues pour des sous-shifts mélangeants, bilatère 

puis unilatère. 

Sur ce dernier type de sous-shifts, on définit, dans la partie IV, un 

noyau markovien dont les propriétés conduisent à préciser les hypothèses du théo

rème II, théorème qui est démontré dans la partie V, essentiellement à l'aide du 

théorème de Ionescu-Tulcea et Marinescu et de la théorie des perturbations qui 

sont énoncés en annexes. 

La partie VI rassemble les résultats précédents pour conclure. 

La partie VII commente un lemme non démontré dans la partie III. 

L'ensemble constitue une étude, dans le cas particulier des automorphismes 

ergodiques du tore, de résultats généraux obtenus par Y. Guivarc'h et J. Hardy dans 

[5]. Des méthodes similaires ont été utilisées par J. Rousseau-Egele dans [10] pour 

obtenir le même type de résultats dans le cas de certaines transformations dilatan

tes de l'intervalle [0,1] dans lui-même. 
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N O T A T I O N S E T D E F I N I T I O N S 

Si (X,d) est un espace métrique compact, on désignera par 

B ( x , n ) , x * X et n > 0 , la boule ouverte de centre x et de rayon rj . 

(C(X), I l . 1 1 ^ ) l f espace de Banach des fonctions continues sur (X,d) à va

leurs dans <C 

avec II^IT - sup |$(x)| 
xcX 

(L £(X), I l . 1 1 ^ ) , z > 0 , l'espace de Banach des fonctions Lipschitziennes 

sur (X,dG) à valeurs dans C 

avec Ml * 1 1 * 1 1 « , + [•] et [*] « sup l ^ H ^ ) ! 

x^y d(x,y) 

(On oubliera l'indice z pour e * 1) 

• H(X) - U L (X) l'espace des fonctions hôldériennes sur (X,d) 
£>0 £ 

la tribu des boréliens sur X . 

Si y est une mesure sur (X, B^) et si T : X •* X est un horoéomor-

phisme précisant la mesure y , on dira que 

Définition 1 : f : (X,d) R est un cobord si f 8 g o I - g sur X avec g 

holderienne à valeurs réelles. 

Définition 2 : (X, 13^, y, T) vérifie le théorème limite central si pour toute 

fonction f : (X,d) R hôldérienne de moyenne nulle qui ne soit pas un cobord, 

on a les résultats suivants : 

2 f ^n^ 2 
1. o (f) » lim ( ) dy existe et est strictement positif 

n-+-H» J /n . 
1 1 - 1 Je 

(où l'on a posé S f = I f o Tr) 
n 0 

2. lim u{x€X/Snf(x) S a(f) tJn} • ~ f e" u 1 2 du pour tout réel t . 

Remarquons qu'alors on a le résultat suivant concernant les équations 

fonctionnelles de cobord : 

"Si (X, B x > y, T) vérifie le théorème limite central, 

si f : (X,d) •* R est hôldérienne et s'écrit f * g o T - g avec 

g € L (y) alors f s'écrit f » g o T - g avec g hôldérienne" 
2 2 

puisque si f 5 g o T - g avec g c L (y) , alors o (f) * 0 • 
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PARTIE I 

G E N E R A L I T E S S U R L E T O R E E T S E S A U T O -

M O R P H I S M E S C O N T I N U S 

Les résultats de cette partie ne seront qu'énoncés ; pour plus de détails, 

on pourra se référer au livre "Ergodic theory" de K. Petersen ([9]). 

I. Le tore 

2 
Dans toute la suite, le tore T désignera le groupe abélien (R/ZxR/Z,+). 

2 2 + 
On le muniera de la distance 6 : T * T R 

((x.,x?)>(y1,y?)) + max (min(|x.-y |, 1-|x.-y.|)) 
i z il i a s l > 2 1 1 1 1 

qui en fait un groupe compact. 

2 
B r sera alors la tribu borélienne de (T ,6) et, m , la mesure de 

2 
2 

Haar normalisée sur (T , B ? ) . 

II. Les automorphismes continus 

2 

L'ensemble des automorphismes continus de (T ,6) coïncide avec 

l'ensemble : 

{S : T 2 + T 2 / a,b,c,d € 2 , ad - bc c {-1,1}} 

Ç - (c ï> Çmod 1 

Les automorphismes considérés seront désormais supposés continus. 
a b 

Proposition ; Un automorphisme S , défini à l'aide de ( ,) , préserve la 
c a b 

mesure m • De plus, il est ergodique si et seulement si ( ^) n'admet pas 

de racines de l'unité parmi ses valeurs propres. 
Propriétés des automorphismes ergodiques : Soit S un automorphisme ergodique 

a b 

représenté par B » ( d ) . Alors : 
1. S est mélangeant. 

2. Les valeurs propres et de B sont réelles avec, par exemple, 

JÀ j l > 1 et | X 2 | < 1 . 

3. Si l'on considère B comme une application linéaire sur l'espace affine 
2 

E , les droites passant par 0 et de directions, les directions propres de B , 
2 

ont une pente irrationnelle et donc, chacune, une projection dense sur T . 
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PARTIE II 

C O D A G E 

On considère dans cette partie, 1'automorphisme ergodique 

T : (T 2, B , , m) - (T 2, B - , m) 

(y) - <i }><*> ""od 1 

2 

On cherche ici à obtenir une partition finie de T telle que la connais

sance de la position d'un point, relativement à cette partition, aux cours du temps 

caractérise le point considéré* On demandera en plus à cette correspondance une 

certaine régularité. 

Ce type de partitions a été introduit initialement par R. L. Adler et 

B. Weiss dans [ 1 ] . Elles ont été présentées par J.P. Conze et K. Petersen ( [ 9 ] ) , 

en particulier. 
2 

On se place dans l'espace affine R muni de la distance euclidienne et 

de la mesure de Lebesgue. Le tore étant identifié à n'importe quel carré de côté 

unité dont les sommets sont à coordonnées entières. 

Le raisonnement dans le plan est justifié par la relation suivante, 
2 

valable sur R et évidente par définition de T : 

2 2 
I o p 8 p o A où p est la projection canonique p : <R T 

2 2 
et où A est l'application linéaire A : R R 

c*) - c 2 J> ç 
2 

On dira que deux ensembles Ej et E£ de (R sont des copies l'un de 

l'autre si il existe un couple (a,b) d'entiers tel que E^ « ^ + (̂ ) . On a 

alors en particulier p(E^) 8 8 pC^^ # 

I. Construction et propriétés markoviennes de la partition 

Soient > 1 > X2 > 0 les deux valeurs propres de A et, respective

ment ôj et les directions propres correspondantes. (Puisque A est symé

trique, on peut remarquer que ôj et 62 s o n t perpendiculaires mais ceci ne joue 

pas un rôle essentiel dans la suite). 

2 

Soit encore ( O ^ ^ ) le repère orthonormé de R tel que le vecteur 

e 1 (respectivement B^) ait pour direction 6 j (resp. b^) et soit orienté 

comme indiqué figure 1. 
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Considérons, a priori, les segments P̂  et <*e milieux 0 et 

respectivement parallèles aux directions et 6̂  caractérisés figure 1. 

On obtient alors en envisageant toutes les copies de P, et P0 un pavage de 
2 2 

R ainsi qu'une partition {R^,...,R^} de f illustrés figure 2. 

Remarques : 

2 

1. Si l'on note, pour i * l,2,tP̂  l'ensemble de R constitué de toutes 

les copies du segment P^ , la longueur de P^ (resp. P2) est déterminée de 

manière à satisfaire : 

. l'appartenance de ses extrémités à (r£sP« d'où un pavage en 

"quadrilatères fermés". 

. la propriété (C) énoncée plus loin. 

2. p est injective sur tout rectangle du pavage et deux rectangles du pavage 
2 

de (R ayant même projection sur le tore sont des copies l'un de l'autre. 
2 

3. Le mot "partition" ci-dessus signifie que T « R^ U . . . U R^ et que si 
i f£ j t B. n R. « BU. H- 3R. (où 8R désigne le bord de R) . 

1 3 1 J y 

On pose pour la suite P « U 3R. et I = S{1,2,...,7}. 
i-1 1 

Quelques définitions (illustrées figure 3) 

On appellera : 
2 

Rectangle : tout rectangle de R , ou en projection sur le tore, d'aire non nulle 

et délimité par des côtés parallèles aux directions propres de A . 

Remarque : Sous l'action de A , un rectangle va subir une dilatation de rapport A^, 

dans la direction 6̂  et une contraction de rapport dans la direction 6^ • 

X v / > / / / \ S 
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Fibre dilatante (respectivement contractante) d'un rectangle R : tout segment de 

direction 6^ (respectivement 62) délimité par les "bords contractants" (resp. 

"dilatants") de R . 

c-rectangle (respectivement d-rectangle) : tout rectangle du plan dont les "bords 

contractants" (respectivement "dilatants") sont contenus dans ?j ( r e sP« ^^) et 

dont l'intérieur ne contient pas de points de P^ (resp. Œ^) • 

c-rectangle simple (respectivement d-rectangle simple) : tout c-rectangle 

(respectivement d-rectangle) dont l'intérieur ne contient pas de points de fl?2 

(respectivement P^ ) • 

Propriété de partition Markovienne : 

1. A P 2 C * 2 : **n e ^ e t > comme P2 passe par 0 et est parallèle à la direction 

contractante, tout point de P2 est transformé par A en un point de P2 • Or, 

si x € ? 2 , il existe y dans P2 tel que p(x) « p(y) et d'après ce qui pré

cède Ay € P2 • Comme enfin p(Ax) * p(Ay) , on en déduit que Ax c P2 puisque P2 

contient toutes les copies de P2 . 

2 . A ^ J ^ J • Même raisonnement en remarquant que les directions dilatante 

et contractante de A * sont exactement inversées par rapport à celles de A . 

Corollaire : L'image par A d'un c-rectangle R est encore un c-rectangle. 

Preuve : De 1. , on déduit que les "bords contractants" de R sont transformés 

par A en segments contenus dans * D e plus» AR D P^ « $ car 

A ^ A R n Pj) * R 0 A""1 P x c R fl P x « * . 

On aurait de même que l'ensemble des d-rectangles est stable par A * . 

II. Images de rectangles 

Le codage va découler des propriétés qui suivent sur les images des rec

tangles du plan. 

On notera dans la suite C j , C 2 > les sept rectangles dis

tincts représentés figure 4 . Les conséquences des propriétés de partition marko

vienne permettent d'obtenir sans calcul une connaissance suffisante des images 

des C i , i « 1,...,7 (voir les figures 5 à 11). 

(Pour s'en assurer il suffit de vérifier les relations : a 8 8 T ^ - T T * À,c 
\\-2 1 

où les constantes a , b et c (a * b+c) désignent les longueurs indiquées 

figure 2 ) . 
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On constate immédiatement que pour tout i dans I , A C ^ est un 

c-rectangle divisé en n(i) c-rectangles simples T>} , D ? ^ ^ . (Ceci 

résulte dfailleurs du corollaire précédent). 

D'autre part, comme , i « 1,2,...,7 est un représentant de R^ 

modulo la relation d'équivalence qui projette (R̂  dans , vu les images 

des , on a le système suivant : 

TRj c R 5 U Rfi U R ? n(l) * 3 mCTRjflRj) > 0 si j€{5,6,7} , * 0 sinon 

TR 2 c R^ u Rj U R 2 n(2) * 3 m(TR2nR..) > 0 si je{4,1,2} , « 0 sinon 

TRj c U Rj U R 2 n(3) * 3 m(TR3HR^) > 0 si jc{4,l,2} , * 0 sinon 

TR 4 c R^ U Rj U R 2 n(4) « 3 mCTR^nR^) > 0 si je{4,1,2} , « 0 sinon 

TR 5 c R 5 u Rfi U R 7 n(5) * 3 m(TR^nRj) > 0 si je{5,6,7} , = 0 sinon 

TR, c R n(6) * 1 m(TR.nR.) > 0 si j*3 , = 0 sinon 

O J 0 J 
TR ? c R 5 u R g U R 7 n(7) « 1 m(TR7flRj) > 0 si je{5,6,7} , • 0 sinon 

Puisqu'il s'agit d'envisager la position au cours du temps d'un point du 

tore relativement à la partition {Rj,R2>...,R?} , il est alors naturel d'envisager 

l'ensemble : 

I « {w « ( w k ) k € Z € IZ I MCC^.ÙI^) « 1 , V k c 1} 

où M est la matrice 7 x 7 telle que M(i,j) » 1 si m(TRin R ) > 0 

M(i,j) * 0 sinon. 

Sur I on définit le décalage de Bernoulli, 6 : 

l -+ l 

u> ̂  6w tel que m \+i v k 

et les projecteurs 0^ : î •* I 

to t¥ a)̂  , V k 

2 
Sur A , on définit la distance d : 

•foo 1 

(ci>,ci>f) Z . . i (1-6 i ) qui correspond à la topologie produit 
k*- 2 | k | Y k 

sur I . (ï,d) est alors un fermé de (I ,d) ; c'est donc un compact et sa tribu 

borélienne est 

B Z * a^ nk s s io , # # # , Qk+p , s ip'' l k c 2 ; l , ! 5 l l | 1 o , , , , ' i p c I a V e C 

M(i j,i j + 1) « 1) 
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Propriété des , ici , kc(1,... ,n(i)} : 

Soit i € I . Il est facile de vérifier : 

(C 1) : si j«I et si Mdjj) 8 8! , il existe un unique m(j) dans 

{l,...,n(i)} tel que p ( D ^ j ) ) c R . 

Les propriétés de l'image par A d'un c-rectangle simple quelconque résultent 

des propriétés précédentes et de la proposition qui suit. 

Soit R un rectangle du pavage du plan. Il existe un unique i de I 

tel que C i et R soient copies l'un de l'autre. 

La proposition suivante est immédiate mais très importante. 

Proposition : AR est une copie de A C ^ . 

On en déduit, en particulier, que si C est un c-rectangle simple et si 

p(C) c , AC est un c-rectangle divisé en n(i) c-rectangles simples 

Dj,...,D n^ tels que si jcl et si M(i,j) « 1 : 

(C) : il existe un unique m(j) dans {l,...,n(i)} tel que p(D m^)cR^ . 

L'unicité qui intervient dans la propriété (C) sera essentielle pour la 

définition du codage. 

Il est à noter que cette propriété d'unicité manque à toute partition 

du tore plus grossière, construite à l'aide de segments P^ et P^ moins longs. 

On pose pour la suite : 

£1(E) * sup{|51-Ç2| / Êjej+r)^ , Ç^+r^e^E > C 1»5 2

, nl , 1 12 < R* 

fc2(E) * supdnj-T^I / Çi ei + T^i e2 9 Ç 2 e 1 + n 2

e 2 € E » C 1»E 2

, T 1r 1 12 € R* 

2 

et a(E) * inf{Ç€R / gej+r^cE , n«R} pour tout ensemble E de R . 

Comme dans la direction ôj , A se réduit à une homothétie, il est facile 

de voir que si j c I et si M(i,j) * 1 , on a avec les notations précédentes : 

1. il existe p(itj) c ]0,1] tel que ^ ( À ' 1 ^ ) ) - p(ifj)t1(C) (*) 

2. il existe h(i,j) c [0,1[ tel que a ( A - 1 D m ( j ) ) = a(C) + h(i,j) ̂ (C) (**) 

Remarquons que £.(C) et a(C) ne dépendent que du rectangle du pavage de 
2 

R contenant C . En particulier i^(C) « t^iC^) • 
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Ces résultats sont illustrés figure 12, dans le cas i * 1 . Le tableau 

des coefficients flp(i,j)n et flh(i,j)" est donné figure 13. Remarquons, en parti

culier, que ces coefficients ne dépendent que de i et de j , ce qui est une 

conséquence de la proposition ci-dessus. 

III. Codage 

Définition de tt : 

1. Soit (o)k>k^0 une suite d'éléments de I telle que M^'^k+l^ « 1 pour 

tout k 2 0 . 

Considérons alors une suite de c-rectangles simples (Î ,JC)JC>Q définie 

par récurrence comme suit : * 

. On prend F Q un représentant quelconque de R dans le pavage 

de R 2 . "° 

• Si F , ...,F sont choisis, on définit F comme étant l'unique 
o n n+l 

c-rectangle simple qui divise A F r et tel que p(F n +^) c R^ 
n+1 

Une telle construction est justifiée par la propriété (C) ci-dessus. 

Alors : 

a. Pour tout n £ 0 , F n +j est un c-rectangle simple contenu dans AF^ . 

Ainsi ... A ~ ( n + 1 ) F ,t c A~
n F c...c à" 1?, c F et A~ nF , n * 0, est un d-

n+l n l o n 
rectangle simple contenu dans F Q • 

b. A * dans la direction i \ se réduit à une homothétie de rapport \^ . 

Ainsi *.(A"n F ) « À* lAT) S À? a . 
1 n ¿ 1 X 1 L 

Il résulte de a et b que L- (a>, : k£0) * 0 A~nF « n A~nF 
r k w * n ^ n 
o n£0 n£p 

(pour p £ 0) est une fibre contractante de F Q . 

De plus, p(Lj. (w^ : k £ 0) est une fibre contractante de R^ indé-
o o 

pendante du représentant F de R choisi. On la notera L(a>k : k £ 0) . 
o 

2. De la même façon, en étudiant T et A , on pourrait associer a toute 

suite (Wfcîfcjo vérifiant M ( w

k » \ + 1 ) "
 1 P o u r t o u t k * " 1 » u n e s u * t e ^ B k \ < o 

de d-rectangles simples telle que L u (u>, : k£0) » n A n B soit une fibre di-
o K n*0 " n 

latante de B dont la projection, L(u>, : k£0) , sur T ne dépende pas du re-
o k 

présentant B Q de R^ choisi. 
o 
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A toute suite u> * 2 , on peut donc associer l 1 unique 

élément ir(a>) de LCOJ^ : k Z 0) n L(o)fe : k S 0) . Ce qui définit l'application : 

ir : I + T 2 

a) -* ir(u>) 

Propriétés de ir : 

1. T o ir(o>) € R pour tout k € Z ^ _ 

Avec les notations précédentes, il existe un représentant y de TT(O)) 

k k 
dans Lj, (w^ : k £ 0) et l'on a p(A y) • T o TT(OJ) C P^^) c r > P o u r t o u t 

o ^k 
k £ 0 . Le cas k < 0 est similaire. 

2. TT est surjective 

2 

Soient x c T , y un représentant quelconque de x et R un rectangle 

du pavage contenant y . Considérons alors une suite ^N^N>Q <*e c-rectangles 

simples telle que : 
F - R 
o 

Si F , ...,F sont choisis, on prend F comme étant l'un des c-rectan-
n+1 

gles simples qui divise AF^ et tel que A y c F r + j • 

' Posons pour tout n à 0 , 0)̂  l'unique élément de A tel que 

p(F ) c R 
r n 0) 

n 

Il est alors facile de voir que : 

. M^j^fc+i) 8 8 1 P o u r k * 0 

• H A~ k F. « Lp(u>, : k ï 0) 
kSO k R k 

• y « LR(o>k : k £ 0) . 

De la même façon que ci-dessus, on peut construire (aijc)jc<o
 t e l l e <ïue : 

• MCw^^jfti^) * 1 pour k S 0 

. y € LR(a)k : k S 0) 

Ainsi y est l'unique élément de Ljj(u>k : k£0) n : k£0) et donc 

TT(OÏ) « p(y) • x . Ce qui assure la surjectivité de ir . 
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Remarques : 

A. Détermination de l'abscisse a de y dans ( O , ^ ^ ) . 

On a a « a(LR(u>k : k 2 0)) * lim a(A~
nF ) avec les notations ci-dessus. 

Montrons que pour n 2 0 : 

a. a ( A - ( n + 1 ) F n + 1 ) » a(A%) + h U ^ ) ^ A ^ ) 

b. ^ ( A - ( n + 1 ) F n + 1 ) » p ( „ B . V l ) fcl(A-
nFn) 

+°° n-1 
Il en résultera que a. * a(R) + fc.(R) Z h (oa ,u> ,, ) TT p(w ,<*>,,) . 

1 1 n*0 n n + 1 p*0 p p + 1 

On a vu ((**)) que a(A~XF .. ) * a(F ) + h(u> ,u>., ) ) L(F ) . 

n+l n n n+1 1 n 

D'autre part, étant donnée la nature de A n dans la direction 6̂  , un 

point de F n d'abcisse <*(Fn) + x£j(Fn) (x €[0,1]) dans ( O ^ ^ ) est trans

formé par A n en un point de R d'abcisse a(A n F R) + x fcj(A"
n F ) • 

On en déduit que a(A" ( n + 1^ 7 ) - a U ' ^ À ^ F + 1 ) ) 

* a(A"nFn)+h((Dn,a)n,1) lAA^T) . n n n+1 1 n 

Le résultat b est similaire en utilisant (*) . 

2 

B. Un point x de T admet au plus 16 codages distincts. 

Soit y un représentant quelconque de x . 

Si a) est un codage de x , x est élément de R et y appartient 

^o 2 
donc à un rectangle R du pavage du plan de projection R sur T . 

o 
Considérons alors les suites (Bj^gg e t ^K\Ï0 a s s o c ^ e s à u> et 

vérifiant B « F * R , dont la construction a été décrite lors de la définition 
o o 

de ir . Par injectivité de p sur R , nécessairement : k S 0) n L^ 

(u)k : k £ 0) « {y} . On en déduit que les suites (Bjc)]c<o
 e t ^Fk^k>0 ' e t d o n c 

le codage a> de x , auraient pu être obtenues à partir de y par la méthode 

décrite dans la preuve de la surjectivité de ir , On peut donc atteindre tout 

codage de x par cette méthode et leur nombre est limité par le nombre de cons

tructions possibles de ces suites associées à y . Envisageons alors ces construc

tions. 
2 

Un point de R ne pouvant appartenir a plus de quatre rectangles du 
pavage, on a au plus quatre choix possibles pour B q

 s F Q

 s R . De plus, si 
F ,F.,...,F sont déterminés, deux situations se présentent pour le choix de 
o l n 
F : 
n+1 ' 
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. Soit A n +* y n'appartient pas aux "bords contractants" délimitant 

deux des c-rectangles simples qui divisent AF^ et alors il n'y a pas d'ambi

guïté sur le choix de F n + j • 

. Soit A n +* y appartient à ces segments et il y a deux possibilités 

pour la détermination de F^ +j . Mais il est à noter qu'alors, pour le choix des 

*n+p > P - ^ , on sera dans la situation précédente qui ne présente pas d'ambi

guïté (An*^ y appartenant toujours aux "bords contractants" de AF 
П"гр~1 

Ainsi, une fois choisi F q , on a au plus deux possibilités pour cons
truire (F ) s n . De la même façon, une fois choisi В , on a au plus deux possi-

n n£U о 
bilités pour construire ^ - n ) n j o e ^ e n o m ' ) r e de codages de x est donc limité à 
2 x U x 2 « 16 . 

3. T о тг s ir о 8 sur l 

Soit ш * u n élément de 2 . 

2 M D ^ ) 
Notons С le rectangle du pavage de R contenant D , tu ,ш. a r e w 

О 1 о 
l'unique c-rectangle simple qui divise A C et dont la projection sur le tore 

о 
est incluse dans R 

ш1 
Construisons, comme dans la définition de ir, les suites : 

• ( V k S 0 6 t ( V k i O a s s o c l é e s à ш a v e c B
0
 = F

0
 = С ш ' 

О 
• (B[) Un e t associées à 9ш avec B' * F' * С et к И О к k20 о о ш ,ш, о 1 

posons у l'unique élément de L^, (ш^ : k£0) П L̂ -, (u>k : k20) (р(у)*1г(ш)) • 
Ш 0) 
о о 

On a alors, pour tout к 2 0 , F^ + 1 с F£ et BI(fc+i) c B-fc • 
Ainsi : 

AL_ (w. : k S 0 ) - A ( П A kB . )- П А М В . э D A k + 1 B * . n - L _ (ш. : к S 0) 
С ш * k20 k k20 k k20 " ( к + 1 ' С ш ,ш, k + 1 

о o l 
et A L C (шк:к20)»А( П A~ ( k + 1 )F f c + 1)« (1 A ^ c 0 A " ^ c

 ( w k + l 8 k * 0 ) 

о) k20 k20 k20 ш ,ш. о о* 1 
Enfin, comme Lç, (а>к:к£0)ПЬс (ш^к^О) contient un représentant 

ш о,ш 1 ш о,ш 1 

de 9ш , on en déduit que A L C (w k:kS0)nAL c (u>k:k20)={Ay}*LC (u>k+1:kS0)n 
о о о* 1 

^ ш к + 1 : к " ^ e t С* О П С **ue ïï^w^ ж Р^У) * T о p(y) « T о тг(ш) 
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"2 2 n 
*• Si x 6 T « T / U T n P , il existe un unique u) de l tel que TR(ca)SX : 

En effet, supposons qu'il existe tu et u)f dans l distincts avec 

•n(ui) « irCa)') * x . Alors, il existe k dans Z tel que u>, ̂  et, vu la 
k o K k , 
o o o -k 

propriété 1, T o ir(a)) € R 0 R f * 3R n 8R , . Donc X * ir(u>) € T ° P 
"k "k wk "k 
o o o o 

ce qui est exclus. 

Remarquons, de plus, que T(T ) » T • 

Conséquences : 

1. ir : T 2 -> Z 

x H- o) tel que ir(u>) « x est bien définie. 

En fait, vu la première propriété, ^(x)^ (k«Z) est parfaitement caracté

risé par la relation x € R". . . Ainsi, comme ra(î2) « 1 , le but fixé est 

2 
atteint pour presque tout point de T . 

2. 6 o ir « ir o T sur T 

*2 "2 

Si x « T , « T et ir(e o ir(x)) - T o ir o ir(x) - T ( x ) , 

*2 *2 
3. ir : (T , B . fl I ) — > (2, B r ) est mesurable. 

T * 
En effet, si p 2 0 , q 2 0 , i , i 1 t . . . , i f . . « , i . e I avec 

o 1 p p+q 
M(i j fij + 1) - 1 pour j € {0,...,p+q-l} et si ( B f c ) J et ( F ^ g ^ sont les 

rectangles associés à ^^k^lc—p ' °^ Wk * *p+k P ° U r ^ € ^~ p , #** , c^ ' e t v ^ r i ~ 

fiant B * F * C . , on a : 
0 0 1 

p 
ir"1[fl «i , «i «i . ]«{xcT2/T*pX€R. ,...,X€R. ,...,Tqx€R, } 

-P o o p q p4q i Q i p 

-<T 2 n p{y€R2/A"PycB ,-..,y€Bo=Fo*C. ,...,AVF } 

P 

« T 2 n p(ApB nA~qF ) où A PB n A~ qF est un rectangle du plan -p q -p q 
contenu dans C i et dont les "bords dilatants11 (resp. "contractants") ont une 

p 
longueur égale à ^ 1<F q) (resp. X p J ^ ^ - p ^ ' 

La première égalité suffisait pour prouver la mesurabilité, les autres 

égalités seront utilisées dans la suite. 

5. ir est holdérienne 

Soient a) , o)9 c l . 

. Si 0 < d(u),wf) < 1 , u) # u)f , UÎ * u>' et n = inf{|k|*0 / ta^fal , 
^ * O O O ft » 

kcC) « N .On * alors d ( u > , w')2 - J - . 

2 0 
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De plus, comme CO. «' u>! sur {-n+1 n -1} , étant donné la défi-
K K o o 

nition de ir , 7r(CA) et ir(u)1) sont contenus dans un même carré de côté de 
n -1 

longueur inférieure ou égale à aA 2 

n -1 n 
Ainsi, 6(IR(O))F ir(u)

1)) < aA 2° » (I/2 aÀj) A 2° 
R log A ? 

et 6(ir(w),ir(u>f)) S (V/2 aAj) d(u>,u>!) où e - t ^ 

. Si d(u>fu>») à 1 , 6(ir(w)f ir(a)
1)) S 1/2 S 1/2 d(w,w ,) e . 

Il en résulte dans tous les cas que ô(ir(u>) ,ir(o)f ))&nax(^,/2aA^)d(u),u)' ) C , 

ce qui prouve que ir est hôldérienne. 

IV. Une mesure v sur I 

ir ;(T , B 2 n T , m) + (I, B 2 ) est mesurable. 

On peut donc définir une mesure sur (E, B r ) en posant : 

v(F) « m(ir (F)) , pour tout F de B ^ 

On a f en particulier : 

a- 8v » v : pour tout F de B ^ , 

6v (F) - v [8iF] = m[8 o ir c F] « m[ir o T € F] = m[ir € F] = v (p) . 

b- supp v 8 8 I ; pour tout w de I et tout n £ 0 , 

B(u>,e) 3 [Q * w « o) ] dès que e > r 
-n -n n n 2n-1 

et donc v (B(a),e)) £ v [8 « « ',...,0 « u> - u> ] 
L -n -n o o* ' n n J 

- m(T fl p(AnB n A _ n F )) (notations du III-propriété 4-
-n n 

conséquence 3). 

* m(p(An B. n f) A'
n F n)) 

Z (c Xp2 > 0 . 

2 

Théorème : Les systèmes dynamiques (T , B 9,m,T) et (l,B T,v ,6) sont isomor-

phes. 

Preuve ; Il suffit de rassembler les résultats précédents. 

Remarque : En particulier, (I, B^, v, 6) est ergodique et même mélangeant. 

Propriété markovienne de v : 

Vu le III- propriété 4- conséquence 3- : 
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v [ o o-i 0. a^iv...9a «i ] = m(r 2 n P ( c . n A ~ P F ) ) 
p p 1 Q p 

où F est obtenu comme précédemment à l'aide de (i , ...,i ) et en partant de 
P o p 

C . 
i 

« m(p(Bo fl A~
P F )) « tjCA^F ) ^ ( C , ) 

p p o 

• p(i 0.i 1)... p(i -,i ) * 2

( C i * ( v o i r I H ~ P r°P r iété 2-
O - X 

remarque 1) 
* m C ^ ) p(i^ij)... p(i «, i ) 

o P P 
Une remarque sur la matrice M : 

Comme T est mélangeante et comme pour tout i,j de A : 

m(R i) m(Rj) > 0 , il existe un entier N^ ^ £ 1 tel que 

m(T~nR. H R.) « m(r 2 f ) R, 0 T~ n R.) > 0 pour ' n * N. . . 
J 1 i y i»J 

Ainsi, pour tout i,j de I , il existe ^ è 1 tel que, dès que 

n £ N. . , il existe uSn^ € Z avec c / n ^ 8 8 i et a/n^ s j . 
itj o n J 

(n) ~ 2 — 
(Prendre pour ur le codage d'un point de T fl R̂, fl T n R^) . De plus, comme 

n (i,i) est le nombre de suites u> w. ... w d'entiers de A qui vérifient , J / o 1 n n 

"MCw^, 3 5 1 V k , « o • i , o»n « j" , M^ijj) est strictement positif pour 

tout n £ N. . . 

Il en résulte que M est régulière : M > 0 pour n « Sup N. . • 

4 ° l f J 

On vérifie en fait que M > 0 • 

V. Généralisation 

Soit S un automorphisme ergodique quelconque du tore. 

On veut montrer ici que pour S on peut définir un codage possédant les 

mêmes propriétés que le codage relatif à T . La suite du mémoire pourra alors 

facilement se généraliser à l'ensemble des automorphismes ergodiques du tore. 

2 

Si l'on note B l'application linéaire sur R associée à S , on sait 

que B possède deux directions propres, l'une contractante, l'autre dilatante. Il 

va donc être possible, en utilisant le même procédé que pour T, de définir : 

2 

. sur (R , un pavage en parallélogrammes délimités par des cotés paral

lèles aux directions propres de B , 

2 
. sur T , une partition en n éléments distincts : R^,...,R^ . 
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Par construction, les propriétés de partition markovienne seront conser-
2 

vées. De plus, S étant ergodique, les deux droites de <R passant par 0 et 
parallèles aux directions propres de B ont leur pente irrationnelle et donc leur 

2 

projection sur T est partout dense. Il s'ensuit, la plus grande valeur propre 

de B étant fixée, que le pavage précédent peut être choisi de manière à ce que 

p soit injective sur tous ses parallélogrammes et que ces derniers soient suffisam

ment "petits11 pour vérifier une condition analogue à la condition (C) ci-dessus. 

On peut donc encore construire une matrice N de taille n x n , régulière 

grâce au mélange, qui permette, si Z * {w€{l,2,...,n} /N(wk,u)k+1)*l pour k«Z} , 

de définir un codage ir : Z •* qui vérifie les mêmes "bonnes" propriétés que 
2 

ir : Z •* T associé à T . 
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PARTIE III 

D U T O R E A U X C H A I N E S D E M A R K O V 

On reprend les notations de la partie II. 

I. Les suites unilatères M-admissibles 

On considère maintenant l'ensemble I - {u>€l /Md^Wj^j)»! , V k£0} 

des suites M-admissibles d'éléments de I • 

On notera alors 

p + : 21 + Z* , la projection canonique, 

6 , le décalage sur Z + , (6Z + • Z + et p + 0 6 « 6 0 p +) 

d , la distance sur 1^ définie par d(u>,uj') « Z -~-(l-ô ,) 
k*0 2* V * k 

et v , la probabilité sur (Z ,B ,) image de v par p (6v « v) . 

Il est clair que (I ,d) est un fermé de (A ,d) . C'est donc un espace métrique 

compact. De plus, supp v « Z + car p + est continue et supp v « Z . 

Remarquons, enfin, que l'on a d(p+(x),p+(y)) £ d(x,y) pour tout 

(x,y) € Z x Z . 

II- Enoncé du problème 

Le but du mémoire est de démontrer le théorème suivant : 

9 
Théorème I : (T ,B 9 , m,T) vérifie le théorème limite central. 

r 

On montrera, dans cette partie, qu'il suffit en fait de démontrer la 

proposition suivante : 

Proposition 2 : (Z + , B , v, 0) vérifie le théorème limite central. 
Z 

On pourra alors, dans la suite, se ramener aux chaînes de Markov sur Z + . 

III. Du tore à Z 

Vu les propriétés de ir et la définition de v , la seule difficulté 

pour déduire le Théorème I de la proposition 1 ci-dessous est de nature topologi

que. Elle est résumée dans le lemme 1 dont la preuve est discutée dans la dernière 

partie du mémoire. 

Proposition 1 : (Z,Bj,,v,8) vérifie le théorème limite central. 
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2 
Lemme 1 : Soit f : (T ,ô) •* R une fonction hôldérienne. 

Si f o ir est un cobord dans (l,Bj>v,6) , alors f est un cobord dans 

(T 2,B 9,m,T) . 
T 

IV. De Z à Z* 

Commençons par démontrer le lemme suivant : (Bowen [2]), 

Lemme 2 : Si g : (Z,d) R est une fonction hôldérienne, il existe v : 

(Z,d) R hôldérienne telle que g + - g + v o 8 - v vérifie : g*(x) = g+(y) dès 

que p +(x) • p +(y) • 

Preuve : 

On considère pour tout p de A , (a. ). dans I avec a = p . 
r r k,p k--°° o,p r 

On définit alors la fonction r : I + Z 
ÇrCxK-x. pour i£0 

x •+ r(x) telle que -| 1 1 

I r(x),sa, pour iSO 
(r(x) ne dépend que des x i , i £ 0) . • 1 X | o 

Dans un premier temps, on suppose qu'il existe une fonction hôldérienne v 

vérifiant les conditions du lemme 2 • 

Comme g + v o 8 - v ne dépend alors que du futur, il en est a fortiori de 

même pour la fonction g o 6̂  + v o 8^+* - v o 6̂  quel que soit l'entier naturel 

j choisi. On en déduit le système suivant : 

g ' + v o 8 - v « g o r + v o 8 o r - v o r 
2 2 

g o -G + v o 8 - v o 6 * g o 8 o r + v o 8 o r - v o 8 o r 
. . . 
« . . 
« . . 

g o 8 N" X + v o 8 N - v o e N - 1 « g o Q**'1 o r + v o 8 N o r - v o G ^ 1 o r 

Ce qui donne après sommation terme à terme et réarrangement : 

N~* N N 
l (g o 8 J - g o 8 J o r) « (v - v o r) - (v o 8 - v o 8 o r ) 

J - 0 
pour tout N à 1 . 

Or v est uniformément continue sur I et donc (v o 8^ - v o 8^ o r).^, 
N¿1 

converge simplement vers 0 . On en déduit que, nécessairement, 

v(x) - v o r(x) - I (g o 8J(x) - g o 8J(r(x))) pour tout x de Z . 

j-0 
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De plus, il est facile de vérifier que si v satisfait les conditions 

du lemme 2, v - v o r satisfait également ces mêmes conditions. La fonction 
+» 

x (g o 0J(x) - g o 6^(r(x))) doit donc convenir. 

Revenons maintenant à la démonstration proprement dite. On a : 

|goeJ(x)-go6j(r(x))| S K d(6 j(x),e j(r(x))) E car g est hôldérienne 

" j " 1 1 c i i 
- K ( Z "fin-) car 6 J(x) k » 6

Jo r(x) k pour ki-j . 
-oo 2 

S K 2 e ( — ) ^ pour tout x dans l et tout j£0 (1) 

La quantité v(x) 8 I (go 8J(x) - g o 8J(r(x))) est donc bien définie 

pour tout x € I • En outre, il est facile de voir que si g - g + v o 8 - v , o n 

a sur I : g (x) s g(r(x)).+ I (g o 0 J (r(x)) - g o 8J(r(8x))) , expression 

qui ne dépend que des coordonnées d'indice positif. 

Il ne reste donc plus qu'à vérifier que v est hôldérienne. 

Soient x et y fixés dans Z . 

.Si 0 < d(x,y) < 1 , x ̂  y et X Q - yQ . 

Ainsi n Q - sup{kèO|x i=y i , V |i| S k} « N et pour 0 i j J nfl : 

|goeJ'(x)-goe
j(y)| s K(d (e j(x ) , e j (y ) ) ) e su 2 E ( ± - ) n ° 3 (2) 

2 e 

et |goe
j(r(x))-goe:J(r(y))|sK(d(ej(r(x)),e:i(r(y))) esKd(ej(x),e j(y)) esK2e(i-)no 3 (3) 

2 

On déduit donc de (1), (2) et (3), en posant b » K2 e et a • 2~ e : 

[n 0 /2] . . [n 0 /2] 
|v(x)-v(y)|* S |go8J(x)-go8J(y)|+ Z |goeJ(r(x))-goeJ(r(y))| 

0 0 
+« . -H» 

+ Z |goej(x)-go6J(r(x))|+ Z |goeJ(y)-go6J(r(y))| 
[n0/2]+l [nc/2]+l 

[n /2] n - j +« , V 2 [ n o / 2 ] [n /2]+l [n / 
û 2b( ? a + Z <r> )-f*-(a ° ° (l-o 0 )+o)o ° 

0 [n0/2]+l 

S 2b(£*) a 0 

1-a 

Ainsi, comme d(x,y) * , |v(x)-v(y)| S K'd(x ,y) e ' où K' = ~ ( ^ ) 

2 0 

e t C 2 log 1/2 * 
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. Si d(x,y)*l , |v(x)-v(y)| <|v(x)| + | v ( y ) | ^ « S K'd(x,y)e' 

Ce qui achève la preuve du lemme. 

On considère maintenant une fonction f : (Z,d) -+ R hôldérienne, de 

moyenne nulle, qui ne soit pas un cobord et lfon admet la proposition 2. Pour 

clore cette partie, il suffit de montrer que f vérifie les implications de 

la proposition 1. 

Le lemme 2 permet d'associer à f une fonction u : (I,d) R hôldérienne 

telle que f* - f+uo6-u ne dépende que des coordonnées d'indice positif. Comme 6 

est hôldérienne et comme f+-f est un cobord, les hypothèses faites sur f sont 

encore vérifiées par f + . 

•f + 

De plus, on peut définir une fonction f sur I par 

f +op +(x) * f +(x) , V x € I . 

Lemme 3 : f + vérifie les implications de la proposition 2. 

Preuve : 

Comme on admet la proposition 2, il suffit de vérifier les trois points 

suivants : 

- f est hôldérienne : 

Soient x et y dans I* . 

-» Si X q # y , prenons x et y dans l tels que p*(x) « x et 

p +(y) = y . Alors |f?(x)-f+(y)| « (f+(x)-f+(y)| S C d(x, 7 ) N car f + est 

hôldérienne 

S C(l+d(x,y))n S C 2 n d(x,y) n car d(x,y) £ 1 • 

+ Si x Q • y Q , il existe x et y dans I tels que p +(x) 8 8 x , 

p +(y) =* y et x £ = P o u r t o u t i - 0 . 

Alors |f^x)-f +(y)|*|f +(x)-f +(7)MCd(x ,7)N - Cd(x,y)n S 2 nCd(x,y) n . 

- f + est de moyenne nulle : 

J f + dv « J f + o p + dv * J f + dv « 0 

- f + n'est pas un cobord : Sinon, on aurait f* « go6-g avec g : I* -» IR 
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hôldérienne et, pour tout x de Z , f+(x)*f*op+(x)«go6op+(x)-gop+(x) * 

(gop+)o6(x)-(gop+)(x) ; ce qui est exclus car comme p + est lipschitzienne, 

gop+ est hôldérienne. 

L'étroite relation entre f + et f + permet alors d'assurer le lemme 

qui suit : 

~+ 

Lemme 4 : f vérifie les implications de la proposition 1. 

Preuve : 

Le lemme se déduit des deux égalités suivantes qui résultent de la commuta

tivi té de p + et 6 : 
r S f 2 e « n-1 , i, o t i n-1 , , , 2 

. K - 2 — ) dv * \ H z f o e K R dv « ± ( i (f + o P

+)oe k) dv 
• J J n o J n o + 

« f ± ( " z * f +oe k) 2 o p + dv « f ( ^ ) 2 dv 
J n o J ^ 

. De même, on a v{x«Z|S f+(x)Sa(f+)tv'n} » v{x€Z+|S f+(x)So(f+)ti/n} 
1 n n 

Pour conclure, il suffit donc de montrer le résultat suivant : 

Lemme 5 : Soient g et h deux fonctions hôldériennes sur Z à valeurs réelles 

et de moyenne nulle. Si g-h est un cobord et si g vérifie les implications de 

la proposition 1, il en est de même de h . 

Preuve : 

Il existe v c H(Z) tel que g-h « v o 6 - v . Ainsi S g-S h=vo8n-v 
n n 

et donc, en particulier 

S g 2 S li S h 
[(-£-) dv-fc- 2-) 2dv+2v(—(vo6 n-v))+ - v((vo6n-v)2) , pour tout n à 1 
•* /ri ) -/n n n 

s h 1 - f 
Or, par ergodicité, ( -^-) n s i converge dans L (v) vers hdv « 0 . L'inégalité 
_ S h . S h J 

|v(-^-(vo6n-v))|S2|vI v(|-^-|) assure donc la convergence vers 0 de 
n °® n 

(v o e n-v))) n è l . 

g g 

Ainsi, comme évidemment lim - v((vo6n-v)2) « 0 , si (j(-~") 2 D V ^ N ^ X 

*n h 2 

converge, il en est de même pour ( ( ) d v ) ^ ^ et 
' Vn 
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lim O - 2 - ) 2 dv * lim ( - £ - r dv = o Z 

n-*-H» J / 1 n-H*» J i/n 
S g-Snh 

Enfin, v étant bornée, (|— — | ) ̂  converge uniformément vers 0 . 
S g o i/n 

Il en résulte que si (""^)n£l converge en loi vers- la loi normale centrée réduite, 

S n h 

il en est de même de ( ) ̂  . 



P A R T I E I V 

U N N O Y A U M A R K O V I E N S U R s " * " 

L e p a s s a g e d e S à S + c o r r e s p o n d i n t u i t i v e m e n t à o u b l i e r l e c o m p o r t e -
2 

m e n t p a s s é d e s p o i n t s d e T r e l a t i v e m e n t à l a p a r t i t i o n ^ , R 2 > . . . , R - , } . O n 

v a i c i c o n s t r u i r e u n o p é r a t e u r P q u i p e r m e t t r a , e n u n c e r t a i n s e n s , d e r e c o n s t i 

t u e r c e p a s s é p e r d u . L a r e c o n s t i t u t i o n s e r a d e n a t u r e p r o b a b i l i s t e . P l u s p r é c i s é 

m e n t , c o m m e l e m o n t r e r a l a p r o p r i é t é 3 c i - d e s s o u s , P s e r a l ' a d j o i n t d e l ' o p é r a 

t e u r 9 : <j> 9<J> = <j> o 9 . 

D a n s l a s u i t e , o n s e f i x e e > 0 q u e l c o n q u e e t l ' o n r e p r e n d l e s n o t a t i o n s 

p r é c é d e m m e n t i n t r o d u i t e s . 

N o t a t i o n s : 

. P o u r t o u t a d e A , o n c o n s i d é r e r a l ' a p p l i c a t i o n : 

a : 

f 

x •> a x t e l q u e J o 

( a x ) k = x f c - 1 , p o u r k 2 1 

• O n d é f i n i t a u s s i , p o u r t o u t a d e I : 

p : I* + R + 

m(H ) 
x •* P a ( x ) • j j j t j — r p ( a , x Q ) o ù p ( i , j ) = 0 s i M ( i , j ) = 0 . 

x 
o 

R e m a r q u e s : 

P o u r t o u t a d e I : 

-> a e s t u n e c o n t r a c t i o n s u r 

p o u r x,yt^ , d ( a x , a y ) e * ^ - d ( x , y ) E 

-*• p e s t l i p s c h i t z i e n n e s u r 

p o u r x , y e ! r , | p ( x ) - p ( y ) | Í 2sup ( > J \ p ( a , b ) ) d ( x , y ) e . 
a a b 6 A m v K b ; 

O r i g i n e e t d é f i n i t i o n d e P : 

L e r a i s o n n e m e n t q u i s u i t m a n q u e d e r i g u e u r . S o n b u t e s t s i m p l e m e n t d e 

j u s t i f i e r d e m a n i è r e i n t u i t i v e l a d é f i n i t i o n d e P . 

S o i t <J> : ( E + , B , ) (R, B D ) u n e f o n c t i o n m e s u r a b l e b o r n é e . 

S 
2 + 

O n a p p e l l e r a " c l a s s e + " d e T a s s o c i é e à o> c I , l e s o u s - e n s e m b l e C 
2 0 0 

d e T q u i r e g r o u p e l e s é l é m e n t s d u t o r e d o n t u n c o d a g e a d m e t a> c o m m e p a r t i e p o 

s i t i v e . ( O n s a i t q u e l e s " c l a s s e s + " c o r r e s p o n d e n t a u x f i b r e s c o n t r a c t a n t e s d e l a 
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partition). On peut alors considérer $ comme une "application11 sur ces 

"classes 

Si eu est un élément de Z + , on veut désigner par P<KÜJ) la valeur 
2 

probable de <f> en une "classe +" de T sachant simplement que T(C^)cC^ . 

P4> sera alors en quelque sorte une "reconstitution de "<fr o 0 *" ". (Voir la pro

priété 3 ci-dessous qui exprime cette correspondance entre P et 6 

Il est donc naturel de définir P<j>(w) comme le barycentre des valeurs 

$(acü) , acl et au>cZ+ , pondérées des chances d'être en sachant qu'à 

lfinstant suivant on se trouve en • La figure 14 permet, sur un exemple, de 

miR^T^R^) m(Ra)p(a u>o> 
constater que ces poids sont égaux à - ^ r — > « r r — r 2 « p (ca) , (En 

o o 
fait, plus directement, la nature markovienne de la partition assure que le poids 

associé à <Kao>) ne dépend que de a et de w et qu'il vaut m(R |T R )-p (u>)) 
o 

On pose donc P$(w) Œ £ p (ta)^(aa>) ; ce qui définit une probabilité 
+ a€l,au)€l 

de transition sur (Z ,B ,) . 
I 

Propriétés de P : Vu les remarques précédentes, les résultats 1 et 2 suivants 

sont bien connus : 

1. P(C(Z+)) c C(Z +) , P est un opérateur borné et positif sur (C(Z +), Il • 1^) et 

+ + + P-2 £<1 

2. P(Lg(I )) c L £(Z
T) et Ip4l g S p|*|£ + 01*1^ pour + € Lç(ï ) avec j 

3. v($.ty) • v($o8.4>) pour toutes fonctions <|>,i|> : (Z ,B ,) -* (R,B D) mesurables 
Z+ R 

bornées. 

• v(Pf) « v($) : 

Par un raisonnement classique qui utilise le théorème des classes monotones 

on voit qu'il suffit de vérifier que, pour tout p 2 0 et tout 
P+l 

(p+l)-uple(iofilf...,i )cl avec M(ij,i^+1) « 1 pour j € {0,...,p-l} , on a : 

v(Pl r o . ,) « v[Û -i ....,0 «i ] (*) . Or, étant donné la nature marko-
I iî B l ,...,42 a l J 0 0 P P 

O, O P P 
vienne de v : r r 

V i ? 1 t D o m l o ' . ï l J l[0 -i .....0 -i ] ( 3 X ) Pa ( x> d v < x > 

M(.,i.)-1 P P 

»(R a) + 

• ï jĵ jj—j pU.ijMxcZ /(ax)o«io,(ax)1*i1 

a<I i. 
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m(R ) 

* * ï?T ,7 p U' il ) 6a < 1o )" ( 8i 1

)P ( 1l» 12 )---

P ( i

P - r
i P ) • 

* m(Ri )p(io>ij),,.p(i ,,i ) ; ce qui prouve 
o 

l'égalité (*). 

. v(4>.P<Ji) » Z $(x)\|»(ax)p (x)dv(x) avec i|i(ax)p (x) = 0 si axjz+ 

a«I J a a 

= I F *o6(ax)*(ax)pa(x)dv(x) 
a«I J 3 

» v(P($o6.^)) » v($o8.t|>) d'après ce qui précède. 

4. P est compact de (L (ï+),H I ) dans (L (Z+),ll H ) (i.e. : 

Si (• ) € L (Z +) et si sup H I < 4~ , il existe (n.). et h € L (Z+) 

n 
tels que lin IP* -h» • 0) : 

n o© 

k+h» nk 

• Il existe (n,), et h € C(Z +) tels que lira IP<j> -h» * 0 . 
K K k-HH» nk °° 

En effet, comme supltfr 1 < 4« suplP$ I < -H» et donc (P<|> ) est une suite 
« n e n e n n 

+ n 

bornée dans (C(2 ),!.!) et uniformément équicontinue. On conclut alors par le 

théorème d'Ascoli puisque (Z+,d) est compact. 

. h c L (Z +) car suplP$ I < 4« et car 
€ k nk C 

№*?"h(y )L $ l l m i n f [Pcj ] pour tous x et y de Z + avec 
d(x,y) e k nk e 

x £ y . 

4 4 
5. Sur les valeurs propres de module 1 de l'opérateur P : L c ( Z ) - » L £ ( Z ) . 

a. PI • 1 car Z p (x) • 1 pour tout x € Z + . 
ail a 

b. 1 est valeur propre simple : 

Soit <f> € L c(Z
+) avec « • . 

Comme il s'agit de montrer que $ est constante et comme p est réelle pour 
a 

tout a de I , on peut supposer <J> à valeurs réelles, ce que l'on fait dans 

la suite. 
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Puisque (Z +,d e) est compact, il existe x dans Z + tel que 

4>(x) - sup, $(y) . Mais (()(x) = Z p (x) <Kax) et donc, si ax € Z* , on ne 
y€l + a«I â 

M(a,x )*1 
0

 + 

peut avoir <|>(ax) < 4>(x) (car P (x) > 0 , I p (x) « 1 et <(>(y)S<f>(x) , VycZ ). 
a a a 

On en déduit que <(>(ax) 585 4>(x) dès que ax € Z + et, par récurrence, que 

4(a ...a^x) * $(x) pour tous k 2 0 , aQ,a^,...,a^€l pourvu que aoa^...a^X€Z 

Le lemme suivant et la continuité de 4> permettent alors de conclure. 

Lemme : {a Q a^...a^x/k^0 ; ao,a^,...,a^ € I ; a^a^.^.a^x € Z
+} est dense dans 

(Z +, d) • ° 

Preuve : 

Soient x f € Z + et n 2 0 fixés quelconques. 

Posons a - x 1 ,...,a « x 1 . Comme M > 0 , il existe a ,. , a , 0 o o n n n+i n+z 
et a n + 3 dans I tels que M(a n.a n + 1) = M U ^ . a ^ ) = M d ^ . i ^ ) » 

M ( a n + 3 ' x o ) = 1 • 

Ainsi V r " V n + l V 2 V 3 X ' Z + 

+~ 1 1 
et d(a a. ...a a ,.a , 0a , 0x,x

f) £ Z — « — c e qui assure la 
o 1 n n+1 n+2 n+3 7

 n + j 2 k 2 n 

densité. 

c. 1 est l'unique valeur propre dans de P (même méthode en passant 

d'abord par les valeurs absolues). 
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PARTIE V 

T H E O R E M E L I M I T E C E N T R A L P O U R U N E C L A S S E 

D E C H A I N E S D E M A R K O V 

Cette partie est entièrement inspirée de l'article [5] de Y. Guivarc'h 

et J. Hardy. 

On considère ici un espace métrique compact (X,d) et une probabilité 

de transition, P , sur (X,B X) satisfaisant les hypothèses : 

1. P(C(X)) c C(X) 

2. P(L(X)) c L(X) et IP*| * p!<H + C8<Mœ pour $ e L(X) avec 

0 S p < 1 et C 2 0 . 

3. P est compact de (L(X),I.I) dans (L(X).I I . Ï ) . 
00 

4. 1 est valeur propre simple de l'opérateur P : L(X) L(X) et 

c'est l'unique valeur propre de module 1 • 

Le théorème de Ionescu-Tulcea et Marinescu (annexe I) permet alors 

d'affirmer les propriétés suivantes (P étant considéré comme opérateur borné 

de (L(X),iM)) : 

a - Ker(I-P) » Ker(I-P)2 

b - Il existe un sous-espace fermé H de L(X) tel que 

L(X) * Ker(I-P) « H 

et la restriction de P à H a un rayon spectral < 1 . 

c - Le projecteur ir sur Ker(I-P) dans la décomposition ci-dessus 

est borné dans (L(X)» H I ) • 
00 

I. Existence et unicité d'une probabilité P-invariante sur (X,B^) 

Remarquons tout d'abord que, pour toute fonction $ de L(X) , la suite 

(flPn(I-ir)<M * IPn<f>-iT(M )n£Q converge exponentiellement vers 0 car r(P(I-ir))<l , 

De plus, puisque dim(Ker(I-P))asl , on peut considérer la forme linéaire 

continue v sur (L(X )J.I) définie par ir$ = v(<|>)1 pour toute <ML(X) • 

Ainsi, comme ir est borné dans (L(X),I.I ) et comme L(X) est dense 
00 

dans (C(X),B.I ) , v se prolonge de manière unique en une forme linéaire continue 

sur (C(X),l.loo) que l'on note encore v et qui vérifie pour <j> dans C(X) : 

lim P n$ « v($) uniformément sur X • 
n-*-H» 
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Enfin, on déduit de la convergence précédente que v est positive (car 

P est positif) et P-invariante, v est donc une mesure de probabilité 

(v(l) « 1 car PI » 1) sur (X,B X) P-invariante. On vérifie facilement que 

cfest la seule. 

II. Perturbation de l'opérateur de Perron-Frobenius 

On considère, dans la suite, la chaîne de Markov canonique, ^i c^k
>0 * 

à valeurs dans X , de probabilité de transition P et de loi initiale la masse 

de Dirac, ô x , au point x c X fixé. On notera P x , la probabilité correspon

dante sur l'espace des trajectoires de la chaîne et E^ l'espérance associée. 

n-1 
On pose S « £ f o X. , n 2 1 où f est une fonction de L(X) à valeurs 

n 0 K 

réelles vérifiant v(f) * 0 . 

On veut démontrer un théorème limite central pour ^ n^ nj;i • ̂
n s'intéresse 

iAS 

donc aux fonctions caractéristiques X E^[e ] , n£l • Le lemme suivant en donne 

une expression plus commode. 

Lemme 1 : Pour tout n 2 1 , tout réel X et toute fonction $ € L(X) , on a 

E x [ e
l A S n *(Xn)] * e

i A f ( x ) P^1(P*)(x) 

où P , z c <E , est l'opérateur borné de (L(X),| J) défini par P **P(ezfi|;),i|KL(X) 
z z 

Preuve : 

Le lemme résulte de la formule suivante, valable pour tout n £ 1 : 

vP(e
i A f.P(e i A^.^. P(eiA£.P»)...)) « ^ ( P * ) ; formule que l'on vérifie 

(n-1) fois 

aisément par récurrence. 

Lemme 2 : La fonction z •* P est analytique de C dans l'espace de Banach, 

L(L(X),II.I) , des opérateurs bornés de (L(X),«.l) et, pour tout z complexe, 

4~ k 
V s 2 fr M, où M, c L(L(X), li.ll) est défini par 

z k«o 
M k* » P(f

k<|>) , <f> € L(X) . 
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Preuve : 

Remarquons tout d'abord que, pour tout k i 1 , +» k 

IM.I S IPB.Ifll^"1 (k[f] + Ifl ) d'où l'on déduit que la série I £ 7 M. ,z«C , 

converge normalement dans l'espace de Banach L(L(X) , Il. I! ) . 

Pour tout k i 1 et toute fonction $ de L(X) , 

iitéi é m »f%i » BPI(Cfk*3 + I*I »fnk) 
K 00 00 

i IPI ( M I J * * ] + m l M + m a if£) 

k k-1 

Mais il est facile de vérifier par récurrence que [f ] £ k l l f [ f ] • 

Ainsi, »Mk<M * IPKl^l^klfl^"
1[f]+lf 1^) + [•] Ifl*). 

S IPI (k[f] + IflJ Ifl^"1 1*1 , ce qui prouve l'inégalité 
cherchée. 

Les égalités suivantes achèvent alors la preuve du lemme : 

I fr M *(x) - I f §y fk(y) <Ky) P(x,dy) 
k=0 k=0 J 

J k»0 k=0 

converge uniformément sur X 

* P $(x) pour tout x dans I , toute fonction $ dans 
z 

L(X) et tout complexe z . 

Le lemme 2, l*égalité P Q * P et les propriétés 4-, a- et b- sur P 

permettent, grâce au théorème des perturbations (annexe II), de préciser le spectre, 

c(P ) , des opérateurs P , z suffisamment petit : 
z z 

II existe a , p > 0 tels que si z € D(0,g) 

(i) a(P ) c D(0, l-3a) U {k(z)} où k(z) est valeur propre simple de P 
z z 

vérifiant |k(z)-l| < a (nécessairement, k(0) * 1) . 

(ii) Il existe un projecteur ir(z) sur le sous-espace propre associé à k(z) 

qui commute avec ? z et tel que 

sup IPn(I-ir(z))i S C(l-3a) n + 1 pour n * 0 avec C £ 0 . 
|z|<3 z 

(iii) k(.) et i r ( . ) sont m fois continûment dérivables sur D(0,g) , quel 

que soit m i 1 • 
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Remarque : L'unicité de v et les propriétés de ÏÏ(0) assurent que ir * TT(0) . 

On en déduit la convergence suivante : 

Corollaire : Pour toute fonction $ dans L(X) et tout réel X 

k"(0)À2 

lim IP^'1 • - e 2 v(*)l * 0 

Preuve : 

Notons n o le plus petit entier qui vérifie : 

n £ n => 1—1 < p où A est un réel fixé. 
° V n 

Vu ce qui précède, si $ € L(X) , 

— — v n — v n 
\/n Sn Vn 

* k ( ^ ) n " X ir(% + P Î ^ d - ' C — » * Pour n ï n Q (1) 
i/ri Vni — vn 

D'autre part, on a HP""1 (I-ir(—)) + 1 - C(r(P)-3a)n ll<H , pour n 2 n Q , 
— SRI 

et donc lim I P ^ 1 (I-ir(— )) + 1 - 0 (2) 
n->+» — v'n 

Comme ir(0) » v.l , on a aussi lim 8TT(—) <j>~v(<J>)ll = 0 (3) 

par continuité de f,z + ir(z)ft . 

Notons maintenant f,ir(z) « v+ze+o(z)tf le développement à l'ordre 1 de 

"z -> TT(Z)11 . Alors, l'égalité "ir(z)P * k(z)ir(z)" (justifiée par la commutativité 
z 

de ir(z) et P ) donne par une identification terme à terme des développements à 
z 

l'ordre 1 : eP + vMj * k'(0) v+e , Et, en appliquant cette dernière relation à la 

fonction 1 € L(X) , il vient : k'(0) » v(M 1D » v(Pf) = v(f) = 0 . 

a . . ^x u / i A x 1 1 " 1 k"(0) X2 , ^X2^n f k"(0 ) X 2 x , . s 
Ainsi, lim k(—) « lim (1 à-*-— + o(—)) = exp( — ) ( A ) 

/- . z n n l 
n-H-» vn n-H» 

D'où le corollaire en rassemblant les résultats (1), (2), (3) et (4). 
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III. Détermination et nullité de k"(0) 

a) Détermination de k"(0) 

Commençons par résoudre l'équation fonctionnelle en u : lf(l-P)u « Pf 

sur X" . Il est bien clair que formellement, il vient u » I P n + 1 f . Or, 

n+1 n à 0 

PicL(X) et v(Pf) - 0 , (BP * B) n£0
 c o n v e r 8 e d o n c exponentiellement vers 0 . 

Il en résulte que Z P n +* f converge normalement dans l'espace de Banach 
n*° n+1 

(L(X),B.l) et donc que u * Z P f est lipschitzienne sur (X,d) et est 
nSO 

l'unique solution de l'équation à résoudre. 

On considère alors les opérateurs suivants, bornés dans (L(X) , l i . l l ) : 

. P avec z dans C et P $ * e z u P (0 e z u) pour toute $ dans L(x) . 
z z z 

f k 

. Mfc avec k £ 0 et $(x) » (f(y)+u(y)-u(x)) <|>(y)P(x,dy)dv(x) , pour 

tout x dans X et toute $ de L(X) . 

Leur introduction est justifiée par les propriétés qui suivent. 

Remarquons tout de suite que M^l - Mjl = Pu-u * -Pf • -M^l et donc que 

M 11 s 0 . 

D'autre part, de la même façon que pour z P , on montre que z P 
zk „ z ~ 2 

est analytique sur (t et que P * Z rj M, . Ainsi, puisque P * P , on dé-
z kSO K 1 K 0 

duit du théorème des perturbations qu'il existe a , p > 0 tels que si z€D(0,p) : 

(i) <*(PZ)
 c D(0,l-3a) U {k(z)} où k(z) est valeur propre simple de 

vérifiant |k(z)-l| < a . 

(ii) Il existe un projecteur ir(z) sur le sous-espace propre associé à k(z) 

qui commute avec P et tel que r(P (I-ir(z))) < (l-3a) . (D'où nécessairement 
z z 

TTCO) * ir ) . 

(iii) k(.) et îr(.) sont m fois continûment dérivables sur D(0,g) , quel 

que soit m £ 1 . 

Remarque : Puisque k(z) (resp k(z)), |z| < min(g,g) , est une valeur propre de 

P (resp P ) , il est clair que c'est aussi une valeur propre de P (resp P ) . 
z z z ^ z 

Ainsi, étant donnée leur place respective dans les spectres de P et P , k(z) 
z z 

et k(z) sont égales. 
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z 2 ~ 2 
En conclusion, si l'on note "ir( z)«v+ze+ — £+o(z ) , f le développement 

au second ordre de Mz •* ir(z)" sur D(0,min(p,g)) , on déduit de l'égalité 
,fîr(z)P « k(z) TTCZ)" la relation : ZF+viL+ZÎfiL • * " ( ( ) )v+îr . Cette dernière assu-

z 2 1 

rant, lorsqu'on lui applique la fonction 1 de L ( X ) que : 

k"(0) * v(M2l) + 2*^1) * v(M2l) car Mjl s 0 

- J(f(y) + u(y) - u(x)) 2 P(x,dy) dv(x) . 

b) Nullité de k"(0) 

La nullité de k"(0) est étroitement liée à la notion suivante : 

Définition : On dira qu'une fonction g : ( X , d ) R lipschitzienne est dégénérée 

s'il existe une fonction v dans L ( X ) à valeurs réelles telle que g(y)-v(x)-v(y) 

pour P(x,.)-presque tout y et v-presque tout x • 

L'expression de k"(0) assure alors que : 

Lemme 3 : Si k"(0) * 0 , f est dégénérée. 

Dans le cas où supp v » X , ce lemme admet une réciproque : 

Lemme 4 : Si f est dégénérée et si supp v * X , k n(0) « o . 

Preuve : 

Si f(y) « v(x)-v(y) pour P(x,.)-presque tout y et v-presque tout 

x avec vcL ( X ) , alors Pf * v-Pv v-presque partout. 

Ainsi, par continuité, Pf » v-Pv sur supp v « X et donc u = v , ce qui 

entraîne que k"(0) * 0 . 

IV. Théorème limite central 

2 f 2 
Théorème II : Si a « (f(y)+u(y)-u(x)) P(x,dy)dv(x) est strictement positif, 

, ft _ 2 ir* 
lim P X C S N £ ot i/n] « — e~ u du pour tout t réel. 

2 

Remarque : Le lemme 2 donne une condition suffisante sur f pour avoir o > 0 ; 

condition qui devient nécessaire dans le cas où supp v « X . 
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Preuve : 
2 

D'après le corollaire, lim « P ^ d ) - e" A ^ 2 I I « 0 , pour tout réel A . 
n-̂ H» 

. / A ^ \ 

On en déduit que, pour tout réel A , lim 6 (e a / n Pï, (PI)) * e ' 
n+-H» x ii-

puisque PI • 1 . av£ 
S 

Le lemme 1 assure donc la convergence en loi de (-̂ -) vers la loi 
ci/n 

normale centrée réduite. 
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PARTIE VI 

E P I L O G U E 

Le lemme III-l rois a part, on est maintenant en mesure de démontrer la 

proposition III-2, c'est-à-dire d'achever la preuve du théorème I. 

Soit donc f : (Z+,d) •> R une fonction hôldérienne et de moyenne nulle. 

En particulier, il existe c > 0 pour lequel f € L £(Z
+) . 

On considère alors l'espace métrique compact (Z ,d ) , le noyau markovien 

P sur Z + introduit partie IV, la mesure de probabilité v * p +v et la chaîne de 

Markov canonique ^ ^ ^ ^ Q * valeurs dans Z + de probabilité de transition P et 

de loi initiale v dont la probabilité correspondante sur l'espace des trajectoires 

est notée P . 

v 

v étant P-invariante, l'application à ces objets des résultats de la 

partie V assure que : 

+ k 
.Si $ c L (Z ), lim HP <(>-v($)|| - 0 et la convergence est exponentielle 

c k-H-oo e 

2 f 2 
. Si o * (f(y)+u(y)-u(x)) P(x,dy)dv(x) est strictement positif, 

alors lim P [S Soti/n] » — f e" u 1 2 du 

n-l 

n Q "k 

et u = l P f dans (L (ï ). 

Remarque : Si g, V€L g(Z
+) , 

J(g(y)+v(y)-v(x))2P(x,dy)dv(x)«J(g2+2v2)dv=2j(vPv+vPg-gv)dv car v(P$)«v($) 

» J(g2+2v2)dv-2J (vo6.v+vo6.g-g.v)dv car v(P<f>.i|>)=v(<f>.i|>oe) 

* J(g+v-vo8)^ dv . 

On en déduit l'égalité (I) du lemme suivant : 

Lemme 1 : -

g 2 9 f (f+u-uo8)(iv (I) 

J -H» 

= v(f 2) + 2 Z v(f.fo6 k + 1) (II) 
k=0 

f S f 2 
» lim (—) dv (III) 

n-++» * /n 
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Preuve de l'égalité (II) : 

2 2 
Comme v est P-invariante, c « v(f )+2v(f .u)+2v(u. (u-Pu-Pf )) 

2 ir+i 

* v(f¿)+2v(f. Z P*^f) car u-Pu-Pf*0 
k»0 

* v(f*)+2 I v(fo6 .f) car la série 
+ k=0 

converge uniformément sur Z 

Preuve de l'égalité (III) : 

Comme |v(f .fo0k) |-| v(Pkf .f ) |$|f «JP kf | et comme (BPkfll), converge 

exponentiellement vers 0 , la série Z k.v(f.fo0 ) est convergente 

n-1 k à l n-1 
Ainsi c2«v(f2)+21im Z v(f.fo0k)»v(f2)+21im Z (l-k)v(f.fo6k) 

n-H« k«l n-H*o k=l n 

On conclut alors car, pour tout n 2 2 , 

H t ) - ¿ ( 2 f o6*+2 Z fo0K.fo0*)» ¿ ( Z f o0K+2 Z Z foe^.foe*") 
/n n k*0 0Sk<tán-l n k»0 k«l *=0 

et donc, v((—) 2)-v(f 2)+ 2 " z 1 V 1 v(fo0£.fo0k+*>v(f2)+ 2 V(n-k)v(f .f o0 k) . 
A n k«l ¿«0 n k-»l 

f S n f 2 
L'égalité (III) prouve que ( ( ) dv) converge et que sa limite 

* Jñ n 

2 + 
vaut a . La première égalitéf associée au fait que supp v « Z , montre que si 

2 

f n'est pas un cobord, o est strictement positif. Le lemme suivant suffit donc 

pour conclure : 

Lemme 2 : Pour tout n*l , P [f(X )+f (X. )+.. .+f (X . Hot^/n] * 
v o l n-1 

, n-1 , 
v{xcZ / Z fo0K(x)^oti/n} . 

k»0 

Remarque : Intuitivement, vu la dualité entre P et 0 , O ^ J ^ Q e s t une recons

titution aléatoire du passé de X .11 est donc naturel que la loi de (X ,..•, 
o 0 

X .) coïncide avec la loi de (0 x,...,0x,x). Le lemme 2 en est une consé-
n-i 

quence• 

Preuve : 

Si lu : (Z +,B + ) •+ (R,B R) , i
 3 0,...,n-l , sont des fonctions mesura

bles bornées, 2 
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fh (X )h.(X.)...h .(X .)dP -fh (x)P(h..P(h7...P(h ,.Ph . )...))(x)dv(x) 
J o o 1 1 n-l n-l v j o i z n-z n-i 

-fh o6(x)h.(x)P(h,...P(h ,.Ph .)...))(x)dv(x) 
J o l l n-z n-i 

car v(P<J>.^)«v((j).̂ oe) . 

En procédant ainsi (n-1) fois, on aboutit à l1égalité : 

|h o (x o)h 1 (x 1)...h n . 1 (x n. 1)dP v - J h ooen-1(x)...h n. 2oe(x)hn.1(x)dv(x) . 

Le lemme en découle, via le théorème des classes monotones. 
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PARTIE VII 

A P R O P O S D U L E M M E I I I - 1 

A. POINT DE VUE ; "ANALYSE DE FOURIER" 

I. Rappels et notations 

1 2 
1. La famille { /(k,£)«2 ,(0)} est somroable si et seulement si a>2 . 

2 2 
2. On pose, pour tout (k,fc) dans 2 , e ^ ^ : T •* C 

(x . y ) - ,2i*«k .D.(x . y )> , 

Alors : 

2 2 2 
. La famille { e ^ ^/(k,l)<2 } est une base orthonormale de L (T ) . 

. Pour toute fonction f de L 2(T 2), «f l l 2 « Z Jf(k,0| 2 où 
1 ( k , £ ) c r 

f ( k , O s J 2^*e-(k i)^* * (Relation de Parseval). 

2 2 

• La famille { f ( k , O e ^ ^ j } ^ e s t sommable dans L (T ) de 

somme f • 
.Si ï 0 |f(k,fc)| < +°° » f * I 0 f(k,£) e/, 0 x m-presque partout. 

(k,*^* 2 (k,fc)c22 U ' 1 ' 

(Théorème d'inversion de Fourier). 

II. Comportement de certaines trajectoires (An(x,y)) „ , (x,y)cR2 

n € £i 
On désignera par (u(x,y),v(x,y)) les coordonnées d'un point (x,y) de 

2 
R dans ( O ^ ^ ) • 

On considère alors les quadrants 

Q x * {(x,y)€R
2/u(x,y)>0,v(x,y)>0} Q 2 « {(x,y>€R

2/u(x,y)>0,v(x,y)<0} 

Q 3 = {(x,y)€R
2/u(x,y)<0,v(x,y)<0} Q A « {(x,y)€R

2/u(x,y)<0,v(x,y)>0} . 

\ \ \ F Q l 



38 

Si (x ,y )€Q- , la trajectoire ( A N ( X .y )') ~ est contenue 
0 0 1 0 0 t\€£ 

2 
dans la branche d'hyperbole {(x,y>€R /u(x,y)v(x,y)*u(xo,yo)v(xo,yo) , u(x,y)>0} 

puisque u(An(x ,y ))v(An(x .y )) « AÎ* u(x ,yJAÏMx .y )^(x ,y )v(x^,y ) . 
r O O O O 1 o o z o o o o o o 

De plus, comme Àj>l>À2>0 , 1 a trajectoire est décrite dans le sens indiqué 

sur la figure ci-dessus. On en déduit, en particulier, que lim IIAn(x,y) ll-+<» . 
n->±°° 

On obtient des résultats analogues avec les autres quadrants. 

III. Quelques résultats d'analyse de Fourier sur le tore relatifs à T 

Lemme 1 : Si f « l V ) et si (k,H>€Z2 , f^T(k,H) = f ( A " 1 ( K F L ) ) . 

Preuve ; 

foT(k,fc) * J foT.e_£k ^dm * J f.&_^ £ ) o T 1 ^ car mT = m 

* j f.e ç N O A * dm » j f.e . dm car A * est 
j J -A~A(k,fc) autoadjointe 

= f(A - 1(k,0) . 

2 2 ~ 
Lemme 2 : Si f = goT-g avec g«L (T ) et si I 9 (f(k,£)| < -H» , alors 

(k,0«* 

f(0) » 0 et Z f(An(k,£)) * 0 pour tout (k,fc) de ZZ/(0) • 

Preuve : 

Comme A n'admet pas de point fixe autre que 0 , on déduit de la somma-

bilité de {(f(k,*)|/(k,£) € 2 2 } , celle de {f(An(k,£))/n€2} pour (k,fc) dans 

2^/(0) . 

Ainsi : 

+ 0 0 ~ N * N 
Z f(An(k,*))= lim 2 (gS * ( A N ( K,D ) - J ( A N ( K , T ) ) ) - lim I ( g U ^ C k . O ^ g V W ) ) ) 

n=-« n=-N N-H« n«-N 

» lim (g(A~N'1(k,£))-g(AN(k,£))) - 0 d'après la relation de Parseval 

N 

et parce que lim IA (k,£)l « +» . 

Lemme 3 : Soit f«C(r 2) avec f(0) - 0 , (|f (K ,L) | ) ( K £) t 2

2/(0) € 0 ( " â ) , a > 3 

H ( k, £ ) Il 

et I f(An(k,£)) = 0 pour tout (k,0 dans 2 2/(0). 
2 
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Alors, f est de classe C , g » Z 0 ( Z f(An(k,£)))e,, 
(k,£)«2*/(0) n-1 U , £ J 

est de classe et f » goT-g . En particulier, f est un cobord. 

Preuve : 

Comme f«C(T2) et que (|f(k,£)|),. v - 2 „ M « 0( - -) avec 
U.lJtï-MUJ ||(k,£)||a 

a > 3 , le rappel 1 et le théorème d'inversion de Fourier assurent l'égalité 
2 

des fonctions continues f et Z « f(k,£) e r. .s sur T . 
(k,£)€2Z/(0) U » * ' . 

Le rappel 1- assure aussi la sommabilité de {If(k.l) — O l /(kf£)cir/(0) 
OX 0 0 

et de {If(k.l) |^*^l<,/(k.l)«a
2/(0)} . 

Il en résulte que f admet des dérivées partielles du premier ordre 

continues, f est donc de classe • 

1 + 0 ° * n 0 * 
Soit maintenant (k,l)c2r/(0). On pose C ( f c v - Z f(An(k,£))= Z f(An(k,£)) . 

' n=l n»-» 4 
Les pentes des directions propres de A étant irrationnelles, (k,£) « U Q . . 

i-1 1 

Supposons que (k,£) « (les autres cas sont similaires). Alors : 

. Si u(k,£) i v(k,£) , on a pour tout n i 1 

IAn(k,£)I * u(An(k,£)) » X n u(k,£) i — Xn|(k,£)« 

et donc, 

|Cf. J J Z |f(An(k,t))|S Z — S i Z C( / z ) a — I -(C 2-) 
n-1 n-1 , A n ( k t ) | o n-1 XnI(k,£)« 8(k,£)«a 1- A° 

. Si u(k,£) < v(k,£) , on a pour tout n i 0 

IA'n(k,£)| i v(A"n(k,£)) = A" v(k,£) à -= A? I(k,£)« 
1 ¿2 1 

et donc, 

0 . 0 r + 0 0

 1 9o/2 
|C,. , J S Z |f(An(k,£))|S 2 — ~ — " S Z C(—- )« = i - ( C ± - ) 
' ( k ' f c ) n — n — IAn(k,£)ïa n-0 Anl(k,£)« i(k,£)fla 

Ainsi ( I C , . .J) - « 0( ) et les mêmes arguments que ceu 
{ k * l ) (k,£) tr/(0) l(k,£)|a 

du début de la preuve montrent que g - Z - C,. e(. _x est de classe C 
(k,£)€22/(0) K k , l ) 
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De plus, goT-g * Z 2 C f , v e, s o T - Z C f , e f , 
(k,£)€2

2/(Q) U t t J U , £ ; (k,£)c22/(0) ( k * £ ) ( k a ) 

" ( k . O Ï ^ / C O ) ^ - 0 e A ( k ^ r ( k , O c 2

2 / ( 0 ) C ( k ^ > e ( k ^ > 

(k,£)€22/(0) ^A'^k.i) C ( k ' £ ) ) e ( k ' £ ) 

Z 9 f((k,£)) e,. ç> - f . 
(k ,O€2 Z/(0) U ' £ ' 

f est donc un cobord puisque, par le théorème des accroissements finis, 
1 2 

les fonctions de classe C sur T sont lipschitziennes. 

Remarques ; 

2 

1. Soit f : (T ,6) •* R une fonction continue de moyenne nulle, 

(i) Si Z f(An(k,£)) t 0 pour un élément (k,£) de 22/(0) 
alors f n'est pas un cobord (Lemme 2). 

2 

(ii) Pour la même raison, si f(k,£) à 0 pour tout (k,£) dans 2 et si f 

est non nulle, ce nfest pas un cobord. 
2 

2. Soit f : (T ,Ô) -» R un polynôme trigonométrique de moyenne nulle. 

Alors f » 0 sur le complémentaire d'une boule fermée B(0,R) . Il en 

résulte que : 

. Pour tout (k,£) dans 2 /(0) , la somme Z f(An(k,£)) est finie 

(car lim SAn(k,£)I * +*) . 
n-*±« 

. Si, de plus, Z f(An(k,£)) » 0 pour tout (k,£) dans 2/(0) , 

f vérifie les hypothèses du lemme 3 et comme ^ , (k,£) c 2 /(0) , peut 

toujours s'écrire comme somme de f(An(k,£)) où nc2 et IA n(k,£)B è l(k,£)ll , 

g 8 5 Z C , , 0 x e,, x est un polynôme trigonométrique (notations de la 
(k,£)€B(0,R) U i * ; U , l J 

preuve du lemme 3). 

3. Si f est de classe C 4 , (|f(k,£)|) € o (—- r) . 
(k,£)622/(0) l l(k ,£ ) l | 4 

En effet, si k«2/(0) , une intégration par partie donne pour toute fonction h 

i i ri 9 • v -2iirkx - . „ 
déclasse C sur S A : h(k) * - j ^ J h'(x) e "

Z l l r K X dx +[i e ^ h(x)3fc^h' ( k 

2 
Ainsi, pour (k,£) dans 2 /(0) , on a : 
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f ( k , £ ) « J ^ 2 * fjl | F(^y)e- 2 i^ xe- 2 i 7 r^dxdy 

- 1 F 1 ^ 9*, x -2iirkx -2iir£y, , 1 , a 4 f v „ N 

• - • • • « T - X T — f U , y ) e e 'dxdy * r-r (—r) (k,£) . 
( 2 i r ) V

 J0 J0 9x 4
 ( 2 i r ) V 9x 4 

O 
De même, f(k,£) * 7—5-7- (—f-x f)(k,£) * ^ - 7 (k.*> • 

<2ir)4(k2£2) 9x 23y 2 ( 2T T ) V 3y 4 

4 4 4 
Mais - 2 T f , 9

9

 9 f , -^r f € C(T
2) c L 2(r 2) et la relation de Parseval 

3x 3x 3y z ay* 
assure donc que : 

lim (k 4+2£ 2k 2+£ 4) |f(k,£)| * lim B(k ,£ ) l l 4 |f(k,£)j = 0 . 
I(k, £)!->+• ll(k,£)ll-H-~ 

IV. Réponse partielle au lemme III.l 

2 
On considère une fonction f : T -» (R vérifiant les hypothèses suivantes : 

1 - f est continue 

2 - m(f) « 0 

3 - (|f(k,£)|) _ c 0( * -) , a > 3 • 

(k,£)«22/(Q) »(k,£)l(a 

Alors, étant donné ce qui précède : 

a) f est hôldérienne 
"2 

b) Si foir est un cobord, en passant par T , on vérifie qu'il existe 
2 2 2 2 

h€L (T ) telle que f * hoT-h dans L (T ) . On en déduit, par le lemme 2 , que 
f vérifie les hypothèses du lemme 3 et donc que f est un cobord. 

Ainsi, on a ici une version plus faible du lemme III-l, version qui 
2 

permet d'assurer la validité du théorème limite central sur (T ,B ~,m,T) pour 

les fonctions f qui vérifient les hypothèses 1-, 2- et 3- et qui ne sont pas des 

cobords. 

Exemples : Le théorème limite central est donc valide pour : 

a) les polynômes trigonométriques de moyenne nulle (i.e. : sans terme 

constant) qui ne sont pas des cobords. 

Exemples : 

£/ \ /"> R ̂  W 1 -2iir(x+y), 1 2iir(x+y) . n . . , 
. f(x,y) « cos(2ir(x+y)) a s 2 e + ^ e J et, plus généralement, 

les polynômes trigonométriques non nuls, de moyenne nulle à coefficients non néga

tifs (voir remarque l-(ii)). 
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\ . /o / . \\ 1 -2iir(x+y) 1 2iir(x+y) . 
. f(x,y) « sin(2ir(x+y))« ~ e 2 i e ; ce n'est pas 

un cobord comme le montre chacun des deux points suivants : 

•* On vérifie facilement, grâce au II- que, pour tout n dans 2 / ( 0 ) , 
+<*> . „ . 

An(l,l) i {(-1,-1),(1,1)} . Il s'ensuit que l f(An(l,l))«f(l,l)- jr * 0 et 

donc que f n'est pas un cobord. 

3 1 

Le point (•£, ̂ ) est périodique de période 3 pour T et 

(f+foT+foT2)(|,i)«sin(2ir(| + i))+sin(2ir(0+ )+sin(2ir(j + |))« 2 ^ 0 

b) Les fonctions de classe C , de moyenne nulle et qui ne sont pas 

des cobords (voir remarque 3). 
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B. POINT DE VUE ; "TRAJECTOIRES PERIODIQUES" 

La méthode employée dans la suite est décrite par R. Bowen dans [2]. 

2 -1 
Si x est un point de T de période n pour T , comme it { x} est 

de cardinal fini, x admet un codage u) , périodique pour 8 , de période 
2 

nd (d entier i 1). Ainsi, si f : (T ,6) R est holder ienne et si foir est un 
nd-1 , n-1 , 

cobord, 1 foTToeK(oj) « d Z foT*(x) * 0 . 
0 0 

Le lemme III-1 se déduit donc de la proposition suivante : 

2 

Proposition 1 : Soit f : (T ,6) R une fonction hôldérienne. 
n-1 . 

Si I foT (x) * 0 dès que n £ 1 et T nx « x , f est un cobord. 
0 

Résumé de la preuve : 
2 k k - 1 i 

On fixe un point x d'orbite dense dans T . On pose u(T x)= I f(TJx) . 

j-0 

Quand deux points y et z de l'orbite de x sont proches, on peut 

approcher l'orbite de x entre ces deux points par une orbite périodique, et ceci 

permet de contrôler u(y)-u(z) . On montre ainsi que u est hôldérienne sur 

l'orbite de x , ce qui prouve que u se prolonge en une fonction hôldérienne 
2 

sur T qui vérifie uoT-u*f . 

Commençons par établir deux lemmes qui seront utilisés dans la suite. 

A2 
Dorénavant, on note z * et C * /2 z et l'on considère la distance 

2/2 
2 2 

sur le tore définie par : 6(x,y)«inf{lu-vl/u,vcR ,p(u)«x,p(v)*y} , V x , y c T . 

(Elle est équivalente à la précédente mais elle est plus pratique pour ce qui suit.) 

k k 

Lemme 1 : Si x et y sont deux points du tore tels que 6(T x,T y) £ z pour 

tout k de <-n,n> alors 6(x,y) £ C AÏJ • 

Preuve : Si R est un rectangle du plan dont les"bords dilatants" (resp. 

"contractants") ont une longueur a (resp b) , on le notera R(a,b) . 

S/lemme 1 : Si 5(Tkx,Tky) £ z pour tout k de <0,n> , il existe des représen-
2 

tants u et v de x et y dans R qui sont contenus dans un rectangle 

o i 
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Preuve : 

Comme ô(Tnx,Tny) £ e , il existe des représentants A nu et A nv de 

T nx et T ny dans 1R qui sont contenus dans un même carré R 

n 

Si n - 0 , le résultat du s/lemme 1 est donc obtenu. 

k k 
Sinon, on suppose que, pour k > 0 , A u et A v sont contenus dans 

n-k k-1 k-1 
un même rectangle R , ( e A 9 , e ) et l'on montre que, alors, A u et A v 

n k̂*l 
sont dans un rectangle \( e*2 0 6 q u i é t a t > l i r a l e s ^ e m m e 1* 

Comme les "bords dilatants" de A *R^ ont une longueur égale à 

n-k 1 
\ne\n < (1) et comme ses "bords contractants" ont une longueur égale 
2 2 2 ^ 
a A- e * , 

1 2SÏ 

AA - 1R k * sup{Br-sfl/r,s € A"
1!^} < j . 

D'autre part, p(A k" 1u)=T k" 1x et ô C r ^ x . T ^ y ) S c ; il existe donc 

v dans (R2 tel que p(w) « T ^ y et BA^u-wB S e < j . 

Mais p est injectif-sur B(Ak ^u,^), IAk *u-Ak *vll< ~ et 

p(A k - 1v) = Tk~*y . Ainsi, w = A k" 1v et IA k - 1u - A k - 1 v | S e (2). 

On déduit de (1) et (2) qu'il existe un rectangle R, ^(eA? k + 1 , e ) 
-1 k-1 k-1 

contenu dans A R^ et contenant A u et A v , ce qui achève la preuve du 

s/lemme 1. 

De la même façon, on démontre le 

S/lemme 2 : Si ôCî^x^y) £ e pour tout k de <-n,0> , il existe des repré-

2 
sentants u f et v' de x et y dans R qui sont contenus dans un même 
rectangle R1(e,eA?) . 

o z 

Conclusion : Il existe donc v" , représentant de y , tel que u et v" soient 

contenus dans un même rectangle R"(e,eAÏ?) . Ainsi 8u-v"B < 7; et, comme 
1 0 1 

Bu-vB < ̂  , v" « v par injectivité de p sur B(u,j) . u et v appartiennent 

donc à R^eAÏJ.e) D RJJCe.eAj) , Il en résulte que : 6(x,y) S Hu-vB S /2 eAÏj-CAj . 

La proposition suivante est essentielle dans la preuve de la proposition 1 
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2 

Proposition 2 : Pour tout g > 0 , il existe a > 0 tel que si x € T et si 

ô(Tnx,x) < a (n21) , il existe x f € T 2 avec t V x f et ô ^ x ^ x ' ) S 3 

pour tout k de <0,n-l> . 

La preuve de la proposition 2 nécessite l'introduction de deux notions 

et la démonstration d'un lemme (lemme 2) relatif à ces notions. 

b — 2 
Définition 1 : Une suite {x.}._ (a<b, a,bc#) de points de T est une 

a-pseudo-orbite (a>0) si ô(Tx., x.,.) < a pour tout ic<a,b-l> . 

2 b 
Définition 2 : On dit que x(€Ï )p-approche (p>0) une suite {x.}._ de points 

2 i 1 1 ! S â 

de T si 6(T x,xi) £ £ pour tout i de <a,b> . 

Lemme 2 : Pour tout p > 0 , il existe a > 0 tel que toute a-pseudo-orbite 
2 b 

de I , {x,}, , de longueur (b-a) arbitraire, soit g-approchée par un point 

x de ï . 

Preuve : 

1er cas : a,b c 2 , b • a+p , p > 0 . 

Soit a > 0 et tej^iaa u n e <*~pseudo-orbite de T 2 . 

2 
Soit également y un représentant de x dans R • 

a a 

Comme 5(Tx& , x a +j) < a , il existe un représentant yfl+^ de x f t +j 

tel que '^ya~ya+i" <
 a • En réitérant cet argument, on peut construire une 

suite {y^}i«3 de P°ints de R 2 -, représentants de t*^}*^ * telle que 

IAy^ - y^ +j' <
 a pour tout i de <0,a+p-l> . 

Notons maintenant D la droite passant par y et de direction Ô. . 
a jl 

et C la droite passant par y a +^ et de direction . 

Montrons alors par récurrence que d(A nD,y a + n) < ad+^-K * . ^X^ 

2 
pour n • l,...,p (où d est la distance euclidienne sur R ) 

. Pour n * 1 , Ay a € AD ainsi d(AD,y a + 1) S
 d^ Ay a»y a+i^ <

 a • 

. Supposons le vrai pour n < p et montrons le pour n+1 : 

On a d ( A n + 1 D , y a + n + 1 ) i d(A
n + 1D,Ay a + n) + d ( A y a + n > y a + n + 1 ) (1) 
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Si d ( A n D , y a + n ) > 0 , o n peut considérer l'unique point z de la droite 

A nD tel que Hz - y a + n l l 8 8 ^ ^ ^ ^ ^ • L e segment ! > , y a + n ] est perpendiculaire 

à la droite A nD ; il est donc contracté d ' u n rapport sous l'action de A 

et A [ z , y a + n ] * [Az,Ay a + n] reste orthogonal à 6 j . 

Ainsi d(A n + 1D,Ay a + n) « «Az-Ay^ll » ^llz-y^ll « ^ d C A ^ y ^ ) et 

l ' o n déduit de l'inégalité (1) et de l'hypothèse de récurrence que : 

d ( A n + 1 D , y a + i v f l ) < A ^ a C l + A ^ . - . + A * " 1 ) ) + a * a(l+A 2 +. . 

La récurrence est donc achevée et d(A nD ,y , ) < , ? pour n«lf...,p . De la 
a+n 1-À2 

même façon, o n peut montrer que d(A~ nC,y ) < a pour n * l , . . . , p . 

â i p — n a — à 2 

On note y l'unique élément de DflA~pC . 

. Par orthogonalité de D et A*PC , o n a II y - y II * d(A~ pC,y ) < ~ -
a a l - A 2 

et par orthogonalité de A PD et C , o n a H A p y - y a + p I I * d ( A p D , y a + p ) < y^- . 

. De plus, si n « lt...,p-l , A
n y c A nD0A~ P + n C . Ainsi, comme 

d < A n D * W < î % e t C O m m e d ( A" P + n C'ya +n> < • < ̂  • 

Il résulte des deux derniers points que * À n y - y a + n l
 < ^ JT^"" P o u r 

n « 0,1, . . • ,p . 

Ainsi ô C l ^ o p C y ) , x a + n ) S IA
ny-y a + nI < i/2 £ ~ pour n * 0,1,...,p . 

Ce qui prouve la proposition dans ce premier cas : 
1 _ X 2 

Pour tout p > 0 , toute a-pseudo-orbite finie avec a « p est 
2 r i 

p-approchée par u n point de T . 
2d cas : a = -°° , b * -H» . 

Soit p > 0 fixé quelconque et a le réel associé à P déterminé dans 

le 1er cas. 

Soit {x±}±m-w
 u n e ct-pseudo-orbite quelconque. 

D'après ce qui précède, à tout m £ 1 , o n peut associer u n élément 

x ^ de T 2 qui p-approche { x i } j L _ n • 

Comme T 2 est compact, o n peut extraire de la suite ( x^) m>i
 u n e 

sous-suite (x convergente vers x dans T . 
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n ( r ak ) 

Alors, pour k J 1 et n « Orn^rn^ , ô(T (x ),xfi) S $ ; ce qui 

prouve, pas passage i la lirait* sus k , «t par continuité ém è mt T n qus 

x p-approche { x ^ ^ . 

Preuve de la proposition 2 : 

On peut toujours supposer que G £ ^ . 

Considérons a > 0 le réel associé à G dans le lemme 2. 

Si x € T 2 et si 6(Tnx,x) < a , on pose pour tout entier i , x. = T kx 

•4"00 ^ 

où i = k mod n et k c <0,n-l> . Alors, {x.}. est une a-pseudo-orbite : 

• Ô(Tx i,x i + 1) « « ( « A ) , ^ ^ ) - 0 si i s k mod n et k e <0,n-2> . 

.6(Txitx±+1) * &(T(1?~1x),x) < a si i = n-1 mod n . 
2 4*° 

Il existe donc un point x 1 de T qui G-approche {x.}. et, pour 

tout i dans 2 , on a : «(T^c1 ,Ti(Tnx' )) S {(îV.x.) + ô(x. ,T*(Tnx' )) 
I I 

» 6(TV,x.) + 6(x. . , T i + V ) û 2$ S z . 
1 ItT I 

Ainsi, vu le lemme 2, x f * T n x f . 

De plus, pour tout k dans <0,n-l> , « ( A ^ x ' H C x ^ A 1 ) S G ; ce 

qui achève la démonstration. 

On est maintenant en mesure de montrer la proposition 1 . 

Preuve de la proposition 1 : 

2 2 2 
Comme (T ,B ~,m,T) est ergodique et comme supp m * T , (T ,B 9,m,T) 

T Z

 2 T Z 

est topologiquement transitif. On en déduit qu'il existe x € T tel que 

O(x) « { A : k è 1} soit partout dense. 

k k - 1 

On pose, pout tout k 2 1 , u(T x) • l foTJ(x) . 
0 

Alors, pour tout z dans O(x) , f(z) » uoT(z) - u(z) (1) 

D'autre part, la proposition 2 appliquée À G * t assure qu'il existe 
2 n 2 

6 > 0 tel que si y € T et si 6(T y,y) < 6 , il existe y' c T avec 

. T ny' « y' 

• ô C T ^ t V ) S I pour k € <0,n-l> . 
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Soient y = T kx et z = T^x avec n * m-k>0 et 

2 ( 1" A2 )"N+T" *(y»*> < F(1 - A 2 ) ~j S 6 (N * 1) . Comme z = T ny , on peut donc 
Xl 2 A l 

trouver y 1 dans T avec : 

T ny ! « y1 

• ô(Tky, Tky') S | pour k € <0,n-l> 

m-1 . k-1 . m-1 . m-k-1 . , 
Alors, |u(z)-u(y)H l foT J(x)- Z foTJ(x)( = | l foTJ(x)| = | I foT J(T Kx)| 

0 0 k 0 
n-1 . n-1 

*j l foTJ(y)- I foT^Cy1)! P a r hypothèse sur f et 
0 0 i - -

car yf est n-periodique. 
S a I ô(Tj(y), T j (y'))^ car f est hôldérienne. 

0 

Or, 6(Tky,Tky') S e pour k € <-N,n+N> . En effet, 

. Pour k « <0,n-l> , S ( T k y , T V ) S | S e 

. Pour k « <0,N> : - 1er cas : N < n ou k < n : 

Alors « ( T ^ y . T ^ V ^ T ^ y . l V ) S 5(Tk(Tny),Tky)+6(Tky,Tky') 

' I Ï Ï ( I - V F + F * E • 
Al 

- 2d cas ; N i n et k S n : 

Alors Ô(T n + ky,T n + ky') « « ( T ^ y . T V ) avec j«<0,n-l> et k=j+n£ , til 

i Y 6(T j + p n(T ny),T j + p ny)+Ô(T jy,T jy') 

S « ( ï " y . y ) Y x f p n + f 
p»0 

S f(l-X,) Y X f
( J + P n ) + f S c . 

* p=0 z * 

. Pour k t <-N,-l> , 

ô(T k y ,T k y ' ) » 6(Tky,Tjy') avec j « <0,n-l> et k = j-n«, , i i 1 . 

£-1 
S I ô ( T

j " n ( p + 1 ) (T^y) , T j ' n ( p + 1 ) y ) + 6(Tjy,Tjy') 

S ô ( I » y . y ) I x J ( p + 1 ) " J + f 

S f(l-Xj Xf^
n ( p + 1 )

 + f * e . 
z z p-0 4 z 
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Il en résulte que si j € <0,n-l> , 

« ( T ^ y . T ^ V ) £ e pour k « <-min(j+N,N+n-j) , min(j+N,N+n-j)> 

et donc, d'après le lemme 2, 6(T jy,TV) * C ^ i n O+N.N+n-j) 

Ainsi, | u ( z ) - u ( y ) | * a C e n z \ 6 ^ ^ T - 2-SÎ A f , 
J-0 ^ j-N 2 2 

(l-A6) 
et , 5(y,z)8 Z (f (1-A 2)A 2)

6 A^ N à f- (f(l-A 2)A 2)
6 |u(z)-u(y)| . 

2aC 

On a donc établi qu'il existe une constante K > 0 telle que : 

Si y,z c O(x) avec ô(y,z) < min(|(l-À2)A2,6) , |u(y)-u(z)| £ Kô(y,z)
6 

Ainsi, u est uniformément continue sur O(x) et se prolonge donc en une fonc-
2 

tion sur T uniformément continue, encore notée u . 
2 

Comme u est bornée sur T , pour tout y et z dans l'orbite de x , 

on a : 

|u(z)-u(y)|Smax(Kf2lulflD min(|(l-A2)X2,6)"
9) 6(y,z)6 ; 

2 2 

inégalité qui passe, par continuité de u et 6 , à tout (y,z) de T * T . 

u est donc hôldérienne* 
Enfin, toujours par continuité de u , l'égalité (1) reste vraie pour 

2 
tout z dans T , ce qui signifie que f est un cobord. 





50 

ANNEXE 

I. THEOREME DE IONESCU-TULCEA ET MARINESCU 

Théorème : On considère un espace de Banach (L,ll Il ) , un opérateur borné T 

sur (L,ll II ) dont le rayon spectral r(T) est £ 1 et une norme |.| sur 

L telle que : . | . | < fi. 8 

. T soit borné sur (L,|.|) 

On suppose que : 

1 - T est compact de (L,l.l) dans (L,|.|) 

2 - 1 1 existe 0 S p < 1 et C£0 tels que ITfl S plfi+C|f| pour 

tout fil. 

3 - sup l'IF1] < + • . 

Alors : 

a - r(T) » 1 • Plus précisément, le spectre, a(T) , de T s'écrit : 

a(T) « c U {Aj,...,X^} avec |A^| « 1 pour i - l,...,k et 

c c D(0,l-e) où 0 < c < 1 • 

' b - 1 £ dim Ker(Ai I-T) < + « et Ker(Ai I-T) « KerU. I-T)
2 

pour tout i € {l,...,k} . 

c - Il existe un sous-espace fermé H de L tel que 

L » ( • Ker(A. I-T)) • H 
i«l 1 

et la restriction de T à H a un rayon spectral < 1 . 

d - Pour i c {l,...,k} , le projecteur TT. sur Ker(A. I-T) dans la 
Ai 1 

décomposition ci-dessus est borné dans (L,|.|) . 

La première version de ce théorème a été donnée dans l'article [8] 

de C.T. Ionescu Tulcea et G. Marinescu. On pourra retrouver l'énoncé précédent 

ainsi que sa preuve dans l'article [6] de H. Hennion. 
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II. THEOREME DES PERTURBATIONS 

Dans la suite, (L,i).H) désignera un espace de Banach et L ( L , I I . O 

l'anneau des opérateurs bornés de (L , l l . l l ) . 

Il est utile, pour énoncer le théorème des perturbations, d'introduire 

la définition suivante : 

Définition : Soit T un opérateur borné de (L , l l . l l ) de rayon spectral r(T) . 

On dira que T a une valeur propre simple dominante X , si : 

(i) dim Ker(XI-T)2 » dim Ker(AI-T) « 1 

(ii) Il existe un sous-espace fermé H de L tel que 

L * Ker(Àl-T) • H 

et la restriction de T à H a un rayon spectral < r(T) . 

On notera dans la suite D(z ,r) • {zcC/lz-z |<r} , z èC , r>0 . 
O 1 O 0 

Théorème : Soient y > 0 et y c D(0,y) -* T(y) € L(L , I I . B ) une application m 

fois continûment derivable. 

Si T(0) a une valeur propre simple dominante k(0) , il existe 

0 < g S y et <x>0 tels que pour y € D(0,p) 

(i) a(T(y)) c D(O,r(T(0)) - 3a) U {k(y)} où k(y) est une valeur propre 

simple de T(y) qui vérifie |k(y)-k(0)| < a . 

(ii) Il existe un projecteur ir(y) sur le sous-espace propre associé à k(y) 

qui commute avec T(y) et tel que r(T(y)(I-ir(y))) < r(T(0))-3a . 

(iii) k(.) et ir(.) sont m fois continûment dérivables sur D(0,p) . 

On trouvera une preuve de ce résultat, qui est un cas particulier de la 

théorie classique des perturbations (Dunford, Schwartz [4]), dans l'article [7] 

de H. Hennion. 

Complément au théorème : 

En reprenant la démonstration du théorème, on peut remarquer que l'on a 

en fait : 
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sup »T(u)n(I-ir(u))l ï C(r(T(0))-3o)n+1 pour n 2 0 avec C à O , 

propriété qui entraine la propriété (ii) du théorème. 

En effet, si l'on pose 

D q « {z:|z| < r(T(0))-3a} V « {z:|z-k(0)| < a} 

C x = {z: |z-k(0)|*a} C 2 » {z:|z|=r(T(0))-3a} 

V - <I /(D q U Dj) et R(z,T(u)) la résolvante de T(u) , on sait que([7]) 

. ir(u) *2i^ [ R(z,T(u)) dz pour u « D(0,P) 

. (z,u) R(z,T(u)) est continue sur V x D(0,Pj) avec > p > 0 . 

On en déduit que T(u) n (I-ir(u)) f z n R(z,T(u))dz pour u « D(0,g) 
C 2 

et que sup sup IR(z,T(p))l < + » . 
|u|<p z « C 2 

Ainsi 8T(u)n (I-ir(u))l S sup sup IR(z,T(u))H (r(T(0))-3a)n+1 pour 
|u|<p z c C 2 

tout u de D(0,p) , ce qu'il fallait démontrer. 
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