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Ondes solitaires créées par l'interaction

d'ondes oscillantes semilinéaires

Olivier GUES

Mars 1992

Le but de cet exposé est de décrire 1'évolution de certaines solutions
(régulieres) oscillantes de systémes hyperboliques semilinéaires (en une di-
mension d'espace) qui mettent en jeu un phénomeéne d'interaction non li-
néaire, différent de celui de la résonance "classique” ([T], [HMR], [JMR]), et que
nous appellerons "résonance faible". Il s'agit de résonances localisées sur des
ensembles qui, d'une part sont de mesure nuile ( dans le plan (¢,x) ), mais sont
aussi des réunions d'arcs de courbes caractéristiques du systéeme. Le résultat
est la création et la propagation d'ondes de type "solitaire”, qui se superposent
aux ondes oscillantes. Des exemples simples montrent que ces résonances
faibles peuvent étre responsables de l'explosion de la solution, ou qu'elles
peuvent étre la cause de comportements compliqués de la solution lorsque la
fréquence des oscillations tend vers l'infini.

PLAN DE L'EXPOSE

§1 Rappels et présentation du probléeme
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§1. Rappels et présentration du probleme

1.1 Rappels sur les oscillations 1D

Notons (¢,x)eR? les coordonnées dans IR2 et u(t,x) = {(uy,...,.un)(t,x)eCY 12
fonction inconnue. Nous choisissons une inconnue a valeurs complexes
simplement pour pouvoir manipuler des exponentielles complexes.

On considére un systéme non linéaire, que l'on écrit avec une notation
matricielle

(1.1.1) du + Alt,x)o.u =f(t,x,u,u)
o AcC(RZ; M, (R)) et f='(f1,...fx) € C°(R*R™ ; CV).

Pour simplifier 1'exposé, nous supposerons que le systéme est déja sous
forme diagonale, c'est-a-dire que la matrice A est diagonale avec des
coefficients principaux réels et distincts A;(¢,x) < ...< Ay(t,x), les fonctions A;
étant C* de leurs arguments.

Le systéme (1.1.1) s'écrit donc comme un systéme de champs de vecteurs
(a coefficients réels) :

Xyjuy =f1(t,x,u, u)
(1.1.3) : L ou X;=9, + Ai(4,2)9,

XN uy =fy(t,x,u,u)
Les données de Cauchy sont "oscillantes” de la forme
(1.1.4) u 0,0)=Hj(x; ¢o®)/e), j=1..N,
ou 3}’6 C™(R;R™) et ot les fonctions H; (x;6;) sont presque périodiques en la
variable rapide 6;€IR” (nous préciserons plus loin cette régularité).
1.1.1 Phases d'oscillations. Variables rapides. Fonctions presque périodiques

Les fonctions _¢?J9 sont les restrictions a {¢=0} de fonctions ~¢ ;=
(@j1 5 Pjn; ) OU @) eC®(R% R), qui sont des "phases" pour le champ X}, c'est
a dire que

(1.1.5) Xj?p')jEO .

Nous noterons dans la suite ®; l'espace R et @ := @1x...x9nj de sorte que
la fonction @:=(¢@1,...,0x) est a valeurs dans ©.

§ 1 Rappels et présentation. p1



Fixons pour toute le suite un voisinage Q de 0 R?, fermé convexe et borné,
tel que QN {x=0}= [a,b] et que QN {¢>0} soit un domaine de détermination pour
[a,b].

Si ¥ est un espace vectoriel reél de dimension finie, on note Cp‘;(‘P) I'espace
des fonctions presque périodiques de la variable 8e¥, c'est-a-dire 1'adhérence
dans L*(¥) de l'espace des polyndémes trigonométriques

( Y aie’®® | Apartie finie de ©*, a;eC).
AeA

Un élément f de Cp‘;(‘l’) admet une "moyenne" A feC définie par

A(F) = lim (T ~m J’f(e)de )
TQ

ou @ est le cube unité de P.

Si D est un fermé connexe de R?, on désignera par %, (D,¥):= C°(D: C,.(¥)
I'espace des applications continues sur D a valeurs dans Cp‘;(‘P).

Les fonctions de £,(Q2,¥) admettent un spectre dénombrable, c'est a dire
qu'il existe un sous-ensemble au plus denombrable de ¥*, indépendant de (¢,x),
que l'on notera A(f) tel que

ft,2;0) ~ Y atx)et®,  a; e CAD;C)
A eAlfH)

au sens ou : V(t,x) e D, VAe¥* ﬂ(fe'i(}"e) ) =a;tx) =0 = A e A(N).

1.1.2 Hypotheses sur les phases d'oscillations

L'étude de l'interaction non linéaire des oscillations fait apparaitre des
combinaisons linéaires des phases ¢;;,. On commence donc par faire une
hypotheéses naturelle de "cloture”, introduite dans les travaux de HUNTER,
MAJDA, ROSALES ([HMR]), reprise par JOLY, METIVIER, RAUCH [JMR] et qui
assure la finitude du nombre de phases en jeu :

Vie®*, Vje(l,.n}: Xj(1,79) =0=

1.1.6) Hyp.1: ("Cléture” [HMR], [IMR
( ) yp ( ure [ ] [ ]) aaeej*: <l’—'()p> - (a,-$‘1>

Nous supposons ensuite que la condition de transversalité entre le systéme
des phases et les champs Xj, introduite dans [JMR], est vérifiée. 1l s'agit de la
condition de "weak transversality” de [JMR] :

§ 1 Rappels et présentation. p2
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Vie®*, Vje(l,.N},ona:

1.1.7)Hyp.2: ('T lité” [IMR
(LLD) Hyp-2: (Transversalité™ MR |, Sy=0oubienX;(1,$)%0pp

Enfin, comme dans [JMR], pour éviter l'apparition d'oscillations sur des
phases constantes, nous supposerons que :

Hyp.3: Vje{l,.N},Vae®*\{0}): grad({c ,(?j)):t 0 presque partout.

1.1.8 Oscillations et asymptotique L! de u®: un théoréme de J.L. JOLY,
G. METIVIER et J. RAUCH

Le théoréme qui suit montre que la famille de problémes de Cauchy (1.1.3),
(1.1.4) admet une solution oscillante a profil presque périodique.

Dans I'énoncé du théoréme intervient un opérateur E; qui est un opérateur
de "moyenne” sur %,(Q;,0). Il s'agit d'un projecteur linéaire continu de
%,(€2r,0) dans %,,(27,0;) dont on rappellera la définition précise plus loin, car
elle fait intervenir la structure des "résonances” entre les phases @; .

D'autre part, si Qri= QN{0<t<T) (T>0), on note C°L(€) I'espace des
fonction f(¢,x) continues sur )y, muni de la norme :

stttp I AG Ly Q) ot Q) =k/tx)eQr}.

THEOREME 1.1.1 ([JMR]). Soit H;(x,0;) € #,,([a,b],8;) pour tout j € (1,..N}. Le
probléme (1.1.3)-(1.1.4) possede, sur un domaine Qp:= QN{0<t<T} (T>0)
indépendant de £>0, une solution ut(t,x) continue et bornée dans L™(Q;)
uniformément en e.De plus pour tout je({1,.N}, il existe V'je %,(82,0;) tel
que

uf(t,x) - V' (x;;(t,x)/e) = o1) dans C°LY(Qp),

et le "profil" V=(1,...,7Vn) est la (seule) solution du systéme
intégrodifférentiel suivant, ol les IE; sont des "opérateurs de moyennes” qui
dépendent de la structure des résonances entre les phases @’J :
(1.1.8) X7 =Eilfj¢t,x,v, v)}, Vjell,..N}

Vilte=0y(%365) = H;(x;6;).

On peut cependant se poser des questions plus précises concernant
I'évolution de 1'onde oscillante uf. On peut en particulier s'intéresser
- @ une description dans L* des fluctuations de u¥,

§ 1 Rappels et présentation. p3



- @ la durée d'existence régulieére de ufou aux liens existant entre la durée
de vie du profil Vet celle de u®.

La réponse a ce type de question fait intervenir la notion de "forte
transversalité" qui a été introduite par [JMR].

1.14 Forte transversalité

Pour tout j € {1,..N} et x,e [a,bd], on notera Vix, - se[O,...]—-)yj,xo(s) e Qla
courbe intégrale de X; telle que y;, (0) = x, , décrite dans le sens des ¢ crois-
sants, et €; . le graphe de 7, .

DEFINITION 1.1.2 ((JMR]). Soit j € (1,...N) et heCY(Q;R). On dit que h est fortement
transverse a X;, ce que nous noterons "h ch X; ", si:
on ela ’ b]. XJ h (Yj,xo(s)) #0, $—=p.p.

Cette notion permet dans certains cas de préciser le théoréme 1.1.1:

THEOREME 1.1.3.((JMR)). En plus des hypothéses du théoréme 1.1.1, supposons que
la propriété suivante est vérifiée (appelée "condition de forte transversalité "
dans [JMR] ce qui revient aussi a remplacer (1.1.7) par (1.1.9) ):

(1.1.9) VA€®*, Vje(l,.N}, XiA,9#0 = (A, PHhX;.

Alors le théoréme 1.1.1 est vrai avec un o(1) dans L*(Q)y).

On a également des renseignements sur le temps d'existence des
solutions. Notons T, la durée de vie de u® et 7* la durée de vie du profil V"

THEOREME 1.1.4 ([JMR]). Supposons que la condition (1.1.9) est vérifiée. Alors:
pourtout T tel que 0 < T < T* il existe £,> 0, tel que T, 2T lorsque g, <¢.

Il est observé dans [IMR] que sans I'hypothése (1.1.9), les théorémes 1.1.3 ou
1.14 ne sont plusvrais. Nous renvoyons également le lecteur aux divers
exemples donnés au §3. Cette observation est le point de départ de notre exposé.
Nous allons voir que la cause de ce phénomeéne est l'existence de résonances
faibles, dont le résultat est I'apparition d'ondes du type “solitaire" (c'est a dire
en % (p/e) ou % (8)>0 quand |6|—>oc0) qui viennent se superposer & l'onde
oscillante "de base ", donnée par le théoréme 1.1.1.

1.1.5 Résonances classiques et résonances faibles

Une résonance classique est une relation de dépendance linéaire entre les
phases ¢;; et l'on identifie une telle relation a un élément A € ©*—{0} tel que :

§ 1 Rappels et présentation. p4
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(A, tx))=0 , V(,x)eQ.
Nous appellerons résonance faible pour X; un élément de l'ensemble
(conique) R#; défini par :
R ={1eO"-(0): X;(1,8)#0 pp dans Q et (1,¢) hX;).
et si Ae®£;, nous appellerons "support de la résonance faible 1", I'ensemble

vuf€ o, la réunion portant sur les x; € [a,b] tels que
mesr( {s>0 / X; (A,)(7;x,(s)) =0} )>0.

On peut alors éviter I'hypothése (1.1.9) et généraliser les théorémes 1.1.3 et
1.1.4 de la maniére suivante.

THEOREME 1.2.1. Soit V" .= (¥"1,...,7'y ) le profil déterminé dans le théoréme
1.1.1. Supposons que

(1.2.1) ACS; @2,V 7)) N R¢ =0, Vjell,...N},

alors la conclusion du théoréme 1.1.1 reste vraie avec un o(1) dans L*®( ), ainsi
que celle du théoreme 1.1.4.

En particulier (1.2.1) est vérifiée lorsque pour tout je{1,..,.N}, ACH; )cM oi
M est un sous—espace vectoriel de ©* tel que MNRf; = B,Vje(l,...N}.

L'objet du paragraphe suivant est de mettre en place un cadre et des outils
qui permettent d'analyser des situations ou (1.2.1) n'est plus vérifiée.

§ 1 Rappels et présentation. p§



§2. Optique géométrique en présence de résonances
faibles et fortes

2.1 Matériel et hypotheses

2.1.1 Résonances classiques

Nous appelons résonance classique ou "résonance forte", une relation de
dépendance linéaire entre les phases ¢;; (ou relation abélienne entre les feuille-
tages définis par les courbes de niveau des ¢;x). On introduit l'espace des
résonances

(2.1.1) R:={1e©": (1,¢)=0dans Q}.

Alors @ = (@1,....9n), qui prend ses valeurs a priori dans ©, est en fait a
valeurs dans le sous-espace R*c®. On notera ¥ := RL.

2.12 Controle des résonances faibles
Introduisons de fagon générale l'espace des résonances faibles pour X; :
(2.1.2) Rf:={1e®*: X;(1,8)#0 pp dans Q et (1,9)4X; }

Pour décrire de maniére suffisament générale 1'ensemble R7;, on fixe de
(nouvelles) fonctions phases pour X

Cio=18;,@,%), .., C; (%) 0 ireC?(ER) et X; ¢, =0 dans Q,

- .
et l'on note {j=(f;,, ..., i m; ) eC(Q;R*™ ). Pour éviter les redondances
nous supposerons que

(2.1.3) Vje(l,.N},Vae(R¥Y™W)*: (a,a-) #0 presque partout dans .

En outre, pour toutj € {1,...N}, on suppose qu'il existe des applications
oj: R > R™™ | homogéne de degré 1

Bi: ®f; - C*(;R) , homogene de degré 0

M;e $(R™ ;¥ )identifié a une matrice réelle a coefficients constants

vérifiant les deux propriétés suivantes :

97
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Vje(l,..,N}, Vleﬁfj:

@14 11 (a4, §r=CaA), ) BA) + (A, M)
2. Bi(2;.) A X;

REMARQUES 2.1.1
1. Les propriétés (2.1.4) entrainent effectivement que 1 € ®£; puisque
d'apres (2.1.4).1:
5
XA, 8) = (ai(1),) XiBj(a;.)

et le membre de droite reste nul le long de toutes les courbes 7;., pour
lesquelles  a;(1), i,’, (0 X0 ) ) = 9, Le support de la résonance A sera donc la
réunion des courbes { Cj(t x) = j(0,x0 )}, ol xp vérifie (a;(A), CJ(O %0))=0.

2. Pour tout j € {1,...N} et tout A € ®*, une (et une seule) des trois propriétés
suivantes est vérifiée :
) X;j{1,8)=0 dans Q, i) (A, 8)hX; liideRf; .

3. Forme de ®¢; . Introduisons le cone I'j = {4 € Rf; / Aj = Aj1,...,4jn;) =0} et
l'espace vectoriel ©* := {4 € ©* / A4 = 0 si k=j} < ¥*. Alors Rf;est la somme de I'; et
®" et I s'identifie & Rf,; /0" :

(2.1.5) Rt =T+ 07, Tj= RO,

2.1.3 Notion de 'répartition linéaire des résonances faibles' (RLRF)

DEFINITION 2.1.2 Soit ¢ une partie de ¥* et j € {1,..N}. Nous dirons que o
vérifie la propriété de "répartition linéaire des résonances faibles en X;" (en
abrégé RLRF;) si les deux propriétés suivantes sont vérifiées:

i) Il existe une famille finie 7; de sous-espaces vectoriels de ¥ tels que

(onRf)c UV et VVed;: Vc:§7_l; (adhérence de R£;) ,
Ved;

il) Pour tout Ve 7; et tout (t,x,z;) e QxR¥™ | I'application
A€ Vﬁ.g?fj - (aj(l),zj) Bj().;t,x) eR

est la restriction ¢ VA®f; d'une forme linéaire sur V notée:
AeV = (4,Qy(t,x,z;))eR.

Nous dirons que o vérifie RLRF si pour tout j € {1,...N} o vérifie RLRF; .

§ 2 Oscillations avec résonances faibles et fortes. p 7



REMARQUES 2.1.3 :

1. Qy(t,x,z;) est forcément linéaire en z; et continue en (¢,x). On notera
parfois par la suite Qy(¢,x,2;) = QV(t,x)zj, ot @V désigne une application
continue de Q dans L(RY™ ; V*),

2. Quitte a saturer #; pour l'intersection, on peut supposer que Z; est
stable par intersection (finie, puisque %; est fini).

EXEMPLES 2.1.4 :

1. Une partie o vérifie la propiété de RLRF; lorsque 0N &#£; est fini. En
particulier, c'est toujours vrai lorsque ¢ est finie.
2. Une partie o vérifie la propiété de RLRF; si

oNRYE;  D; +O" oi D;est une réunion finie de droites de T; .

3. Lorsque &/; vérifie RLRF; , toute partie o vérifie RLRF; . En particulier,
c'est toujours le cas lorsque ®¢; est un plgn, puisque dans ce cas il résulte de
(2.1.5) que 0=R¢; vérifie le point 2 précédent.

2.1.4 Profils

Désignons par R:= IR U{oo} le compactifié de IR avec un point a l'infini.
Etant donné un espace vectoriel réel de dlmensmn finie Z=R", et un fermé D
de IR?, introduisons 1'espace (de Banach) & (Dx R , )= C°(Dx R: C 0 (‘I’)) 1l
s'agit d'une algébre qui s'identifie avec 1'espace des fonctions f(, x 1p;0) €
C(DxR:C? (¥)), (¢t,x)eD, peR, 6€¥, qui admettent une limite lorsque
|p| = o0, uniformément par rapport a (¢,x,8)eDx¥. On notera f(t,x;00;6) €
C*(D:C, (¥))=%,(D,¥) la fonction presque périodique obtenue lorsque |p|—oo.

DEF’INITION 2.1.5 Nous appelons #(D,Z,¥) l'adhérence dans
Cb(DxZ C , (1)) (= fonctions continues bornées) de l'algébre engendrée par les
fonctions de la forme f(t,x;{a,z);0) ou acZ* et f(t,x;p;0) e.Qﬂ(DxIR ¥).
Autrement dit fe®(D,Z,¥) si et seulement si: Ve>0, il existe un ensemble fini
de fonctions fk’ee,Qﬁ(Dx ﬁ{,‘P) et des ak’eeZ* 1<k<p, (1£8<q, ) tels que:

a3
(2.1.6) | f(t,x;2;0) — i 11 Sro(t,xi(a,0,2);0) | <

=1 €=1

Dans la suite, on notera Z; = R™ et z; €Z; 1a "variable rapide" a laquelle on
substituera "{; (¢,x)/e".

La proposition suivante montre que les éléments de #(D,Z,¥) admettent
une limite "lorsque z tend vers l'infini le long d'un sous espace vectoriel de Z".

§ 2 Oscillations avec résonances faibles et fortes. p 8
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PROPOSITION 2.1.6 Soit Y un sous espace vectoriel de Z.

1) Pour tout fe?(D,Z,¥) il existe une application notée L, fe?(D,Z,¥)
telle que pour Y-presque partout yeY:
(2.1.7) lim fit,x;z+1y;0) = (£,)(¢,x;2;6), V(t,x,z,0) e DxZxY.

A—00
2) 8, f est invariante pour les translations par des vecteurs de Y:
(2.1.8) L, f(t,x;z2+y;0) =L, f(t,x;2;0), VyeY, V (t,x,2,0) e DxZxY.

En particulier d'aprés (2.1.8), pour Y = Z, £, f est une fonction indépen-
dante de z et s'identifie a un élément de %,(D,¥). On notera ¥P(D,Z,¥) le
noyau de £, , qui est alors en somme directe avec %,(D,'¥):

(2.1.9) #(D,Z,¥) = 2,(D.¥) & N¥?(D,Z,¥)

2.14 Opérateurs de moyenne

Si V est un sous-espace vectoriel de ¥, on note 4y : C P‘;(‘P) - Cp‘;(‘I’)
1'opérateur défini par

(2.1.10) Myf 0) = lim ( T f Ffo+v)d, 1) )
T—00
Q
ot d=dim V* , d ,1 est la mesure de Lebesgue dans Vl, et @ est un cube de vt
de volume (dans V™) unité.
L'action de l'opérateur 4y est celle d'un "filtre" qui ne laisse passer que

les signaux dont la fréquence appartient a V. Il agit de la manidre suivante sur
les exponentielles :

) 0siAeV
(2111) si f(e)=el(l,3) , ‘X{Vf - {
. fsiAeV,

2.1.4.1 Moyennes pour les oscillations ([JMR]).

Rappelons que R ={1e®*: (1,8)=0 dans Q}et®Y ={1e @ /A, =0si
J#k}. Alors les opérateurs de moyenne qui interviennent en (1.1.8) sont définis
par

(2.1.12) Ef = Mg, g

ou l'action des opérateurs Ay est étendue aux fonctions dépendant de (¢,x) en
considérant (¢,x) comme des parametres. L'opérateurs IE; applique #,,(D,¥)

§ 2 Oscillations avec résonances faibles et fortes. p 9



dans %,(D,¥;) en tenant compte des résonances fortes entre les phases
d'oscillations @1 ,...,¢y.

2.1.4.2 Moyennes pour les résonances faibles.

Soit o une partie de ¥*. On définit un opérateur lBaj qui agit sur les
exponentielles (et s'étend par linéarité aux polyndmes trigonométriques) de la
maniére suivante :

0siAeoNRs;
si f(0)=eH0) (IB;’f)(t,x;Zj;ej) =

et (1), 2 ) Bj (A),i{4 , M;6;) sileamﬂfj -

Le role de la condition RLRF est de permettre de prolonger l'opérateur ]B;-7
aux fonctions presque-périodique. C'est 1'objet de la proposition qui suit :

PROPOSITION 2.1.7 8i o vérifie la propriété de RLRF;, l'opérateur B°; se
prolonge de maniére unique en opérateur linéaire continu de Cp‘;(‘P) dans
Co(QxZ;:C 2 ().

Démonstration. Soit ¥ la famille associée a o, stable par intersection finie
(remarque 2.1.3), et ordonnée par l'inclusion. Pour Ve%; notons SM(V):= { We
F;,WcV, W maximal #V'}, et introduisons les opérateurs

Fy =My (1-E) [ Q~Ay) si V2{0}, et Fg:=0.
WeSM(V)

qui opére dans C_ (¥). Alors si f (6) = e'*:®), B f s'écrit encore

(2.1.13) BY f (.x;2;;6;) = 3, (Fuf X Qylt,x;2)+ M, 6;).
VE?'J'

Ensuite, comme les Iy, se prolongent a C;;(‘I’), les IB;T se prolongent également
avec la formule (2.1.13), ce qui démontre la proposition. En fait 1'opérateur
IBJ(-I est l'extension a l'espace C:p(‘l’) de l'opérateur qui agit sur les fonctions
exponentielles £(6) = e**®) de 1a maniére suivante :

£(QVzj+M;6;) si AeV,V minimal e¥j, Ag R+©"

(lef)(t,x;Zj;Gj) =

0 sinon .m

DEFINITION 2.1.8. Soit ¢ une partie de ¥* vérifiant la propriété de RLRF;. On
définit gj" =E; + ]B}’,qui opére continument de C, (¥) dans CZ(QXZJ-:C; (©;)).

§ 2 Oscillations avec résonances faibles et fortes. p 10

101



102

22 Les résultats

On généralise un peu la donnée de Cauchy et on s'intéresse au systeme
semilinéaire

Xiuy =filt,x,u, u)
(2.2.1) :

XN Uy =fN(t)x‘vu’-a)
avec des conditions initiales
-
(2.2.2) u; (0,2) = Hj(x; {2)/e 5 §o)/e) , j=1,..N
ot Hi(x;2;;6;)e? ([a,b],Z;,0;), Z; désignant I'espace R™*™ .
Suivant les notations de la proposition 2.1.6 nous noterons £; au lieu de £z,

l'opérateur de moyenne qui projette # (D,Z;,'¥) sur #,,(D,¥) suivant la
décomposition (2.1.9).

Notons V"= (¥"1,...,7" ») le profil oscillant fourni par le théoreme 1.1.1
lorsque l'on remplace la donnée de Cauchy (2.2.2) par

(2.2.3) u; (0,x) = C;Hj (x; ¢7@®)/e) , j=1,...N,

c'est a dire que les V"; (£,x;0)="";(t,x;0;) € #,, (Qr,0;) sont les solutions sur
un domaine £2;, 7>0, du systéme intégro différentiel

4. = [E: . v iy ) . .
(2.2.4) X;v; = Ei{fjt,x,, ¥)}, Vjell..N)
'rjl{t=0}(x;9j) = LjH;(x;6;).

On a alors le résultat suivant :

THEOREME 2.2.1. 1)Supposons que Aq,...,Ay sont des parties de ¥* telles que
(2.2.5)  Vje(l,.N), Ajvérifie RLRF; et A(fj(t,x, V", V")) cA;,

alors il existe T>0, et des profils U;(t,x,z;,0;)e # (Qr,Z;,0;), je (1,..N}, tels
que la solution u® de (2.2.1), (2.2.2) existe sur Qy pout tout £€10,1] et vérifie:

ul(t,x) = U(t,x; @l 5 B/e) + o(l) dans LQy), Vje (1,..N).
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2) Sous U'hypothese (2.2.5), U;(t,x,z;,6;) est l'unique solution de l'équation
intégrodifférentielle (lestermes(t,x)sontsous—entendus):.

(22'6)1 X]%J = gAJJ {f] (Vl ""’%j yered 1V‘N ’ 'V‘——l,...,%j yeosy ‘7/‘_);[ )} ’

Vile=0y = Hj-
(dans le second membre on remplace V’j par %U; dans fi(t,x,V ,‘—l}' ), en outre

on a la relation: LUj=7;.

3)En particulier, si

(2.2.7) A® = Vect (A(Hy)L...0 A(Hy)) vérifie RLRF; pour tout j

alors (2.2.5) est vérifié avec Ai=Ag=...= Ay =Aet les 1)et 2) s'appliquent.

REMARQUE 2.2.2.¢On peut écrire les équations (2.2.6); autrement en
écrivant %; sous la forme %; =7+ W'; ou W je ¥(Qr,Z;,0;) et en faisant
porter I'équation sur l'inconnue #”;. Pour cela on note G;(¢,x,u, u,w,w)la
fonction C*™ de ses arguments (ueC", weC) a valeurs dans C, définie par (on
note w"=(Ww'y,...,w'y ) ou w'y = 0 si k#j et w’; = w; ) I'égalité

[ x,u+w’, u,w’) - fit,x,u,u)=(w,w) Gjit,x,u,u,w,w).

THEOREME 2.2.3. Sous les hypothéses du théoreme 2.2.1 l'équation (2.2.6); est
équivalente a l'équation suivante

Xi W= 6% (G 1V u V1V, Wi WY = BY (f5(8,2,, 7)),
Vile=0) = Hj.

En particulier, on déduit du théoréme 2.2.3, le résultat suivant. On note
€jx, := { 1jx,(8), s€l0,...]} 1a courbe intégrale de X; .

COROLLAIRE 2.2.4. Sous les hypothéses du théoreme2.2.1:

DSi BY (f;(t,x, v, 7)) = 0 et si Hy=$; Hj, alors #';=0.

2)Si ]ij\f{ﬁ(t,x,‘i/’,‘?)}l =0 et si (Hj- % H;)(x)=0,alors Wjlg, , =0.0

€j9x0
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REMARQUE 2.2.5. @ Dans le(s) théoréme(s) qui précéde(ent), les équations
des profils (2.2.6); supposent connus les ¥’; ainsi que les ensembles spectraux
Aj=A(fi(t,x,7, 7" )). Cependant, on peut obtenir % comme la solution d'un
systeme analogue a (1.1.8) :

THEOREME 2.2.6. Dans le théoréme 2.2.1 le profil U =(%y({t,x;21;61) ...y
Un(t,x;2n ;6N ) ) est également l'unique solution du systéme intégrodifférentiel
sutvant :

r —— [ ————
XU, = 6’A11 {(f1 (U1,80%o,..., CNUN y U1seeey L2U2 ooy CvUN )Y,

(22,9 <

t XUy = 65 {f1(@1%1 0 8y-1%Un-1,Un , $1 Ui yevy 1 Un-1> Un )},
avec les données initiales: Uj|,-oy = Hj , Vje{l,.N}.e

REMARQUE 2.2.7. @ Le profil %; s'écrit ¥"j + #’j, ou #'; =./sz62£]' est la
"partie" qui dépend de z; dans %;, suivant la décomposition de #(Qr,Z; ,'¥;)
écrite en (2.1.9). Le théoréeme (2.2.3) montre que les équations des profils pour
les #; se découplent, ce qui s'interpréte en disant qu'il n’y a pas d’interaction
entre les "pics” propagés par ui et ceux de ug sik#l . e

Concernant la durée de vie des solutions continues, on a le résultat qui
suit. On note T, la durée de vie de uf, et ¢* la borne supérieure de 1'ensemble
des T tels que le profil % solution des équations (2.2.6); existe sur [0,7].

THEOREME 2.2.8. Sous les hypothéses du théoréme 2.2.1, pour tout réel ¢ tel que
0< ¢ <" ilexiste g,> 0, tel que Te 27 lorsque g, <e.

Dans l'esprit du crollaire 2.2.4, on peut également donner une description
précise de la solution le long des courbes intégrales des champs X; .

Pour cela, étant donné x e[a,b], notons ¥ ;. le sous espace vectoriel de
C”([0,T];R) engendré par les restrictions de toutes les phases Pred€ix:

Fix = Vect {‘P1,1(7j,x(3)) e (pN,nN(yj,x(s)) ).

Puisque @, est une phase de Xj, la fonction Bj( yj’x(s)) est un vecteur cons-

tant de R égal & 9;(7,,(0)) = 9 (x). Si 2(x) # 0, #;, contiendra toutes les
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constantes. Si au contraire $J?(x) = 0, il est possible que Z; » ne contienne pas de
constantes non nulles. Autrement dit, l'espace ¥;,+R est égal 4 ¥ ;. ou &
7;x@®R. De maniére a englober ces deux cas, nous choisissons une base
(@,(5),..., D (s),1) de F;,+R, ot on a noté v+l (=v(j,x)+1)la dimension de

Zix+R. Alors des fonctions V" j(yj’x(s);"’(oj(yj,x(s))/e) s'écrivent, en notant

(D:-:((Dl(s),...,(Dv(s))

Vi( 7. 5 8y, ) e ) = Vju(s; Q(s)/e ; 1/e)

ou la fonction V;,(s;a;0w), aeR’ welR, est dans 1'espace des fonctions
presque périodiques C°([O,T]:Cp‘;(R"+1)). Notons 9 {V}1la moyenne en o d'une
telle fonction V presque-périodique

M{Vits;w)=lim (T J.W'(s;a;a))da ) (vol(@)=1).
T-—00
TQ

On a alors le résultat suivant qui donne le profil de uj le long du rayon €,

THEOREME 2.2.9. Fixons j € {1,..N}, xela,bl. Il existe 1>0 et une fonction
o) (s, 0)eC*([0,7]:C ) (R)) telle que

U ( 7;,(5) ) = 0j2(s;Ve) = o(1) dans L*([0,7]), quand £-0.

Le profil o;.(s;w) est l'unique solution de l'équation intégrodifférentielle
suivante, dont le second membre est obtenu en remp_fagant V; par o;, dans
Vexpression W {f;( v, , V1,.., Vy)}.On note x0 =R.£;(0,x) et £°=g(0,2):
%(s;wh MA L7, Vils;0;0) ..., 052(550),..., V(s 050) ) )

(2.2.10) ds

02 (0;0)=(L, o Hj)(x;0.£°)

REMARQUE 2.2.10.e L'hypothése RLRF n'est pas systématiquement vérifiée.
Il est donc intéressant de donner des résultats qui ne demandent pas de
vérifier les hypothéses RLRF;. Par exemple en se plagant dans un cadre
analytique avec des profils dans des espaces du type Fourier-L1, un des points
essentiels étant de définir I'opérateur de moyenne. Ces résultats feront 1'objet
d'un prochain exposé.e

§ 2 Oscillations avec résonances faibles et fortes. p 14
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§3 Exemples.

Pour la commodité du lecteur nous commengons par illustrer la notion de
résonance “"forte":

EXEMPLE 1: un cas sans résonances faibles.
Considérons le systéme suivant :

(0;—0) u1=0
(1) (0s+0y)ug=0
O U3=UjUg
avec les conditions initiales :
(2) u1(0,%)= €' *% ug(0,x)= e %%, u3(0,x)=ae**”%, o acRk.

Dans cet exemple N =3, Xj = 0;—0y , X2 = 0;+0d, , X3 = ;. Les phases sont
scalaires @, = @, = t+x), $p= 0, = (t-x), $3= ¢3=x et © = R3. il n'y a qu'une
seule relation de résonance ¢, + ¢,— 295 =0 et les hypotheéses (1.1.6) a (1.1.9)
sont vérifiées.

La solution de (1)-(2) dans {t > 0} est

Uy (t,x )=ei (t+x)/£’

ug(t,x)=et At-2Ve (dans t20)

us(t,x)=ate?3*’s 4 ¢gjei@-tVe

de sorte que la composante ug est de la forme a te'3/e 4 o(1) et les seules
oscillations de la solution sont celles qui figurent "déja" dans les données de
Cauchy : il n'y a pas de c¢réation d'oscillations. En particulier :

3) a=0 = ug=o0(1) (quand e—0).

Considérons maintenant le méme systéme (1), avec les conditions
initiales suivantes :

(4) u10,x)= e**'€ us(0,x) = gixle u3(0,x)=0.

Le systeme clos des phases en jeu est toujours le méme, mais la solution
de (1)-(4) dans {t = 0} est cette fois :
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uy (t,x )=ei (t+x)/€,

(5) Ug(t,x)=ei -2k (dans t=0)

us(t,x) =te'=/¢,

et la propriété (3) n'a plus lieu. Il y a formation d'une oscillation sur la
composante uj: il s'agit d'un phénomeéne de résonance (forte).

EXEMPLE 2: une résonance faible.
Considérons le systéme

(09 u1=0
6 (0s+0x)ug=uyus
Oru3=0
avec les conditions initiales suivantes :
(7) 1100,x) =e %Y 4y (0,x)=ae'*t aeR, ug(0,x)=e H*%e

Les phases en jeu sont (scalaires) ¢, = (t+x), Py = t—x)%, @g= x?et ® = R,
Il n'y a aucune relation de résonance. Les hypothéses Hyp.1, Hyp.2, Hyp.3 sont
vérifiées.

Cependant, la propriété (1.1.9) n'est pas vérifiée pour ce systéme de
phases. En effet ¢,~ ¢, =4 tx, ce qui entraine :

®) X3 (91~ 93) |(9y=0)=0.

On a des relations similaires pour les autres champs :

© Py—405=(E+2)({E-3x) = X (9o—404) l(;=01=0,

@1—49y=(-x)(t+3x) = X2(p,—493) |(py=0)=0.

On vérifie que les cones de résonances faibles 71, Rf2 ,RF3, sont

.9?f1={(a,b,—4b),a,beIR} ,
(10) Rf2={(a,b,~4a),a,beR},
9?7!3={(a,—a,b) a,belR}.

Les phases de bumps sont: Cl’l(t,x)=(t+x), Cz’l(t,x) =(t-x), et C3,1(t,x)=x. On
rappelle que l'on a noté systématiquement § 0= mais dans cet exemple la phase
constante n'intervient pas. Elles satisfont aux définitions de (2.1.4). On constate
que pour tout j = 1,2,3, l'ensemble ¢ = R#; est un plan et entre dans le cas 3. de
l'exemple 2.1.4 : 1a propriété RLRF; est donc vérifiée.
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Le calcul de la solution donne u§(t,x)=¢" P1/e ul(t,x)= e~ 493/% puis Xpus=
U uf=ei(P1m4i0s)fe - o1 t+3) (t-2/e of on intégrant il vient :
i (t+3%) t-x)e_ i 3t-x)2 [e
£ = i¢qfe (e —€ ) ;
uy(t,x) ae + € 1% , Slix#t,

et .

us(t,t) =a +t , (cas x=t(=p2=0)).

On a donc !uez(t,x)—aei"’Z/"’ | < &/|x—t|, et pour toute partie D, = {|x—
t|>a) de R% avec >0, il en résulte que : u®;—0 dans L®(D,) . Cependant, le
long de la courbe {x=t}, la fonction us2 (t,x)-a e’ 92/£ ne tend pas vers zéro.

La composante uez(t,x) est donc la superposition d'une onde oscillante
(ae’®2/¢) et d'une onde solitaire dont la "créte" est portée & l'instant ¢ par le
point x=¢.

En outre, la composante us2 (t,x) s'écrit (on écrit {,au lieu de o€t 220U lieu
de 2g,1) avec les notations introduites au §2 :

us(t,x) =Va(t,x;0,/€) + Walt,x;8,/€;0,/€)+0(1) dans L,

(e i (¢+3x) 29 _e—i (t-x) 22)

ou Vp(t,x;0;) =ae’® et Wa(t,x;2530,) = 4iz, ’

Sur cet exemple, ¥ 9 est indépendant de 69 et comme 29 est une variable
scalaire, %9 est simplement dans l'espace CO(QxIR;]R), avec Wo(t,x;00) = 0.

EXEMPLE 3 . Application du théoréeme 2.2.1: une interaction créant une
résonance faible sur chaque mode.
Considérons cette fois le systéme suivant

(0r—0x)ur=uz ug

(11) (0¢+0) ug=uyus

O U3=U1 U2
avec les conditions initiales :
(12) w1(=2,%) =gx-2) e *™8,  up(-2,x)=y(x+2) e/, ug(-2,x) = y(x)e 4%,
ou xeC?f(lR), 2(t)=x(-1) avec y(1)=0s+i|7| 21, et y(1) =1si |7|<1/2 .
Le role de la fonction y dans (12) est de permettre de présenter 1'exemple

comme une évolution de trois trains d'ondes oscillants qui s'ignorent dans
{t<-2}, se rencontrent a l'instant ¢=-2 et "interagissent” dans {t>-2}. Les con-
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ditions initiales portent sur l'instant ¢t=-2, de fagon que l'interaction des trois
ondes se produise au voisinage de l'origine, c'est a dire dans la région ou peu-
vent se manifester simultanément les résonances faibles de chacun des
champs, lesquelles sont localisées sur les droites {x=0)}, {t=x}, {{=—x) qui se
croisent justement a l'origine.

La solution de (11)-(12) dans le "passé” {t < -2} est

w1 (t,x)=x(t+x)et G+0%e,
(13) ug(t,x)=y(t-x)et t-22k (dans t<-2)

us(t,x)=y)e 1=,

et suppu;Nsuppu;= 0 dans {t<-2} si i#].

Lorsque t >2-2, les supports (oscillants) de u; et de ug et ceux de ug et us se
rencontrent: le systéme (11) est réellement couplé et le probleme et de décrire
I'évolution de I'onde dans le futur.

Le systeme des phases est le méme que dans l'exemple 2. Il n'y a pas de
résonances fortes, le systéme qui donne la profil oscillant V" est:

[ (0;~0,)V 1=E (V9 V' 3)=Ey(V ) E1(¥3)

(14) S @+0,)V 9=Eo(¥"1 V' 3)=Eo(¥"1)Eo(¥"3)

L 37 3=E3(¥"y ¥'2)=EaV DEg(¥2),
avec les conditions initiales
(15) V'1|p=—21 =x(x~2)e'%, Vg|p-—gy=x(x+2)*%2, V'g|p=—g) = yx)e %,

Si I'on note maintenant a= Eg(¥"1) = E3(¥"1), b =E1(¥"2) =Eg(¥"2) et c = E1(¥'3) =
Eo(7"3), en moyennant la jéme équation de (13) par rapport a 6; et en tenant
compte des conditions initiales, on obtient

([ @,~d)a=bc
4 (i+d)b=a ¢ avec Q|{=-2/=b|(t=—2=C|¢=-21=0,
L %C=ab.

ce qui entraine a =b =C = 0. En revenant alors au systéme (14) dont les
membres de droite sont en fait nuls, on obtient :

(14) Vi=gt+x)e®,  Vo=x(t-2)e'®2, Vi=glne ™%
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Les résonances faibles sont toujours données par (10) et R£1, RF2 ,Rf3
vérifient RLRF; 3 respectivement, et I'on peut appliquer le théoréme 2.2.1 avec
Aj= R

Le profil %; est donc solution de 1'équation suivante ol I'on a noté x, (¢,x) la
fonction y(t—x)x(x):

(at-—ax)%lzgz\ll {.Vzﬂl____gll\l {xl.ei(92‘403)}=x1(t,x)ei("3x)zl

U(-2,x;21;01) = x(x-—2)ei91,

et I'on en déduit que
t—=x

(15) U (t,x321;01) = x(t+x)ei91 + 1/2 jx(s)x(li%:s) gt Re-t-x)z1 4
—~4—t-x

t

= y(t+x)e'®1 4 g ¥tr)zL J a(o,t.x) el gg |
-2

ol a= y(20-t-x)x(t+x—o). Puisque %; =¥"; + W';, Le profil (15) correspond a

t

(16) Wl(t,x;zl)ze_Si(t+x)z1. J a(c,t,x)e4iazldg,
-2

et une intégration par parties montre que la fonction #”; est dans CO(QXI/R ;IR)
avec W' 1(t,x;00) =0.

Le profil %3 est donné par 1'équation suivante ol X4 (t,x) désigne la fonction
x(t+x) x(x):

(at+ax)%2=é’A22 {‘Vl 'Vs }=£12\2 {xz.ei(ol“493)}=x2(t’x)ei(t+3x)22

Uo(-2,x,29,02) = y(x+2)e'2,

et I'on en déduit que

t
17) %2(t’x;22;92) = x(x_t)eiez + e4i(x—t)22 . Jﬂ(o’t’x)e&UZZdG’
-2

ou f = y(2o-t+x)x(c+x-t), et le profil (17) correspond a

110
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t

(18) Wt x29) =€ 2% [ po,t,0)e89%2 4o,
-2

et le profil #°5 est dans CO(Qxﬁ{;R) avec Wo(t,x;00) = 0.

L'équation pour %3 est, avec x4 (¢x) = x(t+x) x(t—x)

0 Uz=6"2 (V"1 9°9)=602 (P10 )=y (1,x)e 423
U3(-2,%;23;03) = y(x)e ™%,

et I'on obtient
t

(19) Us(t,x;23,03) = x(x) e»4¢’93 + J. xs(o’x)ei4az;; do ,
-1

soit encore :
t

(20) W3t x;23)= | 25(0,0)¢"*° %3 dg,
-1

qui vérifie #'3 e CAQ xR ;R) et #'3(z5=00) = 0.

Les théoreémes du §2 permettent d'affimer que pour tout ensemble 2 borné
de R?

2

wtx) -2t x5 EB S 01) dans L@,
2

uf(t,x) = Us(t, 1 E B2 01 dans Lo@),

2
ug(t,x) - Us(t,x; 2 ;- )=0(1) dans L),

Pour bien voir l'influence des profils #”;, on peut étudier le comportement
de la _restriction _de uf a_une courbe intégrale de X; . Observons d'abord que les
relations (16), (18) et (20) entrainent que

t
(21) W1l(29=0,t+2=0) = W'2|(29=0,t-2=0) = Ix(20)x(a) do = p(t),
-2

t
et W'3)(z3=0,2=0) = | 2(0)2 do=: q2).
-1
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Fixons deux réels quelconques -2 < Z1 < Z3 . Les relations (20) et (21) montrent
maintenant que :

y(c)e 2 /e 4 o(1) dans L*([¢1,£2)) si ¢#0,
(22) ui(t’x)l[t+x=c} =
1+ p) +0(1) dans L*([Z1,Z2]) sic=0.

x(c)et €% + o(1) dans L¥([21,¢2)) si ¢#0,
(23) ug(t’x)l (t-x=c) = .
1+ p() + o(1) dans L*[¢1,£2)) sic=0.

y(e)e e 4 o(1) dans L®((£1,22)) si c#0,
(24) ug(t,x)l[xzc} =
1+ q(®) + o(1) dans L*([¢1,£2]) si c=0.

On observe sur cet exemple que chaque composante de la solution exacte
du systéme (11) est uniformément approchée par la superposition d'une onde
oscillante et d'une onde solitaire. Cette derniére tend vers zéro (quand € »0) en
dehors d'une courbe intégrale du champ de vecteur correspondant ( dans
I'exemple traité cette courbe est { {; = 0}), mais prend de grandes valeurs le
long de cette courbe (p(¢) ou q(¢)). Les développements obtenus en (22), (23), (24)
correspondent au point de vue du théoréme 2.2.9, et montrent que l'application
x—0j.(.,.) peut étre discontinue.

EXEMPLE 4: Explosion par résonance faible.

Cet exemple est analogue au contre-exemple donné dans [JMR] aux théo-
remes 1.1.3 et 1.1.4 lorsque 1'hypothése de forte transversalité (1.1.9) est violée,
c'est a dire lorsque les phases en présence admettent des résonances faibles.

Considérons le systéeme

(at_ax) u;=0
(25) Qe+ uz=0

Oruz=(u3)? + uyug

avec les conditions initiales

(26) u1(02) = e **%, uy(0,x)= et =, ug0x)= ¥
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Les phases en présence sont scalaires, ¢; =(x+t)3, 2 =(x—£)%, o3 =23 1
n'y a aucune résonance forte de sorte que les profils oscillants ¥’ vérifient la re-
lation Eg (v"1%"9) = E3 (" 1DE3 (¥"g) = ab,sia =E17"1, b =Eg¥9, ¢ =Es¥"5. Le
systeme donnant les 7°; est

@ (0:=0,) 7" 1=0,(0:+0,) V" 2=0,0, V' 3=Eg (' DE3(V"2)
27

V1] e=01=€""Y, V2| =0y =€"%2, ¥3(1=0)=0.

En moyennant chaque équation on obtient

(0:—03:)a=0,(0+3d)b=0,0, c=ab et a|p=0/=b|1=0)=C|t=0)=0,

dont on déduit a=b=c=0, et par suite V' = e Py = ¢®2 3= 0. On note en
particulier que le systéme (27) admet une solution globale tout a fait réguliére.

Cependant le calcul montre que la solution exacte du systéeme d'origine
(25) "explose” au point ( t=n/2, x=0) pour tout £>0. En effet, les équations (25) et
(26) impliquent u§ = '+, Uy = e D%e ot

(28) atug(t,x)=(u§)2+ei(2"3‘6’”2)/€ , uz(0,x)=0.

Alors o(t) = u§ (¢t,0) vérifie o'(t) = 1+ o 4(¢t) et 6(0)=0, donc u’; (t,0) = tang(t), ce
qui démontre l'affirmation.

Ce phénomene est du a l'existence d'une résonance faible sur X3=0;, qui
fait apparaitre la phase {;(x)=x:

(29) 91+ 92=2 (2?32 x =2 (x2-3¢%) {(x) = X3 (91 + ¢2)| (x=0) = 0.

Comme dans l'exemple 3, on a des relations analogues pour les autres
champs, qui font apparaitre les phases {;=x+t (pour X3i), {;=x—t (pour X»), et
I'on vérifie que les hypotheéses hAypl,2,3 sont vérifiées ainsi que la propriété
RLRF; par l'ensemble ®/;, j=1,2,3 de sorte que l'on peut appliquer les résultats

du §2. Les autres résonances ne sont pas exitées par le systéme (25), (26) car les
équations pour les profils 2, et %9 sont

(Bt—ax)OZq:O ’ %1‘{t=0}=ei91 = %1 E'Vl,
@ +00U2=0 , Ug|p=0)=€"2 = Up="s.

Au contraire, alors que ¥’3 est nul, le profil 3 (t,x,2z3) (qui ici ne dépend
pas de 03 et se confond avec %3 ) est solution non nulle de 1'équation suivante

(30) e Us = (Usg) %+ eX®?3D23 | q/4(0,x)= 0,

et contient une nouvelle information. La restriction de (30) 4 {z3=0} donne
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31 Wa(t,x,0)=Us(t,x,0)=tang(t).

Sur cet exemple, on voit que la solution exacte probleme de Cauchy
oscillant (25) explose en temps fini (¢=7/2) car il se produit une résonance faible
qui engendre un profil d'onde solitaire qui explose en temps fini (31). Au
contraire, la partie "purement oscillante" du profil (¥') existe et reste réguliére
pour tout temps.

Un réel 7>0 étant fixé, la composante u83a donc le comportement
suivant lorsque €—0:

0o(1) dans L*([0,£]) si c¢#0,
(32) ug(t,x)l{x:c] = '
tang(t) pour0<t<n/2 sic=0.

EXEMPLE 5: Accumulations et ensembles denses de résonances faibles.

Dans tous les exemples qui précédent les résonances faibles présentent les
caracteres suivants :

- d'une part les phases de bumps sont scalaires c'est a dire que m; =2 (ou
<2) et que la phase constante {;o=1 n'intervient pas, de sorte que la seule phase
de bumps en présence est la fonction {; 1,

- d'autre part, les supports des résonances faibles forment une famille
finie et fixée de courbes qui ne dépend pas du profil (H;,...,.Hy) de la donnée de
Cauchy: cette famille ne dépend que du systéme de phases en jeu. Par
exemple, dans 1'exemple 3, la seule analyse des résonances faibles entre les

phases nous assure que : s'il se produit effectivement des résonances faibles
pour 0; (resp.: d;—0d, ,0;+9, ) dans la solution de (11) (12), elles seront nécéssai-
rement supportées par la droite { x=0} (resp.: {t+x=0},{t—x=0}).

Cependant, il peut se produire que la géométrie des supports des
résonances faibles éventuelles de la solution, ne soit pas déterminée par
avance. En particulier il peut se faire que foutes les courbes intégrales des
champs X soient le support d'au moins une relation de résonance faible entre
les phases d'oscillation. Autrement dit : n'importe quelle courbe intégrale peut
étre le support d'une résonance faible de la solution du probléme de Cauchy; le
fait qu'elle le soit ou non, dépend alors directement du spectre de la fonction
SV 1,...,7 y) (théoréme 2.2.3) qui dépend lui méme du profil de la donnée de
Cauchy. Cette situation se rencontre en particulier lorsque les phases en jeu
sont vectorielles. Nous donnons maintenant un exemple d'une telle répartition
des résonances faibles.
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Considérons probléme de Cauchy suivant, que 1'on étudie dans un voisi-
nage du point ( £=0 ,x=1), ou1 le systéme est strictement hyperbolique :
r (0; -0, )u1=0
(0; +0¢)ug=0
(33) 3 (2x0; +05)uz=0
(2x0; ~0,)ug=0

\ Qrup=-l+e¥lTH2tuUsTU4
avec les conditions initiales :
- 2 » 2 - 4 . 4
u1(0,x)=e**"% ug(0,x)=e'*""%, us(0,x)=e**"€, uy0,x)=e**"% us0,%)=0.
Le calcul de la solution donne

] ; : 2 . 9
ui(t,x):el(t"}'x)z/s, lé(t’x)=el(t-‘x)2/£’ lé(t’x)=el(x2—t) /8, Lé(t,x):el(x2+t) /8’

et en développant en série 'exponentielle :

1 . N2_b(t—x)2 2_4\2_ 2 2
ol = Y g e a@+x)?-bt-2)%+c (x*-tP-d (x®+tF) /e
a,b,c,de
1 Y _ op2 20 _ 4,
=14 Z —THIeTd] piltfla-brc—d)r2x(a+b)-2tx*(c+d)+x*(a-b)+x*(c~d)} /g
a,b,c,deN

Pour intégrer, on cherche les quadruplets (a,b,c,d)eIN? qui correspondent
a des résonances faibles pour X5=0;, c'est a dire que l'on cherche 1'ensemble I';
introduit en 2.1.5. On aura alors :
t

1 . 2 2 2 2 2 2
£ _ S ifa(s+x)*-b(s—x)“+c (x*—s8)—d (x°+5))
us(t,x) =-1+ 2 albleld! Ie fe dS + 0(1)
(a,b,c,d)eIN* 0
Résonace
faible

Une résonance faible pour d; revient a résoudre
(34) o {t(a—b+c—d) + 2tx(a+b) - 2tx®(c+d) +x*(a—b) + x*(c=d) }[x=x,= 0

pour les inconnues a,b,c,d, et xy. C'est a dire

2t (a—b+c—d) + 2xy ((a+b) ~ (c+d)xp ) =0, Vt eR,

& a-bte—d=0 et (a+b)-(c+d)x;=0.

On a doncsur cet exemple:
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(a,b,c,d)e R4 résonance faible sur X4 a—b+c—d=0et (a+b)#0ou (c+d)=0
(35) et le support de la résonance est la droite d'équation :
x = (a+b)/(c+d) si c+d#0, et x=0sic+d=0

Puisque dans le cas de I'exemple a,b,c,d sont des entiers naturels on a :

ug(t,x) = albleldl €

(a,b,¢c,d)eIN¢
a-b+c-d=0
a+b+c+d#0 ou

t
I - i(xz(a—b)+x4(cd)]Je%s[x(a+b)—x2(c+d)}/e ds + o(1)
0

soit
2it {x(a+b)~x%(c+d)} /g _
ui(t,x) = Y, 'b’lld' e :
@bedentTCE 2i {x(a+b)-x2(c+d)Ve

a-b+c-d=0
a+b+e+d#0

1ei {x%a-b)+x¥e-d)) /e + o(1)

Sur cet exemple u§ est approché dans L* par une somme infinie d'ondes
solitaires. Avec les notations du §2, on a les phases vectorielles suivantes

Ps@=(x%xY) , T,0=1x,2) = O,=R?et Z,:=R
mais dans cet exemple encore, la phase constante {50=1 (ainsi que la variable

250 ) n'intervient pas.

Le profil de uf est :
Us(t,x;25;05) = W5(t,x;25;05) =

z 1 e2it{la+b)zs,— (c+dizgy ) _ i (@-D)05 ey )
(a,b,c,d)ell\l“a!b!dd! 2i{(@+b)zs 1 ~(c+d)z5, }
a~b+e~d=0
a+b+c+d#0

On peut encore écrire %5 de la maniére suivante

Us = Z S, @tx;{a ,25);65)
v=(a,b,c,d)eN%
a-b+c—d=0
a+b+cid#0
N 1 e®-1 i ((a-b)6, +c-dbs,)
= - N = 5, ,
ou o, :=(0,a+b,—c-d) et f, (t,x;p;0;) STblaldl 25 e 1 52!

116
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ce qui montre que %5 est bien un élément de l'espace #(2,Z5,05) introduit
dans la définition 2.1.5. En outre, on se rend compte sur cet exemple que
l'espace #(£2,Zs5,05) apparait de maniére naturelle dans ces probléemes.

Si l'on étudie le comportement de uas | x=x, 0D observe deux comportements
différents suivant que xo€Q ou x,eQ:

1) Si xoe Q, uz(¢,x, ) = 0 dans L*([0,£]), pour tout ¢ >0, lorsque £—0.
5

2)Si x0eQ, ug(¢,x0 ) oscille. De fagon précise ug(t,x,)=o(t;1/e)+o(1) dans

L= ([0,2]), pour tout ¢ >0, lorsque £—0, ot

- 1 ila—b)xe% (1 -x%)
O'(t,(D) = t. 2 m e 0 0
(a,b,c,d)eIN%
a-bic-d=90
a+ble+d =x¢

EXEMPLE 6 . Résonances faibles ou intervient la phase {jo=1.
Cet exemple, qui est dans le méme esprit que le précédent, montre le role
de la phase constante dans les résonances faibles.
Fixons une suite (a, )nemnN arbitraire de nombres réels. On considére le
probléme suivant
(at_ax) u1=0

(25) @+ up=0
Ot U3z=Uj Uy
avec les conditions initiales

(26) ul(O,x)-: e—ix2/£.2 k_lz_ eiak x/e , uz(O,x)z ei(xz—x)/e , U3(0,x)=0.
k=1

On a donc: uf (¢x)= o tt+x)2 /ﬁ,i _kl_2 itk t+x)le uf0,x) = eit-—x)le gilt-x)2/e
k=1

-4 it(x—by)le_ 1
—~4(x-bp Ve

et dultx)= Y. ;15 € CetitTle op by = (14ay )4,
k=1

Cette fois, il y a encore une infinité de résonances faibles dans la
composante ug dont les supports sont les droites {x=b; }, et pour 1< Zg9ona:
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o(1) dans L*®([£1,£2]) si cel{by,kelN},
8 ——
Uy (62| (z=c) = -2 4ibyc/ o0 :
k%, e*1OrC/e 4 o(1)dans L™([¢1,£2]) sic=by.

Dans cet exemple on peut par exemple choisir comme systéme de phases
?1 (x) = ( (t+x)’ (t+x)2 ) » 32(x) =((t—x)) (t_x)z) H 7¢’3(x) =(x ’ x2 )

et I'étude des résonances faibles en 0, conduit a chercher les A = (a,b,c,de.f) €
RE pour lesquels il existe x; R tel que

3t (A, B) oy, = 0 LaltH02) + b(t+22)+ € (-22) + d(t=00)” )

=2t (b+d) + 2x, (b—d)+a+c =0.

L'équation de R/3 est donc {b+d =0, et b—d#0}, le support de 4 e.‘Rf 3 est la droite

X=X = (%f—g et

(A, @) |x=x, = t (2x(®-d)+a+c) + termes en x...

= 2t (b—d)(x—x,) + termes en x....

Les termes (x—x; ) peuvent faire penser qu'une infinité de phases scalaires

interviennent dans le probleme: les {34, :=x - a , @ € R. Au contraire, le
terme 2x (b—d) + a+c doit s'interpréter comme (a4(1), 14 3), ol 23= (1,x) et ag(A)
= (b—d,a+c) € R2 On voit que la phase constante 1 doit &tre introduite pour
tenir compte des effets de déphasage qui autrement conduiraient & considérer
des familles infinies (non dénombrables) de phases.
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§4. Schémas des preuves

4.1 Le résultat fondamental

Dans ce paragraphe D est un fermé de R? de la forme {a<x<b, 0<t<T(x)}
ou T est une fonction lipschitzienne.

Etant données des fonctions Uj(t,x,2;,6;) € #(D,Z;,0; ) pour 0<j<N, ainsi
qu'une fonction F € C*° (DxR¥;R), notons f(¢,x,2,0):= F(¢,x,Uy,...,Uy) oi I'on a noté
2z = (21,...,2y) la variable de Z;x...xZy . Alors f est dans C%(DxZ:C ;;(@)) etl'on a
le théoréme qui suit. On suppose pour simplifier I'énoncé que X;=9; et par
conséquent les phases&} et(bj- ne dépendent que de la variable x.

THEOREME 4.1.1. Supposons que A une partie de ¥* qui vérifie la condition
RLRF;. Si l'on définit u® et U par les formules

t
ub(tx) = f flo,%:C(0,x)e; B(o,xVe )} do
6

t
Ut ,x,2;,6;) = j 81{\ {F (0,%,21U1(0 x,4),...,Uj(0 %0 50 ),..., EnUn(ax,e)) }z; ,6;) do
0

alors : 1) %e?(D,Z;,©;) et
t
2) U x0) = [ E(F (0,%,281U1(0,..),....8yUn(0,.)) } (6)) do
0
3) Si de plus A(f)c A on a l'estimation :
(4.1.1) us(tx) - Ut x; L)/ e; @)/ e) = o(1) dans L(D).

Pour la démonstration nous supposerons que j=1.

4
LEMME 4.1.2. Soit V(£,%;21;6)=[F (6,%,U(0), 22U5(0) ,..., 8y Un(0) )(z1 ;6 )do,
0

alors us(t,x)—V(t,x;a(x)/e;?p’(t,x)/s) = o(1) dans L*(D).
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Démonstration. On a U; = €;U; + W; et d'aprés la formule de Taylor
F(Uy,..,Uy) = F(U,22Us,....CxUn) + 22 Wi G(Uy,....Uy ,\Wa,..,Wy) ol G est C*.
Puisque Gk(U 1yee UN Wo,..., W) est bornée, il suffit de montrer que
j22 = Jt Wio,x C(o x)/ e, q)(o x)/e))do = 0o(1) dans L*(D). En approchant W;
comme dans (2 1.6) on se ramene au cas ou W;est de la forme
S(t,x,{a,2;),60;) avecfesz(Z(DxIR ;) et f(2,x,00,6;)=0.m

LEMME 4.1.3. Soit fesd(Dx ﬁl,@j) vérifiant f(t,x;00;6;)=0 et aeR™ alors:

4
jf(b,x , (e ;tz’;(c,x)ﬂe;?ﬂ}(c,x)/s)) do = o(1) dans L*WD).
0

Démonstration. On imite la preuve du lemme de phase non stationnaire de
[JMR]. En approchant f par des polyndémes trigonométriques

2), A al(t,x;,zj)ei(l,e)

oua; €K(Dx ﬁ( C) vérifie a; (¢t ,x,00) = 0, on se rameéne au cas ou f ne dépend
pas de 6;. Pour §>0, on note Ay = { Ka C)I <é} et As(x) = {0, 0<0<T(x):

(o,x)eAs}, puis Bs == { [(a , C Y| 28/2) et /,t("r) = sup { |flox,p)], |p] 27}. On a
alors

J'If(o,x (o ,E;-(a,x»/e)l do <c. mesg(As(x))=:c. hs(x)
ocAslx)

et J.If(ox (a C(cx))/£)|d0'<c sup |f(o.x,p)|=c. p(8/e).
oeBgx) lpl25/€

Par hypothese (« , E;) #0 p.p, donc : pour tout xe{a,b], hs(x)—0 lorsque §—0. En
outre hs < hs si 6<6’ et hs est s.c.i. La convergence uniforme de hs vers 0 résulte
alors du lemme de Dini. En fixant d'abord & assez petit, puis ¢, on obtient le
résultat (car u(8/e) — 0 ).m

On rappelle le lemme de phase nonstationnaire de [JMR] :

LEMME 4.1.4.([JMR]) Soit h € C°(D;R) vérifiant hho;. Alors, si a e C°(D;R),
t
[ato,x) eih@98ds = o(1) dans L(D) (e-0).
0
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L'estimation (4.1.1) du théoréeme 4.1.1 résulte maintenant du lemme 4.1.2
et du lemme suivant :

LEMME 4.1.5. Soit A vérifiant RLRFy et f(t,x;21;0) € #(D,Z1,0). Si A(f) c A, on a:

¢
[flox: L 01e;B L0, ) do= Utz [)/e ; Fx)ie ) + o(1) dans LX(D),
0

t
ol Ultxz1;01) = I(gff)(t.x;z1;91)d°'-
6

Démonstration. En approchant f par des polynémes trigonométriques on se
rameéne au cas ol f = a(t,x;z1)e’*®. 11 y a trois cas A traiter, (dont les deux
premiers sont deja traités dans [JMR]). 1) (4, @)h 3;: le lemme 4.1.4 montre que
lintégrale est un o(1), or justement dans le cas présent & f Eif =0 car
2 eR+©"Y, *2)9{(,” ¢))=0, ce .qui équivaut a AeR+®%, Dans ce cas
lexponentlelle, qui ne dépend plus de ¢ sort de l'intégrale, or justement dans ce
cas & f [Eif = f et le 0(1) est =0. «3) C'est le cas ol 169?7‘1 Alors 4, (p\ =
(aj(/) Cl(x)) Bi(A;t,x)+(A, Ml(pl(x)) et la définition de B f montre que B f-—f
et Eif = 0 et dans ce cas encore le o(1) est =0, ce qui achéve la preuve du
lemme.n

Il reste a montrer le point 1) du théoréme:

LEMME 4.1.6. La fonction %(tx;z1;01) définie dans l'énoncé du théoréme4.1.1
est dans #(D,Z,,0,).

Démonstration. Par approximation on se raméne au cas d'un polyndme
trigonométrique et il suffit de démontrer dans le cas 3) de la démonstration
précédente, c'est-a-dire pour

t
QY = ot P M8y J’a(cle) et{@(a)zy) frA;o0) g5
0

ot la fonction a(t,x,z;) est dans #(D,Z;,0;) (comme fonction constante en 61).
Pour ¢ restant dans un petit voisinage fixé [t—7,t+n] d'un point ¢,, on
approche cette intégrale par une somme de la forme

2 el M8y alog ,x;21) gr(t,x;{a1(1);21))
k=0
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Ok+1 ¢
clt gy it,x;p) = J.ei*’ﬁl(’“;""‘) do si k<v, et g,(t,x,p):= fe"pﬂl(“""‘) do,

ok oy
avec 0¢=0 < 01 <...<0,=t,—1, le pas de la subdivision étant suffisamment petit.
D'apres le lemme 4.1.4 les g3 sont dans l'espace C°(Dx TR,C). Comme les a(o}
,%,21) sont dans #(D,Z1,0,), on voit que 'on peut approcher % comme dans la
définition 2.1.5 et ceci démontre le lemme.® |

4.2 Preuve du théoréme 1.1.5 et des résultats du §2

Nous démontrons d'abord le théoréme 2.2.1 et ses corollaires.
Pour simplifier les notations on omet d'écrire la dépendance en u des
fonctions f(¢,x,u,u). On note simplement f(¢,x,u).

Etape 1. Existence du profil % du théoreme 2.2.1
On résoud l'équation (2.2.6); par un schéma itératif de Picard

. 1 A; v .

XU =87 (i1l V' )Y,

(4.2.1)
v+l

Uj fe=0y = Hj.
que l'on initialise (ce choix est important) avec %J(-) :=7"j. On doit s'assurer que
le schéma tourne bien dans l'espace #(D,Z; ,8;). Supposons que 021,‘; est dans
#(D,Z; , ©;), alors le second membre de (4.2.1) n'est plus dans ?(D,Zj ,0)).
Cependant le point 1) du théoréme 4.1.1 nous assure que % *1 est dans
#(D,Z; , ©;). Ensuite la continuité de I'opérateur linéaire 6’ A dans L rend le
schéma contractant sur un intervalle de temps fixe assez petlt |

Etape 2:

LEMME4.2.1 VveN, V) : QA =V,

Démonstration. C'est vrai pour v—O Supposons Q”Zé =v"; (Vj). Notons pour
tout v': 024 =V +‘W . Alors 'W ! est 1a solution de

X+ X = &Y (51 Wy WL GO Y)Y,
(4.2.2)

v+l
Wi =0y = Hj—SHj
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On a donc d'apres (2.2.4), et puisque (ZJ-Aj =E; + IBJ.Af :

JQW;+1 = IB?j (i V1oV )}+6’?j W GO W),
(4.2.3)
v+l y
Wi =0y = Hj— it .

La définition de &; % entraine que &; Ny GO =W g GV )
qui est donc dans NP(D,Z; ,0)) pulsque ‘W‘ enN ?(D,ZJ ,8;). Ensulte d'apres le
lemme de moyenne, le terme ”X“l(]B 7| f} (¥')} )" est aussi dans ¥ ?(D,ZJ , J)
et comme la trace sur {t=0} de 'W' est dans ¥#(D,Z; ,0)) on en tire que ‘W‘
est lui-méme dans ¥#(D,Z; ,8)). Cela revient a dire que L’ﬁ&d =v;.m

Ce lemme entraine aussi que £; = 7"; et montre que le théoreme 2.2.3 et
le théoréme 2.2.6 résultent du théoréme 2.2.1.

Etape 3. Preuvedel’'asymptotique.
La fonction u® est la limite des solutions du schéma itératif

g,v+1 E
Xu" = fitx,u),

(4.2.4)
—
uj’v+1|{¢=o} =Hj(x; {fx)/e ; $7@)/e),j=1,..N,
que l'on a initialisé avec u =U;(t,x; C (x)/¢e; B (x)/ e ). On suppose que sur le

domaine Q le schéma (4. 2 4) est défini et converge vers u® et que %; est solution
de (2.2.6); sur 7. On a donc en particulier:

uf’ ~Ui(¢,x; ¢ j(x)/e ; 8;0)/e)=0(1) dans L™(Qy).

Supposons que uj-’v -U j(t,x;—)C j(x)/ £; $j(x)/ €) = o(1) dans L*(Qy), pour un
certain entier v. On a donc:

425) XSt = £ 2, Ustx Gl e € ) Ut Lyl e5 @8 ) ) +0lD),

" o) =02zj(0,x;2,9(x)/e ; $7/e),j=1..N.,

Puis, comme %; vérifie précisément

X% = 6Mf ¢,%,21U1 ., Uj s 84UN)
e théoréme 4.1.1 entraine que

w1 - ay(t,x; T )le s B,/ e ) = o(1) dans L),
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ce qui termine la preuve du théoréme 2.2.1.

® Le théoreme 2.2.3 s'obtient @ posteriori, en prenant la restriction de
I'équation Xjuf = flu®) & une courbe intégrale €;  de X;. On est ramené ensuite
a une équation différentielle ordinaire avec des oscillations multiphases, que
l'on résoud avec I'opérateur de moyenne indiqué.

® L'intérét du théoréme 1.2.1 est qu'il ne fait intervenir aucune hypothése
de structure concernant les résonances faibles : on ne doit vérifier ni (2.1.3) ni
(2.1.4) ni RLRF. Evidemment le théordme concerne le cas ou ces résonances
faibles n'interviennent justement pas dans la solution. Pour la démonstration
on reprend 'étape 3 ci-dessus dans le contexte du théorémel.2.1. La fonction u®
est cette fois la limite des solutions du schéma itératif
4.2.6) Xjui"v'l = fit,x,u%" ),

us,v+1

i l{t=0} =H;(x, 7é.l'o(-'x:)/f: ) ,j: 1),N ’

et l'on a initialise le schéma avec uj-'o = ¥';(¢,x; $;(x)/¢). Ce choix permet de

“stabiliser” la partie oscillante de f; (¢,x, uj’v ) et grace a I'hypothése (1.2.1) et au

lemme 4.1.4 on montre par récurrence que uj-"' vérifie

Xjul = fit, 2, V1t §y/e),.. V' Mtx; dp/e) ) +o(1),

4.2.5) N '
uf"'“tzo} =% 0,%;,{ X@)/e 5 Bx)/e),j=1,..N.,

dont on déduit uj"' =¥"1(tx;¢)/ € ) + o(1) dans L™, ce qui entraine le théoréme.m
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