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Sur I'unicité de la solution du probleme de Cauchy pour
des opérateurs elliptiques dégénérés du second ordre

Ferruccio Colombini

§1. Introduction

Dans cet exposé * on considere le probleme de ’unicité de la solution
du probléme de Cauchy, par rapport & la surface S donnée par {¢t = 0},
pour des opérateurs du type

n

(1) P =02+ i 0z, (aij(t,2)0:;) + Z b;(t,z)0:, + c(t,x)

ij=1 i=1

sous 1’hypothése d’ellipticité faible
(2)  a(t,z,f) = Zaij(t,$)§i£j >0 VEeR® V(tz)eQr.

Les coefficients a;; de P sont des fonctions C* dans un voisinage
de origine de R; x R} a valeur réels, tandis que b; et ¢ sont des fonctions
mesurables et bornées 4 valeurs complex; on a posé Qt = QN {t > 0}.

On dira que P ala proprieté de 'unicité dans C* au point (¢, z¢) € S
si, pour tout voisinage €2’ de (fg,x9) (contenu dans 2), toute solution
u € C*(QY') de Pu = 0 dans ' telle que suppu C €' N {¢t > 0}, est nulle
dans un voisinage de (£p,2o). On dira de plus que P a la proprieté de
'unicité compacte si toute solution u € C*(Q') de Pu = 0 dans ', telle

* Les résultats expos€s ici ont été oblenus en collaboration avec D.Del
Santo et C.Zuily (voir [3] et [4] pour des énoncés plus complets et pour
les démonstrations)
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que suppuCQ’' N {t > 0} et suppu N {t = 0}CC’, est nulle dans un
voisinage de (to, Zo)-

Le probléme de 'unicité pour des opérateurs elliptiques dégénérés a
été consideré, dans un contexte plus général, par Alinhac dans [1]; mais
c’est Nirenberg qui, dans [5], a obtenu un résultat trés précis pour ce type
d’opérateurs: si on suppose qu’ il existe une constante C telle que

3 Ca(t,z,&) + Ora(t,z,€) > 0
() {Cau,w,s) > | b6 2)65 2

alors on a l’unicité compacte pour l’opérateur P dans C? A l'origine.

§2. Unicité dans C*°

En partant de ce résultat, et de ce d’Alinhac, on a prouvé dans [4] qu’
on peut affaiblir I’hypothése (3), en obtenant encore 1'unicité compacte,
mais seulement dans C'°°. Précisement on a prouvé le théoréme suivant:

Théoréme 1. Supposons que Uopérateur P donnée par (1) vérifie ’hypo-
thése suivante: il existe deux constantes e et ¢ > 0 t.q.

(4) (2 - €)a(t, z,£) + tdia(t,z,£) > ct® | Y b;(t, 2)&;]%.

Alors P a lunicité compacte dans C> d lorigine.

Remarque 1. L’hypothése (4) (ainsi que (3)) peut s’enoncer d’une facon
invariante par changement de variables.

Remarque 2. Le théoréeme 1 est prouvé par des estimations de Carleman
avec des poids singuliers (du type ¢t~ avec v grand): c’est & cause de ¢a
qu’ on doit renoncer & ’unicité dans C? et se borner & C°.
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Le théoréme 1 donne 1’unicité compacte; nous n’avons pas été capa-
bles & obtenir la vraie unicité que dans deux cas particuliers:

Théoreme 2. Sous les hypothéses du théoréme 1, supposons quen =1
(1 variable d’espace) ou que les coefficients a;; de la partie principale de
P ne dépendent que de t; alors P a la proprieté de unicité.

Ce théoréme est prouvé par un changement de variables singulier
(outre que par des estimations de Carleman).

Exemple. 1l est facile de trouver des opérateurs qui vérifient (4) mais
non (3); par exemple pour I'opérateur

(5) Py =0} + (0, +18,,)* + X202,

on voit aisément qu’ il ne vérifie (3) pour aucune valeur de A, tandis qu’
il vérifie (4) dés que A > 1/8. On peut observer que pour telles valeurs
de A on a 'unicité pour Py (th. 2) non seulement dans C'*°, mais dans
C? aussi, puisqu’ il est hypoelliptique.

La chose la plus intéressante du théoreme 1 est que la condition
(4) est & peu pres nécessaire pour avoir I'unicité pour des opérateurs el-
liptiques dégénérés, comme on le voit par le théoréme suivant; il faut
d’abord donner une définition: on dénotera par B, l’ensemble des fon-
ctions f(z, s,6) qui sont C par rapport & z, s et une puissance fraction-
naire de § > 0, dans un voisinage de (0,1,0) dans R™ x R %[0, 4+00).

Théoréme 3. Soit P comme dans (1), mais avec b; = ¢ = 0, et (2)
soit vérifiée . Supposons qu’ il existe une fonction £(z,6) = 6 M (x,£) +
6-1€(x,6) avec £ € Boo tel que

a(z,8,V£(x,6)) >cop >0
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2a(z, 6,V £(x,0)) + 60a(x, 6,V £(x,0)) <0
o(z, 86,V +£(,6)) € Boy g—g(w,sé,vm§(m,6)) €B., (j=1,...n).
J

Il existe alors deux fonctions u et ¢, nulles pourt <0, telles que
Pu+cu =0 et (0,0) € supp u.

Exemple. On voit immédiatement que pour ’opérateur P, défini par
(5), si A < 1/8 on peut appliquer le théoréme 3 avec £(z,6) = (z,£p(6)),
ou &(6) = (1,—3/4(1 + A)6) et obtenir la non unicité dans C*°.

Remarque 3. Dans [2] Bahouri a obtenu des résultats de non unicité
pour des opérateurs sommes de carrés; si on veut les utiliser pour des
opérateurs comme (5), on s’apercoit que ¢a n’est possible que pour A = 0,
mais, comme on le verra ou §3, ce cas est vraiment “plus dégénéré” que
ce de A > 0.

83. Unicité dans les classes de Gevrey

Dans [3] on a cherché & affaiblir encore I’hypothése (3), cherchant
I'unicité dans une classe plus petite que C°°, notamment les classes de
Gevrey £°(s > 1); précisement on a obtenu le théoréme

Théoréme 4. Soit P donné par (1), vérifiant (2), et soit s > 1. Suppo-
sons qu’ il eziste deux constantes e et ¢ > 0 t.q.

—a(t, z,€) + tdialt, z,€) 2 et /07D | 3T

(6) 2
Alors P a lunicité compacte dans £°.

L’équivalent de la remarque 1 et du théoreme 2 est encore valable;
pour ce qui regarde la remarque 2 on a la suivante:
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Remarque 4. Pour prouver le théoréme 4 on utilise des estimations de
Carleman avec des poids du type exp(—7/t*), ce qui est possible puisque
siu € £° et u est plate dans 0, alors elle est divisible par exp(—y/t%),
pour tout v, si @ < 1/(s—1). On pourrait affaiblir encore I’hypotheése (6),
et obtenir 'unicité dans des classes plus petites que les £°, en utilisant
des poids plus singuliers.

Pour ce qui regarde le théoréeme 3 de non unicité, on peut aussi
prouver une variante dans les espaces de Gevrey, en obtenant que le
théoréme 4 est presque optimal.

Exemples. Pour 'opérateur défini par (5) on a que si A = 1/8 on a
Punicité dans tous les Gevrey; si 0 < A < 1/8, on a 'unicité dans £°
pour s < sy = IZZAEZVAEN et 13 non unicité pour s > s (c.a.d. on

peut construire deux fonctions ¢ et u dans £°*, telles que Pu + cu = 0,
u=c=0pourt<0et(0,0) € suppu).
Avant de considérer Py avec A = 0, étudions 1’opérateur

Q = 0} + (8a, + 0,,)% + t402..

On peut alors prouver la non unicité dans £° pour tout s > 1; mais on a
encore 'unicité dans quelque espace de fonctions plus petit que £° pour
tout s > 1.

Pour Py avec A = 0 on n’arrive a prouver 'unicité dans aucun espace
(qui ne soit quasi—analytique), et par contre on peut construire une so-
lution nulle (et une perturbation d’ordre zéro pour Fy) si plate que 1’on
veut.
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