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I n t r o d u c t i o n 

Nous é t u d i o n s dans ce t r a v a i l les exposants de L o j a s i e w i c z pour les 

f o n c t i o n s s e m i - a l g é b r i q u e s . Si f et g sont deux f onc t i ons s e m i - a l g é b r i q u e s 

sur un ensemble X s e m i - a l g é b r i q u e loca lement f e rmé de R n avec zéros(g) c 

z é r o s ( f ) , le t héo rème des zéros rée ls pour les f o n c t i o n s s e m i - a l g é b r i q u e s 

[C] nous d i t qu ' i l e x i s t e une f o n c t i o n s e m i - a l g é b r i q u e h con t i nue sur X t e l 

que f n = hg. Cec i p e r m e t d 'avo i r l ' i n é g a l i t é de L o j a s i e w i c z sur t o u t 

compac t . Not re but es t de s ' i n t é resse r à la borne i n f é r i e u r e des exposants 

qui appara i ssen t dans les i néga l i t és de L o j a s i e w i c z sur un ensemble s e m i -

a lgébr ique X non nécessa i remen t borné. Au t remen t d i t on d é f i n i t l 'exposant 

de L o j a s i e w i c z l ( f , g ) sur X par : 

l ( f , g ) = i n f ( 0 € Q + / I l e x i s t e une f o n c t i o n s e m i - a l g é b r i q u e h con t inue sur X 

et | f ( x ) | Q < h(x)lg(x)| Vx€X] . 

Le r é s u l t a t e s s e n t i e l que nous démont rons es t que l ( f , g ) es t t o u j o u r s un 

nombre r a t i o n n e l . 

Les exposan ts de L o j a s i e w i c z ont été dé jà é tud iés dans d i ve r s cas. Dans 

le cas complexe par Lejeune et T e i s s i e r [LT] et P losk i [P] , et dans le cas réel 

sur un compac t par Bochnak et R i s l e r [BR] ; [Ri] , où i l s ont démont ré dans 

leurs d i ve rs cas que la borne i n f é r i e u r e des exposants de L o j a s i e w i c z est un 

nombre r a t i o n n e l . Kuo [K] a démont ré lu i aussi la r a t i o n a l i t é de l 'exposant de 

L o j a s i e w i c z dans le cas l oca l pour les f o n c t i o n s a n a l y t i q u e s à deux 

va r i ab les . Not re t r a v a i l comp lè te et généra l i se ces r é s u l t a t s . 
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Dans la p r e m i è r e p a r t i e , nous commençons par rappe le r et d é m o n t r e r 

que lques r é s u l t a t s sur les f o n c t i o n s s e m i - a l g é b r i q u e s , nous renvoyons à 

[BCR] e t [C] pour une étude comp lè te . Nous d é f i n i s s o n s e n s u i t e l 'exposant 

l ( f , g ) , pu is nous d é m o n t r o n s qu ' i l es t un nombre r a t i o n n e l et qu'on a une 

i n é g a l i t é avec ce t exposant . Nous u t i l i s o n s dans les preuves des r é s u l t a t s 

sur les f o n c t i o n s et les ensembles s e m i - a l g é b r i q u e s , e t s u r t o u t la théor ie 

du s p e c t r e rée l [CR] , [Ro] , et en p a r t i c u l i e r la compac i t é de la topo log ie du 

s p e c t r e rée l qui p e r m e t de l o c a l i s e r la borne i n f é r i e u r e des exposan ts de 

L o j a s i e w i c z , e t q u i a aussi de nombreuses app l i ca t ions . 

Nous nous i n t é r e s s o n s ensu i t e aux i n é g a l i t é s de L o j a s i e w i c z sur des 

ensembles s e m i - a l g é b r i q u e s de R nxRP avec un pa ramèt re t dans R p et nous 

é tud ions l 'exposant de L o j a s i e w i c z quand t va r ie dans RP. La compac i t é de la 

t opo log ie du spec t re rée l nous pe rmet d 'éc r i re RP comme une p a r t i t i o n f i n i e 

de s e m i - a l g é b r i q u e s Sj t e l l e que l 'exposant de L o j a s i e w i c z es t cons tan t 

quand t v a r i e dans chaque S j , on u t i l i s e aussi dans les preuves des r é s u l t a t s 

sur l-es f a m i l l e s de f o n c t i o n s , e t d 'ensembles s e m i - a l g é b r i q u e s ( [BCR] 

chap.7). 

Dans [BR] , Bochnak et R i s l e r ont démont ré la r a t i o n a l i t é de l ( f , g ) dans 

le cas c o m p a c t , e t que c e t exposan t peut ê t r e c a l c u l é sur une courbe 

s e m i - a l g é b r i q u e . Dans le cas g l o b a l , on s 'est demandé si l 'exposant l ( f , g ) 

peut ê t r e aussi c a l c u l é sur une courbe s e m i - a l g é b r i q u e sur X qui n'est pas 

nécessa i remen t borné. Nous donnons une réponse p o s i t i v e , en se ramenant au 

cas borné , en u t i l i s a n t la sphère u n i t é , et la p r o j e c t i o n s té réog raph ique 

i nve rse . On r e m a r q u e r a que pour se ramener au cas borné on u t i l i s e , d'une 
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man iè re e s s e n t i e l l e , le f a i t que l ( f ,g ) est un nombre r a t i o n n e l dans le 

cas non borné, et qu'on a une inéga l i t é avec ce t exposant. 

Dans la deux ième p a r t i e qui est à dominan te a lgébr ique , nous donnons 

des i n t e r p r é t a t i o n s a lgébr iques de l 'exposant de L o j a s i e w i c z dans le cas de 

l 'anneau de p o l y n ô m e s , e t p lus généra lemen t dans le cas de l 'anneau de 

coordonnées d'une v a r i é t é a lgébr ique rée l le . 

Nous commençons par d é f i n i r la c l ô t u r e s e m i - i n t é g r a l e d'un anneau 

i n t r o d u i t e et é tud iée par B r u m f i e l [ B l ] , [B2], qui donne un analogue rée l à la 

c l ô t u r e i n t é g r a l e [ZS] qui a pe rm is à Lejeune et T e i s s i e r [LT] de donner une 

i n t e r p r é t a t i o n a lgébr ique de l 'exposant de L o j a s i e w i c z dans le cas complexe. 

Pour un anneau A ordonné par un cône a , un é lémen t x de K es t d i t 

s e m i - e n t i e r sur A pour le cône a , s i on a une r e l a t i o n de dépendance s e m i -

i n t é g r a l e : 

x 2 n + a j x 2 n ~ 1 + . . .+a2 n < a 0 avec aj € A . 

Ceci généra l i se la no t i on d 'é lément en t i e r , et i l es t c l a i r que t ou t é lément x 

e n t i e r sur A est s e m i - e n t i e r sur A. 

Nous d é f i n i s s o n s ensu i t e la c l ô t u r e s e m i - i n t é g r a l e T d'un idéal I dans A. 
i 

Un é l émen t x de A es t s e m i - e n t i e r sur l ' idéal I, s ' i l e x i s t e des aj e I et un 

e n t i e r n ^ 1 te l que : 

x 2 n + 3]x
2n~] +...+ a 2 n < a 0 . 
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Nous donnons e n s u i t e des i n t e r p r é t a t i o n en t e r m e s de v a l u a t i o n s 

a - c o n v e x e s des é l émen ts s e m i - e n t i e r s sur l ' idéal I. 

La f o n c t i o n d 'ordre "V| d é f i n i e par "vj(f) = l i m ^ + oo v 1 ( f k ) / k où 

v 1 ( f k ) = Sup( v t e l que f k € l v }, i n t r o d u i t e par Samuel [Sm] et é tud iée ensu i te 

par Nagata [Ng] , a p e r m i s à Le jeune et T e i s s i e r de r e t r o u v e r d'une 

m a n i è r e a l géb r i que l 'exposant de L o j a s i e w i c z . Si f x et l x dés ignen t les 

germes de f et I en x, i l s ont démont ré que sur un compact K assez p e t i t 

con tenan t x, l 'exposant de L o j a s i e w i c z est (3(f,l) = 1 / V | ( f x ) , e t le f a i t 

que \>| e s t t o u j o u r s un nombre r a t i o n n e l [Ng] , on r e t r o u v e encore la 

r a t i o n a l i t é de l 'exposant de L o j a s i e w i c z . 

Dans le cas rée l on d é f i n i t la f o n c t i o n d 'ordre p*| par : p"|(f) = l i nn | < _ > + 0 0 

y 1 ( f k ) / k , où y | ( f k ) = Sup(y / i l e x i s t e peocfïA e t f 2 k + p e l 2 ^ ), où a es t un 

o rd re p a r t i e l sur K le corps de f r a c t i o n s de A. C e t t e . f o n c t i o n a les mêmes 

p r o p r i é t é s que la f o n c t i o n v"|, et p e r m e t de donner dans le cas rée l une 

équ iva lence avec la c l ô t u r e s e m i - i n t é g r a l e . 

Tous ces r é s u l t a t s a l g é b r i q u e s nous s e r v i r o n s pour donner des 

i n t e r p r é t a t i o n s a l g é b r i q u e s de l ' exposan t de L o j a s i e w i c z . Le r é s u l t a t 

e s s e n t i e l dans la deux ième p a r t i e es t la p r o p o s i t i o n I I .3.1.3, de l aque l l e on 

dédu i t que : 

l ( f , l ) = l /p" , ( f ) = in f ( a /b / f a e l b ] . 
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Dans la de rn iè re p a r t i e , nous nous in té ressons à un p rob lème déjà posé 

par Bochnak et R i s l e r [BR] , [Ri] : s i on pose F et 7 les ex tens ions de f et I à 

C n (où C est la c l ô t u r e a lgébr ique c lose de R), et si on pose L ( f , l ) l 'exposant 

de L o j a s i e w i c z de T par r a p p o r t à T dans le cas c o m p l e x e , à que l les 

c o n d i t i o n s a - t - o n l ( f , l ) = L ( f , l ) ? Nous donnons des réponses en u t i l i s a n t 

les i n t e r p r é t a t i o n s a lgébr iques de l 'exposant de L o j a s i e w i c z dans le cas réel 

et dans le cas complexe. 



Première pairtie : 

EXPOSANTS DEtOJASIEWICZ POUR LES FONCTIONS 

SEMI-ALGEBRIQUES 
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§1 - Les fonc t ions semi -a lgébr iques . 

Un ensemble s e m i - a l g é b r i q u e de R n ( où R est un corps reé l c los ) est 

un ensemble qui es t obtenu par une comb ina ison booléenne ( obtenue par 

d i s j o n c t i o n , c o n j o n c t i o n e t néga t i on ) de c o n d i t i o n s de s ignes sur un 

nombre f i n i de po lynômes de R[X p . . . ,X n ] , a u t r e m e n t d i t : les ensembles 

s e m i - a l g é b r i q u e s de R n f o r m e n t la p lus p e t i t e c o l l e c t i o n de p a r t i e s de Rn 

c o n t e n a n t les ensemb les de la f o r m e ( x €R n / P(x) >0 } où P es t un 

po l ynôme , e t s t a b l e par i n t e r s e c t i o n f i n i e , réun ion f i n i e e t passage au 

c o m p l é m e n t a i r e . 

Une a p p l i c a t i o n f : S -> T d'un ensemble s e m i - a l g é b r i q u e S de Rn 

vers un ensemble s e m i - a l g é b r i q u e T de R m es t d i t e s e m i - a l g é b r i q u e si son 

graphe est s e m i - a lgébr ique dans R n + m . 

PROPOSITION 1.1.1 ( v o i r [C] ). 

- S o i t f une f o n c t i o n s e m i - a l g é b r i q u e sur un ensemble s e m i - a l g é b r i q u e 

S de R n . I l e x i s t e une p a r t i t i o n de S en un nombre f i n i de s e m i - a l g é b r i q u e s 

S ( i = l , . . . ,m , et pour chaque i un polynôme Pj(x,y) à n+1 v a r i a b l e s t e l que, 

pour t o u t a de S. Pj(a,y) n'est pas iden t iquement nul comme polynôme en y 

et P (a J f ( a ) )=0 . 

PROPOSITION 1.1.2 

S o i t f une f o n c t i o n s e m i - a l g é b r i q u e sur un i n t e r v a l l e ]a, + oo [ . I l 

e x i s t e petN, e t c€ R, t e l que | f ( x ) k ex p , pour x s u f f i s a m m e n t grand. 



8 

Preuve : So i t P le p rodu i t des P. de la p r o p o s i t i o n 1.1.1 , P es t un polynôme 

à deux v a r i a b l e s qui n'est pas i den t iquemen t nu l , e t on a : 

P(x,y) = Q 0 ( x ) y m + Q 1 ( x ) y m _ 1 + + Q

m ( x ) où Q

0

 n ' e s t P a s i den t i quemen t nul . 

Si x es t s u f f i s a m m e n t grand, Q 0 n'est pas nu l , et on a : 

| f ( x ) f <1 / |Q 0 (x) | (|Q,(x)| | f ( x ) f _ 1 + + lQ m (x) l ) e t donc: 

If(x)| ^ 1 + (|Q,(x)| + + lQ m (x)|) / |Q 0(x)| . 

Si p es t le sup des degrés de Q,(x) , ,Q m (x ) ,on peut t r ouve r une cons tan te c 

t e l que pour x s u f f i s a m m e n t grand on a i t : | f ( x ) k cx p . • 

PROPOSITION 1.1.3. 

S o i t f une f o n c t i o n s e m i - a l g é b r i q u e l o c a l e m e n t bornée sur un f e rmé 

s e m i - a l g é b r i q u e X de Rn. A l o r s |f| es t m a j o r é e p a r un po lynôme. Il e x i s t e 

ceR et pelN , t e l que : VxeX | f (x)U c( 1+llx|| 2) p VxeX. 

P r e u v e : On peut supposer que \f\> 1 et OeX. 

On pose : 

v ( r ) = Sup{ |f(x)| / x€K r ) où K r = { x€X / l l x lk r) . 

La f o n c t i o n v es t s e m i - a l g é b r i q u e c r o i s s a n t e sur [0,+ oo[ . 

Dans le cas où R = R. La f onc t i on v ( r ) est f i n i e , car on peut r e c o u v r i r Kp 



9 

par un nombre f i n i d 'ouver ts sur lesquels |f| est ma jo rée par une constante. 

Dans le cas où R es t reé l c los quelconque : On va m o n t r e r que v ( r ) est 

f i n i e . En e f f e t : Supposons que v ( r ) = + oo et s o i t : 

A = ( ( x , u ) € X x R / Hxlk r et u.|f(x)|= i } . 

On pose , n : XxR -*R e la p r o j e c t i o n . 

On a Oe adh(n(A)) . Puisque adh(A) es t f e rmé borné, n(adh(A)) est fe rmé 

( p r o p o s i t i o n 2 - 5 - 8 [BCR]) et c o n t i e n t adh(n (A) ) , d'où Oen(adh(A)) . On 

t r o u v e a ins i un x€X t e l que (x ,0 ) es t dans l 'adhérence de A . Ceci est 

c o n t r a d i c t o i r e avec le f a i t que If! es t m a j o r é e par une c o n s t a n t e sur un 

vo is inage de x. 

En u t i l i s a n t la p r o p o s i t i o n précédente et le f a i t que v est c ro i ssan te 

on peut t r ouve r une cons tan te ceR et un en t i e r p t e l que : 

|v(r) l < c( 1 + r 2 ) p pour t ou t r^O . 

Ce qui donne ensu i te la m a j o r a t i o n de | f(x) l par c ( l+Hx| | 2 ) p pour t ou t x€X. • 

PROPOSITION 1.1.4 . 

So i t f une f o n c t i o n s e m i - a l g é b r i q u e sur un i n t e r v a l l e ]0 ,1 ] non 

i den t i quemen t nu l le sur un i n t e r v a l l e ]0,s[. 

I l e x i s t e un nombre r a t i o n n e l p /q e t une f o n c t i o n tp s e m i - a l g é b r i q u e 

con t i nue sur un vo i s i nage [0,e[ avec i p ( 0 ) * 0 t e l que f ( x ) = x p / q t p ( x ) pour x 

s u f f i s a m m e n t p e t i t . 
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Avan t de donner la preuve de c e t t e p r o p o s i t i o n on va p r é c i s e r quelques 

r é s u l t a t s sur les sé r i es de Puiseux qu'on t rouve dans [W]. 

S o i t K un corps c o m m u t a t i f , on note K[[x]] l 'anneau des sé r i es f o r m e l l e s 

sur K, une s é r i e f o r m e l l e es t de la f o r m e a 0 + a 1 x + a 2 x 2 + e l l e es t 

i n v e r s i b l e s i est seu lement s i aQxO. 

On note K((x)) le corps des f r a c t i o n s de K[[x]] , t ou t é l émen t de K((x)) 

es t de la f o r m e : 

f = x ( a 0 + a 1 x + a 2 x + ) avec h€Z et a 0 * 0 . 

Le corps K((x)) est l 'ensemble des sé r i es f o r m e l l e s avec un nombre f i n i 

d 'exposants n é g a t i f s , h est appelé l 'ordre de f. 

S o i t K(x ) * la réun ion de tous les K ( ( x 1 / p ) ) , p=1,2, . . . . ; où K ( ( x 1 / p ) ) es t le 

corps des sé r i es f o r m e l l e s en x 1 / p . On appel le K(x)* le corps des sé r i es de 

Puiseux sur K. 

PROPOSITION 1 - 1 - 5 . 

Si K es t a lgébr iquement c los , a lo rs K(x)*est a lgéb r iquemen t c los. 

Si K es t rée l c l os , a lo rs K(x)* es t rée l c los . 

P r e u v e : V o i r fWl page 89. • 

Dans R(X) le corps des f r a c t i o n s r a t i o n n e l l e s à une i n d é t e r m i n é e on 

c h o i s i t l ' o rd re qui rend X p o s i t i f e t p lus p e t i t que t o u t nombre rée l 

s t r i c t e m e n t p o s i t i f . Cet ordre est noté 0 + . Le corps k ( 0 + ) la c l ô t u r e rée l l e 

de R(X) pour cet ordre est le corps des sé r i es de Puiseux a lgébr iques en X à 

c o e f f i c i e n t s dans R. ( vo i r [BCR] Chap. 1 ). 
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Preuve : (de la p r o p o s i t i o n I - 1-4.). 

Dans le cas où R = R : 

La f o n c t i o n f es t s e m i - a l g é b r i q u e sur ]0,1] . M ex i s t e un polynôme P(x,y) 

non i den t i quemen t nul t e l que P (x , f ( x ) )=0 . La f o n c t i o n f es t développable 

au vo i s inage de zéro en une sé r ie de Puiseux rée l l e . 

On peut é c r i r e : 

f ( x ) = c x p / q ( 1 +i|Kx)) pour x s u f f i s a m m e n t p e t i t avec y ( x ) une sé r ie de 

Puiseux à c o e f f i c i e n t s tous s t r i c t e m e n t p o s i t i f s . 

On v é r i f i e f a c i l e m e n t que u=p/q. 

Dans le cas où R est rée l c los quelconque : 

On cons idè re sur R(X) l 'o rdre 0 + . On peut éva luer la f o n c t i o n f en 0 + 

( v o i r [BCR] Chap.7). 

On a f ( 0 + ) € k ( 0 + ) es t une sé r ie de Puiseux a lgébr ique en X. 

On peut é c r i r e : 

f ( 0 + ) = a X p / q ( l + v|/(X)) avec 4KX) une sé r i e de Puiseux a lgébr ique à 

exposan ts tous s t r i c t e m e n t p o s i t i f s qui es t pour l 'o rdre sur k ( 0 + ) plus 

p e t i t e que t o u t nombre p o s i t i f . D'après la p r o p o s i t i o n 7 - 4 - 1 [BCR]. 11 

e x i s t e pour t o u t ô€R, ô > 0 , un i n t e r v a l l e ]0,c[ t e l que pour t o u t x€]0,e[ on 

a i t : 

a ( 1 - ô ) x p / q ^ f ( x ) < a ( 1 + 8 ) x p / q -
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On pose i p ( x ) = f ( x ) / . x p / q s i x ^O et ip (0)=a^O . La f o n c t i o n ip es t cont inue. 

On a donc la p ropos i t i on . • 

COROLLAIRE 1 - 1 - 6 . 

So i t f une f o n c t i o n s e m i - a lgébr ique sur ]0 ,1 ] non i d e n t i q u e m e n t nu l le 

sur un i n t e r v a l l e ]0,z[, on pose : 

Tj = i n f [ 6€(D + t e l qu . i l e x i s t e une c o n s t a n t e c > 0 et | f ( x ) |>cx pour x 

s u f f i s a m m e n t p e t i t } . A lo rs : 

i) T] = p /q es t un nombre r a t i o n n e l . 

• ii) 11 e x i s t e c>0 t e l que f ( x ) ~ c x p / q pour x s u f f i s a m m e n t p e t i t . 

Preuve : D'après la p r o p o s i t i o n p récédente ; i l e x i s t e un nombre r a t i o n n e l 

p /qeQ et une f o n c t i o n ip s e m i - a l g é b r i q u e con t i nue au v o i s i n a g e de 0, t e l 

que ; 

f ( x ) = x p / q i p ( x ) pour x s u f f i s a m m e n t ,et que i p ( 0 ) * 0 . 

On va m o n t r e r que i ] = p / q . 

Si | f ( x ) l ^ c x 8 , on a x p / q i p ( x ) ^ c x 8 d'où p / q < 8 puisque i p (0 ) *0 . 

Dans l ' au t re sens : Si ip(0) = a on a | f ( x ) l > a / 2 x p / q pour x s u f f i s a m m e n t 

p e t i t . 
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§ 2 - La r a t i o n a l i t é de l ( f , g ) . 

S o i e n t f e t g deux f o n c t i o n s s e m i - a l g é b r i q u e s su r un ensemble 

s e m i - a l g é b r i q u e f e r m é X. Si z é r o s ( g ) c z é r o s ( f ) on d é f i n i t l 'exposant de 

L o j a s i e w i c z de f par r appo r t à g que l'on note par l ( f , g ) comme la borne 

i n f é r i e u r e des nombres r a t i o n n e l s p o s i t i f s 6 t e l qu ' i l e x i s t e une f o n c t i o n 

s e m i - a l g é b r i q u e h con t inue sur X, et l'on a i t | f ( x ) l 8 ^ h(x) |g(x) | pour tou t 

x€X . On va m o n t r e r dans ce paragraphe que l ( f , g ) est un nombre ra t i onne l . 

L ' ex i s t ence de l ( f , g ) es t donnée par le t héo rème de zé ros pour les 

f o n c t i o n s s e m i - a l g é b r i q u e s . 

PROPOSITION 1 - 2 - 1. (Théorème des zéros reé ls ) . 

S o i e n t f e t g deux f o n c t i o n s s e m i - a l g é b r i q u e s sur un ensemb le X 

s e m i - a l g é b r i q u e f e r m é de R n avec z é r o s ( g ) c z é r o s ( f ) . A l o r s i l e x i s t e un 

e n t i e r N et une f o n c t i o n h s e m i - a l g é b r i q u e cont inue sur X, t e l que : 

f = hg. 

P r e u v e : Vo i r la p r o p o s i t i o n 2 - 6 - 6 dans [BCR] • 

PROPOSITION 1.2.2. 

S o i e n t f e t g deux f o n c t i o n s s e m i - a l g é b r i q u e s su r un ensemble 

s e m i - a l g é b r i q u e f e r m é X avec zéros(g) c zé ros ( f ) . On pose : 

T) = i n f (9€ (D + / f 9 / g prolongée par 0 quand f(x)=0 est cont inue sur X] . A lo rs 

"0 es t un nombre r a t i o n n e l . 
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P r e u v e : Posons pour xeX , ueR : 

Kx_u = (y€X / l l x - y l k l e t | f (y) | = u }. 

Et d é f i n i s s o n s la f o n c t i o n v(x,u) par : 

v ( x ,u )= i n f ( |g(y)| / y€K x > u } si K x > u * 0 

et v (x ,u )=1 si K x > u = 0 . 

La f o n c t i o n v es t s e m i - a l g é b r i q u e sur XxR . On remarque que pour t o u t x ,s i 

uxO a l o r s v ( x , u ) * 0 . Pour t o u t nombre ra t i onne l p /q , on pose 

C p / q = ( x 0 e z é r o s ( f ) , 3 c ( x 0 ) > 0 / v ( x Q ) u ) ~ c u p / q pour u s u f f i s a m m e n t p e t i t }. 

D'après le p r i n c i p e d ' é l i m i n a t i o n des q u a n t i f i c a t e u r s pour un co rps reé l 

c l o s , C p / q e s t un e n s e m b l e s e m i - a l g é b r i q u e de. R n , on no te (T p / q le 

c o n s t r u c t i b l e qui lu i assoc ié par l ' i d e n t i f i c a t i o n t i l d a v o i r [CR] . 

S o i t oc€Spec r (R[X 1 , , X J ) un cône p r e m i e r . La f o n c t i o n v peut 

s 'é tendre en une f o n c t i o n s e m i - a l g é b r i q u e v k ( a ) : X k ( a ) x k ( o c ) - > k ( a ) où X k ( c c ) 

est l ' ex tens ion de X à k(oc). 

En p renant oc€ z é r o s ( f ) et en app l iquan t la p r o p o s i t i o n I - 1 - 4 sur le corps 

reé l c los k(oc) , i l e x i s t e c ( a ) > 0 et p /q €(D t e l que : 

v k ( o c ) ( x ( a ) , u ) ~ c ( a ) u p / q pour u s u f f i s a m m e n t p e t i t . 

On a donc c x £ C p / q , cec i mon t re que les C p / q f o r m e n t un recouv remen t de 
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zé ros ( f ) . D'après la compac i té de la topo log ie du spec t re reé l [CR] , zéros( f ) 

n'est r ecouve r t que par un nombre f i n i de C p / q . D'où le nombre f i n i des p/q. 

En prenant le p lus grand p/q quand x Q va r i e dans zé ros ( f ) on a : 

" V x 0 € z é r o s ( f ) 3 c ( x 0 ) > 0 | v ( x 0 , u ) l ^ c ( x 0 ) u p / q et 3 a Q € z é r o s ( f ) 3 c ( a Q ) > 0 

v ( a 0 , u ) ~ c ( a 0 ) u p / q pour u s u f f i s a m m e n t p e t i t " (*) . 

On va m o n t r e r que u=p/q. 

La f o r m u l e (*) en t ra i ne que sur L = { yeX / | | y - x 0 l k 1 et f ( y ) ^ O ) on a : 

c ( x 0 ) | f ( y ) | p / q ^ | g ( y ) | pour | f (y) | assez p e t i t . (*") 

Pour t o u t nombre r a t i o n n e l £>0 la f o n c t i o n f £ + p / q / g p ro longée par 0 

quand 

f ( x ) = 0. es t con t inue sur X , d'où i)< p/q. 

Si f e / g p ro longée par 0 quand f ( x ) = 0 est cont inue sur X a lo rs f 8 / g est 

borné au v o i s i n a g e de a Q de la f o r m u l e (*) , donc sur ce vo i s i nage on a 

Ig l ^c l f l 8 . Ceci en t ra i ne que p / q ^ 6 , d'où p/q^rç . 
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PROPOSITION 1 - 2 - 3 . 

So i t X un ensemble s e m i - a l g é b r i q u e f e rmé de R n , f e t g deux f onc t i ons 

s e m i - a l g é b r i q u e s t e l que zéros(g) c zé ros ( f ) on pose : 

l ( f , g ) = in f {8e(D + / i l e x i s t e une f o n c t i o n s e m i - a l g é b r i q u e h con t inue sur X ; 

et i f (x ) | 8 < h(x)|g(x)| VxeX } . A lo rs : 

i) i ( f , g ) = p /q est un nombre r a t i o n n e l . 

i i) I l e x i s t e une f o n c t i o n s e m i - a l g é b r i q u e h c o n t i n u e sur X t e l l e que 

| f ( x ) | p / q < h(x) lg(x)| VxeX. 

P r e u v e : i ) On pose: 

p /q = inf(8e<D + t e l que f 8 / g pro longée par 0 quand f ( x ) = 0 es t cont inue 

sur X}. 

On va m o n t r e r que l ( f , g ) = p / q . 

Si | f | 8 <h|g | sur X ,on a pour t o u t un nombre r a t i o n n e l z p o s i t i f que f 8 + £ / g 

p ro longée par 0 quand f ( x ) = 0 est con t inue sur X donc p /q^6+& pour t ou t e, 

et p / q < l ( f , g ) . 

Pour m o n t r e r l ' au t re i n é g a l i t é i l s u f f i t de m o n t r e r i i ) pour l 'exposant 

p /q . 

On pose : 

k ( x ) = f ( x ) p / q / g ( x ) si f ( x ) * 0 

et k ( x ) = 0 si f ( x ) = 0 . 

La f o n c t i o n k es t s e m i - a l g é b r i q u e l o c a l e m e n t bornée sur X d 'après la 

f o r m u l e (**) de la preuve de la p ropos i t i on 1-2-1 ; donc k es t ma jo rée par 
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un polynôme h d'après la p ropos i t i on 1 - 1 - 3 . On a pour tou t xeX 

| f ( x ) l p / q ^ h(x)|g(x)|. . 

Si X es t un e n s e m b l e s e m i - a l g é b r i q u e , la f o n c t i o n x->d(x ,X) es t une 

f o n c t i o n s e m i - a l g é b r i q u e ([BCR]). On a les c o r o l l a i r e s su ivan ts : 

COROLLAIRE 1 - 2 - 4 . 

So i t g une f o n c t i o n s e m i - a l g é b r i q u e sur un ensemble s e m i - a l g é b r i q u e 

X. On pose Z = zéros(g) . On pose :' 

Kg) = i n f { 8 € 0 + / i l e x i s t e une f o n c t i o n s e m i - a l g é b r i q u e h con t i nue sur X 

t e l l e q u e : d (x ,Z) 8 < h(x) lg(x)| Vx€X }. 

A l o r s : 

1) l ( g ) = p / q est un nombre ra t i onne l . 

i i ) Il ex i s te une f o n c t i o n s e m i - a l g é b r i q u e h cont inue sur X t e l l e que 

d ( x , Z ) p / q ^ h(x) |g(x) | VxeX. 

COROLLAIRE 1 - 2 - 5 . 

So ien t A et B deux sous ensembles s e m i - a l g é b r i q u e s f e r m é s dans X. On 

pose : 

1(A,B) = in f (6e(Q + , 3 h s e m i - a l g é b r i q u e cont inue sur A t e l l e que : 

d ( x , A n B ) 8 < h(x)d(x,B) Vx€A }. A l o r s : 

i ) l (A,B) = p /q es t un nombre r a t i onne l . 

i i ) I l e x i s t e une f o n c t i o n s e m i - a l g é b r i q u e h cont inue sur A t e l l e que 

d(x,AnB) p / q< h(x)d(x ,B) Vx€A . 
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§3 - I n é g a l i t é s de L o j a s i e w i c z avec un p a r a m è t r e . 

Nous é tud ions dans ce paragraphe les exposan ts de L o j a s i e w i c z dans 

R n x R p avec un p a r a m è t r e t de R p . Nous nous i n t é r e s s e r o n s à la borne 

i n f é r i e u r e de ces exposants quand t va r i e dans R p . 

S o i t X un ensemble s e m i - a l g é b r i q u e de R n x R p . On peut c o n s i d é r e r X 

comme une f a m i l l e de sous ensembles de R n p a r a m e t r i s é e par R p . La f i b r e 

de X au po in t t de R p es t : 

X t = { x € R n / (x, t)€X ) 

La r e s t r i c t i o n de la f a m i l l e X au sous ensemble S de R p es t : 

XIS = X f l ( R n x S ) . 

Si f : X->Y une f o n c t i o n s e m i - a l g é b r i q u e de X c R n x R p ve rs Y c R m x R p qui 

c o m m u t e avec la p r o j e c t i o n sur R p , la f i b r e de f en t es t la f o n c t i o n 

s e m i - a l g é b r i q u e f t : X t - » Y t dé f i n i e par: 

f t ( x ) = y <^> f ( x , t ) = (y , t ) . 

S o i t oc€R p = Spec R (R[X 1 , . . . . ,X p ] ) , on peut auss i d é f i n i r la f i b r e de X au 

po in t oc. Si X es t dé f i n i e par une f o r m u l e $ ( x ; t ) de p r e m i e r ordre a lo rs : 

X a = { x € k ( a ) n / $ ( x , T « x ) ) } c k ( a ) n . 
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El le ne dépend que de X et non pas du choix de <t>. La f i b r e X a es t appelée la 

f i b r e de la f a m i l l e X en a . (p ropos i t i on 7 - 4 - 4 chap. 7). 

Si f : X-*Y une f o n c t i o n s e m i - a l g é b r i q u e . On d é f i n i t la f i b r e f de f au 

po in t a de R p par : 

[ graphe( f ) ] a c k ( a ) n x k ( a ) m est le graphe de f a : X a ^ Y a . 

Le r é s u l t a t e s s e n t i e l dans l 'étude des f i b r e s des f a m i l l e s d 'ensembles 

et de f o n c t i o n s s e m i - a l g é b r i q u e s est le f a i t qu'une p rop r i é té d'une f i b r e en 

oceR p, r e s t e v a l a b l e sur un sous ensemble s e m i - a l g é b r i q u e S c R p t e l que 

a es" [BCR] ( p r o p o s i t i o n 7 - 4 - 4 ) . 

Dans [Ra] , [LW] et [T] on t r o u v e des t r avaux sur les i n é g a l i t é s de 

L o j a s i e w i c z avec un paramèt re . 

PROPOSITION 1 - 3 - 1 . 

S o i e n t A un f e r m é s e m i - a l g é b r i q u e de R n x R p , f(x,t) et g(x,t) deux 

f o n c t i o n s s e m i - a l g é b r i q u e s con t inues en x sur A, t e l s que zéros(g) c 

zé ros ( f ) . A l o r s . 

i l e x i s t e une p a r t i t i o n en s e m i - a l g é b r i q u e s f i n i e R p = U S j , des f onc t i ons 

s e m i - a l g é b r i q u e s con t i nues h,. : A|S,->R, et des nombres r a t i o n n e l s P j /q^ 

t e l s que : 

i ) | f ( x , t ) ) f t / q i < h j ( x , t ) l g ( x ) t ) ) | sur AlSj . 

i i ) p./q. es t l 'exposant d e ' L o j a s i e w i c z K f ^ g ^ pour t€S,. 
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P reuve : On pose f t ( x ) = f ( x , t ) et g t (x ) = g(x , t ) les f i b r e s en t de f et g. 

Les f o n c t i o n s f t et g t sont s e m i - a l g é b r i q u e s sur A t . 

On note p /q = T ) t l 'exposant de L o j a s i e w i c z de f t par rappo r t à g t sur A t . 

Ce p /q v é r i f i e la f o r m u l e su i van te ( vo i r la f o r m u l e (*) de la preuve de la 

. p r o p o s i t i o n 1-2- 1 ) : 

" V x 0 6 z é r o s ( f t ) , 3 c ( x Q ) > 0 | v t ( x 0 , u ) | > c u p / q et 3a 0 € z é r o s ( f t ) ; 3 c ( a 0 ) > 0 

v t ( a 0 , u ) ~ c u p / q pour u s u f f i s a m m e n t p e t i t " 

où v t es t la f o n c t i o n v , en remp laçan t f par f t et g par g t . 

On va m o n t r e r qu ' i l n'y a qu'un nombre f i n i d 'exposants r a t i o n n e l s p /q qui 

v é r i f i e n t c e t t e f o r m u l e quand t va r i e dans Rp. 

On ra i sonne comme dans la preuve de la p r o p o s i t i o n 1 -2 -2 on pose pour un 

nombre ra t i onne l p /q : 

D p / q = ( t€R p , V x o z é r o s ( f t ) 3c>0 | v t ( x 0 , u ) | > c ( x Q ) u p / q et 3 a 0 € z é r o s ( f t ) 

3c(a Q ) >0 v t ( a 0 , u ) ~ c ( a 0 ) u p / q pour u s u f f i s a m m e n t p e t i t } . 

L 'ensemble D p / q est un s e m i - a l g é b r i q u e de R p . 

S o i t oceR15. D'après la preuve de la p ropos i t i on 1 - 2 - 2 ( appl iquée à f et g a ) 

i l e x i s t e un nombre r a t i o n n e l p /q t e l que oceD^, . Ceci mon t re que lesIT, 

r e c o u v r e n t R p et donc d'après la compac i t é de la t opo log ie du spec t re réel 

R p es t reun ion d'un nombre f i n i de D p / q . De p lus si OL(D , , a lo rs l 'exposant 

de L o j a s i e w i c z de f a par rappor t à g a es t p/q e t donc i l e x i s t e une f o n c t i o n 

s e m i - a l g e b r i q u e con t inue H : X -> k(oc) t e l l e que : 
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l f a ( x ) | p / q ^ H ( x ) | g a ( x ) | s u r X K 

La f o n c t i o n H es t la f i b r e en a d'une f o n c t i o n s e m i - a l g é b r i q u e cont inue 

h : X |S a -».R ( [BCR] prop. 7 - 4 - 8 ) avec a € S " , e t on peut supposer que 

S a c D p / q et que sur S a on a : 

l f ( x , t ) l p / q < h(x , t ) |g (x , t ) | . 

Les S a r e c o u v r e n t R p , e t donc par c o m p a c i t é on peut en e x t r a i r e un 

recouv remen t f i n i : Rp = U k | S ( , avec I f i n i e . • 

COROLLAIRE 1 - 5 - 2 . 

S o i t g ( x , t ) une f o n c t i o n s e m i - a l g é b r i q u e c o n t i n u e en x. On pose 

Z = zéros(g) on a : 

I l e x i s t e une p a r t i t i o n en s e m i - a l g é b r i q u e s f i n i e R p = U S j J des 

f o n c t i o n s s e m i - a l g é b r i q u e s cont inues h i : A | S { —^.R, et des p./q, t e l s que : 

i ) d (x ;Z t ) p . - / q ' < h , (x , t ) |g t (x) l Vx€A t . 

i i ) p . /q . es t l ' exposant de L o j a s i e w i c z de g t par r appo r t à d(x ,Z t ) pour t 

v a r i a n t dans S r 
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COROLLAIRE 1 - 3 - 3 . 

So ien t A et B deux ensembles s e m i - a l g é b r i q u e s f e rmés de R n x R p . A lo rs : 

I l e x i s t e une p a r t i t i o n en s e m i - a l g é b r i q u e s f i n i e R p = US j ; des f o n c t i o n s 

h, : A I S ^ R , et des p./q- t e l s que : 

i) d ( x , A t n B t ) p « / q ^ h j ( x ) t ) d ( x , B t) V x€A t et pour V t€S,. 

ii) P j /q . es t l 'exposant de L o j a s i e w i c z de d(x,B t ) par r appo r t à d ( x , A t n B t ) , 

pour t v a r i a n t dans S (. 
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§ 4 - E x p o s a n t s de L o j a s i e w i c z e t c o u r b e s s e m i - a l g é b r i q u e s . 

Les exposants de L o j a s i e w i c z sur un ensemble s e m i - a n a l y t i q u e fe rmé 

borné ont é té é tud iés par Bochna* k e t R i s l e r [BR] où i l s ont démont ré la 

r a t i o n a l i t é de la borne i n f é r i e u r e de ces exposants , et que c e t t e borne est 

a t t e i n t e sur une courbe sem i -a l géb r i que . 

Dans ce paragraphe on va exposer ces r é s u l t a t s , pu is on démont re ra 

dans le cas où X es t f e r m é non borné que l 'exposant de L o j a s i e w i c z est 

a t t e i n t sur une courbe s e m i - a l g é b r i q u e sur X, en se ramenant à la sphère 

u n i t é S n de R n + 1 . On remarquera dans les preuves que pour se ramener au 

cas f e r m é borné on u t i l i s e d'une manière e s s e n t i e l l e le f a i t que l 'exposant 

de L o j a s i e w i c z es t r a t i o n n e l dans le cas non borné et que l 'on a une 

i n é g a l i t é pour ce t exposant ( p ropos i t i on 1 -2-2) . 

PROPOSITION l - 4 - 1 . ( [BR] ). 

S o i t K un ensemble s e m i - a l g é b r i q u e f e rmé borné de R n, f e t g deux 

f o n c t i o n s s e m i - a l g é b r i q u e s sur K telsque 0 * z é r o s ( g ) c z é r o s ( f ) on pose : 

l K ( f , g ) = in f ( 9€(D + 3c€R / | f (x ) | 8 < c|g(x)| VxeK ). A lo rs : 

i ) l K ( f , g ) = p/q es t un nombre ra t i onne l . 

i i ) I l e x i s t e c€K t e l l e que i f ( x ) | p / q < c|g(x)l Vx€K. 

i i i ) I l e x i s t e une courbe s e m i - a l g e b r i q u e x : [0 ,1] K t e l l e que l K ( f , g ) est 

égale à l 'exposant de L o j a s i e w i c z ca lcu lé sur l ' image de x. 

P reuve : On peut supposer f > 0 et g>0 sur K. 
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posons : 

K* = ( u e K \ z é r o s ( f ) , te lque f ( x ) = f (u ) => g (x ) ^g (u ) ). 

L 'ensemble K est s e m i - a l g é b r i q u e borné . 

S o i t a € f _ 1 ( 0 ) t e l que a s o i t adhérent à K* (un t e l a e x i s t e puisque K 

es t f e r m é borné). 

D'après le lemme de s é l e c t i o n de courbes [BCR], [C], i l e x i s t e une courbe 

s e m i - a l g é b r i q u e x : [ 0 , 1 ] - > K t e l l e que x(0) = a et x ( t )€K* pour t€]0,1[. 

On peut é c r i r e d'après la p r o p o s i t i o n 1 - 1 - 4 : 

f o x ( t ) = t o c ip 1 ( t ) et f o i ( t ) = t e i p 2 ( t ) avec ip , (0), ip 2 (0) non nu ls e t oc, Ç deux 

nombres r a t i o n n e l s p o s i t i f s . 

11 s u f f i t de m o n t r e r que l K ( f , g ) = (3/oc pour prouver la p r o p o s i t i o n . 

On a év idemmen t l K ( f , g ) ^ (3/oc , car (3/oc est l 'exposant de L o j a s i e w i c z 

pour la r e s t r i c t i o n de f et g à i ( [ 0 , e [ ) pour z convenable. 

Cho is i ssons r >0 t e l que f~ 1 (Of ïx ( [O,£ [ ) *0 pour Ç€[0,r ] , comme K est 

f e r m é borné i l s u f f i t de se borner aux x€K t e l s que f ( x )€ [0 , r ] , ( rappe l ions 

par hypo thèse que zé ros (g ) c z é r o s ( f ) ); m a i s pour un t e l x , i l e x i s t e 

u€i([0,e[) t e l que f ( x ) = f (u ) et g (x )>g(u) , d'où l ' a s s e r t i o n puisqu'on a cho is i 

z assez p e t i t pour que (3/oc s o i t l 'exposant de L o j a s i e w i c z de f par rappor t à 

g sur la courbe x([0,c[). • 
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PROPOSITION 1 - 4 - 2 . 

So ien t f e t g deux f o n c t i o n s s e m i - a l g é b r i q u e s sur un ensemble 

s e m i - a l g é b r i q u e f e r m é X avec zéros (g ) c zé ros ( f ) . I l e x i s t e une courbe 

s e m i - a l g é b r i q u e T : ] 0 J [ - * X t e l l e que l ( f , g ) es t égale à l ' exposan t de 

L o j a s i e w i c z ca l cu lé sur l ' image de T. 

P r e u v e : Posons p / q = l ( f , g ) . I l e x i s t e une f o n c t i o n s e m i - a l g é b r i q u e h 

con t inue sur X t e l l e que | f ( x ) | p / q < h(x)|g(x)l VxeX. 

La p r o p o s i t i o n 1 -1 -3 nous permet de t r ouve r un en t i e r N t e l que s i on pose: 

6= l / ( l+ | | x l l 2 ) N on a i t ô q / p f et ôhg tendent ve rs 0 quand ||x||->oo. 

On note S n la sphère u n i t é de R n + 1 e t <x> son pôle nord. La p r o j e c t i o n 

s té réograph ique TT : S n \ (<^>)-*X est une f o n c t i o n s e m i - a l g é b r i q u e . 

On d é f i n i t les f o n c t i o n s F e t G sur T T 1 ( X ) U ( O O ) par : 

F(y) = ( ô q / p f ) ( ï ï ( y ) ) ; 

G(y) = (ôhg)(n(y) ) pour tou t y € n _ 1 ( X ) 

e t F (oo) = G(oo) = 0. 

Les f o n c t i o n s F et G sont s e m i - a l g é b r i q u e s cont inues sur n f 1 (X )U ( o o ) . 

On pose : 

p ' /q ' = i n f ( 9 e Q + , 3c>0 lF(y)| 8 < c|G(y)| V y e r f 1 (X)U{co) }. 

Ce p ' /q ' es t aussi l 'exposant de L o j a s i e w i c z de F par rappor t à G ca lcu lé sur 
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une courbe s e m i - a l g é b r i q u e y sur la sphère S n . Nous a l l ons m o n t r e r que 

p /q = p ' /q ' , ce qui achèvera la preuve car p /q sera l 'exposant de L o j a s i e w i c z 

de f par r appo r t à g ca lcu lé sur n(y) qui est une courbe s e m i - a l g é b r i q u e 

sur X . 

M u l t i p l i o n s l ' i néga l i t é | f ( x ) l p / q < h(x) lg(x)| par 6 on ob t i en t : 

| & q /p f ( x ) |P /q ^ | ô h g ( x ) | pour.tOUt X€X. 

On a pour t o u t x€X i l e x i s t e V € T T V ( X ) \ ( O O } , t e l que n (y ) = x. L ' i n é g a l i t é 

s ' é c r i t : 

l ô q / p f ( n ( y ) ) l < |6hg(y)| s o i t I F ( y ) l p / q ^ lG(y)l pour t o u t y € n _ 1 ( X ) \ ( c o ) . 

Ce t te i n é g a l i t é res te v ra i e quand y = o o , puisque F ( o o )=G ( o o )=o . Ceci mon t re 

que p ' / q ' ^ p / q . 

L 'aut re i n é g a l i t é : 

Si | F ( y ) | p 7 q ' ^ clG(y)l pour t ou t y<En - 1 (X)U (oo} on a : 

i ô f q / p ( ï ï ( y ) ) l p V q ' ^ clôhg(y)|. 

On pose x = ïï(y)€X on a : 

VxeX | ô q / p f ( x ) l p 7 q ' < cl6hg(x)| s o i t : 

Pour t o u t xeX If ( x ) | p 7 q ^ c ô ( 1 " q p 7 p q , ) h(x) |g(x) | . 

D'où p ' / q > p / q et on a l ' éga l i té . • 
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COROLLAIRE 1 -4 -3 . 

Soient f ( x , t ) et g (x , t ) deux f onc t i ons sem i -a l géb r i ques cont inues en x sur X 

de R n x R p avec z é r o s ( g ) c z é r o s ( f ) . I l e x i s t e une p a r t i t i o n en 

s e m i - a l g é b r i q u e s f i n i e de la p r o j e c t i o n de X sur R p t e l l e que, l 'exposant de 

L o j a s i e w i c z ls(f;g) sur X|S. est égal à l 'exposant de L o j a s i e w i c z ca lcu lé sur 

une f a m i l l e de courbes sem i -a l géb r i ques Y : ]0,1 [ x S i - ^ X i S j ( Y commutan t à 

la p r o j e c t i o n sur S,. ). 

P reuve . On note Kf ,g ) l 'exposant de L o j a s i e w i c z de f par rappor t à g a 

s u r X „ . 

D'après la p r o p o s i t i o n p récédente , i l e x i s t e une courbe s e m i - a l g é b r i q u e 

y:]0,1 [ k ( ( x ) ^ - X a sur laque l le l 'exposant est a t t e i n t , y est la f i b r e en oc d'une 

f a m i l l e de courbes l~: ] 0 , l [ x S a -* X |S a où r est s e m i - a l g e b r i q u e cont inue, 

avec cxe's* . Q u i t t e à r e s t r e i n d r e S a , on peut supposer que l 'exposant 

l ( f t , g t ) r e s t e cons tan t et égal à Kf a ,g a ) pour t € S a , et que cet exposant est 

a t t e i n t sur la courbe r t. 

Les S a r e c o u v r e n t le t i l d a de la p r o j e c t i o n de X sur R p , donc par 

c o m p a c i t é un nombre f i n i de ces S a recouvre la p r o j e c t i o n de X sur R p. » 



Deuxième partie : 

INTERPRETATIONS ALGEBRIQUES 

DE L'EXPOSANT DE LOJASIEWICZ 
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§1 - Clôture semi- intégrale d'un anneau et d'un idéal . 

D E F I N I T I O N 11-1-1. 

Un corps ordonné (K,<) est un corps K muni d'un o rd re t o t a l ^ qui 

v é r i f i e : 

i ) x ^ y =>x+z<y+z. 

i i ) 0=*x , O^y => O^xy. 

DEFINIT ION I I - 1 - 2 . 

Un cône d'un corps K est une pa r t i e a de K t e l l e que : 

i ) x € a , y e a =t> x+y€a . 

i i ) x € a , y € a => x y e a . 

i i i ) x€K=s>x 2€a. 

le cône a es t d i t propre si de plus : 

i v ) - I g a . 

PROPOSITION ET DEFINITION 1 1 - 1 - 5 . 

So i t ( K , 0 un corps ordonné. On appe l le cône p o s i t i f de (K ,<) , la 

p a r t i e a = (x€K / x^O } . C'est un cône propre qui v é r i f i e : 

v ) o c U - a = K (où - a = { x € K / -xecx.}). 

Réc ip roquement s i a es t un cône propre d'un corps K qui v é r i f i e v ) , K est 

ordonnée par x<y <=s> y-x€oc. 

On note X,K2 l ' ensemble des sommes car rés d 'é léments de K. c 'est un cône 

de K contenu dans tous les cônes de K. 

Si a es t un cône on é c r i t 0 < a x au l ieu de xeoc. 
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I FMME 1 1 - 1 - 4 . 

So i t a un cône propre de K. 

i ) Si -a£oc a lo rs oc[a] = (x+ay / x,y€oc } est un cône propre de K. 

i i ) oc es t contenu dans un cône p o s i t i f d 'ordre sur K. 

P r e u v e : i ) Mont rons que - 1 £cx[a] : s i - 1 =x+ay avec x.yeoc, a l o r s s o i t y = 0 

et - I eoc, s o i t - a = ( 1 / y ) 2 y ( 1 +x)€cx. Les deux cas sont exc lus . 

i i ) D'après le l emme de Zorn i l e x i s t e un cône p rop re m a x i m a l Q 

con tenan t oc, i l s u f f i t de v o i r que QU-Q=K. So i t a£Q , d'après i ) , Q [ -a ] est 

un cône propre et donc, par m a x i m a l i t é de Q, Q=Q[ -a ] . Ceci e n t r a î n e que 

-a€Q . > 

PROPOSITION 1 1 - 1 - 5 . 

So i t K un corps contenant (Q, oc un cône de K. A l o r s a es t l ' i n t e r s e c t i o n 

des cônes p o s i t i f s d 'ordres sur K qui con t iennent a . 

P r e u v e : Le cône a es t contenu dans c e t t e i n t e r s e c t i o n . Dans l ' au t re sens, 

s i a£oc, oc es t propre car s i - 1 €oc, a= 1 / 4 (( 1 + a ) 2 - ( 1 -a) 2 )£oc. Donc d'après le 

l emme précédent ( i ) , oc[-a] est propre ; et le ( i i ) nous donne un cône p o s i t i f 

d 'ordre con tenant oc[-a] , qui donc con t i en t a et ne c o n t i e n t pas a • 

DEFIN IT ION 1 1 - 1 - 6 . 

On d i t qu'un sous groupe a d d i t i f B de K est oc-convexe si : 

x,y €oc x+y€B=>xeB et y€B ( A u t r e m e n t d i t : x,y eK* 0 ^ a x ^ a y , 

y€B => x€B ). 
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On va rappe le r quelques no t ions sur les anneaux de v a l u a t i o n s , qu'on 

peut t r o u v e r p lus en dé ta i l dans [La] , [ZS] . 

DEFINIT ION 1 1 - 1 - 7 . 

So i t K un corps c o m m u t a t i f . 

i ) Un anneau de v a l u a t i o n de K est un sous anneau B de K te l que 

Vx€K , x * 0 =>x£B ou 1 / x €B. 

i i ) Une v a l u a t i o n de K est une a p p l i c a t i o n v :' K*-* r où r es t un groupe 

c o m m u t a t i f t o t a l e m e n t ordonné noté add i t i vemen t t e l s que: 

v (xy ) = v (x )+v(y ) e t v(x+y) > in f (v (x ) ,v (y ) ) s i x + y * 0 . 

Un anneau de v a l u a t i o n B d'un corps K est un anneau loca l . On note m B 

son idéal m a x i m a l , U B = B - m B le groupe m u l t i p l i c a t i f de ses é l émen ts 

i n v e r s i b l e s et k B = B / m B son corps rés idue l . 

L ' a p p l i c a t i o n canon ique : v B : K - • r B = K / U B où l~B es t ordonné par : 

v B ( x ) ^ v B ( y ) < = > y x " 1 6 B est une va lua t ion . 

I n v e r s e m e n t : s i v : K*-^ r est une va lua t i on de K, on a : 

B = [x€K , x = 0 ou v ( x ) > 0 ) est un anneau de v a l u a t i o n de K et 

m B = (x€K , x = 0 ou v ( x ) > 0 ) ; 

U B = (x€K , x * 0 et v ( x )=0 } ; 

K\B = [xeK , v ( x ) < 0 }. 

On note A y l 'anneau de v a l u a t i o n associé à la va l ua t i on v. 
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PROPOSITION 1 1 - 1 - 8 . 

So i t a un cône propre de K , les p rop r i é t és su i van tes sont équ iva len tes : 

i ) A v es t un anneau de v a l u a t i o n oc-convexe. 

ii) Vx,yeK 0 ^ K x < a y v(x) > v(y) dans r. 

i i i) L ' idéal m a x i m a l m v es t oc f iA-convexe. 

i v ) V x € m v 1 +x a > 0 . 

P reuve : On va m o n t r e r que i= t> i i=> i i i=> iv=>i (on ome t l ' i nd ice oc dans les 

i n é g a l i t é s ) . 

i )=» i i ) x,y eK* O ^ x ^ y = î > 0 < x y " U l , 1 € A v = ? > x y _ 1 € A v ce qui s i g n i f i e que 

v ( x ) ^ v ( y ) . 

i i ) = » i i i ) . O ^ x ^ y , y € m v => v(x) > v(y) > 0 =t> v ( x ) > 0 et donc x € m v . 

i i 1 ) = » l v ) . S ' i l e x i s t e x € m v t e l que l + x < 0 cec i i m p l i q u e que 0 < l < - x , 

comme m v es t oc-convexe on a l € m v c o n t r a d i c t i o n . 

1v)=»i) . Si A v n 'est pas a - c o n v e x e on peut t r o u v e r x € A v et y £ A v t e l s que 

0 < y < x , d'où y - 1 € m v e t x y _ 1 > 1 c o n t r a d i c t i o n . • 

PROPOSITION 1 1 - 1 - 9 . 

So ien t (3 un cône p o s i t i f de K , A un sous anneau de K 

Ap = (x€K / 3aeA - a ^ x ^ a } es t un anneau de v a l u a t i o n § - c o n v e x e 

con tenan t A. A^ es t appelé l 'enveloppe (3-convexe de A dans K. 

P reuve : Le cône p o s i t i f (3 est un ordre t o t a l . 

Si x^B on a - 1 < 1 / x < 1 et donc 1 / x€B . D'où A^ es t un anneau de va lua t i on . 
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L'anneau est j3-convexe en e f f e t : 

Si x;yeK* et O ^ x ^ y on a 0 < x y ~ U l et donc xy~ 'e A & . 

Ce qui donne v ( x y - 1 ) ^ 0 s o i t v ( x ) ^v ( y ) . • 

Dans la s u i t e on suppose que le corps K c o n t i e n t (D , a es t un cône 

propre de K et A un sous anneau de K. 

DEFINIT ION 1 1 - 1 - 1 0 . 

On d i t qu'un é l émen t x€K es t s e m i - e n t i e r sur A (pour le cône a ) s ' i l 

e x i s t e n^O ; a v , a 2 N € A t e l s que : 

.,2n „ , ,2n-1 „ , r\ 
X + 3 1 X + + a 2 n ^ a ° • 

Les é l é m e n t s s e m i - e n t i e r s sur un anneau sont c a r a c t é r i s é s par la 

p r o p o s i t i o n s u i v a n t e , qui est l 'analogue rée l aux r é s u l t a t s sur la c l ô tu re 

i n t ég ra l e d'un anneau [Z S ] . 

PROPOSITION 1 1 - 1 - 1 1 . 

Les ensembles de K su i van ts co ïnc ident : 

i ) A , = (xeK / 3n> 1 3aeA - a ^ a x ^ a a ) . 

i i ) A 2 = {xeK / 3a€A t e l que x 2 < a a 2 }. 

i i i ) A 3 = (xeK / 3a F€A x 2 n + a 1 x 2 n _ 1 + + a 2 n ^ a 0 ) . 

i v ) A 4 = H A V (où A V es t a - c o n v e x e ) . 

On note À" = A ] = A 2 = A 3 = A 4 , A es t appelé la c l ô t u r e s e m i - i n t é g r a l e de A 

dans K pour le cône a . 
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P reuve : A 1 c A 2 c A 3 es t c la i r . 

A , c A 4 : Soient x € A 3 et x^O on a : 

O ^ x ^ - a / " - 1 - - a 2 n a,€A. 

Pour t o u t e va l ua t i on v a - c o n v e x e (avec A V D A ) on a : 

v ( x 2 n ) > i n f k / a ^ 0 ( v ( - a k ) + ( 2 n - k ) v ( x ) ) . 

On suppose que l ' in f es t a t t e i n t pour k = k Q on a : 

2 n v ( x ) ^ 2 n v ( x ) - k Q v ( x ) s o i t v ( x ) ^ 0 . 

Donc x € A v pour t o u t e anneau de v a l u a t i o n a - c o n v e x e con tenan t A, d'où 

x€A 4 . 

A ; c A r Le cône propre oc est l ' i n t e r s e c t i o n de tous les cônes p o s i t i f s |3 

con tenan ts a . 

Pour t o u t ordre § ; on a x 2 ^ a 2 => - ( 1 +a 2 ) <^x^^( 1 + a 2 ) . D'où l ' i m p l i c a t i o n 

pour a . 

A 4 c A ; . So i t x £ A 2 on a a 2 - x 2 £ o c pour t ou t a€A. 

On pose C = o c [ x 2 - a 2 ] .Ce cône es t p rop re , car s inon , i l e x i s t e r a i t des 

é l é m e n t s a 1 > . . . . ,a k t e l s que le cône a [ x 2 - ( 1 +a 1

2 +. . . .+a k

2 ? / ] ne s o i t pas propre , 

et d 'après la p ropos i t i on 11 - 1 - 4 on au ra i t ( 1 +a 1

2 + . . . . +a k

2 ) 1 - x 2 eoc ce qui est 
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c o n t r a d i c t o i r e avec l 'hypothèse. 

D'après M - 1 - 4 le cône C est l ' i n t e r s e c t i o n de tous les côhes p o s i t i f s § qui 

le con t iennent . On no tan t l 'envel lope de A dans K pour l 'ordre (3 qui est un 

anneau de v a l u a t i o n oc-convexe, on a x £ A ^ , d'où x £ A 4 . • 

So ien t K un corps , v une v a l u a t i o n de K et r le groupe des o rdres de v.» 

On d i t que v es t d i s c r è t e de rang 1 s ' i l e x i s t e un i somorph isme du groupe F 

sur Z, A y n ' a d 'aut res idéaux p rem ie rs que 0 et mv. 

Soi t ' k est un corps contenu dans K . On suppose que K est une ex tens ion 

de type f i n i de k . On appel le d i v i seu r p rem ie r du corps K/k une v a l u a t i o n de 

K de d i m e n t i o n r - 1 sur k, où r est le degré de t rancendance de K/k. C'est 

une v a l u a t i o n d i s c r è t e de rang 1. Le corps r é s i d u e l k v es t un corps de 

f o n c t i o n s de degré r - 1 sur K. 

On a le r é s u l t a t su i van t qu'on t rouve dans [An], [ B 2 ] . 

PROPOSITION 1 1 - 1 - 1 2 . 

So i t A = R[X j , . . . . , x ] une algèbre de type f i n i sur un corps rée l c los R, de 

corps de f r a c t i o n s K. So i t a = £ k 2 [P 1 , . . . . ,P r ] . Pour t ou t idéal P p rem ie r 

oc f iA -convexe i l e x i s t e un d i v i s e u r p r e m i e r rée l A v qui admet P comme 

cen t re en A (c.a.d m v n A = P ) . 

La p r o p o s i t i o n précédente nous permet de démont re r le r é s u l t a t 

su i van t : 
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PROPOSITION 1 1 - 1 - 1 3 . 

S o i t A = R[x, , . . . . ,x n ] une R a lgèbre de t ype f i n i de co rps de 

f r a c t i o n s K ; oc = £ K [P 1 , . . . . ,P r ] et A la c l ô t u r e s e m i - i n t é g r a l e de A dans K 

pour le cône a on a : 

Â = P i A v ( A v e s t d i v i seu r p r e m i e r rée l de K con tenan t A). 

P r e u v e : So i t y £ Â = f ï A v l ' i n t e r s e c t i o n est p r i se sur tous les anneaux de 

v a l u a t i o n s oc-convexes A v . 

Supposons que y £ A v . A l o r s 1 / y e m v et cons idérons A' = A [ 1 / y ] , c 'est une 

a lgèbre de type f i n i sur R, avec A ' c A v et 1/y e m ' = m v n A . En app l iquan t la 

p r o p o s i t i o n précédente on t rouve un d i v i seu r p r e m i e r oc-convexe A v o A de 

c e n t r e m v . n A = m ' . D'où 1 / y € m ' c m v . et y£A v . • 

On va ma in tenan t d é f i n i r la c l ô t u r e s e m i - i n t é g r a l e d'un idéal I de A. 

DEFIN IT ION 1 1 - 1 - 1 4 . 

On d i t qu'un é lémen t xeA est s e m i - e n t i e r sur l ' i déa l I pour le cône a , 

s ' i l e x i s t e n> 1 et des a ^ l 1 t e l s que : x 2 n + a 1 x 2 n _ 1 + + a 2 n ^ a 0 . 

L 'ensemble des é l é m e n t s x s e m i - e n t i e r s su r l ' i déa l l es t un idéa l 

appelé la c l ô t u r e s e m i - i n t é g r a l e de I dans A pour le cône a et noté T. On d i t 

que I es t s e m i - i n t é g r a l e m e n t c los si l=T. 

Dans la s u i t e on c a r a c t é r i s e r a les é le 'ments s e m i - e n t i e r s de A sur 

l ' i déa l I pour le cône a , en u t i l i s a n t les anneaux de v a l u a t i o n s oc-convexes 

de K con tenan t A. Ce qui donne un analogue rée l aux r é s u l t a t s sur la c l ô t u re 

i n t é g r a l e d'un idéal [Ng] et [ZS]. 
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On démont re tou t d'abord t r o i s lemmes. 

LEMME 1 - 1 - 1 5 . 

S o i t g , , . . . . , g s des é l é m e n t s non nu ls de A ; e t v une v a l u a t i o n 

oc-convexe. 

On a : v ( g , 2 + ., . .+g s

2) = 2 in fv (g 5 ) . 

P reuve : On a v ( g 1

2 + . . . . + g s

2 ) ^ in f (vCg^ )) = 21nfv(g,). 

Dans l 'aut re sens : On suppose que v ( g 1 ) = 1nfv(g.) on a : 

0 ^ g , 2 ^ g , 2 + . . . . + g s

2 imp l i que que 2 v (g , ) ^ v ( g , 2 +....+ g s

2 ) . 

D'où l ' éga l i té . • 

LEMME 1 1 - 1 - 1 6 . 

So ien t x€A non nu l , et v une va l ua t i on oc-convexe avec A c A y on a : 

Si x e l k a lo rs i l e x i s t e gel e t v ( x ) ^kv (g ) . . 

P r e u v e : Si x e l k , on a x = ] [ , D j n j avec h, un p rodu i t de k é l émen ts de I et 

beA. En no tan t g l ' é lémen t de I qui a la p lus p e t i t e v a l u a t i o n parmi les 

é l é m e n t s de I qui appara issent dans x on a v (x )>kv(g) . • 

LEMME 1 1 - 1 - 1 7 . 

So ien t (3 un cône p o s i t i f de K, et A^ l 'enveloppe (3-convexe de A dans K pour 

l 'o rdre |3. I un idéal de A, on a : 

lApfïA = { x€A t e l que : i l ex i s te gel et aeA et x 2 < & g 2 ). 
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P r e u v e : So i t xe lA^OA. I l e x i s t e des a f€ A^ et des g ^ l , t e l que s i on note v 

la v a l u a t i o n assoc iée à A^: 

v ( x ) ^ i n f ( v ( g j ) ) . 

En supposant que v ( g 1 ) = i n f ( v ( g j ) ) on a x / g 1 €A^. I l e x i s t e aeA te l que: 

x 2 / g 1

2 a 2 et donc x 2 ^ g 2 en posant g = a g r 

Dans l 'au t re sens , si on note v la v a l u a t i o n assoc ié à A^, on a 

v ( x 2 ) ^ v ( g 2 ) d'où v ( x ) ^ v ( g ) , et xe lA^ f iA . • 

PROPOSITION 1 1 - 1 - 1 8 . 

Les sous ensembles de A su i van ts co ïnc iden t : 

B, = (x€A /3n>] , 33.e\'] et x 2 n +a l x
2 n _ 1 + . . . . . . . + a 2 n ^ a 0 }. 

B 2 = n I A v D A (où A v es t a - c o n v e x e contenant A). 

B 3 = IÂDA (où A es t la c l ô t u r e s e m i - i n t é g r a l e de A dans K pour l 'o rdre ex) 

B 4 = ( x€A / 11 e x i s t e des g,€l t e l que x 2 < g ^ + ^ ^ + g ^ }. 

On n o t e T = B , = B 2 = B 3 = B 4 qu'on appel le la c l ô t u r e s e m i - i n t é g r a l e de I dans A 

pour le cône a . 

P r e u v e : 

B ] c B ; : So i t xeB, non nu l , pour t ou te v a l u a t i o n v a - c o n v e x e on a: 

v ( x 2 n ) > vG .a jX 2 "" - 1 ...r. a 2 n ) s o i t : 

2nv(x ) ^ i n f k (v ( -a k )+(2n-k)v(x) ) . 
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En supposant que l ' in f est a t t e i n t pour k = k Q , on a : 

2nv(x) ^ v(a. ) + ( 2 n - k n ) v ( x ) . 
K o 

Ceci es t imp l i que qu ' i l e x i s t e gel t e l que k Q v (x ) > v(a. ) > k Q v (g ) , so ient 
K o 

x / g e A v et xe lA v . 

B o C B , : D'après le c o r o l l a i r e 5 ( [B 1 ] ), les anneaux de va l ua t i ons 

oc-convexes con tenan t A cor respondent b i j e c t i v e m e n t aux l o c a l i s a t i o n s de 

Â par les idéaux p r e m i e r s P c Â , d'où: 

fi 1 A

v - ^ p idéal premier de A 1 A p • 

En u t i l i s a n t le f a i t que Â = Â ^ 1 ^ avec S( 1 ) = { 1 +q / qeoc } (prop. 1 9 [B 1 ] ) et 

que Â est s e m i - i n t é g r a l e m e n t c los . , on a : 

n i A p = I Â . 

B 3 c z B 4 : So i t x€lÂ" on a x = a 1 g 1 +. . . .a s g s avec a (€A. On a : 

v (x ) > i n f v (g ( ) et d'après le lem me 11-1-15 on a : 

v ( x 2 ) > v( g 1

2+... .+g 2 ) pour t ou te v a l a t i o n a - c o n v e x e v. 

D'où x 2 / g i

2

 + . . . . + g s

2 € Â . 

I l e x i s t e heA t e l que x 2 < h(q]

2+....+g* ) . 

Q u i t t e à r e m p l a c e r g, par ( 1 + h 2 ) g ( , on a l ' i néga l i té . 

B 4 e B 1 es t c l a i r e . » 
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PROPRIETES 1 1 - 1 - 1 9 . 

1) I et J deux idéaux de A ,s i I c J alors T c J . 

i i ) T=T. 
i i i ) l c T c R a d K ( l ) où R a d a ( l ) est le a - r a d i c a l de 1 . 

i v ) I et J deux idéaux on a U <z IJ e t l n = T n . 

P r e u v e : i) et i i ) sont c la i res . 

i i i ) feï , il existe des a ^ l 1 te ls que: 

f 2 n f 2 n - 1 _ _ 

î < a - a ^ - • • • • - a 2 n ' 

Le terme à droite appartient à I, donc pea tel que f +p€l. D'où f€Rad a ( l ) . 

iv) 11 su f f i t de remarquer que ( lÂnAXJÂf ïA) c ( I JÂOA) . 

Lorsque I = (g , , . . . ,g ) est un idéal de type f in i on a la proposit ion 

suivante : 

PROPOSITION 1 1 - 1 - 2 0 . 

Soit I = ( g , , . . . ^ ) , on a : 

i) ? = ( 9 l

k , . . . g s

k ) . 

i i ) ( g 1

2 , . - , g 8

2 ) = %2+....+gs

2). 

111)1^= ( g 1

2 k + . . . . ^ g s

2 k ) . 

i v ) Si f k e l k a lors feT 

P r e u v e : 

i ) I l su f f i t de montrer que l k c ( g 1

k , . . . . , g s ). 
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So i t v une v a l u a t i o n a - c o n v e x e avec A c A v . On suppose que v ( g 1 ) = 1nfv(g i). 

Si x£(g, \ . . . . ,g s

k )A v a lo rs v (x )<v(g , k ) . 

Si x € l k A v a l o r s x = I b r g
r avec g r = g , r 1 ....g/s e t |r|=r1 + ....+rs=k ; et 

donc : 

v(x ) > k1nf(v(g.)) = v(g, k). Con t rad i c t i on . 

i i ) Si xg( g , 2 +....+gs

2 ) i l ex i s te v une v a l u a t i o n a - c o n v e x e t e l que 

v(x ) < v( g ^ + ....+gs

2 ). 

Si x€(g, 2 ,....,g s

2 ) pour t ou te va lua t i on v on a : 

v(x) ^ v ( g , 2 +....+gs

2 ). Con t rad ic t i on . 

i i i ) es t une conséquence de i) et i i ) . 

iv ) Si H\ on a v ( x ) < v ( g 1 ) ( En supposant que v ( g 1 ) = i n f v ( g j ) ) . Si f k e l k 

on a pour t o u t e v a l u a t i o n v a - c o n v e x e v ( f k ) > k i n f ( v (g f ) ) ; d'où v (x ) > v(g 1 ). 

C o n t r a d i c t i o n . • 

COROLLAIRE 1 1 - 1 - 2 1 . 

So i t I = (g 1 ,....,g ) un idéal de A avec les g. non nu ls , on a : 

l k = ( f eA , I l e x i s t e h€A, te l que f 2 < a h(g 1

2 k

+ . . . .+g s

2 k) } 

Preuve : C'est un c o r o l l a i r e de i i i ) de la p r o p o s i t i o n précédente. • 
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§ 2 . C l ô t u r e s e m i - i n t é g r a l e e t f o n c t i o n y,. 

So ien t K un corps muni d'un cône a , A un sous anneau de K et I un idéal 

de A . On d é f i n i t la f o n c t i o n y, par : 

pour t o u t f€A y,( f ) = Sup( y / 3p€aOA et f 2 + p € l 2 y ). 

On d é f i n i t la f o n c t i o n y", par : TJ,(f)=1 i m k _ o o y , ( f k ) / k . 

PROPOSITION 1 1 - 2 - 1 . 

S o i t I un idéal de A . A l o r s f€A a lorsT/ , ( f ) e x i s t e ( é v e n t u e l l e m e n t i n f i n i e ) . 

P r e u v e : 

On va m o n t r e r que la l i m i t e supér ieure et la l i m i t e i n f é r i e u r e 

c o ï n c i d e n t . 

On pose u k = y , ( f k ) / k , û = l i m sup(u k ) et u = l i m i n f ( u k ) . 

Si u=oo ou û=0 c 'est c l a i r . 

Nous supposons que u es t f i n i e et que û>0 , par d é f i n i t i o n : 

1 ) V e > 0 , VielN 3 j ^ i u ^ u+£. 

2) V s > 0 , VielN 3 p i u ^C i - c (s i û <oo ) . 

3 ) VN€(N, VieOM 3 p i u ^ N (s i û=oo) . 

F ixons s > 0 (e t s i û=oo un N ) et cho i s i ssons un i n d i c e i assez grand pour 

que 1/1 < e / ( û - e ) ( resp. e/N ), d 'après 2) ( resp. 3) ) i l e x i s t e p i t e l que 

U j > û - c ( resp. N ) ; et d'après 1 ) i l ex i s te k > j i t e l que u k <u+£. 

D i v i sons k par j : k = j l + q où q < j et l > i . On a a lo rs : 

u + £ > y , ( f j l + q ) / j l + q > l . y , ( f j ) /1 j+q = y , ( f j ) / j ( 1 + q / l j ) > ( û - e ) d - 1 / i ) > ù -2c 

( resp. N ( 1 - 1 / i ) > N - e ) . 

Nous avons a ins i mon t ré que pour t ou t £>0 , u + £ ^ û - 2 £ , ( resp. pour tou t £>0 

et t o u t N, u + £ ^ N - £ ) e t donc u = û. • 
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PROPRIETES 1 1 - 2 - 2 . 

i ) Si f et g €A a l o r s y ^ f g ) ^ ( O + j T ^ g ) . 

i i ) So i t a> I un nombre e n t i e r on a TJ1(fa)=aTJ |(f). 

111) f€A r / , ( f ) ^ y ( ( f ) . 

i v ) So i t b ^ l un nombre e n t i e r on a Ti|b(f)= T j | ( f ) /b . 

P reuve : i) et i i i ) . 11 s u f f i t de remarquer que y,( fg) ^ ^ ( H + y ^ g ) . 

i i ) es t une conséquence d i r ec te de la d é f i n i t i o n . 

iv ) by !b ( f k )=Sup( by / 3p€ocfiA f 2 k + p € l 2 b v } < y , ( f k ) et donc 

y jb ( f ) < y , ( f ) / b . 

L 'autre i n é g a l i t é : D iv isons y , ( f k ) par b on a : y ! ( f k ) = b q + r avec 0*sr<b. 

Il e x i s t e peccfiA t e l l e que f 2 k + p € l 2 ( b q + r ) c l 2 b q = ( l b ) 2 q . Ce qui donne que 

y , b ( f k ) ^ q = ( y , ( f k ) - r ) / b y ,b( f k )^ (y , ( f k ) - b ) / b s o i t y^Cf) >y, ( f ) / b . . 

On va m a i n t e n a n t é t a b l i r un l i en en t re la f o n c t i o n y", e t la c l ô t u r e 

s e m i - i n t é g r a l e des pu issances de l ' idéal I. 

PROPOSITION 1 1 - 2 - 3 . 

So ien t f €A non n u l , I un idéal de A de type f i n i , a et b deux ent iers 

p o s i t i f s . On a : 

i ) f a € l b ^> y",(f) ^ b/a. 

i i ) T/,<0 > b/a ^ f a € l b . 

P reuve : i ) Si fae\^ , i l e x i s t e des g ( €l telsque : 

f 2 a < a ( g , 2 + . . . . + g s

2 ) b donc i l e x i s t e peocDA te l que f 2 a + p = h ( g 1

2 b + + g s

2 b ) . 
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Ce qui i m p l i q u e que y , ( f b . 

On a ap*|(f) = ¥ , ( f a ) > y,Cra) » b et donc TJ^f) > b /a. 

i i ) TJ|(f)>b/a es t équ i va len te à y" | ( f a )>b , i l e x i s t e k> 1 e t p e a H A t e l s 

que f 2 a k

+ P € l 2 b k , d ' o ù f a € ? . . 

COROLLAIRE 1 1 - 2 - 4 . 

Mêmes hypothèses sur f et I on a : 

1/(1,(0= in f { a /b t e l que f a e l b } 

P r e u v e Conséquence i m m é d i a t e de la p r o p o s i t i o n précédente . • 

COROLLAIRE 1 1 - 2 - 5 

So ien t I et J deux idéaux de A de type f i n i , f€A non nul . On a : 

T=J => Tj,(f)=7j(0 . 

P r e u v e : Si l = J , pour t o u t l o i , I =1 =J =J . Puis on app l ique le c o r o l l a i r e 

11 -2 -4 . . 

Dans le cas où A = R [ x v . . . . , x n ] une a lgèbre de t ype f i n i sur le corps reé l 

c l os R on peut m o n t r e r l 'équ iva lence dans la p r o p o s i t i o n 11 -2 -4 . 
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PROPOSITION 1 1 - 2 - 6 . 

So i t f€A non nul , l = (g ] , . . . ,g s ) un idéal de A avec g ^ O on a : 

TJ](f)>b/a <^> f a € ? . 

P r e u v e : 

I l s u f f i t de m o n t r e r q u e l ^ f ) = b / a =>f a €?" . 

D'après I I - 2 - 2 on peut se ramener au cas a=b = 1. 

Si (7,(0=1 , pour t o u t n> 1 i l e x i s t e l o i t e l que 1 - 1/n ^ y , ( f k ) / k so i t 

n y , ( f k ) ^ k ( n - 1 ). 

On a y , ( f n k ) ^ n y , ( f k ) ^ k ( n - l ) . 

11 e x i s t e peocDA t e l que : 

f 2 n k + p € | 2 k ( n - , ) ^ . 

f 2 n € T 2 T ^ T ) = ( g i 2 ( n - 1 ) + A 

La c l ô t u r e s e m i - i n t é g r a l e A es t l ' i n t e r s e c t i o n de tous les d i v i s e u r s 

p r e m i e r s rée l s A v contenant A ( 11- 1 - 1 3) . Pour la va lua t i on v de A v > on a: 

v ( f 2 n ) ^ v ( g , 2 ( n _ 1 ) + + g s

2 ( n ~ 1 ) ) ( i n é g a l i t é dans Z). S o i t : 

n v ( f 2 ) ^ ( n - l ) v ( g 1

2 + . . . . + g s

2 ) . 
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En f a i s a n t tendre n ve rs l ' i n f i n i on a : 

v ( f 2 ) > V(Q]

2+.... + QS

2) donc : 

f 2 / g 1

2 +. . . . + g s

2 €A v pour t o u t d i v i s e u r p r e m i e r A y con tenan t A, cec i mon t re 

que f e i . • 
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§ 3 - I n t e r p r é t a t i o n s a l g é b r i q u e s de l ' e x p o s a n t de L o j a s i e w i c z . 

3 - 1 Cas d'un anneau de polynômes. 

On pose A = R[X 1,....,X n] l 'anneau des polynômes à n i ndé te rm inées , 

K = R(X 1,...,X n) son corps de f r a c t i o n s muni du cône <x = X,K [ P p - ^ P p ] " 

qui es t le cône des sommes des ca r rés dans K engendré par les polynômes 

P p . . . . ,P r ( vo i r [B2] ) . 

On pose W= (P, >0,. . . . ,P p >0 } qui es t un ensemble s e m i - a l g é b r i q u e fe rmé 

de Rn. Si a = X K 2 , a lo rs W=R n . 

S o i t f eA non nu l , l=(g 1 , . . . . ,g ) un idéal de A avec les g , * 0 . On d é f i n i t 

l 'exposant de L o j a s i e w i c z de f par rappor t I sur W par : 

l w ( f ,g ) = i n f ( 6 € Q + , B h une f o n c t i o n s e m i - a l g é b r i q u e sur W t e l l e que : 

l f (x ) | 9 < h(x)( Supjlg.(x)| ) Vx€W ). 

REMARQUES 1 1 - 3 - 1 - 1 . 

i ) l w ( f , l ) est indépendant du choix des généra teurs pour l ' idéal I. 

i i ) Si z é r o s ( l ) n W = 0, on a l ( f , g ) = 0. 

i i i ) Le théorème, des zéros rée l mon t re que l 'exposant de L o j a s i e w i c z est 

f i n i dans le cas où z é r o s ( l ) D W c z é r o s ( f ) n w ( [Sa] p. 60) . Comme 

S u p s ! g j I es t une f o n c t i o n s e m i - a l g é b r i q u e , ce t exposant es t un nombre 

r a t i o n n e l d'après 1 -1 -3 . 

On aura beso in de la p ropos i t i on su ivan te : 
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PROPOSITION 1 1 - 3 - 1 - 2 . 

So i t R un corps réel c los . 

Un po lynôme P de R[X 1 ,....,XJ es t p o s i t i f ou nul en t o u t po in t de W s i et 

seu lemen t si P appar t i en t à a . 

P r e u v e : Vo i r [B2] page 76. • 

A u t r e m e n t d i t on a l 'équivalence : Vx€W P(x)>0 <=> 0«$ aP. 

PROPOSITION 1 1 - 3 - 1 - 3 . 

Avec les mêmes no ta t i ons que c i - d e s s u s ; s o i t a /b un nombre r a t i o n n e l , 

les a s s e r t i o n s su ivan tes sont équ iva len tes : 

i) I l e x i s t e une f o n c t i o n s e m i - a l g é b r i q u e h sur W t e l l e que 

l f ( x ) l a / b ^ h(x) Suplgj(x)l Vx€W. 

ii) f €l (où I est la c l ô t u r e s e m i - i n t é g r a l e dans A de I ), 

i i i) p7j(f) > b/a. 

iv) I l e x i s t e peocfïA t e l l e que f + p €l 

P r e u v e : i i ) <=> i i i ) v o i r le c o r o l l a i r e 11 -2 -6 . 

Mon t rons que i ) <=> iv ) . So i t a /b t e l qu ' i l e x i s t e une f o n c t i o n s e m i -

a lgébr ique cont inue h sur W t e l l e que : 

| f ( x ) | a / b < h(x) Sup|g,(x)l VxeW. 

La f o n c t i o n h 2 est s e m i - a l g é b r i q u e sur un f e r m é , e l l e peut ê t r e ma jo rée 

par un polynôme H (vo i r 1 -1 -4 ) , l ' i néga l i t é c i - d e s s u s imp l i que : 



48 

f 2 a ( x ) ^ H ( x ) ( g i

2 b

+ + g s

2 b ) ( x ) Vx€W. 

D'après 1 1 - 3 - 1 - 2 on a f 2 a - H ( g 1

2 b + + 9 s

2 b ) < a 0, et donc i l ex i s te pea 

te l que f 2 a + p € l 2 b . 

L 'autre i m p l i c a t i o n est c l a i re . 

iv)<=>i i ) Si f a € l b a lo rs f 2 a € l 2 b , d'après I I - 1 - 2 1 , i l ex i s te p€a te l que 

i + p € l . • 

COROLLAIRE 1 1 - 3 - 1 - 4 . 

S o i t . l w ( f , l ) l 'exposant de L o j a s i e w i c z de f par rappor t à I sur W on a : 

l w ( f , l ) = 1 /p",(f) = in f { a /b t e l que f a € ? }. 

P r e u v e : C'est un c o r o l l a i r e de la p r o p o s i t i o n précédente et du c o r o l l a i r e 

11-2 -4 . 

2 - Cas d'un anneau de coordonnées. 

S o i t V<zR n un ensemble a lgéb r i que , I (V) l 'anneau des po lynômes de 

R[X,,....,X n] s 'annu lant en V , on note R[V] = R[X ] , . . . . ,X n ] / I (V) son anneau de 

coordonnées, R[V] es t un anneau rée l . On d i t que V est i r r é d u c t i b l e si et 

seu lement s i R[VJ es t in tègre . On pose K=R(V) le corps de f r a c t i o n s de R[V] 

et on le muni du cône a = Z K 2 [ P , , . - > P r ] . où P p - - , P r €R[V] . 
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On pose W = {P 1 >0 ) . . . . ,P r >0 } f) Reg(V) qui est un ensemble s e m i - a l g e b r i q u e 

f e r m é de V. Si a=2,K > w e s t l 'ensemble des po in t s cen t raux de V. 

Sur la v a r i é t é V on d é f i n i t l 'exposant de L o j a s i e w i c z de f par rappo r t à 

un idéal M g , . . . . ^ ) de R[V] avec g . * 0 sur W par : 

l w ( f , l ) = inf(9e<Û + , i l e x i s t e une f o n c t i o n s e m i - a l g é b r i q u e h con t inue sur W 

t e l l e que | f ( x ) l 9 ^ h(x) (SuPjlg/x)!) VxeW ). 

On peut f a i r e les mêmes remarques que dans 11- 3 - 1 - 1. 

REMARQUES 1 1 - 2 - 2 - 1 . 

i) l w ( f , l ) es t indépendant du choix du généra teurs pour l ' idéal I. 

ii) Si zéros( l )nw = 0 , l ( f , l ) = 0 . 

i i i ) Le théorème des zéros rée l mon t re que l 'exposant de L o j a s i e w i c z est 

f i n i dans le cas où e t z é r o s ( l ) f i W c z é r o s ( f ) f i W ( [Sa] p. 60) . Comme 

SuPjlg,! es t une f o n c t i o n s e m i - a l g é b r i q u e , ce.t exposan t es t un nombre 

r a t i o n n e l d'après 1 -1 -3 . 

PROPOSITION 1 1 - 3 - 2 - 2 . 

S o i t V une v a r i é t é a lgébr ique r é e l l e i r r é d u c t i b l e d é f i n i e sur un corps 

rée l c l o s R, a un cône de R(V) . Avec les n o t a t i o n s p r é c é d e n t e s , un 

po lynôme P de R[V] es t p o s i t i f ou nul sur W si et seu lement s i P appa r t i en t 

à a . 

A u t r e m e n t d i t on a l 'équiva lence : 

Vx€W P(x)>0 P ^ a 0 . 
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On donne m a i n t e n a n t un analogue à la p ropos i t i on 11-3- 1 - 3 . 

PROPOSITION 1 1 - 3 - 2 - 3 . 

Avec les mêmes n o t a t i o n s que c i dessus, a /b un nombre r a t i o n n e l , les 

a s s e r t i o n s su i van tes sont équ iva len tes . 

i ) I l e x i s t e une f o n c t i o n s e m i - a l g é b r i q u e h sur W t e l l e que: 

l f ( x ) | a / b < h(x) Supjlg^x)! VxeW. 

i i ) f a € l b (où l b es t la c l ô t u re s e m i - i n t é g r a l e dé l b dans R[V] ). 

i i i ) TJ|(f)> b/a. 

i v ) I l e x i s t e peocflA te l que f +p €l . 

P reuve : Peuve analogue à ce l l e de la p r o p o s i t i o n 1 1 - 3 - 1 - 3 , en u t i l i s a n t le 

théorème des zéros cen t raux et en m a j o r a n t h 2 par un polynôme pu isqu 'e l le 

es t s e m i - a l g é b r i q u e et cont inue sur le f e rmé W. • 

COROLLAIRE 1 1 - 3 - 2 - 4 . 

l w ( f , l ) é tan t l 'exposant de Lo jas i ew i cz -de f par rappor t à I sur W on a : 

l w ( f , l ) = 1 / y j ( f ) = i n f [ a /b t e l que f 'eT). 

COROLLAIRE 1 1 - 2 - 2 - 5 . 

So ient I, J deux idéaux de R[V] . Avec les no ta t i ons et les hypothèses 

précédentes on a : 

T=J<s> l w ( f , l ) = l w ( f , J ) . V f * A . 

Preuve : C'est un c o r o l l a i r e de ce qui précède et de 11-2-5 . • 
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§ 4 . I déaux r é e l l e m e n t r é e l s . 

Dans ce paragraphe on pose A=R[X 1 ,....,X n] l 'anneau des po lynômes à n 

i n d é t e r m i n é e s , K=R(X 1 ; . . . . ,X n) son corps de f r a c t i o n s et a = ̂ K 2 les sommes 

des c a r r é s dans K. 

Le co rps R é tan t rée l c los , on pose C = R[i ] = R[X] / (X 2 + 1 ). Le corps C est 

a l géb r i quemen t c los. 

So ien t f€A non nul et ^ ( g , , . . . . ^ ) un idéal de A avec g ^ O . -

Les po lynômes f et g, peuvent s 'é tendre en des po lynômes de C[X,, . . . . ,X n ] . On 

note f ' e t g. leurs ex ten t i ons , et T l ' idéal engendré par l e s ^ dans C[X ],....,X n], 

On d é f i n i t l 'exposant de L o j a s i e w i c z dans le cas complexe de f par rappor t 

à l ' idéa l I par : 

L ( f , l ) = i n f ( 8 € Q + , I l e x i s t e un polynôme à c o e f f i c i e n t s rée ls h ; t e l que 

| f ( z ) l 8 < h(|zl)SuPjlg;(z)l Vz€C n } . 

L ( f , l ) e s t un nombre r a t i o n n e l (on se ramène au cas rée l en passant de C n à 

R 2 n ) . 

On d i t que l ' idéal I es t r ée l l emen t rée l s i pour t o u t f€A l ( f , l ) = L(f,1 ), où 

l ( f , l ) es t l 'exposant de L o j a s i e w i c z dans le cas rée l d é f i n i au paragraphe 

précédent . 

Ce t te t e r m i n o l o g i e est u t i l i s é e par Bochnak et R i s l e r [BR] , [Ri]. 

On remarque qu'on a t o u j o u r s 1( f , l )< L ( f , l ) . Donc d i re que I es t r é e l l e m e n t 

rée l r e v i e n t à d i re que l ( f , l ) es t aussi un exposant de L o j a s i e w i c z dans le 

cas complexe. 
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PROPOSITION 1 1 - 4 - 1 . 

I es t r é e l l e m e n t rée l =s> VTest réel. 

PREUVE : Si v T n ' e s t pas r é e l , i l e x i s t e f t e l l e que z é r o s d ) c z é r o s ( f ) et 

f ^ v T O n a l ( f , l ) es t f i n i , donc L ( f , l ) es t f i n i , zéros(T)czéros(H, d'après le 

t h é o r è m e de H i l b e r t , i l e x i s t e n t e l que ln£\ s o i t f n € l et f e v T . 

C o n t r a d i c t i o n . • 

Dans [LT] , Le jeune et T e i s s i e r ont é tud ié les exposants de L o j a s i e w i c z 

dans le cas complexe l oca lemen t , c ' e s t - à - d i r e sur des i n é g a l i t é s avec une 

c o n s t a n t e au v o i s i n a g e d'un po in t . La p r o p o s i t i o n s u i v a n t e p e r m e t de 

m o n t r e r que s i on a une i néga l i t é de L o j a s i e w i c z loca le en t ou t po in t , a lors 

on peut avo i r une i n é g a l i t é g lobale sur C n. 

PROPOSITION 1 1 - 4 - 2 . 

Avec les mêmes no ta t i ons que ci dessus, on a équivalence : 

i ) Pour t o u t po in t z Q € C n , i l e x i s t e un vo is inage U de z 0 et une cons tan te c 

t e l que | f (z) l ^ c Suplg,(z)l VzeU. 

i i ) I l e x i s t e un po lynôme à coe f f i ci entsréel s h t e l que: 

| f (z) l < h(lzl) SupIg^Cz)! VzeC n . 

P r e u v e : i i ) => i ) es t c l a i r e . 

i ) =t> i i ) On pose z=x+ i y avec x et y € R n . On a f ( z ) et 'g(z) sont des 

po lynômes en x et y , et SuPjlgf^z)! est a lo rs une f o n c t i o n s e m i - a l g é b r i q u e ' 

sur R 2 n . On pose : 
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ip(x,y) = l f (z) | / Sup |g.(z)| sur ( (x ,y )çR 2 n t e l que Suplg j (z) I^O) et 

ip(x,y) = 1 sur { (x ,y>€R 2 n t e l que Suplg i (z ) l=0] . 

La fonc t i on ' i p es t s e m i - a l g é b r i q u e sur R 2 n e t l o c a l e m e n t m a j o r é e par 

une cons tan te . D'après la p r o p o s i t i o n 1 -1 -3 i l e x i s t e un e n t i e r N et une 

cons tan te c t e l que : 

|ip(x,y) < c(Hxl 2 +lyl 2 ) N . 

On a donc | f ( z )U c( 1+ lz l 2 ) N S u p ^ ( z ) | pour t o u t z€C n . -

Supposons ma in tenan t que A est un anneau n o e t h e r i e n , et I un idéal de 

A. On d é f i n i t la f o n c t i o n "v, par : 

"v,( f ) = l i m k _ o o v , ( f k ) / k où v , ( f k ) = Sup{ v t e l que f k € l v }. 

C e t t e f o n c t i o n es t i n t r o d u i t e par Samuel [Sm], pu is é tud iée par Nagata 

[Ng] e t Le jeune et T e i s s i e r [LT] où i l s ont démont ré que c e t t e l i m i t e e x i s t e , 

e t q u ' e l l e es t t o u j o u r s un nombre r a t i o n n e l . C e t t e f o n c t i o n v es t une 

f o n c t i o n d 'ordre et a les même p rop r ié tés que la f o n c t i o n 7/. 

Un é lémen t f de A es t d i t e n t i e r sur l ' idéal I, s ' i l e x i s t e un e n t i e r n et pour 

t o u t 1 = 1,2....,n un é l é m e n t . a ^ l 1 t e l que : 

A a / " 1 . + a n = 0 . 
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L'ensemble des é lémen ts en t i e rs sur l ' idéal I es t un idéal de A appelé la 

c l ô t u r e i n t é g r a l e de I dans A et noté I. 

Avec la f o n c t i o n ~ { e t la c l ô t u r e i n t ég ra l e on donne un analogue à la 

p r o p o s i t i o n 11 -2 -6 . 

PROPOSITION 1 1 - 4 - 3 . 

So ient A un anneau noe thér ien i n tèg re , f€A et l = (g p . . . . , g s ) un idéal de A 

avec g^O.Les p r o p r i é t é s su ivan tes sont équ iva len tes : 

i ) feî ' 

i i ) v , ( f ) > 1 

P reuve : Vo i r [Ng] page 1 68 et [LT] -

On peut ma in tenan t donner une i n t e r p r é t a t i o n a lgébr ique à l 'exposant de 

L o j a s i e w i c z dans le cas complexe L( f , l ) . 

PROPOSITION 1 1 - 4 - 4 . 

So ien t A = R[X, ,.. . . ,X n ] , feA et I = (g , , . . . . , g s ) un idéal de A. On a 

équ iva lence : 

i ) f € Î 

i i ) v , ( f ) ^ l . 

i i i ) I l e x i s t e un po lynôme à c o e f f i c e n t s rée ls h t e l que •'' 

| f (z) l < h(|zl) Supjlg^z)! V zeC n . 
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P reuve : i ) <=> i i ) Vo i r la p ropos i t i on précédente. 

i ) => i i i ) . So i t feî. I l e x i s t e un e n t i e r p t e l que pour t o u t n= 1,2.... on a i t 

f p + n € l n ( V o i r [Ng] page 168). On a p+n /n es t un exposant de L o j a s i e w i c z 

dans le cas complexe et donc L ( f , l ) < 1. 

Comme 1 est aussi un exposant de L o j a s i e w i c z on a l ' i néga l i t é de i i i ) . 

i i i ) => i) On p o s e ? et g. les germes de f e t g. au po in t z Q eC n . 
z o z o 

Pour t o u t vo i s i nage compac t U con tenan t z 0 , i l e x i s t e une c o n s t a n t e c 

t e l l e que : 

\Ûz)\ < c Suplg(z)l sur U. 
À 

D'après la p r o p o s i t i o n 7 - 2 [LT] page 5 5 , on a f es t e n t i e r sur L le germe 

de Tau po in t zc. Comme'T z) =^T| pour t o u t z0€Cn et d 'après le t héo rème du 

passage du loca l au g loba le [Bo] chap.2 on a f es t e n t i e r sur l ' i déa l 1, et 

donc f es t e n t i e r sur I. • 

COROLLAIRE 1 1 - 4 - 5 . 

L ( f , l ) é t a n t l ' exposan t de L o j a s i e w i c z de f par r a p p o r t à I au cas 

complexe. On a : 

L ( f , l ) = 1 / v , ( f ) = in f { a /b t e l que f V ? }. 

P r e u v e : L 'exposant L ( f , l ) es t un nombre r a t i o n n e l . On pose L ( f , l ) = a /b . 

D'après la p r o p o s i t i o n précédente on a 1 /v , ( f ) < a/b. Pour avo i r l 'au t re 

i n é g a l i t é i l s u f f i t de r e m a r q u e r que 1 / v , ( f ) es t auss i un exposan t de 

L o j a s i e w i c z . 

L 'autre é g a l i t é est une conséquence de la p r o p o s i t i o n 11-4 -4 . • 



56 

COROLLAIRE 1 1 - 4 - 6 . 

S o i t I = ( g P . - , g s ) un idéa l de A. Les p r o p r i é t é s s u i v a n t e s sont 

équ iva len tes : 

i ) I es t r é e l l e m e n t rée l . 

i i ) TJjCf) = \> ((f) pour t ou t f€A. 

—n •/nN* 
i i i ) I =1 pour t o u t en t i e r n. 

Preuve: i) 11) I l s u f f i t d ' u t i l i s e r que l ( f J l ) = 1 / y, ( f ) et que L ( f , l ) = 1 / v , ( f ) . 

i i ) => i i i ) So i t fe l on a y,( f ) >n , d'où v , ( f ) ^ n . On a donc fe l . 

i i i ) => i i ) On poseTJ,( f )=b/a . Ceci est équ iva len t à f a € l b , e t donc f a € l b . 

D'où VjCf ) > b/a. On a donc l 'éga l i té . • 

Cas où l ' idéal l = (g ) est p r i nc i pa l . 

PROPOSITION 1 1 - 4 - 7 . 

S o i t A un anneau i n t é g r a l e m e n t c los . A l o r s t o u t idéal p r i n c i p a l es t 

i n t é g r a l e m e n t c los . 

P r e u v e : 

So i t feî=(g), i l e x i s t e des a ^ l ' t e l que f n +a 1 f
n ~ 1 + . . . . +a n =0 . 

Il e x i s t e des b {€A t e l que a ^ b ^ , on a a lo rs : 

En d i v i s a n t par g n on t rouve que f / g est e n t i e r sur A. Comme A est 

i n t é g r a l e m e n t c l os , on a f / g € A , d'où f e l . • 
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On rappe l le que R[X,,....,X n] et C[X 1,....,X n] sont i n t é g r a l e m e n t c los . On a la 

p r o p o s i t i o n su ivan te qui est un c o r o l l a i r e de 11 -4 -5 . 

PROPOSITION 1 1 - 4 - 8 . 

f €A non n u l , l = ( g ) un idéa l de A. Les a s s e r t i o n s s u i v a n t e s son t 

équ iva len tes . 

i) I l e x i s t e un polynôme h à c o e f f i c i e n t s rée l s t e l que 

| f (z) l ^ h(|z|)lg(z)l V z e C n . 

ii) f € l . 

Lo rsque l ' i déa l l = ( g ) e s t p r i n c i p a l , i l n 'es t pas n é c e s s a i r e m e n t 

s e m i - i n t é g r a l e m e n t c los , ma is on a le lemme s u i v a n t : 

LEMME 1 1 - 4 - 9 . 

I= (g) un idéal p r i n c i p a l de A, on a l 'équ iva lence : 

l=T <=> V n ^ l ln=7\ 

Preuve : Par récu r rence : ( I l s u f f i t de m o n t r e r que l n c l n ) . 

Si fei77
 , on a f 2 ^ h g 2 n avec heA. 

Comme f € l n _ 1 = l n _ 1 , f = k g n _ 1 on a k 2 ^ h g 2 cec i i m p l i q u e que k€l = (g) c a r l = T ; 

k=k ' g avec g€A. On a a lo rs f = k 'g n d'où f € l n . • 

PROPOSITION 1 1 - 4 - 1 0 . 

So i t l= (g ) un idéal p r i n c i p a l de A, on a l 'équ iva lence su ivan te : 

I es t r é e l l e m e n t rée l I es t s e m i - i n t é g r a l e m e n t c los . 
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Preuve : Si I =|' on pose K f J l ) = p / q , on a f p e l q s o i t f p € l q , d'où l ( f , l ) = L ( f , l ) . 

Supposons que I es t r é e l l e m e n t rée l e t s o i t f e l on a l ( f , l ) <1 e t donc 

L ( f , l ) < l . D'après la p r o p o s i t i o n 11 -4 -8 , on a f e l , d'où7=l. « 

Lo rsque I n 'es t pas p r i n c i p a l on n'a pas un analogue à la p r o p o s i t i o n 

1 1 - 4 - 1 0 ; ma is s i on pose J = ( g 1

2 + . . . _ + g s

2 ) on a la p ropos i t i on su ivan te : 

PROPOSITION 1 1 - 4 - 1 1. 

J est s e m i - i n t é g r a l e m e n t c los => I est r é e l l e m e n t rée l . 

P r e u v e : Si on pose p / q = K f , l ) on a f p e l q , s o i t f 2 p e i ^ q = J q = J q . on a donc 

f 2 p e J q c l 2 q . D' où p/q es t un exposant de L o j a s i e w i c z dans le cas 

complexe. • 
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