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Introduction

Nous étudions dans ce travail les exposants de Lojasiewicz pour les
fonctions semi-algébriques. Si f et g sont deux fonctions semi-algébriques
sur un ensemble X semi-algébrique localement fermé de R™ avec zéros(g) <
zeros(f), le théoréme des zéros réels pour les fonctions semi-algébriques
[C] nous dit qu'il existe une fonction semi-algébrique h continue sur X te]
que fN = hg. Ceci permet d'avoir 1‘1négali£é de Lojasiewicz sur tout
compaCt.’Notre but est de s'intéresser a la borne inférieure des exposants
qui apparaissent dans les inégalités de Lojasiewicz sur un ensemble semi-
algébrique X non nécessairement borné. Autrement dit on définit 'exposant

de Lojasiewicz 1(f,g) sur X par:

1(f,g) = inf(©eQ™ / 11 existe une fonction semi-algébrique h continue sur X

et FO0I9 < h(x)Ig)| ¥xex) .

Le résultat essentiel que nous demontrons est que 1(f,g) est toujours un

nombre rationnel.

Les exposants de Lojasiewicz ont été déja éetudiés dans divers cas. Dans
le cas complexe par Lejeune et Teissier [LT]et Ploski [P], et dans le cas réel
sur un compact par Bochnak et Risler [BR] ; [Ri], ou ils ont démontré dans
leurs divers cas que l1a borne inférieure des exposants de Lojasiewicz est un
nombre rationnel. Kuo [K] a démontré lui aussi 1a rationalité de 1'exposant de
Lojasiewicz dans le cas local pour les fonctions analytiques a deux
variables. Notre travail compléte et généralise ces résultats.
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Dans 1a premiére partie, nous commengons par rappeler et démontrer
quelgues résultats sur les fonctions semi-algébriques, nous renvoyons a
[BCR] et [C] pour une étude compléte. Nous définissons ensuite 1'exposant
1(f,g), puis nous démontrons gqu'il est un nombre rationnel et qu'on a une
inégalité avec cet exposant. Nous utilisons dans les preuves des résultats
sur les fonctions et les ensembles semi-algébriques, et surtout la théorie
du spectre réel [CR], [Ro], et en particulier 1a compacité de la topologie du
spectre réel qui permet de localiser 1a borne inférieure des exposants de

Lojasiewicz, et’qUi a aussi de nombreuses applications.

Nous nous intéressons ensuite aux inégalités de Lojasiewicz sur des
ensembles semi—algébriques'de RNOxRP avec un paramétre t dans RP et nous
étudions I'exposant de Lojasiewicz quand t varie dans RP. La compacité de la
topologie du spectre réel nous permet d'écrire RP comme une partition finie
de semi-algébriques S; telle que T'exposant de Lojasiewicz est constant
quand t varie dans chaque Si, on utilise aussi dans les preuves des résultats

sur tes familles de fonctions, et d'ensembles semi-algébriques ¢ [BCR]
chap.7).

Dans [BR], Bochnak et Risler ont démontreé la rationalité de 1(f,g) dans
le cas compact, et que cet exposant peut étre calculé sur une courbe
semi-algébrique. Dans le cas global, on s'est demandé si I'exposant I(f,g)
peut étre aussi calculé sur une courbe semi-algébrique sur X qui n'est pas
nécessairement borné. Nous donnons une réponse positive, en se ramenant au
cas borné, en utilisant la sphére unité, et la projection stéréographique

inverse. On remarqguera gue pour se ramener au cas borné on utilise, d'une



maniére essentielle, le fait que 1(f,g) est un nombre rationnel dans le

cas nonborne, et quon a une inégalité avec cet exposant,

Dans la deuxiéme partie qui est a dominante algébrique, nous donnons
des interprétations algébriques de l'exposant de Lojasiewicz dans le cas de
I'anneau de polyndmes, et plus généralement dans le cas de l'anneau de

coordonnées d'une varieté algébrique réelle.

Nous commengons par définir la cloture semi-intégrale d'un anneau
introduite et étudiée par Brumfiel [B1], [B2], qui donne un analogue réel 3 1a
cloture intégrale [ZS]_qui a permis a Lejeune et Teissier [LT] de donner une

interprétation algébrique de 1'exposant de Lojasiewicz dans le cas complexe.

Pour un anneau A ordonné par un céne o, un élément x de K est dit
semi-entier sur A pour le cdne «, si on a une relation de dépendance semi-
intégrale :

AL a1x2n“ .+ a3 <y O avec ajeA.
Ceci généralise 1a notion d'élément entier, et il est clair que tout élément x

entier sur A est semi-entier sur A.

Nous définissons ensuite la cloture semi-intégrale | d'un idéal | dans A
i
Un élément x de A est semi-entier sur l'idéal |, s'il existe des a; € | et un
entiern > 1 tel que:

x2N 4 a1 x2N 14 s a5 <y 0.



Nous donnons ensuite des interprétation en termes de valuations

o -convexes des éléments semi-entiers sur 1'idéal |.

La fonction d'ordre V| définie par V|(f) = limy_,, 0o V1(fK)/K ol
\),(fk):Sup[ v tel que fkep” }, introduite par Samuel [Sm] et étudiée ensuite
par Nagata [Ng] , a permis a Lejeune et Teissier de retrouver d'une
maniere algébrique l'exposant de Lojasiewicz. Si fy et I, désignent les
germes de f et | en x, ils ont démontré que sur un compact K assez petit
contenant x, l'exposant de Lojasiewicz est B(f,1) = 1/9(fy), et le fait
que Vv, est toujours un nombre rationnel [Ng] , on retrouve encore la

rationalité de l'exposant de Lojasiewicz.

Dans le cas reel on définit la fonction d'ordre Uy par: gi(f) = 1Mk 5+ 00
U (7K, oty (fK) = Suplu / i1 existe pexnA et 12K + pei2V ), ol o est un
ordre partiel sur K le corps de fractions de A. Cette. fonction a les mémes
propriétes que la fonction Vv, et permet de donner dans le cas réel une

équivalence avec 1a cl6ture semi-~intégrale.

Tous ces résultats algebriques nous servirons pour donner des
}mterprétations algébriques de l'exposant de Lojasiewicz. Le résultat
essentiel dans la deuxieme partie est 1a proposition 11.3.1.3, de laquelle on
déduit que :

IF,1) = 1/0(f) = inf {a/b / 3P}



Dans 1a derniere partie, nous nous intéressons a un probléme déja posé
par Bochnak et Risler [BR], [Ri]: si on pose fet] les extensions de f et | 3
CN (ou C est la cldture algébrique close de R), et si on pose L(f,1) I'exposant
de Lojasiewicz de T par rapport a T dans le cas complexe, a quelles
conditions a-t-on I(f,1) = L(f,1) 7 Nous donnons des réponses en utilisant
les interpretations algébriques de I'exposant de Lojasiewicz dans le cas reel

et dans le cas complexe.



Premiere partie :

EXPOSANTS DE LOJASIEWICZ POUR LES FONCTIONS
SEMI-ALGEBRIQUES



§1 - Les fonctions semi-algébriques.

Un ensemble semi-algébrique de RN ( oU R est un corps reél cios ) est
un ensemble qui est obtenu par une combinaison booleénne ( obtenue par
disjonction, conjonction et négation ) de conditions de signes sur un
nombre fini de polyndémes de R[XP...,XH] , autrement dit : les ensembles
semi-algébriques de R" forment 1a plus petite collection de parties de R"
contenant les ensembles de la forme [ x €R"/ P(x) >0 ) ou P est un
polyndme, et stable par intersection finie, réunion finie et baésage au

complémentaire.

Une application f:S — T dun ensemble semi-algébrique S de R"
vers un ensemble semi-algébrique T de R™ est dite semi-algébrique si son

graphe est semi- algébrique dans R™™,

PROPOSITION 1.1.1 (voir [C] ).

-Soit f une fonction semi-algébrique sur un ensemble semi-algébrique
S de R". 11 existe une partition de S en un nombre fini de semi-algébriques
S, i=1,.,m , et pour chaque i un polynéme P.(X,y) an+1 variables tel que,

pour tout a de S, P.(a,y) n'est pas identiquement nul comme poiyndme eny

et P(a,f(a))=0.

PROPOSITION 1.1.2

Soit f une fonction semi-algébrique sur un intervalle Ja,+oo [ . [

existe pelN, et ce R, tel que If(x)ls cx®, pour x suffisamment grand.



Preuve : Soit P le produit des P, de la proposition [.1.1, P est un polyndme

a deux variables gui n'est pas identiqguement nul, et on a:

P(X,y) = Oo(x)ym+Q1(x)ym"1+ ........ +Q_(X) ouQ, nest pas identiquement nul.
Six est suffisamment grand, Q, n'est pas nul, et on a:

FOOI™ <1 7 10,001 (1, GOl TGO+

.......... + lOm(x)l ) et donc:

TGO < 1+ Q001+, +1Q, (0D /71Xl

Sip est le sup des degrés de 01(><), ..... ,Om(x) ,on peut trouver une constante ¢

tel que pour x suffisamment grand on ait: [f(x)l< cx” =

PROPOSITION 1.1.3.

Soit f une fonctiqn semi-algébrique localement bornée sur un ferme
semi-algébrique X de R". Alors [f| est majorée par un polyndme. |1 existe

ceR et pelN, tel que: VxeX If(x)| < c(l+|l><l|2)p VxeX.
Preuve : On peut supposer que [flz1 et O€X.
On pose :

v(r) = Sup( If(x)l / xeK_ '} ou K ={xeX /lixll<r).

La fonction v est semi-algébrique croissante sur [0,+ oof .

Dans le cas ou R=R. La fonction v(r) est finie, car on peut recouvrir K



par un nombre fini d'ouverts sur lesquels |f| est majorée par une constante.

Dans le cas ou R est reél clos guelcongue : On va montrer que v(r) est

finie. En effet : Supposons que v(r) = + oo et soit:
A= [ (X,ue XxR / lIxll< ret ulf(x)=1).

Onpose, m: XXR =R e laprojection.

On a 0e€ adn(n(A)) . Puisque adh(A) est fermé borné, m(adh(A)) est fermé
(proposition 2-5-8 [BCR]) et contient adh(m(A)), d'ou 0Oem(adh(A)). On
trouve ainsi un xex tel 'que (x,0) est dans l'adhérenceJ de A . Ceci est
contradictoire avec le fait que If| est majorée par une constante sur un

voisinage de x.

En utilisant la proposition précédente et le fait que v est croissante
on peut trouver une constante ceR et un entier p tel que:
V(M < c(1+r%)P pour tout rz0 .

Ce qui donne ensuite la majoration de If(x)I par c(1+lIxI®)" pour tout xeX.

PROPOSITION |.1.4 .

Soit f une fonction semi-algébrique sur un intervalle ]0,1] non
identiguement nulle sur un intervalle ]0,¢l.
T existe un nombre rationnel p/q et une fonction v semi-algébrique
continue sur un voisinage [0,e[ avec p(0)=z0 tel que f(X)IXp/qu(X) pour x

suffisamment petit.



Avant de donner 1a preuve de cette proposition on va préciser quelgues

résultats sur les séries de Puiseux qu'on trouve dans [W].

Soit K un corps commutatif, on note K{[x]] I'anneau des séries formelles
sur K, une série formelle est de la forme ao+a]><+a2><2+ ....... elle est
inversible si est seulement si a,=0.

On note K((x)) le corps des fractions de K[[x]], tout élément de K{((x))
est de fa forme :

f = xh(ao+a1x+a2x2+ ....... ) avec heZ et ay=0.

Le corps K((x)) est I'ensemble des séries formelles avec un nombre fini
d'exposants négatifs, h est appelé l'ordre de f.

Soit K(x)" 1a réunion de tous les K((x'/P)), p=1,2,..; ot K((x''P)) est le
corps des séries formelles en %P on appelle K(x) e corps des séries de

Puiseux sur K.

PROPOSITION 1-1-5.

Si K est algébriquement clos, alors K(x) est algébriquement clos.

Si K est réel clos, alors K(x) estréel clos.

Preuve : Voir [W] page 89. =

Dans R(X) le corps des fractions rationnelles a une indéterminée on
choisit l'ordre qui rend X positif et plus petit que tout nombre réel
strictement positif . Cet ordre est noté 0F. Le corps k(0O") la cldture reélle

de R(X) pour cet ordre est le corps des séries de Puiseux algébriques en X &

coefficients dans R. (voir [BCR] Chap.1).
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Preuve : (de la proposition I-1-4.).

Dans le cas ou R=R :

La fonction f est semi-algébrigque sur ]O,1]. 11 existe un polyndme P(x,y)
non identiguement nul tel que P(x,f(x))=0 . La fonction f est développable
au volisinage de zéro en une série de Puiseux réelle .

On peut ecrire:
fx)=cx % (1+y(x)) pour x suffisamment petit avec w(x) une serie de
Puiseux a coefficients tous strictement positifs.

On vérifie facilement que m=p/q.

Dans le cas ou R est réel clos quelcongue :

On considére sur R(X) l'ordre 0%, On peut évaluer la fonction f en 0%
(voir [BCR] Chap.7).
On a f(0")ek(0) est une série de Puiseux algébrique en X.
On peut écrire
£(0") = ax™ %1+ y(X)) avec y(X) une série de Puiseux algébrique a
exposants tous strictement positifs qui est pour I'ordre sur k(0%) plus
petite que tout nombr;e positif. D‘a‘prés la proposition 7-4-1 [BCR]. |l
existe pour tout 8€R, >0, un intervalle ]0,e[ tel que pour tout xe€]0,¢[ on

ait

a(1-8)%x""%% f(x) <a(1+8)x"/%"

11



/q

on pose pOx)=f(x)/ x*'% si xz0 et p(0)=a=0 . La fonction g est continue.

On a donc la proposition. =

COROLLAIRE [-1-6.

Soit f une fonction semi- algébrique sur ]JO,1] non identiquement nulle
sur un intervalle ]0O,¢[, on pose:
1 = inf( 6e@* tel qu. il existe une constante ¢>0 et lf(x)l;cxe pour X
suffisamment petit}. ‘Alors:
i) 7 =p/q est un nombre rationnel.

- 11) |1 existe ¢>0 tel que f(x)~cx?’® pour x suffisamment petit.

Preuve : D'aprés la proposition précedente; il existe un nombre rationnel
‘p/qe@ et une fonction v semi-algébrigue continue au voisinage de O, tel
que ;

f(x)=x""%(x) pour x suffisamment et que p(0)=O0.
On va montrer que n=p/q.
Si If(x)lzcxe, on anp/qu(x)zcxs d'ou p/q<6 puisque @(0)=0.
Dans l'autre sens : Si p(0)=a on a |f(x)Iza/2 x»’% pour x suffisamment

petit. =

12



§ 2 - La rationalité de 1(f,q).

Solent f et g deux fonctions semi-algébriques sur un ensemble
semi-algébrique fermé X. Si zéros(g)czéros(f) on definit 1'exposant de
Lojasiewicz de f par rapport a g que 1'on note par 1(f,g) comme la borne
inférieure des nombres rationnels positifs 8 tel qu'il existe une fonction
semi-algébrique h continue sur X, et I'on ait If(x)P< h(x)lg(x)l pour tout
XeX . On va montrer dans ce paragraphe que 1(f,g) est un nombre rationnel.

L'existence de I(f,g) est donnée par le théoréme de zéros pour les

fonctions semi-algébriques.

PROPOSITION 1-2-1. (Theoréme des zéros reéls).

Sofent T et g deux fonctions semi-algébrigues sur un ensemble X
semi-algébrique fermé de R" avec zéros(g)czéros(f) . Alors il existe un
entier N et une fonction h semi-algébrique continue sur X, tel que :

N = hg.

Preuve : Voir la proposition 2-6-6 dans [BCR] .=

PROPOSITION 1.2.2,

Soient f et g deux fonctions semi-algébriques sur un ensemble
semi-algébrique fermé X avec zéros(g) < zéros(f). On pose :
M= mr[eea)*/ fe/g prolongée par O quand f(x)=0 est continue sur X} . Alors

n est un nombre rationnel .

13



Preuve: Posons pour XeX , UER :

Keo = YeX 7 lIx-yli<t et [f(yll=u}.
Et définissons 1a fonction v(x,u) par :

vix,W= inf{ lgty)l /yeK ] siK =0

et vix,u)=1 si K, ,=9.

La fonction v est semi-algébrigue sur XxR . On remarque gue pobr tout x,si
u=z0 alors v(x,u)=z0. Pour tout nombre rationnel p/q, on pose

Co/q = [X€Z8ros(f) ,3c(x,)>0 / v(><0,u)~cup/q pour u suffisamment petit }.
D'aprés le principe d'élimination des gquantificateurs pour un corps reél

clos, Cp/q est un ensemble semi-algébrique de. R" on note q/q le

constructible qui Tui associé par l'identification tilda voir [CR].

Soit aeSpecr(R[X], ..... ,Xn]) un coébne premier . La fonction v peut
s'étendre en une fonction semi-algébrique Vi - Xk(u)xk(w—»k(a) ou Kt

est I'extension de X a k().
En prenant oe zéros(f) et en appltiquant 1a proposition I-1-4 sur le corps

reél clos k(x) , il existe c(x) > O et p/ge@ tel que:
vk((x)(><(o<),u)wc(oc)up/q pour u suffisamment petit.

e . — '
On a donc aeCp/q, ceci montre que les Cp/q forment un recouvrement ds

14



zéros(f). D'aprés la compacité de la topologie du spectre reél [CR], zéros(f)
n'est recouvert gue par un nombre fini de Cp/q . Dot Te nombre fini des p/q.

En prenant le plus grand p/q quand X, varie dans zéros(f) on a:

VX €zéros(f) 3c(x,)>0 lv(xo,u)lzc(xo)up/q et Jajezéros(f) 3Iclay)>0

p/q

v(ao,u)Nc(ao)u pour u suffisamment petit " (*).

On va montrer que n=p/aq.

La formule (*) entraine que sur L = [ yeX / lly-x ll<t et f(y)=0} ona:
c(xo)lf(y)lp/qslg(y)l pour If(y)l assez petit. (**)

Pour tout  nombre rationnel €>0 la fonction f***/9/g prolongée par 0

quand

f(x)=0 est continue sur X, d'ou m< p/q.

Si fe/g prolongée par O quand f(x)=0 est continue sur X alors fe/g est
borné au voisinage de a, de la formute (*) , donc sur ce voisinage on a

lgl;clfle. Ceci entraine que 'p/qse, d'ou p/asy. =

15



PROPOSITION 1-2-3.

Soit X un ensemble semi-algébrique fermé de R", f et g deux fonctions

semi-algébriques tel que zéros(g) < zéros(f) on pose:

1(f,g) = inf{8e@” / il existe une fonction semi-algébrique -h continue sur X,

et IF()I° < hOOIGOOL WxeX ). Alors :

i) 1(f,g)=p/q est un nombre rationnel.

ii) 11 existe une fonction semi-algébrique h continue sur X telle que
IFOP/% < hOOIgOO! Y xeX.

Preuve : i) On pose:
p/q = inf(6€Q” tel que fe/g prolongée par O quand f(x)=0 est continue
sur X}.
On va montrer que 1(f,g)=p/q.
Si Ifle<h|g| sur X ,on a pour tout un nombre rationnel ¢ positif que fe”/g
prolongée par O quand f(x)=0 est continue sur X donc p/q<6+¢ pour tout ¢,
et p/q<I(f,q).
Pour montrer 1'autre inégalité il suffit de montrer ii) pour l'exposant
p/q.
On pose :
KOO=FOMg(x)  si f(x)=0
et k(x)=0 si f(x)=0.

La fonction k est semi-algébrique localement bornée sur X d'aprés 1a

formule (**) de 1a preuve de la proposition [-2-1 ; donc k est mzjor=e par

=

16



un polynome h d'aprés la proposition [-1-3 . 0n a pour tout xeX

FOOP'Y < h()IgOOL m

S1 X est un ensemble semi-algébrique, la fonction x—d(x,X) est une

fonction semi-algébrigue ([BCR]. On a les corollaires suivants :

COROLLAIRE 1-2-4

Soit g une fonction semi-algébrique sur un ensemble semi-algébrique

X. On pose Z=zéros(g). On pose :

1(g) = inf(8e@” / il existe une fonction semi-algébrique h continue sur X
telle que : d(><,Z)8 < hGAIgx)l vxex }.
Alors .
i) 1(g)=p/qg est un nombre rationnel.
i) HAexiste une fonction semi-algébrique h continue sur X telle que
d(x,2)"% < hGOIGX)] ¥xeX,

COROLLAIRE 1-2-5.

Soient A et B deux sous ensembles semi-algébriques fermés dans X. On

pose

1(A,B) = inf{6€@” , 3 h semi-algébrique continue sur A telle que :
d(x,AﬁB)es h(x)d(x,B) VxeA} Alors:

i) 1(A,B)=p/q est un nombre rationnel.

ii) Il existe une fonction semi-algébrique h continue sur A telle que

A0, ANBY % < h(x)d(x,B) VXEA

17



§3 - inégalités de Lojasiewicz avec un parameétre.

Nous étudions dans ce paragraphe les exposants de Lojasiewicz dans
R"xR" avec un parametre t de R?. Nous nous intéresserons & la borne
inférieure de ces exposants quand t varie dans RP.

Soit X un ensemble semi-algébrique de R"xR. On peut considérer X
comme une famille de sous ensembles de R" parametrisée par R®. La fibre
de X au point t de R® est :

X, = [ xeR"/ (x,t)eX )
La restriction de la famille X au sous ensemble S de R°est
XIS = XN(R" xS).

Si f:X-Y une fonction semi-algébrique de XcR"xR" vers YcR™xRP qui
commute avec 1a projection sur Rp, la fibre de f en t est la fonction
semi-algebrique ft: ><t—>Yt définie par:

fix)=y <= 1(x,D=(y,0).

—~
Soit xeRP = SpecR(R[XP....,Xp]), on peut aussi définir la fibre de X au

point &« Si X est definie par une formule $(x;t) de premier ordre alors:

X, ={ xek(o)" /7 d(x,T(0)) } ck(o)" .

18



Elle ne dépend que de X et non pas du choix de ¢. La fibre XO( est appelée la

fibre de la famille X en «. (proposition 7-4-4 chap. 7).

S f . X—=Y une fonction semi-algébrique. On definit 1a fibre f defau

point « de R® par
[ graphe(f)], ck(e)" k(o)™ est le graphe de f_: X, —>Y,.
Le résultat essentiel dans I'étude des fibres des familles d'ensembles
et de fonctions semi-algébriques est le fait qu'une propriéte d'une fibre en
x€R’, reste valable sur un sous ensemble semi-algébrique ScR® tel que

x€S [BCR] (proposition 7-4-4).

Dans [Ra] , [LW] et [T] on trouve des travaux sur les inégalités de

Lojasiewicz avec un parametre.

PROPOSITION 1-3-1.

Soient A un fermé semi-algébrique de R"xR®, f(x,t) et g(x,t) deux
fonctions semi-algébriques continues en x sur A, tels que zéros(g) C
zeros(f). Alors . _

Il existe une partition en semi-algébriques finie R":USi , des fonctions
semi-algébriques continues h, AlSi-»R, et des nombres rationnels p,/q,
tels que .

D) P0G EIR %< h(x, DI, E)] sur AlS,

i) p./q, est V'exposant de Lojasiewicz 1(f,,g,) pour tesS.
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Preuve : On pose f (X)=f(x,t) et g{x)=g(x,t) les fibres en t de f et g

Les fonctions f, et g, sont semi-algebriques sur A, .

On note p/q =7, I'exposant de Lojasiewicz de f, par rapport a g, sur A,.

Ce p/q vérifie la formule suivante (voir la formule (*) de 1a preuve de 12

.proposition 1-2-1):

"V xg€zéros(f), 3cx,)>0 v (x,wizcu P4 ot Ja, € zéros(f,) ; 3c(ay)>0

/q

vt(ao,u)rvcu P pour u suffisamment petit”

ou vy est la fonction v, enremplacant f par 1‘t et g par g;.

On va montrer gu'il n'y a qu'un nombre fini d'exposants rationnels p/q gqui
verifient cette formule quand t varie dans RP.

On raisonne comme dans la preuve de l1a proposition 1-2-2 on pose pour un

nombre rationnel p/q:

Do/q = (teR? ¥x,zéros(f,) 3c>0  Iv,(x,,ull > c(xy)u P/ ot 3 a, € zéros(f,)

Ic(ay) >0 v (ay,u~clayu P/9 hour u suffisamment petit ] .

L'ensemble Dp/q est un semi-algébrique de RP.

Soit o<€aﬁ. D'aprés 1a preuve de 1a proposition 1-2-2 ( appliquée & f et g, )
il existe un nombre rationnel p/q tel que o<€/[5;/q . Ceci montre que 1esﬁp/q
recouvrentaﬁ et donc d'apres la compacité de la topologie du spectre réel
R” est reunion d'un nombre fini de Dp/q . De plus si cxe’/ﬁ;/q , alors I'exposant
de Lojasiewicz de f  par rapport a g, est p/q et donc il existe une fonction

semi-algebrique continue H: Xy = ki) telle que :
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If OOPS<HOOIg 001 sur X,
La fonction H est la fibre en « d'une fonction semi-algébrique continue
h: XIS® =R ( [BCR] prop. 7-4-8) avec xes® , et on peut supposer que
x & .
S ch/q et que sur S”ona:

17(x, DIP %< h(x, Dlgix, )]

r~ —~
Les S% recouvrent RP , et donc par compacité on peut en extraire un

recouvrement fini: RD:UM Si ,avec | finie. =

COROLLAIRE 1-3-2.

Soit g(x,t) une fonction semi-algébrique continue en x. On pose

Z=zéros(g)on a:
t1 existe une partition en semi-algébriques finie RD:USi, des
fonctions semi-algéebriques continues h: AIS‘. — R, et des p./qg; tels que:

i) ;2% %< h(x, DIg, (0] YxeA,.

11) p;/q; est I'exposant de Lojasiewicz de g, par rapport a d(x,Z,) pour t

variant dans Si.
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COROLLAIRE 1-3-3.

Soient A et B deux ensembles semi-algébriques fermés de R"xR". Alors:
|1 existe une partition en semi-algébriques finie RD:USi . des fonctions
h,: AIS;—R, et des p,/q, tels que:

i) d(x,AtﬂBt)p*’/q*'s h(x,t)d(x, B,) V x€A, et pourV tesS,

i1) p,/q, est I'exposant de Lojasiewicz de d(x,B,) par rapport a d(x,ANBy,

pour t variant dans Si, -
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§4 - EXxposants de Lojasiewicz et courbes semi-algébriques.

Les exposants de Lojasiewicz sur un ensemble semi-analytique fermé
borné ont été étudiés par Bochna: k et Risler [BR] oU ils ont démontré la
rationalité de la borne inférieure de ces exposants, et que cette borne est

atteinte sur une courbe semi-algébrique.

Dans ce paragraphe on va exposer ces résultats , puis on démontrera
dans le cas ou X est fermé non borné que 1l'exposant de Lojasiewicz est
atteint sur une courbe semi-algébrique sur X, en se ramenant a la sphére
unité s" de R™' on remarquera dans les preuves que pour se ramener au
cas fermé borné on utilise d'une rhaniére essentielle le fait que l'éxposant
de Lojasiewicz est rationnel dans le cas non borné et que 1'on a une

inégalité pour cet exposant (proposition |-2-2).

PROPOSITION 1-4-1.( [BR] ).

Soit Kun ensemble semi-'algébrique fermé borné de R", f et g deux
fonctions semi-algébriques sur K tekque & =z zéros(g)czéros(f) on pose :
1.(f,9) = inf{ 8e@* 3ceR / IFOP < clgtx)l ¥xeK }. Alors:

i) 1.(f,g) = p/q est un nombre rationnel.
i1) 11 existe ceK telle que IFG)IP/ %< clg(x)l  ¥xeK.
ii1) 11 existe une courbe semi-algebrique T:[0,1] - K telle que 1.(f,g) est

egale a l'exposant de Lojasiewicz calculé sur I'image de T.

Preuve: On peut supposer >0 et g=0 sur K.
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POSONS :

K ={ueK\zéros(f), telque f(x)=f(u) = g(x)=gu) }.
L'ensemble K~ est semi-algébrique borneé .

Soit aef~'(0) tel que a soit adhérent a K" (un tel a existe puisque K
est fermé borné).
D'aprés le lemme de sélection de courbes [BCR], [C], il existe une courbe
semi- algébrique T:[0,1] > K telle que T(0)=a et T(t)eK™ pour telo,1[.

On peut écrire d'aprés la proposition 1-1-4:

fot(t)=t%p,(t) et foz(t):t%Q(t) avec 9 ,(0), p,(0) non nuls et o, B deux

nombres rationnels positifs.

Il suffit de montrer que lK(f,g) = B/ pour prouver la proposition.

On a évidemment 1,(f,g)> B/ , car B/x est I'exposant de Lojasiewicz
pour la restriction de f et g a T([0,e[) pour € convenable. |

Choisissons r >0 tel que f’1(C)ﬂt([O,s[)zQJ pour Ce[0,r], comme K est
fermé borné il suffit de se borner aux x€K tels que f(x)€[0,r], (rappellons
par hypothése que zéros(g) < zéros(f) ); mais pour un tel x il existe
ueT([0,e[) tel que f(x)=f(u) et g(x)=>g(u) , d'ou I'assertion puisqu'on a choisi
£ assez petit pour que B/x soit 1'exposant de Lojasiewicz de f par rapport 3

g sur la courbe T([0,e[). =
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PROPOSITION 1-4-2.

Sotent f et g deux fonctions semi-algébriques sur un ensemble
semi-algebrique fermé X avec zéros(g) < zéros(f). Il existe une courbe
semi-algébrique T:]0,1[-X telle que 1(f,g) est égale a l'exposant de

Lojasiewicz calculé sur I'image de T.

Preuve : Posons p/q=1(f,g). Il existe une fonction semi-algébrique h
continue sur X telle que IFOOP’? < h()Ig(x)l ¥ xeX.
La proposition I-1-3 nous permet de trouver un entier N tel que si on pose:

2)N

5=1/1+IxIHN on ait 6¥Pr et shg tendent vers 0 quand [Ixll— oo

on note S" la sphére unité de R™

et oo son pdle nord. La projection
stéréographique 1 S"\[eo] =X est une fonction semi-algébrique .
On définit les fonctions F et G sur H_I(X)U[oo} par :

Fiy) = (8%PH)(nty)) ;

G(y) = (6hg)X(m(y)) pour tout yen"<><)

et Floo) = G(oo) = 0.

Les fonctions F et G sont semi-algébriqgues continues sur ﬂ—](X)U[oo}.
On pose

0'/q = inf{ 8€@”, 3c30 F(YIP < clGy)l Vyen (X)U{eo) ).

Ce p'/q est aussi I'exposant de Lojasiewicz de F par rapport a G calculé sur
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“une courbe semi-algébrique y sur la sphére S". Nous allons montrer que
p/q=p'/q, ce qui achevera la preuve car p/q sera l'exposant de Lojasiewicz
de f par rapport a g calculé sur 1(y) qui est une courbe semi-algebrigue

sur X .
Multiplions T'inegalité IFOOP’® < h(x)lg(x)l par & on obtient:
189P£(x)IP’9 < 18hg(x)l  pour tout xeX.
On a pour tout xeX il existe yen"‘(X)\[oo] , tel que mnly)=x. L'inégalité
s'écrit;
|6q/°f(n(y))l < 186hg(y)] soit iF(\/)Ip/q < [6(y)l pour tout yen“(X)\(oo}.
Cette inégalité reste vraie quand y=o0, puisque F(eo)=0G(oe)=0. Ceci montre
que p'/qg'<p/q.
L'autre inégalité :
Si IF(y)Ip'/q' < clG(y)l pour tout yEﬂ-1(X)U[oo] on a:

189 (n(y NP’ < clshg(y)l.

On pose X = 1(y)eEX on a:

vxeX 168YPr0P’Y < clshg(x)l  soit

Pour tout xeX  IF(OP’Y < 67 PP hix)g(x)l |

D'oU p/a'2p/q etonalégalité. =
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COROLLAIRE 1-4-3.

Soient f(x,t) et g{x,t) deux fonctions semi-algébriques continues en x sur X
de R"xRP avec zéros(g) < zéros(f). |1 existe une partition en
semi-algébriques finie de la projection de X sur R® telle que, I'exposant de
Lojasiewicz 1.(f;g) sur XIS, est égal & I'exposant de Lojasiewicz calculé sur
une famille dehcourbes semi-algébriques [ : ]O,I[xSi—»XISi (M commutant a

la projection sur S, ).

Preuve : On note 1(fo(,go( ) I'exposant de Lojasiewicz de f Par rapport a o
sur X,
D'apres la proposition précédente, il existe une courbe semi-algébrique
y:]O,I[k(m) —»Xd sur laquelle I'exposant est atteint, y est la fibre en « d'une
famille de courbes I ]0,1[xS% — XIS™ ou I est semi-algebrique continue,
avec o<€’§°‘ . Quitte & restreindre S% , On peut supposer que lPexposant
I(f,,g,) reste constant et égal 3 1(fo(,gcx ) pour t€S* | et que cet exposant est
atteint sur 1a courbe I,

Les g_& recouvrent le tilda de la projection de X sur RP, donc par

compacité un nombre fini de ces S% recouvre la projection de X sur R° m
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Deuxiéme partie :

INTERPRETATIONS ALGEBRIQUES
DE L'EXPOSANT DE LOJASIEWICZ



§1

Cléture semi-intégrale d'un anneau et d'un idéal.

DEFINITION 11-1-1.

Un corps ordonné (K,<) est un corps K muni d'un ordre total < qui

verifie
1) XY =>X+Z<Y+2Z,

i) O<x , O<y = O<xy.

DEFINITION 11-1-2.

Un cdne d'un corps K est une partie &« de K telle que:
i) XeE, YEX = X+YEX.
11) XEX , YEX => XYEX.
1) xeKoxeo.

le cOne o« est dit propre si de plus ;

iv) -1é&o.

PROPOSITION ET DEFINITION {1-1-3.

Soit (K,<) un corps ordonné. On appelle cdne positif de (K,<), la
partie o = {xeK / x>0 }.C'est un cbne propre qui vérifie :
V) aU-o=K (00 -x={xeK / -x€x }).
Réciproquement si o est un cone propre d'un corps K qui vérifie v), K est

ordonneé par X<y <= Y-XeX.
On note ZK2 I'ensemble des sommes carrés d'éléments de K. c'est un cone

de K contenu dans tous les cdnes de K.

Si o est un cone on écrit Osux au lieu de Xe.
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LEMME 11-1-4,

Soit & un cdne propre de K.
i) Si ~ago alors «[a] = (x+ay / x,yeo } est un céne propre de K.

i1)  est contenu dans un cdne positif d'ordre sur K.

Preuve : i) Montrons que -1¢gx[a]l: si -1=x+ay avec x,yex, alors soit y=0
et -1ex, soit —a:(l/y)zy( l+x)ex. Les deux cas sont exclus.

ii) D'aprés le lemme de Zorn il existe un cdne propre maximal Q
contenant «, il suffit de voir que QU-Q=K. Soit agQ , d'apreés 15 , Q[-a] est
un cone propre et donc, par maximalité de Q, Q:Q[—a][ Ceci entraine que

-a€qQ . ]

PROPOSITION 1i-1-5.

Soit K un corps contenant @, &« un céne de K. Alors « est 1'intersection

des cdnes positifs d'ordres sur K qui contiennent o .

Preuve: Le cbOne « est contenu dans cette intersection. Dans l'autre sens,
si agx, «x est propre carsi -léex, a=1/4 ((1+2)%-(1-2)%)ex. Donc d'aprés le
lemme précédent (i), x[-2a] est propre ; et le (i1) nous donne un céne positif

d'ordre contenant «[-a], qui donc contient & et ne contient pas a =

DEFINITION 11-1-6.

On dit qu'un sous groupe additif B de K est «x-convexe si:
X,y €x X+yeB=>x€B et yeB ( Autrement dit: x,y ek O< X<,y
VEB = x€B ).
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On va rappeler guelques notions sur les anneaux de valuations, qu'on

peut trouver plus en détail dans {La], [ZS].

DEFINITION I1-1-7,

Soit Kun corps commutatif.

i) Un anneau de valuation de K est un sous anneau B de K tel que

YXxeK | X=0 =XeB ou 1/x €B.

i1) Une valuation de K est une application v : K — " o0 I est un groupe
commutatif totalement ordonné noté additivement tels que:

vixy) = vix)+v(y) et v(x+y) 2 inf(v(x),v(y)) six+yz0.

Un anneau de valuation B d'un corpé K est un anneau local . On noté Mg
son ideal maximal , Ug=B-mg .1e groupe multiplicatif de ses éléments
inversibles et kB:B/mB son corps résiduel.

L'applicaticn canonique @ vg: K"—M“B.:K“/UB ou FB est ordonné par :

Vg(X)<vgly) <> yx” € B est une valuation.

Inversement © si v:K — I est une valuation de K, ona:
B = {xeK, x=0 ou v(x)=>0 } est un anneau de valuation de K et
mg = (xeK, x:d ou v(x)>0} ;
Uy = (xeK , x=z0 et v(x)=0};
K\B={xeK , v(x)<0 }.

On note AV I'anneau de valuation associé a 1a valuation v.
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PROPOSITION 11-1-8.

Soit o un cbne propre de K, les propriétés suivantes sont équivalentes:
1) A, est un anneau de valuation x-convexe.

i) Vx,yeK Og X<y = V(X) > vly) dansT.

iii) L'idéal maximal m_ est xNA-convexe.

iv) vxem, 1 +X O(>O.

Preuve : On va montrer que i=ii=iii=iv=1 (on omet l'indice « dans les

inégalités).

N=>11) X,y e O<xgy =>O<><y‘1s1 ) 1€Av=>><y“€/\v ce qui signifie que
vix)zviy).

iD=111). O<xgy, yem, = v(x) > v(y) > 0 = v(x)>0 et donc xem,,

ii)=1v). S'il existe xem,, tel que 1+x<0 ceci implique que O<I<-X,
comme m,, est x-convexe on a 1emv contradiction.
ivy=1). Si A, n'est pas x-convexe on peut trouver xeA et ygA tels que

Ogy<x, dou y'1emV et xy"1>1 contradiction. =

PROPOSITION 11-1-9

Soient B un cbne positif de K, A un sous anneau de K
Ag = {x€K / 3JaeA -a<X <2 } est un anneau de valuation f-convexe

contenant A. AB est appelé 1'enveloppe B-convexe de A dans K.

Preuve : Le cOne positif g est un ordre total.

SixgBona -1g1/x<! et donc 1/xX€B. D'ou Ab est un anneau de valuation.
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L'anneau A© est B-convexe en effet :
S x;yeK“ el O<xgy ona Osxy"s] et donc xy"e A@.
Ce qui donne v(xy’]) > 0 soit vx)>v(y). =

Dans l1a suite on suppose que le corps K contient Q@ , o est un céne

propre de K et A un sous anneau de K.

DEFINITION 11-1-10.

On dit qu'un élément xeK est semi-entier sur A (pour le cdne &) s'il

existe nx=0 ; GRS ,aQneA tels que :

Les éléments semi-entiers sur un anneau sont caractérisés par la

proposition suivante, qui est 1'analogue réel aux resultats sur la cldture

intégrale d'un anneau {Z S] .

PROPOSITION 11-1-11.

Les ensembles de K suivants coincident :
i) A, =(xeK/Inz1 3JaeA -ag xg 2}
1) A, = {xeK / JaeA tel que xzsa a’ ]
111) Az = [xeK / 3a,eA x2”+a1><2”’1+ .......... +a, <

iv) Ay = NA, (ou A, est x-convexe).

On note A =A=A = A=A, A est appelé 1a cldture semi-intégrale de A

dans K pour le cdne «.
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Preuve: A,CA,CA; estclair.

A5CA1¢ Soient x€A3 et xz0on a:

Pour toute valuation v o-convexe (avec A, DA ) on a;:

VO 3 1nfy o2 )H(2N-KVE0)

On suppose gue 'inf est atteint pour k:ko on a:
2nv(x)z2nv(x)-K,v(x) soit v(x)=0 .

Donc ><€AV pour toute anneau de valuation x-convexe contenant A, dou

xeA4.

ACA, Le cone propre « est l'intersection de tous les cones positifs p

contenants «.
Pour tout ordre B ; on a ><2<@a2 = -(1+a%) <@x<@(1+a2) . D'oU I'implication

pour «.

A 4CA2- Soit ><§£A2 on a a2—x2€o< pour tout a€A.
2 2]

On pose C=x[x"-a“] .Ce cbéne est propre, car sinon , il existerait des

2

.y . & )
éléments CRINNC tels que le cdne «f x2—(1+a] +....+ak2) ] ne soit pas propre

. . . L, ) .
et d'aprés la proposition I1-1-4 on aurait \1«»a12+....+ak2)—><2 €X ce quil est
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contradictoire avec I'nypothése.

D'aprés [1-1-4 le cOne C est l'intersection de tous les cones positifs g qui
le contiennent. On notant AD I'envellope de A dans K pour 'ordre B qui est un
anneau de valuation x-convexe, on a x¢A

B d'ou x€A4. "

Soient K un corps , v une valuation de K et ' le groupe des ordres de v.-
On dit que v est discréte de rang 1 s'il existe un isomorphisme du groupe I

sur Z, A, n'a d'autres idéaux premiers que 0 et m,,.

Soit k est un corps contenu dans K. On suppose que K est une extension
de type fini de k . On appelle diviseur premier du corps K/k une valuation de
K de dimention r-1 sur k, ou r est le degré de trancendance de K/k. C'est

une valuation discréte de rang 1. Le corps résiduel k,est un corps de

fonctions de degré r-1 sur K.

On a le résultat suivant qu'on trouve dans [An], [B2] .

PROPOSITION 11-1-12.

Soit A = R[x,,..,x ] une algébre de type fini sur un corps réel clos R, de
corps de fractions K. Soit x = ZKQ[P1,....,Pr] . Pour tout idéal P premier
xNA-convexe il existe un diviseur premier réel A, QUi admet P comme

centre en A (c.ad mvﬂA:P)‘

La proposition précédente nous permet de démontrer le résultat

suivant -
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PROPOSITION 1l1-1-13.

Soit A = R[x1,....,xn] une R algébre de type fini de corps de
fractions K ; « :ZK2 [P,,..,P.] et Alacloture semi-intégrale de A dans K

pour le cdne x on a:

K:HAV (AV est diviseur premier réel de K contenant A).

Preuve : Soit yzK:ﬂAv I'intersection est prise sur tous les anneaux de
valuations x-convexes A,

Supposons que ygA . Alors 1/y em, et considérons A'=A[l1/y], c'est une .
algebre de type fini sur R, avec A'CA et 1/y em’'=m NA . En appliguant la
proposition précédente on trouve un diviseur premier x-convexe A, DA de

centre m, NA=m". D'ou 1/yem'cm, et y¢A, =
On va maintenant definir 1a cloture semi-intégrale d'un ideal | de A

DEFINITION 11-1-14.

On dit qu'un élement x€A est semi-entier sur 1'idéal | pour le cdne &

)

s'il existe n>1 et des ae€l tels que : xMea x2"sa, < 0

L'ensemble des éléments x semi-entiers sur 1'idéal | est un idéal
appelé 1a cloture semi-intégrale de | dans A pour le cdne « et noté T.0n dit
que | est semi-intégralement clos si I=1.

Dans la suite on caractérisera les élements semi-entiers de A sur
I'idéal | pour le cdne «, en utilisant les anneaux de valuations x-convexes
de K contenant A. Ce qui donne un analogue réel aux résultats sur la cldture

intégrale d'un idéal [Ng]et [ZS]
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On déemontre tout d'abord trois lemmes.

LEMME 1-1-15.

Soit g,,...,g9, des éléments non nuls de A ; et v une valuation

X-convexe.

Ona: v(g]2 +....+g52):2 infv(g,).

2

Preuve: Ona v(g]2+....+g5

> im“(v(gi2 )) = 2infv(g,).
Dans l'autre sens : On suppose que v(g,) = infv(g) ona:
0 < g12 < g,2 +oF 952 implique que 2 v(g,) » v(gl2 +ot gSQ).

D'ou 1'égalité. .

LEMME H-1-16

Soient X€A non nul, et v une valuation a~convexe avec AcAV on a:

i xel® alors il existe gel et vix)=kv(g).

Preuve : Si xelk, on a x:'Z_bihi avec hi un produit de k elements de | et
beA. En notant g l'element de | qui a 1a plus petite valuation parmi les

éléments de | qui apparaissent dans x on a v(X)zkv(g). =

LEMME 11-1-17

Solent B un cdne positif de K, et A@ I'enveloppe B-convexe de A dans K pour
I'ordre B. | un idéal de A, on a;

|ApNA = [ X€A tel que : il existe g€l et acA et ><2<bg2 ).
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Preuve: Soit erA@ﬂA. Il existe des a¢ Ag et des g€l , tel que si onnote v
la valuation associée a AD:
v(x)zinf(v(g)).
En supposant que v(g,)=inf(v(g,)) on a x/g, EAD' Il existe aeA tel que:
><2/g,2 <g a® et donc x2s92 en posant g=ag,.
Dans l'autre sens, sionnote v lavaluation associe a Ag, on 3
v(x?) > v(g2) d'ou v(x)=v(g), et XEIAGNA. u

PROPOSITION I1-1-18.

Les sous ensembles de A suivants coincident:

B, = (xeA /In>1,3a¢l’ et xMa X vay < 0]

B,=NI1ANA (ou A, est x-convexe contenant A).

Bs = IANA (oU A est Ta cléture semi-intégrale de A dans K pour 1'ordre o)
B,=( x€A/ Ilexiste des gl telque x%< g12+....+g52 )

On note T:B]:BQ:BS:B4 qu'on appelle 1a cldture semi-intégrale de | dans A

pour le cone .

Preuve

81C82: Soit xeB1 non nul, pour toute valuation v @x-convexe on a:
2n-1

2 .
VX > veea x T s a,, ) soit:

2nv(x) > inf, (véak)+(2n—k)v(><)) .
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En supposant que 1'inf est atteint pour k:ko, on a:

2NV(X) > v(ak )+(2n-ko)v(><).
0

Ceci est implique qu'il existe g€l tel que KoV(X) > v(aI< ) > kov(g) , soient
0

X/geA, et XelA,,

BocB.: Draprés le corollaire S ( [B1]), les anneaux de valuations
X-convexes contenant A correspondent bijectivement aux localisations de
A par les ideaux premiers PcA, dou

ﬂlAV:ﬂ P ideal premier de A IAp '

En utilisant le fait que XZKS(]) avec S(1)={ 1+q / gex } (prop.19 [B1]) et
que A est semi-intégralement clos, on a:

ﬂlAp:IA.

B;cB,: Soit XEIA on a X=a,g,+...a,g, avec aiEK. On a:
v(x) = infv(g,) et d'aprés le lemme II-1-150on a:

v(x?) > w( g12+“..+952 ) pour toute valation x-convexe v.
D'ou %2/ g12+....+g52 €A,

11 existe heA tel que x°< h(912+~-'+952 ).

Quitte a remplacer g, par (1+h2)gi, on a l'inégalité.

BicB1 est claire. =
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PROPRIETES 11-1-18.

i) | et J deux idéaux de A ,si IcJ alors 1cJ.
i)

T=T.

ii1) IcTcRad, (1) ol Rad (1) estle a-radical de | .

JcTT et "=

iv) | et J deux idéaux on a |
Preuve : i) et ii) sont claires.
ii1) fel, i1 existe des aiel tels que:
2n
f su—af -..-2a
Le terme a droite appartient a 1, donc pex tel que f2”+p€l. Dol feRad (1)

iv) 11 suffit de remarquer que (IANANJANA) < (IJANA),

Lorsque 1=(g,,..,g;) est un idéal de type fini on a la proposition

suivante :

PROPOSITION 11-1~-20.

Soit l =(g,,.,g4) ,ona:

i) (g E ,gslz).
ii) (g12, ,gsz)_ (g1 gsz).

i) 1% = (g,2k gs?‘)

iv) Si f el alors fel.

Preuve :

i) 11 suffit de montrer que !kc(g1k,....,gsz).
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Soit v une valuation x-convexe avec ACA,, On suppose que v(g)=infv(g,).

Si xg(q,",...0.0A, alors v(x)<v(g,").
Sixel“A, alors x =Yb.g" avec g¢'= g,r‘....g;S et Irl=r +..+r=k; et
donc :

V(x) > kinf(v(g)) = v(g1k). Contradiction.

11) S1 Xg( 912 +,...+gs2
2
s )

) il existe v une valuation x-convexe tel que
V(x) < v( g12 +..+Q
Si ><€(g12 ,....,932 ) pour toute valuationvona:

v(X) >v(g12 +....+g52 ). Contradiction.

111) est une conséquence de i) et ii).
iv) Sifglona v(x)<v(g,) ( En supposant que v(g,)=infv(g,)). Si el
on a pour toute valuation v x-convexe v(f) > k inf(v(g,)) ; d'ol v(x) > v(g,).

Contradiction. ™

COROLLAIRE 11-1-21.

Soit | = (g],.,..,gs) un idéal de A avec les g, non nuls, on a:

k Qk) ]

. 2 2k
I" = [ feA, Il existe heA, tel que "< h(gl +..+Q

Preuve : C'est un corollaire de iii) de 1a proposition précédente. =
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§2. Cldoture semi-intégrale et fonction g,

Soient K un corps muni d'un céne o« , A un sous anneau de K et | un ideal

de A . On définit la fonction y, par:
pour tout feA y(f) = Sup{ y /7 IpexnNA et f2+p €1 ).
On définit la fonction T par:  B(H=lim,__ u(r/k.

PROPOSITION 11-2-1.

Soit | un idéal de A . Alors feA alorsIJ'l(f) existe (éventuellement infinie) .

Preuve:
On va montrer que la limite Supém’eure ef 1a limite inférieure
coincident .
On pose uk:ul(fk)/k , G=1im sup(y) et u=lim inf(u,).
Si U=oo oU 0=0 c'est clair.
Nous supposons que U est finie et que G>0 , par définition :
1) ¥e>0, VieN 3j=i  u.< U+€.

i
2)Ve>0, ViEN 321 u.20-¢ (s1 0 <oo0).

3) YNeEN, VieN 3j=i \;zN (si G=o00).

Fixons £€>0 (et si U=oco un N ) et choisissons un indice 1 assez grand pour
que 1/i < £/(0-¢) (resp. /N ), d'aprés 2) (resp. 3) ) il existe j>i tel que
uj>0—e (resp. N ) ; et daprés 1) il existe k>ji tel que u <u+e.

Divisons k par j:k=jl+q ouqg<j et 1>i.0On aalors:

wre>y (Y5100 2 1P/ 50 = g (7] (1+a/71)) > (G-eX1-1/1) > 0-2¢
(resp. N(1-1/1)=N-¢).

Nous avons ainsi montré que pour tout €>0 , u+e>0-2¢, (resp. pour tout £>0

et tout N, u+e>N-¢ ) et doncu=0 =
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PROPRIETES 11-2-2,

) SifetgeA alors u(fg) > (N+T(g).
i1) Soit a>1 un nombre entier on a Y (f*)=ap (1),
1) feA P (Dzp (1),

iv) Soit b>1 un nombre entier on aUIb(f): y(M/b.

Preuve : 1) et iii). [l suffit de remarquer que y,(fg) >y (f+y(g).
i1) est une conséquence directe de la définition .

iv) bulb(fk):Sup[ by / IpexNA f2k+p € |20 } < u,(fk) et donc
Ulb(f) < p(f/o.

L'autre inégalité : Divisons ul(fk) parbona: p,(fk)zbq+r avec 0<r<b.
11 existe pexxNA telle que f2X+pel?®I*M =259 (1229 e qui donne que

Ub >2q = (Y -r)/b = Up >y - soit Yy b(f) 2y (f)/b. =
B(f)2a = (U (F)-r)/b B30 (F)-D)/b soit yb(f) 2y, (1)

On va maintenant établir un lien entre la fonction D'l et la cloture

semi-intégrale des puissances de 1'idéal I.

PROPOSITION 1-2-3.

Soient f€A non nul, | un idéal de A de type fini, a et.b deux entiers
positifs. On a:
D rfel® = U(f) = b/a.
1) P(f) > b/a = el®

Preuve : 1) Si faél_B , 11 existe des g, €l telsque:

1’2%0((@],2+....+g52)b donc il existe pexNA tel que f23+p:h(g12b+ ...... +q,
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Ce qui implique que y,(f))>b,
Ona ap(nN =T >yf)>b etdonc P(f)>b/a

i) P(f)>b/a est équivalente & T(fH>b, 11 existe k»1 et pexNA tels

que 2%.pe1®*  gouflel® a

COROLLAIRE 1[-2-4 .

Mémes hypotheses sur f et lona:
1/G(f)= inf {a/b tel que f*el® )
Preuve Conséquence immeédiate de la proposition précédente. =

COROLLAIRE 11-2-5

Soient | et J deux idéaux de A de type fini, feA non nul. On a:
T=d = PH=0,(1) .

Preuve; SiT=J, pour tout k>1 , I T*oJF=F

="=d =J
H-2-4 u

. Puis on applique le corollaire

Dans le cas ou A:R[x1,....,xn] une algébre de type fini sur le corps reél

clos R on peut montrer 1'équivalence dans 1a proposition I1-2-4.
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PROPOSITION 11-2-6.

Soit feAnonnul, 1=(g,,.,g,) un idéal de A avec g=0on a:

U(f)zb/a < fa¢|®

Preuve :
- - a b
11 suffit de montrer que Y(f)=b/a =f"cl".
D'apres I1- 2-2 on peut se ramener au cas a=b=1.
Si g(f)=1, pour tout n>1 il existe k>1 tel que 1- 1/n < uﬁfk)/k soit

np#fk)zk(n—l).
on a pgf“)znugfﬁzk(nfl)

Il existe pexNA tel que:

2nk 2k(n-1)

f +p€l donc:

2n _,2(n-1) 2(n-—1)+ 2(n-1)

el =(g, " e +g 7T ANA,

La cléture semi-intégrale A est l'intersection de tous les diviseurs

premiers réels A, contenant A ( 11-1-13) . Pour la valuationv de A, on a:

(inégalité dans Z). Soit:

nv(f2)>(n—l)v(g12+““+g
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En faisant tendre n vers l'infini on a

V() > v(g12+....+gs?‘) donc :

. 2 2 o . .
7/ g,7+..+g," €A, pour tout lelsgur premier A, contenant A, ceci montre

que T€l . =
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§3 - Interprétations algébriques de l'exposant de Lojasiewicz.

3-1 Cas d'un anneau de polvndémes.

On pose A = R[XP....,Xn] I'anneau des polyndmes a n indeterminées,

K = R(X,,.,X) son corps de fractions muni du cdne « = ZK2[P1,....,D,,]"

qui est le cone des sommes des carrés dans K engendré par les polyndmes
P,,...,P. (voir [B2]) .

On pose W= [P, >0,..,P >0 ] qui est un ensemble semi-algébrique fermé
de R". Si =Y K?, alors W=R".
Soit feA non nul, 1=(g,,...,g,) un idéal de A avec les g;=0. On définit

I'exposant de Lojasiewicz de f par rapport | sur W par :

W (f,q) = inf(6e@” , 3 h une fonction semi-algébrique sur W telle que :

IF0P < h()C Sup g0l ) Yxew J,

REMARQUES 11-3-1-1.

i) 1, (f,1) est indépendant du choix des générateurs pour l'idéal |.

i1) Si zérosU)NW =g, on a 1(f,g)=0.

iii) Le théoréme des zéros réel montre que l'exposant de Lojasiewicz est
fini dans le cas ou zéros(hNWczéros(f)Nw  ( [Sa] p. 60). Comme
Suplg,l est une fonction semi-algébrigue , cet exposant est un nombre

rationnel d'aprés |-1-3.

On aura besoin de 1a proposition suivante :
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PROPOSITION 11-3-1-2.

Soit R un corps réel clos.

Un polyndme P de R[X,,.. X } est positif ou nul en tout point de W si et

seulement si P appartient a «.

Preuve: Voir [B2] page 76. =

~Autrement dit on a I'équivalence : ¥xeW Px)20 <= O0<_P.

PROPOSITION 11-3-1-3.

Avec les mémes notations que ci-dessus; soit a/b un nombre rationnel,
les assertions suivantes sont équivalentes :
i) Il existe une fonction semi-algébrique h sur W telle que
FOOP® < h(x) Suplg ()l Vxew.
i) r2el® (ou E est 1a cloture semi-intégrale dans A de °),
i111) P(f) > b/a

iv) 11 existe pexxNA telle que 2%+ p 1P

Preuve : 1ii) «< iii) voir le corollaire [1-2-6.

Montrons que i) <= iv) . Soit a/b tel qu'il existe une fonction semi-

algébrique continue h sur W telle que :
TGO < hix) Suplg,(x)l Vxew.

La fonction h2 est semi-algébrique sur un fermé, elle peut étre majorée

par un polyndme H (voir I-1-4) , I"inégalité ci-dessus implique :
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TPO0SHOOG, v v g BNX) Wxew.

D'aprés [I-3-1-20n a f2a—H(g12b+ ...... +gs2b)<a 0, et donc il existe pex
tel que %%+ p €1,

L'autre implication est claire.

iV)e>ii) Si %l alors 2% 2 ,d'aprés 11-1-21, il existe pex tel que

2

s D ElQb. u

COROLLAIRE 11-3-1-4

Soit 1, (f,1) VT'exposant de Lojasiewicz de f par rapport al surwWona:

1, (6,1 =1/0(f) = inf{ a/b tel que fl® ).

Preuve : C'est un corollaire de la proposition précédente et du corollaire

l-2-4 n

2= Cas d'un anneau de coordonnées.

Soit VcR"un ensemble algebrique, I(V) 1'anneau des polyndmes de
R[X,,...X_ ] s'annulant en V, on note R[V] = R[X,,..X_I/I(V) son anneau de
coordonnées, R[V] est un anneau réel. On dit que V est irréductible si et
seulement si R[V] est intégre. On pose K=R(V) le corps de fractions de R[V]

et on le muni du coéne « = ZKQ[PP....,Pr] , 0UP,,..,P_€R[V].
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On pose W = [P1>O,....,Pr>0 } N Reg(V) qui est un ensemble semi-algebrigue
fermé de V. Si o<:ZK2, W est I'ensemble des points centraux de V.
Sur la varieté V on définit 'exposant de Lojasiewicz de f par rapport a

un idéal 1=(g,,..,g;) de R[V]avec g;=0 sur W par:

1W(f,1) = inf(6e@”, il existe une fonction semi-algébrique h continue sur W

telle que If(x)I° < h(x) (Suplg,(x)) Vxew }.
On peut faire les mémes remarques que dans I1-3-1-1.

REMARQUES [1-2-2-1.

i) lw (f,1) est indépendant du choix du générateurs pour 1'ideal I.

i) Si zéros(HhNwW =@ |, I(f,1)=0.

iii) Le théoreme des zéros réel montre gque 1'exposant de Lojasiewicz est
fini dans le cas oU et zéros(DNWczéros(f)NW ( [Sa] p. 60). Comme

Sup;lg.| est une fonction semi-algébrique , cet exposant est un nombre

rationnel d'aprés I-1-3.

PROPOSITION 11-3-2-2,

Soit V une variété algébrique réelle irréductible définie sur un corps
réel clos R, @« un cdne de R(V) . Avec les notations précedentes, un

polyndme P de R[V] est positif ou nul sur W si et seulement si P appartient

a .

Autrement dit on a 1'équivalence :

VxeW P(x)20 <= P>_0.
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On donne maintenant un analogue a la proposition [1-3-1-3,

PROPOSITION 11-3-2-3.

Avec les mémes notations que ci dessus, a/b un nombre rationnel, les
assertions suivantes sont équivalentes.
i) 11 existe une fonction semi-algébrique h sur W telle que;
IO < h(x) Sup,lg,(x)l VYxew.
i1) e (ou I est 1a cloture semi-intégrale de 1° dans R[V] ).
111) U(f)> b/a.

iv) Il existe pexNA tel que f2%+p el®®
Preuve : Peuve analogue a celle de la proposition 11-3-1-3, en utilisant le
théoréme des zéros centraux et en majorant h? par un polyndme puisqu'elle

est semi-algébrique et continue sur le fermé W. =

COROLLAIRE 11-3-2-4.

1,,(f,1) étant I'exposant de Lojasiewicz de f par rapport a | sur Won a:

1,1 = 1/7() = inf( a/b tel que FP€P® ),

COROLLAIRE 11-2-2-5.

Soient |, J deux ideaux de R[V]. Avec les notations et les hypothéses
precedentes on a:
1= <« |,(f,D=],(fJ0). VfeA.

Preuve : C'est un corollaire de c‘e qui précede et de [1-2-5. "
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§4. ldéaux réellement réels.

Dans ce paragraphe on pose A:R[X‘,....,Xn] I'anneau des polynomes a n
indéterminées, K=R(X,,...,X ) son corps de fractions et o<:}:K2 les sommes

des carrés dans K.

Le corps R étant réel clos, on pose C:R[i]:R[X]/(X2+1). Le corps C est
algébriguement clos.

Soient feA non nul et 1=(g,,..,g,) un idéal de A avec g;z0.
Les polyndmes f et g, peuvent s'étendre en des polyndmes de C[Xl,....,Xn] .On
note f et 9: leufs extentions, et T I'idéal engendré par les '§i dans C[X],....,Xn]‘
On définit I'exposant de Lojasiewicz dans le cas complexe de f par rapport

al'idéal | par:

L(f,1) = inf(B8€@™, |1 existe un polyndme a coefficients réels h ; tel que
Y

f(2)f< n(zbsup,g2)l  vze"),

L(f,1) est un nombre rationnel (on se rameéne au cas réel en passant de C" 3
R%™).

On dit que 1'idéal | est réellement réel si pour tout feA 1(f,1)=L(f 1), ou
1(f,1) est 1'exposant de Lojasiewicz dans le cas réel défini au paragraphe
précédent.

Cette terminologie est utilisée par Bochnak et Risler [BR], [Ri].
On remarque qu'on a toujours 1(f,I)< L(f,1). Donc dire que | est réellement
réel revient a dire que 1(f,l) est aussi un exposant de Lojasiewicz dans le

cas complexe.
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PROPOSITION 11-4-1.

| est réellement réel = 41 est réel.

PREUVE : Si ¥ T n'est pas réel, il existe f telle que zeéros(l)czéros(f) et
fgJT.0na 1(f,1) est fini, donc L(f,1) est fini, zéros(MNczéros(f), d'aprés le
théoréme de Hilbert, il existe n tel que 'T‘"ET soit flel et fevT .

Contradiction. =

Dans [LT], Lejeune et Teissier ont étudié les exposants de Lojasiewicz
dans le cas complexe localement, c'est-3-dire sur des inégalités avec une
constante au voisinage d'un point. La proposition suivante permet de
montrer que si on a une inégalité de Lojasiewicz locale en tout point, alors

on peut avoir une inégalité globale sur C".

PROPOSITION 11-4-2.

Avec les mémes notations que ci dessus, on a équivalence :
i) Pour tout point ZOECn , 11 existe un voisinage U de Z, et une constante ¢
tel que If(2)l < ¢ Suplg(2)l VzeU.
11) 11 existe un polyndme a coefficientgréels h tel que:

f(2) < hdlzl) Suplg(2)l vzeC™

Preuve : ii) = 1) est claire.
i) = 1) Onpose z=x+1y avec x ety eR".On a f(z) et §(z) sont des

polyndmes en x ety , et Supilﬁi(z)l est alors une fonction semi-algébrique’

sur R2". On pose
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e(x,y) = [f(2)] / Sup l'@'].(z)l sur ((x,y)eR?" tel que Suplg(z)1=0] et

2n

P(x,y) = | sur ((x,y)eR“" tel que Suplg(z)I=0].

La fonction'y est semi-algébrique sur R*" et localement majorée par
une constante. D'aprés la proposition I-1-3 il existe un entier N et une
constante c tel que:

lp(x,y) < cCl+lxiP+ly PN

on a donc ()l < c(1+lz)Y Suplg,(2)l pour tout zeC".  a

Supposons maintenant que A est un anneau noetherien, et | un idéal de

A.On définit la fonction ©, par:
S0 = Tim,__ v(F/k ot v(f) = Sup( v tel que fel” ).

Cette fonction est introduite par Samuel [Sm], puis étudiée par Nagata
[Ng] et Lejeune et Teissier [LT] ou ils ont démontré que cette limite existe,
et qu'elle est toujours un nombre rationnel. Cette fonction ¥ est une
fonction d'ordre et a les méme propriétés que la fonctionp .

Un é1ément f de A est dit entier sur 1"idéal I, s'il existe un entier n et pour

tout i=1,2....,nun élément»aieli tel que:



L'ensemble des eléments entiers sur 1'idéal | est un idéal de A appelé la

cloture intégrale de | dans A et note™

Avec la fonction v, et 1a cldture intégrale on donne un analogue a la

proposition I1-2-6.

PROPOSITION 11-4-3

Solent A un anneau noethérien integre, feA et I=(g,,..,q,) un idéal de A
avec gz0.Les propriétés suivantes sont équivalentes :
i) el
i) O(f) >1

Preuve : Voir [Ng] page 168 et [LT] .a

On peut maintenant donner une interprétation algébrique a I'exposant de

Lojasiewicz dans le cas complexe L(T,I).

PROPOSITION 11-4-4,
Soient A = R[X

X1, feAet | = (gy,.,g,) un idéal de A. On a

1oy

équivalence :

i) fet

i) V(=1

iii) 11 existe un polyndme a coefficents réels h tel que -

F(2)] < h(lzl) Sup,[G,(2)] v zec",
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Preuve : i) <> ii) Voir la proposition précédente.

i) = i1i) . Soit el 11 existe un entier p tel que pour tout n=1,2.. 0on ait
P+ 1™ (Voir [Ng] page 168). On a p+n/n est un exposant de Lojasiewicz
dans le cas complexe et donc L(f, )< 1.

Comme 1 est aussi un exposant de'_Lojasiewicz on a l'inégalité de iii).

les germes de T et g, au point z,€C".

i1i) = 1) Onpose f_ et q.
z 0

0 iz
Pour tout voisinage compact U contenant z, ', il existe une constante C
telle que :

f(2) < ¢ Suplg(2)l sur U,
D'aprés la proposition 7;3 [LT] page 55, on a "r:_o est entier surflvzo le germe
de 1 au point z, Comme(’i'zo) :(:I:)ZO pour tout z,,eCn et d'aprés le thécréme du
passage du local au globale [Bo] chap.2 on a’f est entier sur I'idéal |, et

donc f est entier sur |. =

COROLLAIRE 11-4-5.

L(f,1) étant V'exposant de Lojasiewicz de f par rapport a | au cas

compliexe. On a:

“B
L(f,1) =1/3(f) = inf{ a/b tel que e’}

Preuve : L'exposant L(f,I) est un nombre rationnel. On pose L(f,I)=a/b.

D'aprés la proposition précédente on a 1/9/(f) < asb. Pour avoir l'autre
inégalité il suffit de remarquer que 1/\7,(1‘) est aussi un exposant de
Lojasiewicz.

L'autre égalité est une conséquence de 1a proposition 11-4-4. =
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COROLLAIRE 11-4-6.

Soit | =(g,,..,g,) un idéal de A. Les propriétés suivantes sont
équivalentes :
i) 1 estréellement réel.
1) U (N=V,(f) pour tout feA.

T e .
iti1) ' =1 pour tout entier n.

Preuve: i) <« ii) |1 suffit d'utiliser que I(f,1)=1/ U,(f) et que L(F,D=1/9,(f).
— _ A
i1) = iii) Soit fel” on aT(f) >n, d'ol v (f)=n. On a donc fel.

- A

i11) = 1) On pose T,(f)=b/a . Ceci est équivalent & 21’ et donc fi1”

D'ol v,(f) = b/a. On adonc I'égalité.

Cas ou 1'idéal 1=(q) est principal.

PROPOSITION [{-4-7,

Soit A un anneau intégralement clos. Alors tout idéal principal est

intéegralement clos.

Preuve:
o~ T~
9,

Soit fel= il existe des a].eli tel que f”+a1f”"'+....+a =0.

n

Il existe des b,eA tel que a,=b,g;, onaafors:
f"+0,gf" '+ +b ¢"=0 .

En divisant par g" on trouve que f/g est entier sur A. Comme A est

intégralement clos, on a f/geA, d'ou fel. "
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On rappelle que R[X],....,Xn] et C[XP..A.,XH] sont intégralement clos. On a la

proposition suivante qui est un corollaire de 11-4-5.

PROPQOSITION 11-4-8.

feA non nul, 1=(g) un idéal de A. Les assertions suivantes sont
équivalentes.
i) 11 existe un polynéme h a coefficients réels tel que

f(2) < h(izDIg(z)l  vzeC".
i) fel. |

Lorsque 1'idéal 1=(g) est principal, il n'est pas nécessairement

semi-intégralement clos, mais on a le lemme suivant .

LEMME 11-4-9.

I=(g) un idéal principal de A, on a I'équivalence :

n

n
|

Preuve : Par récurrence : (11 suffit de montrer que—l?cl”).
Si fel” , onaf?<hg®™ avec heA.
Comme fel™'=1""  r=kg"™' on ak?<hg® ceci implique que kel=(g) car I=T;

k=k'g avec geA. Onaalors f=k'g" d'oufel™ u

PROPOSITION [1-4-10.

Soit 1=(g) un idéal principal de A, on a I'équivalence suivante :

| est réellement réel <= | est semi-intégralement clos.
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Preuve : Si | = on pose I(f,1)=p/q, on a fPel% soit Pel®  d'ou 1(F,1N=L(f.1),
Supposons que | est réellement réel et soit fel on a 1(f,1) <1 et donc

L(f,1)< 1. D'aprés la proposition I1-4-8, ona f€l, dol I=!. a

Lorsque | n'est pas principal on n'a pas un analogue a la proposition

I1-4-10; mais si on pose J = (g12+ ...... +'gs2) on a la proposition suivante .

PROPOSITION 11-4-11.

J est semi-intégralement clos = | estréellement réel.

Preuve: Si on pose p/q=1(f,l) on a fpeﬁ, soit 2P€129=0%=4% on a donc

f2Pc%1%% D ou p/q est un exposant de Lojasiewicz dans le cas
complexe. =
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