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SUR LA CALCULABILITE DES DETERMINANTS -

DE MATRICES D'OPERATEURS DIFFERENTIELS

par Kossivi ADJAMAGBO
Ecole Nationale des Ponts et Chaussées
Centre d'Enseignement et de Recherches en Informatique Appliqueée

0 - INTRODUCTION

Conformément au propos des mathématiques fondamentales qui
est, non de fonder une certaine ‘"ontologie" des étres mathémati-
ques, mais de construire le graphe des implications entre les di-
verses propriétés de ces étres, 1'objet des "mathématiques effec-
tives" dont le "calcul formel" ("computer algebra”) n'est qu'un
aspect, est d'élucider les relations entre les propriétés de "cal-
culabilité" et les autres.

Plus précisément encore, le probléme standard de ces "mathéma-
tiques effectives" peut s'é@noncer en ces termes : étant donné deux
ensembles E et F et une application f de E dans 1'ensemble des
parties non vides de F, sous quelles hypothéses sur E et F a-t-on
une version "calculable" de 1'assertion de 1'axiome du choix ? En
d'autres termes, sous quelles hypothéses sur E et F existe-t-il
une application "calculable" g de E dans F telle que g{(x) appar-
tienne & f(x) pour tout x de E.

Plus particuliérement, si g est une application de E dans F
(cas ol f(x) est un singleton pour tout x de E), sous quelles
hypothéses sur E et F g est-elle "calculable" ?

Plus particuliérement encore, si E' est une partie de E, sous
quelles hypothéses sur E' et E 1'appartenance a E' des éléments de
E est-elle "décidable", c'est-a-dire la fonction x—>x € E' de E
dans 1'ensemble {vrai, faux} est-elle "calculable" ?

Compte tenu de cette problématique des "mathématiques effecti-

ves", le propos du présent travail est de proposer une "théorie
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effective" des déterminants sur un domaine de Ore dont les anneaux
d'opérateurs différentiels fournissent des modéles.

Les résultats généraux obtenus (partie 2 ci-aprés) montrent que,
en dépit de la nature abstraite (partie 1 ci-aprés), voire "mys-
térieuse" des déterminants sur un domaine de Ore (en effet i1
n'‘existe pas de "formule" explicite d'un tel déterminant contrai-
remént au cas commutatif), les déterminants de matrices d'opéra-
teurs différentiels dans les cas usuels et les plus pertinents
(parties 3 et 4)‘sont “calculables”", non seulement comme quotients
d'éléments de leurs monoides de définition, mais encore comme
éléments de ces monoides (théorémes 3-4 et 4-8).

Cette propriété de "régularité effective” des déterminants de
matrices d'opérateurs différentiels permet alors d'établir des
résu1tatsd%ca1cu1abilité" sur les anneaux de telles matrices
(corollaire 3-6) et sur les indices (corollaire 4-12) et la “"régu-
larité" (corollaire 4-16) des systémes "généraux" d'équations dif-
férentielles ordinaires.

Signalons enfin que les algorithmes présentés dans les démons-
trations des résultats ont donné lieu & la réalisation d'un logi-
ciel de "calcul formel des opérateurs différentiels” écrit dans
e langage de calcul formel MACSYMA [9] (Figures 2.17.1, 3.5.1,
3.7.1 et 4.10.1).

Puisse le présent travail contribuer & éveiller les mathéma-
ticiens traditionnels aux problémes de calculabilité sous-jacents

& leurs investigations !
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1 - LES DETERMINANTS SUR UN DOMAINE DE ORE

1.1 - Notations
Si ﬁest un anneau, nous noterons

M xm (k) 1'ensemble des matrices nxm (n lignes) & coefficients

dans &t
M R 1'anneau M, @),

n AXn
M (A la réunionnl;J‘O‘Mh k),
HAow 1'ensemble aﬁ,\{o} (pareillement N, désignera N \{o} ),
A le groupe multiplicatif des unités de 1'anneau R
J‘L: () e groupe (M (R))*,

SiJll est un monoide unifére, nous noterons
e le groupe des &léments inversibles de IN

mé» le mononemaugmenté d'un élément absorbant noté w
Six est un corps, nous noterons , '

3\{ le groupe abélanisé del}(: c'est-a-dire X*/[X*, K*],
ﬂx 1tapplication canonique K* —%

X le monoide (j{)o

Si en plus le cardinal de X est différent de 2 et si & est un sous-
anneau de X,
dét, : M(K)— K désignera le déterminant de Dieudonné sur X
(7] et,
M (A)  1'ensemble des éléments A de M(A) tels que dét, (A) # 0.
J’L?\ ) 1'ensemble \M?(ﬁ.)n‘M.n (A)

1.2 - Rappel (4]
Soit & un anneau.
On dit que & est un anneau de Ore & gauche (resp. droite) si
pour tout (a,b) G\A,*z, il existe (c,d)GLA«,,,2 tel que :
ca = db (resp. ac = bd)
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D'aprés 1'axiome du choix, cela revient & dire qu'il existe

- 2
une application f = fl X f2 de A“ dans ﬁgz vérifiant pour tout

(a,b) € A, 2 : |
f, (a,b)a = f, (a,b)b (resp. af](a,b) = bfz(a,b))

D'autre part, si A est sans diviseur .de zéro, cela revient en-
core & dire 1'intersection de deux idéaux & gauche (resp. a droi-
te) non nuls de & n'est jamais 1'idéal nul.

Dans ce dernier cas, on dit que Jhest‘un domaine de Ore 3 gauche
(resp. droite).

si b est un anneau (resp. domaine) de Ore & gauche et & droite,
on dit tout simplement qu'il est un anneau (resp. domaine) de Ore.

Si & est un domaine de Ore & gauche (resp. droite), i1 admet
alors un sur-anneau, unique & un isomorphisme prés, dont tous les
éléments sont de la forme b']a (resp. ab']) avec (a,b) € d%xﬁg,
et qui est appelé le localisé total & gauche (resp. droite) de A
ou encore 1'anneau total des fractions a gauche (resp. droite) ded&

$i d% est un domaine de Ore,son localisé total & gauche et son
localisé total & droite sont isomorphes. L'un et 1'autre sont
alors appelés le localisé total de & ou 1'anneau total des frac-

tions deJL.

1.3 - Définition

Soient D un domaine de Ore & gauche (resp. droite), XK son
localisé total & gauche (resp. droite),) un monoide communtatif.
unifére, ¢ un "homomorphisme régulier” de D dansIN, c'est-a-dire
un homomorphisme du monoide multiplicatif D dans le monoidelN tel
que pour tout a € D,, P(a) soit un &élément régulier de I [6],
Mg le Tocalise de JMpar rapport a (P (D,) [6]. Notons encore ¢p le

prolongement de cet homomorphisme en un homomorphisme du monoYde X*


http://diviseur.de
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K" dans le monoide mq, et ® 1'homomorphisme de K dans :qu; tel
tPIJ(,* = ((T’Ifc)onx, c'est-a-dire tel que le diagramme suivant soit

commutatif .:

*
. AL, (O
oy A
/&\//

My

s
X

Nous entendrons par “déterminant surd associé ayP " 1'appli-

cation Yo dét, |M(D), que nous noterons déty, :

déty, = Po déty | MD)

Nous dirons que le déterminant surD associé & ¢ est "régu-

lier® si dét,, MD)) = @(D)

1.4 - Proposition (Propriétés remarqualbes des déterminants)

Avec les notations et hypothéses précédentes et en notant mul-
tiplicativement 1a loi de composition du moncide 3, i1 vient :
o) pour tout n € N, et pour tout (A,B) € d&h (D),
dét , AB = (dét, A)(déty B)
B) pour tout (m,n) e m*z, pour tout (A,B,(,D) €
Mg (D) x M (D) xM D) x b (D),
- AC\ _ .. A O\ _ < -
dety(f §) = dety(p §) = (dety, A)(dety B)
¥) pour tout A € M(D), si B désigne 1a matrice obtenue & par-
tir de A en permutant deux de ses lignes ou ceux de ses colonnes,"
dét, B = tP(-l)dét‘P A
Preuve. Cela résulte des propriétés du déterminant de Dieudonné

détx (s].
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2 - LES DETERMINANTS SUR UN DOMAINE EFFECTIVEMENT DE ORE

2.1 - Définition

Nous dirons qu'une fonction f définie sur un ensemble E est
“calculable” s'il existe un “algorithme (fini)" donnant f(x) pour
tout x de E.

Si A est une partie d'un ensemble E, nous dirons que A est
récursif dans E si la fonction x —sx €A de E dans 1'ensemble

vrai, faux est calculable.

Nous dirons qu'un monoide est "effectif" si sa loi de composi-
tion est calculable.

Nous dirons qu'un groupe g est “"effectif” si le monoide sous-
Jacent est effectif et si 1'application x:—ox'] de g.dans S est
calculable. ‘

Nous dirons qu'un monoide Ml est "effectivement factoriel® s'il
est commutatif, effectif, si le groupeJI* est effectif et récursif
dans Jlbet si le monoide N (M\J*) est libre, T désignant 1'applica-
tion canonique de JLdans le monoide quotient J/M*, c'est-a-dire
le monoide des classes d'équivalence delﬂtdéfinies par la relation
d'équivalence ~ telle que m~m' si m' = um pour un u dansJI*. Au-
quel cas toute partie J de M telle que nlj soit injective et que
n(J) engendre r(r\Im*) sera appelée "une base d'éléments irréduc-
tibles” delil, et nous appellerons alors “fonction de factorisation
de J1L associée @ J "la fonction f de JM dans ‘

{tu)lueaarey Yo {turpyseespps oqaee,o )| uedt,pied, «, e N\ {0} ,
py # p; pour 1<ign, 1€ srm} telle que pour meJI\I* et

f(m) = (U’P,,o-,Pn ’0(11"’O(n) ’

on am=u p]a1... pn“n, si du moins la fonction f est calculable.
Nous dirons qh'un monoTde Jllest "effectivement régulier”™ si tous

les &léments de Jtlsont simplifiables dans JIL, si la fonction
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£ :(ms)—mesI de JNZ dans {vrai; faux} est calculable

et s'il existe une fonction calculable g de A ={(m,s) | selfl,me sﬂl}
dans J1l telle hue m = g(m,s)s pour tout (m,s) dans A. Auquel cas
nous appellerons f "une fonction derégularité del}!l* et g "une fonc-

tion de régularisation deJH*,

Nous dirons qu'un anneau (h,+,.) est "effectif" si le groupe
(#,+) et le monoide (A,.) sont effectifs; et si le monoide (A, ,.)
est effectivement factoriel, nous dirons que 1'anneau ( ,+,.) est
*effectivement factoriel”.

Nous dirons q'un corps (X,+,.) est effectif si les groupes (X,+)

et (K*,.) sont effectifs.

Nous dirons qu'un anneau & est "effectivement de Ore® a gauche
(resp. droite) s'il est effectif et s'il'existe une fonction cal-
culable f = f, x f, ded”to*2 dansd%.*2 Qérifiant pour (a,b) € dk*z :

fila,bla = fz(a,b)b (resp af](a,b) = bfz(a,b)).

Nous appellerons une telle fonction "une fonction de Ore® a
gauche (resp. droite) de A,

Si & effectivement de Ore a gauche et 5 droite, nous dirons
simplement quetﬁ:est effectivment de Ore.

Nous dirons qu'un anneau &t est "effectivement quasi-euclidien®
3 gauche (resp. droite) s'il est effectif et s'il existe une fonc-
tion calculable f = f] X f2 X f3 de J%th* dans cA* x~A2 et une
fonction calculable ¢ de & dans N_, telles que :

«) pour tout aed, p(a) = -o si et seulement si a = 0

8) pour tout (a,b)edhxdh,, fila,b) = f (a,bla - f,(a,b)b

(resp. af,(a,b) - bfz(a,b)
¥) pour tout (a,b) e dxd,, ¢ (fala,b)) < @(b)
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' Nous appellerons une telle fonction f "une fonction d'Euclide”
a& gauche (resp; droite) de#, et une telle fonction P "une fonction
d'ordre® de & associée a f.

Si un anneau "effectivement quasi-euclidien" & gauche (resp.
droite) & admet une "fonction d'Euclide d gauche (resp. droite)
telle que f](a,b) = 1 pour tout (a,b) € ﬁ:xd%*, nous dirons alors
que~ﬁ est "effectivement euclidien” & gauche (resp. droite) et nous
appellerons un tel f une "fonction d'Euclide unitaire” a gauche
(resp. droite) de Jt

Un anneau effectivement euclidien & gauche et & droite sera

dit effectivement euclidien.

Si & est un anneau, n un entier positif et A une matrice dans
JLHGA), nous dirons que A est "quasi-é&lémentaire” si chacun de ses
coefficients coincide avec le coefficient correspondant de la ma-
trice unité de l'anneauthﬁ%), & 1'exception éventuelle d'un seul
coefficient diagonal non nul et d'un seul coefficient non diagonal.

Nous noterons alors @%(ﬁn 1'ensemble des matrices quasi-élémen-
taires decNﬁGﬁ),cﬁntk) 1'ensemble des "listes d'au moins deux élé-
ments decMhhk), c'est-a-dire la réunioanthbk)m, et SH(A) la réu-
nion U Ln('A.) .

n>0
Nous dirons qu‘'un anneau & est "effectivement de Gauss & gauche

(resp. droite) s'il est effectif et s'il existe une fonction calcu-
lable f dedi(#) dans L(&k) telle que pour tout n ¢ N, et pour tout
Acdb (A), si F(A) = (P,...,P ), on ait alors

o) P € J&n(ﬁd et est triangulaire supérieure (resp. inférieure)
B) pour 1<igr, P, €@ (&)

g) Py = Pr...%A (resp. AP,...P.)
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Nous appellerons une telle fonction “une fonction de Gauss® a
gauche (resp. droite) dedt.

Avec les notations de 1;3, nods dirons que dét,.P est “"effectif"”
s'il existe une fonction calculable f de M(D) dans TLxP(D,) telle
que pour tout A ¢ M(D), on ait dét?(A) = f](A)(fz(A))']. Nous ap--
Vpellerons alors une telle fonction "une détermination effective
de dét,".

Nous dirons également que dét¢ est "effectivement régulier s'il
existe une fonction calculable de M(D) dans @(D) qui coincide avec

détv sur M(D). Nous appellerons alors une telle fonction "la dé-

termination tégqguliére effective de dét?".

2.2 - Théoréme fondamental (critére d'effectivité du déterminant)

Soient D un domaine de Ore 3 gauche (resp. droite,J!l un monoide
commutatif, ¢ un homomorphisme simplifiable de D dansJM.

Si D est effectivement de Ore a gauche (resp. droite),?ﬂ:effectif
et ¢ calculable, alors détQP est effectif.

Preuve. Elle résulte des deux lemmes suivants

2.3 - Lemme

Avec les hypothéses du théoréme 2.2, si D est effectivement de
Gauss & gauche (resp. droite), alors dét¢ est effectif.
Preuve. Notons "gauss" une fonction de Gauss & gauche (resp. droi-
te) ded. Un algorithme calculant dét, A pour A e M(A) est décrit
par la figure 2.3.1 ol le signe := désigne 1'affectation et {...}
un commentaire, et qui met en oeuvre un algorithme que nous appe-

lons "algorithme de triangularisation de Gauss-Ore". C.Q.F.D.
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{A &tant une matrice carrée & coefficients dans un }

{domaine effectivement de Gauss}

nombre de lignes de A ;

gauss (A) liste de matrices

longueur de P nombre d'éléments de la liste P

i

k

1 3 n faire a := a.P](i,i) ;
2 & r faire

1 & n faire b : b.Pk(i,i)

fin ; {de 1a boucle sur k}
(¢(a), ¢(b))

fin

Figqure 2.3.1 : Calcul d'une détermination effective d'un déter-

minant dét, par 1'algorithme de triangularisation

de Gauss-0Ore
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2.4 - Lemme

Un domaine est effectivement de Ore & gauche (resp. droite) si
et seulement s'il est de Gauss a gauche (resp. droite).

Preuve. Contentons-nous de la preuve du cas "agauche", la preuve
du cas "a droite étant la méme a des commutations de termes prés.

Soient donc D un domaine de Gauss & gauche, f une fonction de
Gauss & gauche deXD, g 1'application (a,b)%»(s g) de;D*2 danScﬂb(D).
L'application qui & un couple (a,b) delb*2 associe la seconde
ligne du produit des matrices de l1a liste fog (a,b) est alors une
fonction de Ore & gauche de .

Si maintenant D est un domaine de Ore et "ore" une de ses fonc-
tions de Ore, le calcul d'une fonction de Guass de D est donné par
la figure 2.4.1 qui met en oeuvre un algorithme que nous appelons
"de Gauss-Ore" C.Q.F.D. ‘

Un critére de régularité effective des déterminants sur un do-

maine effectivement de Ore est le suivant

2.5 - Théoréme (de régularité effective)

Avec les notations et hypothéses de 2.2, si D est effectivement
euclidien & gauche (resp. droite),JTL effectif et @ calculable,
alors dét¢ est effectivment régulier.

Preuve. Si "euclide" est une fonction d'euclide unitaire deD a
gauche et "ordre" une fonction d'ordre associée, le calcul d'une

détermination réguliére effective de dét, est donné par la figure

©
2.5.1 qui met en oceuvre un algorithme que nous appelons "algorithme

de triangularisation euclidienne" C.Q.F.D.
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gauss (A) := {A étant une matrice carrée a coefficients dans un}
{domaine de Ore & gauche}
dé&but n := nombre de lignes de A ;
I := matrice unité de l'anneaUaM%(D) i B := copie de A
P := (B,1) {initiatisation de la variable P dont la valeur}
{finale sera le résultat | ;
pour i =14an faire
début Si tous P][k,i] = 0 pour i sk gn alors retourner P ;
{P][k,i] désigne le coefficient de la ligne k et de la}
{colonne i de P,}
k, = inf {klisken, Py[k,i] # 0}
Si ko # 1 alors
début Modifier P] en ajoutant la ]igne ko a la ligne i ;
Augmenter la liste P en 1ui adjoignant en queue la
matrice &lémentaire n x n E telle que E[i,kO] = 1
fin {si k, # i}
Pour k = i + 1 @ n faire .
début Si P][i,k] = 0 ALORS RETOURNER P
u := ore (P,[i,i], Py[k,i]) 3
C i= Uy d := Uy o
Modifier P] en multipliant sa ligne k par d puis en
lui ajoutant la ligne i multipliée par -c ;
Augmenter la liste P en lui adjoignant en queue la
matrice quasi-élémentaire n x n Q telle que Q[(k,k] = d;
Qli.k] = -c ; | |
fin de faire pour k = i + 1 & n

fin de faire pour i = 1 & n

fin.

Fiqure 2.4.1 : Calcul d'une fonction de Gauss d'un domaine effecti-

vement de Ore 3 gauche par 1'aldorithme de Gauss-Ore
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déterminant (A) := {A étant une matrice carrée & coefficient dans}
{un domaine effectivement euclidien & gauche }
début n := nombre de lignes de A ; B := copie de A ; S := 1
Pour j = 1 @ n faire boucle sur la colonne de B

début si B [i,j] = 0 pour j <is<n alors retourner ;

i = dnf{i ljsisn, B [i,3] #0};
faire {bouc1e de divisions euclidiennes sur la colonne}
{j de B}

début 1 := liste des i ¢ [io,n] tels que B[i,j] # 0
Si longueur 1 = 1 et31]> J alors
début Permuter B[j] et B[11] 3 S = =S
fin{B[j] = ligne j de B}
Si longueur 1 = 1 alors retourner ;
'i] = inf{iel~|ordre(B[‘c'j])sordre(BIk,J'I) pour k € l} ;
Pour i € 1\{i,}faire
début u := euclide (B[i,j], B[i],j]) ;
B(i] := B[i] - u2.B[1]]
fin
fin {de la boucle de divisions euclidiennes sur la}
{colonne j de B}
fin {de la boucle sur les colonnes de B}
Qs) | J1 (83,30
fin

Figure 2.5.1 : Calcul de la détermination réguliére effective d'un

déterminant sur un domaine effectivement euclidien

a gauche par 1'algorithme de triangularisation de

Gauss-Euclide
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Un autre critére de régularité effective des déterminants sur

un domaine effectivement de Ore 3 gauche ou a@ droite est le sui-

vant

2.6 - Théoréme (bis de régularité effective)

Avec les notations et hypothéses de 2.2, si D est effectivement
de Ore a gauche,ITLeffectif. P calculable, dét? régulier et le mo-
none‘P(lL) effectivement factoriel aiofs détw est effectivement
régulier.

Preuve. Elle résulte du théoréme 2.2‘et'du ]emme 2.7 C.Q.F.D.

2.7 - Lemme

Tout monoide effectivement factoriel est effectivement régu-
.lier.
Preuve. SiJllest un monoide effectivement factoriel dont "facteurs"
est une fonction de factorisation et "inverse" la fonction m;—am']
de JIi* dans]Jf*, le calcul de 1a fonction de régularité et de la
fonction de régularisation de Jllest donné respectivement par les
figure 2.7.1 et 2.7.2 qui mettent en oeuvre un algorithme que nous
appelons "alforithme de simplification‘factbrie]]e“ €C.Q.F.D.

Les exemples fondamentaux de domaines effectivement de Ore ou

effectivement euclidiens sont fournis par la définition et les

deux théoréme suivants
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régularité (m,n) :={m et n étant des é&léments d'un monoTde effec- |

{tivement factorie]}

début v facteurs (m)
p : (( longueur de u)-1)/2 ;
v := facteurs (n)

q : ((longueur de v)-1)/2 ;

Si q = 0 alors retourner vrai ; {cas ou n est inversible} H
Si p = 0 alors retourner faux ; {cas ol m est inversib]e}
{et n non inversible }
i 1= 2+ q
faire {bouc1e sur les exposants des facteurs irréductibles}
{de n |
début Si i>1 + 2q {longueur de vialors retourner vrai
J =1 - n 3
k 1= 2 3
tant que u, # V3 et k<p faire k := k + 1 3

Si k = 1 + p alors retourner faux ;
{cas ol le facteur Vi de n ne divise pas m}
io= 9+ 1
fin {de la boucle sur les exposants des facteurs irréductib1es}
{de n}

fin

Figure 2.7.1 : Calcul de 1a fonction de régularité d'un monoide

effectivement factoriel par 1'algorithme de simpli-

fication factorielle
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régularisation (m,n) := {m et n étant deux &léments d'un monoide }

{effectivement  factoriel tel que n di-}

{vise ww}
début u := facteurs (m) ;
p := ((longueur de u)-1)/2) ;
v := facteurs (n) ;

q := ((longueur de v)-1)/2 ;

up = uy. inverse (vq) ;

pour i = 2 + q a1 +2q faire

début k := 2 ;
tant que u, # v, __ faire k := k + 1 3
0 := k +m
Up = Up = Vy

fin ;

I
<

.

Uyeyp <1 +p (ui puissance ui+p) {m/n}

fin.

Figure 2.7.2 : Calcul de l1a fonction de régularisation d'un

monoide effectivement factoriel par 1'algorithme

de simplification factorielle.
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2.8 - Définition

soient O un anneau, d = (dy,..., d ) dans une liste de déri-
vations de O dans O commutant entre elles, et End(D) 1'anneau des
endomorphismes du groupe .

Nous appellerons "anneau des opérateurs d-différentiels sur *
et nous noterons O[d] ou O[d],..,dn] la sous-anneau de &nd (0)
engendrée par O et les dérivations d],...,dn'. Les éléments de O[d],
appelés “opérateurs d-différentiels surO ", sont donc de la forme
Elsm nao( d* , avec m ¢ N, 0‘°(= (... aX ) € nN",
|| =_k€-1°‘k, a, e , d% - d]]o...odc::n

De méme nous appellerons "anneau des opérateurs d-différentiels
formels sur 0" et nous noterons O[y;d] ou Olyyseees ¥,3dq,...4.7,
le groupe des polynomes & n indéterminées notées Yyseees Yps
avec y = (y],...,yn), muni de la loi ‘distributive par rapport a la
loi de ce groupe de sorte que, pour tout (a,b)eO2 et pour tout
(ot,p) e (N2, on ait : |

(ay®) (byP) = Z(Na a* (0)y* P> | avec

A M An Aso n
yoo= ¥y ey, opour A= Qoo a) N,

< = ﬁ i = ﬁ
(-5 -

=-.]0<1. !//\1 (ot - A:)! pour A= (Agseees Ap) € (g0,

c'est-d-dire )‘ié“i pour 1 €1 &n.

2.9 - Remarque
Gardons les notations de la définition précédente.
Les plongements canoniques de O dans les anneaux End (O),:

Old] et (D(y;d] définissent des structures canoniques deD-algébre a

gauche sur ces anneaux.
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ol

L'application Qd; ay a“d°< est un homomorphisme

lx |&m fo< ) &m
surjectif de O[y;d] dans O[d] qui est injectif si et seulement si
les dérivations di’ 1<£ig&n, sont transcendantes dans la(Q-algébre
& gauche End(0), c'est-a-dire si la famille {d? | 1<i<n, pelN,}
est libre dans le O-module & gauche &nd(0).

Une condition suffisante pour ju'il soit ainsi et qu'il existe
dans O des é&léments X 1<i¢n, tels que dj(xi) = %j pour 1 gign
et 1 <j<n, Séetant e symbo]e'de (ronecker.

Les résultats que nous énoncerins ci-dessous sur 1'anneau
Oly:;d] seront donc valables pour I1'anneau O[d] sous cette derniére
condition ou sous une autre condi:ion assurant 1'injectivité de qh;

Indépendamment d'une telle condition, q% permet de considérer
les d¥polyn6mes sur O comme des "opérateurs différentiels sur()“,

Le résultat essentiel que nous établirons sur 1'anneau @[y;d]

est le suivant

2.10 - Théoréme

Avec les notations de 2.8, les propositions suivantes sont
équivalentes :
(i) Oly;d] est un domaine effectivement de Ore a gauche (resp.
droite. |
(i1) Oest -un domaine effectivement de Ore 5'gauché (Fésp. droite)

et les dérivations di,l £1<n, sont calculables.

2.11 - Théoréme

Gardons les notations de 2.8 et supposons n = 1,

si O est un corps effectif et si d, est calculable, alors O[(y;d]
est un anneau effectivement euclidien.

Ces théorémes résultent des trois lemmes suivants.
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2.12 - Lemme

Avec les notations de 2.8, si 1'anneau O est effectif, si n = 1
et si d, est calculable, alors 1'anneau O[y;d] est effectif.
PREUVE. I1 suffit de prouver que la fonction "produit" : (a,b)rsa.b
qui désigne le produit de deux opérateurs d-différentiels formels
sur O est calculable.

En effet la fonction "produit" peut étre calculée par 1'algo-
ruthme récursif de la figure 2.12.1 ou ab (sans le point entre a
et b) désigne le produit commutatif des polyndmes a et b de CHy]]
C.Q.F.D.
produit (a,b) := {a et b &tant des &léments de O[y],dl]}
début si a= 0 ou b = 0 alors retourner ;

m := degré de a en Yy s

n := degré de b en Yy s

a; := coefficient de yT dans a ;
b] = coefficient de y? dans b ;
a2 := a - a]yT 5
b2 := b - bly] ;

ostgi m(f)a1d§ (b])y'{”"'k + produit (aly?,bZ) + produit (a2,b)
{1a terminaison du programme est assurée par le fait que }
{ degré de b2 en ¥, degré ce b en y, et }
{ degré de a2 en y, degré ce a eny, }

fin

Figure 2.12.1 : Calcul du produit de deux opérateurs différentiels

formels
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2.13 - Lemme (Algorithme de EUCLIDE-ORE-1)

Avec les notations de 2.8, si O est un'domaine effectivement
de Ore & gauche (resp. droite) et si n = 1, O[y;d] est un domaine
effectivement quasi-euclidien @ gauche (resp. droite) dont une
fonction d'Euclide admet comme fonction d'ordre associée le degré

en y, des polyndomes de O[y]].

i = Z k = Z k elé f
Preuve. Soient a 6 <kem Yy et b o <Ken bky] deux éléments de
Oly;d] tels que a, £ 0 et a, # 0. a.b est alors de la forme
am.bnym+n + oszt;smm ckyk avec les ckeO pour 0 sk ¢ m+n.Détant

sans diviseur de O, ag.b, # 0, par suite a.b # 0. On en conclut
que O[y;d] est bien un domaine.

Dans le cas "a& gauche", une fonction d'Euclide "euclide" dont
une fonction d'ordre associée "ordre" est le degré par rapport a
Yy, peut étre calculée par 1'algorithme récursif de la figure
2.13.1 que nous appelons "algorithme de Euclide-Ore-1", dans lequel

"ore" désigne une fonction de Ore @ gauche de Oet "." e produit

de deux éléments de Ofy;d]. C.Q.F.D.

2.14 - Lemme

Tout domaine effectivement quasi-euclidien & gauche (resp. droi-
te) est effectivement de Ore & gauche (resp. droite).
Preuve. Soient Dun tel anneau, "euclide" une fonction d'euclide
de D et "ordre" une fonction d'ordre associée. Le calcul d'une
fonction de Ore "ore" de D est donné par 1la figure 2.14.1 qui met
en eouvre un algorithme récursif que nous appelons "algorithme de
Euclide-Ore-2". C.Q.F.D. |

La preuve du théoréme 2.11 découlant de maniére immédiate des

lemmes 2.12 et 2.13, contentons-nous de prouver le théoréme 2.10.
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euclide (a,b) := {a et b &tant deux &léments de O[y];d]]}
début m := ordre (b) ;
n := ordre (a) - m ;

si n<0 alors (1,0,a)

sinon

début Cqp = coefficient dominant de a en Yy s
C, = coefficient dominant de b en Yy s
p := ore (c1, cz) ;
roi= py.a - (pzy?).b ;

Si r = 0 ou ordre (r) <ordre (b) alors (pq: pzy?, r)

Sinon

début q := euclide (r,b)
{1a terminaison du programme est assurée par} -
{1'inéga11té ordre‘(r)< ordre (a)}
(q1-Pys (ay.pp)y] + qys ag)
{en effet p,.a = (pzyq).b = r et gy.r = g,.b+qy}
{par suite qy.py.a = ((q].pz)y? + qR.b + q }
{enfin  &tant intégre, q;.p; # O }

fin {si r # 0 et ordre (r)> ordre (b) }

fin {si n20]
fin

Eigure 2.13.1 : Calcul de la fonction d'Euclide d'un anneau

d'opérateurs différentiels formels @ une indéter-

minée par 1'algorithme d'Euclide-Ore-1]
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ore (a,b) := {a et b étant des éléments d'un domaiﬁe.@ effective-}
{ment quasi-euclidien & gauche}
début p := euclide (a,b) ;
S1 p; = 0 alors (py,p,) {résultat}
{en effet p, # 0 car py.a # 0,Dé&tant un domaine }

Sinon

début q := ore (b,p3) ;
{1a terminaison du programme tient & 1'inégalité :}
{ordre (p3) <ordre (b) }
(q,.9y, a,.P, + Q) {résultat}
{en effet py.a = p,.B + py et q;.b = qz.q3}

}

{enfin  &tant un domaine, a,.p; # 0 et par suite }

o

{par suite q,.p .2 = (gy.p, *+ qq).

{92-p2 + 9 # 0}
{sinon on aurait g,.py.a = 0 }
fin (s Py # O}
fin

Figure 2.14.1 : Calcul d'une fonction de Ore "ore” d'un domaine

effectivement quasi-euclidien @ gauche par

l‘algorithme de Euclide-Ore-2
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2.15 - Preuve du théoréme 2.10

Raisonnons par récurrence sur n.
a) Supposons n = 1.

Si les conditions (ii) du théoréme sont vérifiées, 1'appli-
cation des trois lemmes précédents prouve immédiatement que Oly;d]
est un domaine effectivement de Ore.

Supposons maintenant cette derniére propriété (i) vérifiée.

La formule [d],a} = dy.a - a.dy = d](a), valable pour tout
a de O, prouve alors que d] est calculable.

Soient "ore" une fonction de Ore de Oly;dl,tpl'application qui
a& un &lément non nul de Ofy;d] 1ui associe son coefficient domi-
nant par rapport & Yq- |

Pour (a,b)e OE et (c,d) = ore (a,b) (O[y]d\{O})z, on a

Plc).a = P(c.a) = P(d.b) = ¢(d).b

¢ étant calculable, on en conclut que ore o (¥x¥) est une
fonction de Ore de O, ce qui établit les conditions (ii).

b) Supposons maintenant n>1 et posons

d = (dy,..., d)

Y = Yoseeenyp)

yt = (yy)

) =§d1(ad)i°' pour %aﬁi“eqy

& = (uz,...,an) pour &= (u1,...,an)e n

>
)
>
2

k} pour k € N et AeN"
«y - =& k. - .
Q@ ( ZA a y) = kzo,/\K'¢¢( ug\:.\ y )y] si /\est une partie
finie finie non vide de N" et si a, e 0 pour e A
I1 est évident que ¢ est un isomorphisme de 1'anneau O[y;d] sur

1'anneau O'[y';d'] et que ¢ et @'1 sont calculables.
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On en déduit que O[y;d] est un domaine effectivement de Ore si
et seulement si O'[y';d'] 1'est, donc si et seulement si ()' 1'est
et la dérivation di calculable, d'aprés a), c'est-a-dire encore
si @' 1'est et la dérivation d] calculable, d'aprés la définition
de di.

D'aprés 1'hypothése de récurrence, ces derniéres conditions si-
gnifient que O est un domaine effectivement de Ore et les dériva-
tions d,, 1 €1 ¢ n calculables.

C.Q.F.D.

2.16 - Corollaire

Avec les notations de 2.8, si O est effectif, commutatif et sans
diviseur de O et si les dérivations di’ 1 £ 1< n sont calculables,
alors O[y;d] est un domaine effectivement de Ore (c'est-a-dire i

gauche et a droite).

2.17 - Exemple
Conformément aux notations de 2.8, prenons pour O 1'anneau
@[x], Xos x3] des polyndmes & indéterminées X1 Xo et X3 et a

coefficients dansQ, et pour di la dérivation par rapport a X, pour
1 «1 £ n., Posons

SRRTIRT

a
b = X1¥1 * Xo¥, * X3Y4
La mise en oeuvre informatique des lemmes 2.12, 2.13, et 2.14
permet de trouver, aprés simplification par un élément de O (voir
Figure 2.17.1) des éléments ¢ et d de O[y;d] tels que
c.a =d.b, avec c = b + 2 et d = a
En effet, il est aisé de vérifier que

(a,b] = a.b - b.a = 2a.
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(ci13) a;
2 2 2
(d1i3) vy3 + y2 + yl
(cld4) b; :
(d14) x3 y3 + x2 y2 + x1 yl1 .

(c1l5) ore(a,b);
14 8 16 4 18 2 20
(di5) [x1 x2 x3 y3 + 3 x1 x2 x3 y3 + 3 x1 x2 x3 y3 + x1 x3 y3

14 7 16 5 18 3 20 15 8
+ x1 x2 y2 + 3 x1 x2 y2 + 3 x1 x2 y2 + x1 x2 y2 + x1 x2 vyl

17 4 19 2 21 14 6 16 4
+ 3 x1 x2 yl + 3 xt x2 yl + xl vyl + 2 x1 x2 + 6 x1 x2

18 2 20 14 6 2 16 4 2 : i8 2 2
+ 6 x1 x2 + 2 xt , x1 x2 yv3 + 3 x1 x2 y3 + 3 xi x2 y3

20 2 14 6 2 186 4 2 18 2 2 20 2
+ x1 vy3 + x1 x2 y2 + 3 x1 x2 y2 + 3 xti x2 y2 + x1 v2

14 6 2 16 4 2 18 2 2 20 2
+ x1 x2 yl + 3 x1 x2 yl + 3 xi x2 yl1 + x1 vyl ]

(cl6) factor(dild);
14 2 2 3
(d1se) [x1 (x2 + x1 ) (x3 y3 + x2 y2 + x1 y1 + 2),

14 2 2 3 2 2 2
x1 (x2 + x1 ) (y3 + y2 + y1)]

(cl7) c:part(dis,l, 3);

(d17) x3 yvy3 + x2 y2 + x1 y1 + 2
(c18) d:part(dlsg, 2, 3);

-2 2 2
(di8) v3 +y2 + yl

{(cl18) produit_differentiel(c,a)-produit_differentiel(d,b);
(d19) 0

Figure 2.17.1 : Calcul d’un multiple commun de deux opérateurs différentiels
formels & 1’aide du systéme de calcul formel Macsyma
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3 - LE DETERMINANT PRINCIPAL SUR UN ANNEAU D'OPERATEURS

DIFFERENTIELS

3.1 - Notations et hypothéses

Pour toute la suite (jusqu'a la fin de 4), nous gardons les
notations et les corollaires de la définition 2.8. Nous supposons
en outre, comme dans le corollaire 2.16, que ( est commutatif,
effectif, sans diviseur de 0, et que les dérivations di sont cal-
culables pour 1 <17 ¢n.

Notons ¥ 1e monoide multiplicatif des polyndmes homogénes ou
nuls de O[y] et o 1'application de O[y] dans & qui & un polyndme
de O[y] associe sa partie principale.

Conformément & la définition 1.3, la notation 3@6 désigne alors
le monoide multiplicatif des quotients d'un élément de 30 par un de
ses él1éments non nuls.

3.2 - Remarques

D'aprés la définition du produit de 1'anneau O[y;d], o est un
homomorphisme du monoide multiplicatif O[y;d] dans 1le monone}ﬁ,
et d'aprés 1'intégrité de 1'anneau O[y], cet homomorphisme est ré-
gulier.

D'autre part, én vertu du corollaire 2.16, 1'anneau Ofy;d] est
un domaine de Ore.

D'od Ta définition suivante

3.3 - Définition

Nous appellerons “déterminant principal sur O(y;d]” 1'applica-

tion dét, de M(O[y;d]) dans 3.
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3.4 - Théoréme

Le déterminant principal sur O[y;d] est effectif.

De plus, 11 est effectiveent régulier si 1'anneau Oly] est ef-
fectivement factoriel.
Preuve. La premiére assertion résulte du théoréme 2.2 et du corol-
laire 2.16, tandis que la seconde résulte du théoréme de régularittf
{11, 3 et du théoréme de régularité effective 2.6.

C.Q.F.D.

3.4 - Remarques

Une détermination effective de dét, peut &tre calculée par des
algorithmes autres que celui de la preuve du théoréme fondamental
2.2 et ne faisant appel ni 3 une fonction de Gauss de O[y;d], ni
& une fonction de Ore de O[y;d].

Le plus simple de ces algorithmes, que nous appelons "algorith-
me de Dieudonné”, qui est présenté par la fiqure 3.4.1, est un
schéma récursif déduit de 1a formule du développement, suivant une
ligne, du déterminant de Dieudonné d'une matrice a@ coefficients
dans un corps [5],4.5.

Un troisiéme algorithme, déduit de la preuve de [1],3 et pré-
senté par la figure 3.4.2, a 1'avantage d'étre non récursif, mais
il suppose les fonctions combinaison-linéaire, maxi et systéme-de-
poids définies comme suit |

Si A est une matrice & p lignes et & q colonnes & coefficients
dans un domaine de Ore & gauche<3 dont les lignes Ai’ l<i<p sont
liées dans le D-modules & gauche DY, combinaison-lingaire (A) est
un él1ément non nul (X],.a.,A ) de DP tel que lggipAiAi = 0.

-

Si M =(mij) est une matrice carrée &8 p lignes d@ coefficients
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dans Z U{-e} , maxi(M) = max{] TepMip(i) | 9= permutation de

{l,....p”. et si max(M)> -00, sy

P

2p _ .
(s],...,sp,t],...tp) de Z tel que 1£;ip si+ti = maxi(M) et

mij £ Si+tj pour 1 <47 <p et 1 £j<p.

L'algorithme de calcul de combinaison-linéaire présenté par la

<pm
stéme-de-poids (M) est un &lément

figure 3.4.3 est une généralisation de 1'algorithme de Gauss-Ore
de la figure 2.4.1, inspirée de 1'algorithme classique de 1‘éche-
lonnement.

Maxi peut étre calculé aisément én remarquant que pour MeJLp(ZUGw})
Maxi(M) est le degré en t du déterminant commutatif de Ta matrice

M. .
pxp dont le coefficient (i,j) est t 'J X; ol t et xij sont des

j,
indéterminées pour 1<igp et 1<jgp et t 7= 0.

Systéme-de-poids peut étre calculé suivant un algorithme déduit
de la preuve d'un théoréme de Hufford [8)],3 que nous appelons

"algorithme de Hufford" et qui est présenté par la figure 3.4.4.

3.5 - Exemple
Reprenons les notations de 1'exemple 2.17 et considérons les

éléments A, B et C de M? (O[y;d]) définis par



dét (A)
début n

fin.

x 1= I (0 o (a )
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{ A &tant une matrice carrée & coefficients dans U[y;d]}

nombre de lignes de A ;
Si r = 1 alors retourner (v(A]]), 1) {résu]tat}

pour i = 1 & r faire

debut a; := det(A'1) 5 om. t= A |+ lagql - lay,l fin
{Ai] = sous matrice de A obtenue en supprimant la ligne i et }
{ la colonne 1}
{lxl = degré total de x ¢ Ofy] }
max := max {mi | 1<4¢n }; (noté IAl]}

1 := 1liste des occurrences de max dans la liste m
Si max = -coalors retourner (0,1) ; {résultat}
T
i€l i1 k1, kA k2
Si x # 0 alors retourner (x, Ml a,,) ; {résultat)
{dans ce dernier cas correspond & deg(A) = |A],- [dét A| = 0,}

{avec Iab'll = jal -|b| pour a '€ Oly] et b € O[yl. }
B := A ;

p := longueur de 1 ;

J := ]1

pour i ¢ 1 et i # j faire pour k = 1 @ n faire

{on a alors 0 <deg(B) < deg(h)}

a := dét (B) ;

. p-1
b « ™ (O'(BJ'])) 9
(ay, a,b) {résultat}

Eigure 3.4.1 : Calcul d'une déternination effective du déterminant

principal par l1'algorithme dit de Dieudonné
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dét(A) := {A étant‘une matrice carrée & coefficients dans Cﬂy;dl}
début r := nombre de lignes de A ;
| B := A ;
coi= 1 {initiaIisafion du "dénominateur” de dét (A)}
faire |

début {de la boucle principale}

pour i = 1 & r faire pour j = 1 & r faire M = 'Bijl :
max := maxi(M) {que nous notons IAI};

{sortie de la boucle principale si max = -o0}

Si max = -coalors retourner (0,1) ; {résultat}

S := systéme-de-poids (M);

pour i = 1 & r faire pour j = 1 & r faire
Hij := Si Mij j4n
d := déterminant commutatif de H ;

= Si +S alors (Aij) sinon 0 ;

{sortie de la boucle principale si d# 0, c-a-d si }
{18]-1dét (B)| = 0}

Si d # 0 alors retourner (d,c) ; {résultat}

A= combinaison linéraire (H) ;

i 1= min {j | Aj # 0} s 1 1= (1) ;

pour j = i+l a r faire pour kel faire pour m=1 a r faire
Si Hyp # 0 # H alors début 1:= 1v(j) ; retourner 1 fin
pour j = 1 & r faire Byj o MRy 5o ctf(Ai)

{IBl-|dét (B)| a alors décru tout en restant positif }
{ou nu]}
fin {de 1a boucle principale}
fin ‘

Eigure 3.4.2 : Calculd'une détermination effective du déterminant
) A

a 1'aide d'un systéme de poids de Leruy-Volevich
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combinaison-linéaire (A) := {A matrice & coefficients dans un}

|domaine effectivement de Ore D}

début m := nombre de lignes de A ; {ces lignes sont supposées liées
{dans 2"}
r := nombre de colonnes de A ;
B := A ; P := matrice identité d'ordrem ; 1 := 1 ;

{initialisation}

faire

début {de la boucle sur i}
{recherche du premier coefficient # 0 de la ligne i de B}
test := vrai 3 j 1= 0 3
Tant que test et j<r faire début j := j+1 ;
test := (Bij = 0) fin ;
{sortie de 1a boucle sur i si la ligne i de B est nulle }
Si test alors retourner la ligne i de P ; {résultat}
{sinon annulation des coefficients k # i de la colonne }
{j de B}
pour k = 1 a m faire
Si Bkj # 0 et k # alors faire

début a := ore (Bkj’ B..) {fonction de ore de 3}

iJ
pour 1 = 1 & r faire

fin
fin {de faire si B, /0 et k #i}
=i+
fin {de 1a boucle sur i}
fin

Elgure 3.4.3 : Calcul d'une fonction combinaison-linéaire suivant

1'algorithme de 1'échelonnement
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systéme-de-poids (m) := {M matrice carrée & coefficients dans }
{Z U {-=})
début r := nombre de lignes de M ;
m := maxi (M) ; {supposé # -oo}
X :=m -max{ijll 1$i$r,1$jér};
P 1= M,
pour i = 1 &a r faire pour j = 1 @ r faire
Si Pij = -00alors Pij =X
{on a alors maxi(P) = m et PigS$Myy pour Teigr et l<jer}
1, := liste vide ; 1, := liste de tous les &léments de [l,n]2
iqi
. . . 1°2
pour i &€ 1, faire d, . :=m - maxi(P ) 3 1P, .
2 i1, { iyi, }
Tant que 12 est non vide faire
début i := 121 H
Sid, . <P, . alors faire
i1, i1, :
début P, . := d. . :
R Wi’ 3qd,
pour j € 1, faired, . :=m - maxi (P )
2 J]JZ
fin ;
Ty 0= 1yv(i)
12 (= 12\(i)

fin {de tant que 1, non vice}

pour tout (i,j) € [1,r]2, il existe @ €S, tel que j = ®(i)

et lgf?r PK?(k) -
i

pour =1 & r faire début S1 = P S, 1= PH - P]] fin

i1 % Jisr
S {résultat}
fin.

Figure 3.4.3 : Calcul d'une fonction systéme-de-poids suivant

1'algorithme de Hufford
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2
X4 /2
- X]y-l - 3
y]z

1
X1 ¥ Xp * X3
y] + YZ + y3
(X + %y + x3)yy + §p + ¥y
y]z . yzz . y32
, 2
x1y13 + x2y23 * x3>’33 + xzyl?yz ¥ xsylzya * X1Y1y22 t X3¥, Y3
2 2
XY Y3t Xp¥o¥g

X1¥7 * Xo¥p * X3¥3
2.2 2

) 2 2 2
X17Y17 F XpTYT  X3Tyat + 2X Xo¥ Yy + 2XyX3¥qY3 * ZXyX3Y,¥g

XYy P XY, * X3Y3

mise en oeuvre informatique du théoréme 3.4, notamment des

algorithmes des figures 2.3.1 et 2.7.2 donne, comme on peut le

constater sur la figure 3.5.1.

dét_(A)
détd(B)

1
-3

En

effet, on peut vérifier que d.A]] = P'AIZ avec

X = -(x]3y] + x]Z)IZ et 3= x]4/4. Par suite :

10 A
N =( ) ) =( 1 A12)
- B 0 A

11
2

Donc dét_(A') =‘3dé§V(A) = A1] =P . D'ol le résultat dégr(A) = 1

D'autre part, on a :

1 0 1 B]Z
B 8(82] ]) . (0 8 ) . [B]Z’BZI] = -3

12°821]

D'ol le résultat détq(B)‘= -3
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(c28) a;
{ 2 ]
[ x1 xl yl ]
[ --- 1 - ----- ]

(d28) K 2 2 ]
( ]
{ 2 ]
[ - x1 y1 -3 vi ]

\c29) b;

(d29) matrix(f1, x3 + x2 + x1], [y3 + y2 + y1,
x3 y3 + x2 y3 + x1 y2 + x3 y2 + x2 y2 + x1 y2 + x3 yl + x2 y1l + x1 y11)
(¢30) c;
2 2 2 3 2 2 2
(d30) matrix([y3 + y2 + yl , x3 y3 + x2 y2 y3 + x1 y1 y3 + x3 y2 y3

2 3 2 2 3
+ x3 yl y3 + x2 y2 + x1 yl y2 + x2 yl y2 + x1 y1 ],

2 2
[x3 y3 + x2 y2 + x1 y1, x3 y3 + 2 x2 x3 y2 y3 + 2 x1 x3 y1 y3 + x3 y3

2 2 2 2
+ x2 y2 + 2 x1 x2 y1 y2 + x2 y2 + x1 y1 + x1 y1])

(c31l) det(a);

(d31) 1
(c32) det(b);
(d32) - 3
(c33) factor(det(c)):
2 2 2
(d33) 2 (x3 y3 + x2 y2 + x1 yl1) (y3 + y2 + yl )

Figure 3.5.1 : Calcul du determinant principal de matrices d’operateurs
differentiels formels & l’aide du systéme de calcul formel
Macsyma.
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Par ailleurs, on peut vérifier que C.‘2 = CZ]'Cll et sz = CZI‘CII.

Par suite
A R I EELF SER I LYY
Ca1 0 0 1
0r [€y7.C5q] = 2C;. D'od Te résultat det, (C) = 2, Cqy.

3.6 - Corollaire

Supposons le déterminant principal sur Ofy;d] effectivement ré-
gulier et soit n un entier positif.

Le groupe<M; (O[y;d]) des unités de l'anneau«Mﬁ(@[Y;d]) est ré-
cursif dans w%(O[y;d]) si et seulement si le groupe ()* des unités
de 1'anneau O est récursif dans0O.

De plus, le groupecM; (O[y;d]) est effectif si et seulement si
le groupe O* 1'est.

Preuve. La premiére affirmation résulte du théoréme des unités
[2],9; puisque les unités de 1'anneau O(y;d] sont ceux deO.

D'autre part i1 est évident que le groupe O* est effectif si
le groupeth*(O[y;d]) 1'est puisque 1'application qui & un élément
a de 0* associe la matrice diagonale nxn dont le premier coeffi-

gt fes autres 1
cient diagonal est a'est un isomorphisme calculable ¢ du groupe
O* sur le sous-groupe w((*) de W%*(O[y;d]) et que @'] est calcu-
lable.

Enfin si le groupe (O* est effectif, la fonction "inverse" qui
3 un élément A de &%*(@[y;d]) associe son inverse A7) peut étre
calculée, comme 1'indique la figure 3.6.1, par un algorithme dé-
duit de l1a preuve de [ 2 1,9 que nous appelons "algorithme de
Cramer" et qui repose sur les "formules de Cramer généralisées”
données par Dieudonné dans [7],8.

C.Q.F.D.
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inverse (A) := {A étant une matrice carrée & coefficients dans }

{Olysd] }

début d := déterminant principal de A ; {supposé appartenir a O*}
r := nombre de lignes de A ;
B := matrice identité d'ordre r ; {initialisation du résultat}

pour i = 1 & r faire {boucle de calcul des lignes de A']}

'début x := liste de r zéros ; {initialisation de la ligne 1}
{de A" )
y := liste de r zéros ;
y; =13

faire {calcul de proche en proche de la ligne i de A'l}

début pour i = 1 @ r faire

début C := matrice déduite de A par substitution
de y & sa ligne i ;
z, = (déterminant principal de C)/d
fin ;
X 1= X + 2 ;

y 1=y - 2z2.A;
Si y = 0 alors retourner (x)
fin ; yde calcul de proche en proche de 1a ligne i de A']}
Bi =X
fin ; {de la boucle de calcul des lignes de A’]}
B {résultat}

fin.

Figure 3.6.1 : Calcul de 1a fonction inverse par 1'algorithme de

Cramer
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3.7 - Exemg]e

Reprenons les notations de 3.5 et notons E§1e corps des frac-
tions de 1'anneau O, Ei le prolongement de la dérivation di 563,
pour 1<i<3, et d 1a liste (31,32,53).

D'aprés 3.5 et le théoréme des unités [2],9, A et B appartien-.
nent & M?*(O[y;d]), et la mise en oeuvre informatique de 1'algo-

ruthme de la figure 3.6.1 donne, comme on peut le constater sur

la figure 3.7.1.

2
Ajp = ¥y
-]
Ayg = Xq¥y/2

-1
Aoy = Xyyy 1

AE; xf/?

-1
Byp = 1 =lxy + xp + x3)lyy + yp ¥3)/3

-1
B]2 = (x] * Xyt x3)/3

-1

Bap = ¥y + ¥y + ¥3)/3
-1 -

En effet, d'aprés les calculs de 3.5, on a :

. _(1 0 Ay Aqy
op (51) (o A]])

On en déduit que AeJ%?*(é[y;a]) et que
-1 2
A A 1 0 y X,Y./2
-1 1
ATl iz - 2 b€ db,(0lysdl)
0 An - P x]y]+1 X1 /2
ce qui permet d'affirmer que A eJMZ*(O[y;d]).

D'autre part, toujours d'aprés les calculs de 3.5, Bed%z#(O[y;d])

et on a :

g1 =(1 +312/3) . ( 1 0 ) _ (1-31232]/3 By,/3 )
0o -1/3 -Byy 1 Byq/3 -1/3



(c38) a;
( 2 ]
[ x1 x1l yl1 ]
{ - 1 - -~-=- ]

(d39) [ 2 2 ]
L ]
L 2 1
[ - x1 yl1 -3 vl ]

(c40) b;

(d40) matrix([1l, x3 + x2 + x1], (y3 + y2 + y1,
x3 ¥3 + x2 y3 + x1 y3 + x3 y2 + x2 y2 + x1 y2 + x3 vyl + x2 y1 + x1 y¥1])

(c4l) matrix_element_mult;

(d4l) produit_differentiel
(c42) a_l:inverse(a);
[ 2 x1l y1l ]
[ 2 ]
{ 2 ]
(d42) { ]
L 2 ]
( x1 ]
[ x1 y1 + 1 -—-= ]
L 2 ]
(c43) b_l:inverse(b);
(d43)
{ (x3 + x2 + x1) y3 + (x3 + x2 + x1) y2 + (x3 + x2 + x1) y1 ]
D i ittt e i D DL D DL L L L L L LR il
{ 3. ]
Col 1 = ]
( y3 + y2 + yl ]
. mmmmmmeeeee- ]
{ 3 ]
[ x3 + x2 + x1 ]
[ === ]
, { 3 ]
Col 2 = [ ]
{ 1 ]
( - - ]
( 3 ]
c44) a.a_l;
{1 01
d44) { ]
{0 1]
c45) b.b_1;
. (1 0]
a45) { ]
(0 1}

‘tgure 3.7.1 : Calcul de l’inverse de matrices d’operateurs differentiels
' formels a 1’aide du systéme de calcul formel Macsyma
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4 - LE DETERMINANT DE NEWTON SUR UN ANNEAU D'OPERATEURS

DIFFERENTIELS

4.1 - Notations et hypothéses

Dans tout ce qui suit, le nombre n de dérivations di ou d'in-
déterminée y,, 1 <1 ¢n, vaut ] et K désignera un corps commutatif.

Nous noterons K{x]] (resp. K[[x]}]) 1*anneau des polyndmes
(resp. séries formelles) & une indéterminée X4 et & coefficients
dans K, K(x]) (resp. K((x]))) le corps de fractions de K[x]) (resp.
K[[x]]]), et si a est un élément de K(x]) (resp. K((x])) ), nous
désignerons par dég(a) (resp. val(a)) le degré (resp. la valuation)
en X, de a.

si 0= K((x])) (reép. K(x])), a = & aiy;eO[y]] et si
t €]0,+0[ (resp.]-®,0[), nous poserons val(a,t) = inf {val(ai)-(t+1)i
[Mgigm}
(resp. dégla,t) = sup {dég (a;) - (t+1)il1 gig m}), et nous note-
rons U,(a) (resp. Uz(a)) 1a liste des couples (i, val(ai)-i) (resp.
(i, deg(ai)-i)) ordonnés suivant les valeurs croissantes des en-
tiers i de [o,m] pour lesquels il existe un réel t, positif
(resp. négatif) tel que i = sup {k elo,m] | val (a ) - (ty+1)k =
valla,t;) (resp. deg(a ) - (t+1)k = degla,t.;)) |, si a est non
nul, et Ta liste vide sinon.

mﬁ (resp. JG) désignera 1'ensemble {U](a) | a € K ((x]))[y]]}
(resp. lJz(a) | a € K(x])[y]] ) muni de l1a loi » telle que
U (a) ¥ U,(b) = D (a.b) pour (a,b) €K ((x]))z[y];%]
(resp. Uz(a) * Dz(b) =2)2(a;b)
pour (a,b) € K(x]f[y];d 1, etdﬁo(resp.<N;) le sous-monoide Aﬁ\{¢}

1
(resp.<N}\{¢} ) decW](resp.(N;).

Nous noterons en outre C{x;} (resp. C{&]ﬁ ) 1'anneau des séries



entiéres convergentes (reps. dans C) a indéterminée x, et a coef-

ficients dans €, et pour tout réel s, qg 1'application

EE; akx§ — %;% akxf /(k!)s'1 de I[[xl]] dans ¢[[x]]], i{x]}s

(resp. C{{x;}}) l'anneau(p;] (€{x;}) resp. w;] (C{{x;}} ) et nous
poserons C{x 1}, = T{{x1}) 0 = CLIxqI] et Cixqb = TLixqpr, = Clxy?
Si A = (ai

j)’ 1 €1 ¢p, 1 £j¢p, est une matrice d'endomorphismes

d'un C-espace vectorielij, la notation A désignera encore 1'appli
(Vj))

Si 1'application A : UP— 9P admet alors un indice, c'est-a-

: )_..——)JE P < qP
cation (Vi)lsisp Ggp 243 de U dans UF.

1¢igp

dire si dimt Ker A <+00 et dim_ coker A< +00, nous noterons

C
}%(A:ﬁp—fﬁp) 1'indice de A, c'est-d-dire le nombre

dim KerA - dim_. cokerA.
I c

4.2 - Remarque

Pour E C RZ notons 8(E) 1'enveloppe convexe de E, et pour (i,j)e
z° posons ot (i, ) = {(x,y) ¢ R? | x<i, y»j et Q (i,j) =
fx,y) e RE | x<i, yeil.
Si a =oéTZm ajy, € K((x]))[y]]\jO}, le convexe

i
1

n,(a) = 8(°< Q+(i,va1(ai)-i) de Rzest appelé le "polygone de
Nexton de premiére espéce de a" et ul(a) est la liste des sommets
delil(a), c'est-a-dire des extrémités des intersections avec
M, (a) de ses droites d'appui de pente positive.

Si a = ogggm ajyy; €K (x])[y]]\JO}, le convexe
f%(a) = g(o«Q<m Q (i,degl(a;)-1)) est appelée le “polygone de New-
ton de seconde espéce de a" et uz(a) est la liste des sommets de
4,(a), c'est-a-dire des extrémités des intersections avec 1,(a)
de ses droites d'appui de pente négative.

L'application 1, (a)—> uy(a) (resp. n,(a) —u,(a)) étant une

isomorphisme du monoide des polygones de Newton de premiére (resp.
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seconde) espéce d'éléments non nuls de’K((x]))[y]] (resp. K(x1)[y]]),
muni de la somme point sur point des parties non vides de RZ, sur

le monoide dﬁ (resp. w;), on peut appeler U](a) (resp.ljz(a)) "le
polugone formel de Newton de premiére (resp. seconde) espéce de

a" pour a € K({xy))[y ;1\ {0} (resp. K(x;)[y IN{0}).

Ce qui justifie l1a définition suivante

4.3 - Définition

Soient D = K((x,))[y,3;d ] (resp. K{xq)(y,3d 1),
1 1 1 V&
1
N = &, (resp.cyé) et U= U, (resp.qu).
Nous appellerons & “1e monoide des polygones formels de Newton
de premiére (resp. seconde) espéce”, et 1'application U:.D-—*Jf
*le polygone formel de Newton de premiére (resp. seconde) espéce
sur D",

La structure des mononescwoet W?‘est donnée par le résultat

suivant

4.4 - Théoréme de structure (des monoides des polygones formeis

de Newton non vides)

Le monoide N? (resp. W?) des polygones formels de Newton non
vides de premiére (reps. seconde) espéce est un monoide effective-
ment factoriel dont les &léments inversibles sont ses &léments de
1a forme ({(0,j))ou j est un entier et dont une base B](resp.ﬁz)
d'éléments irréductibles est constituée de (1,0) et des listes
{((0,0),(p,q)) (resp.((0,0),(p,-q))) ol p et q sont des entiers
positifs premiers entre eux.

Preuve. La commutativité du mononeJGO(resp. W?) tient 3@ ce que
val(dl(a))z vall{a)-i(resp. dég (d](a))é~dég(a%1)pour tout a de K((x)
(resp. K(x)).
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Le calcul de 1a loi "produit-de-newton-1" de dq est donné par
Ta figure 4.4.1., Celui de la loi "produit-de-newton-2" de Ny s'en
déduit en y remplagant la condition "p q", portant sur les pentes
caractéristiques courantes respectives p et q des polygones de
Newton P et Q, par la condition "p q".

L'effectivité et la récursivité dans &? (resp. NB) de d} (resp.
N;) sont évidentes puisque 1'inverse de ((o0,j)) est ((o0,-j)) pour
J e Z.

Le fait que les éléments irréductibles proposés constituent une
base %1 (resp.f>2) d'éléments irréductibles de‘f§ (resp.rfg) et la
calculabilité de la fonction de factorisation associée "Facteurs"
sont &tablis par la figure 4.4.2,

C.Q.F.D.
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produit-de-newton-1 (a,b) := {a et b étant des &léments detf]f
début Si a ou b est la liste vide alors retourner la liste vide ;

t = b1 H
Pour i = 1 & longueur de a faire 1, := a, + t ; {initialisa-}
{tion du ré-}
{sultat !
i =1 3 k := 13
Faire {boucle sur les pentes caractéristiques du polygone}
{de Newton P de sommets b |

-

début Si i = longueur de b alors retourner 1 ;

s = bi+1 H |

p = (s, -rz)/(s] - r1) ; { pente caractéristique cou- §
{rante de P |

m := longueur de 1 ; égal := faux ; t := ]k

faire {boucle sur les pentes caractéristiques de}
{po]ygone de Newton Q de sommets a}

début Si k = m alors retourner ;
u = ]k+1 ;
q (uy = to)/(uy - ty) ; { pente caractéristique{

{courante de Q }
égal :=p = q ;
Si p q alors retourner ;
k :=k + 1 3t :=wu
fin {de la boucle sur les pentes caractéristiques de Q }

t := (51 - Ty Sy - rz) ;

]
—
+
(ad

-

Si égal alors pour j = k + 1 @ n faire 1j

= ] .+t

Sinon pour j = 0 @ m - k faire 1m+1-j L

kK :=k+ 1 53 d:=1+1350r:=3s
fin {de 1a boucle sur les pentes caractéristiques de Pl
fin

Figure 4.4.1 : Calcul de la loi du monoide des polygones formels

de Newton de premiére espéce
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Facteurs (a) {a étant un &lément de o} ou de ¥} }

début m :
1

longueur de a ; u := ay

((o,up)) ; {initialisation du résultat }
Si u; = 0 alors retourner 1 ; {cas ol a est un é&lément )}
{inversible de ]}

((1,0)) ; {initialisation de 1a Tiste p des facteurs}

©
[}

{irréductibles de &}

0
L]

(up) 5 {initialisation de Ta liste des exposants des}
{facteurs irréductibles de a}
Sim>1 alors pour i =1 @am - 1 faire
début {de Ta boucle sur les pentes caractéristiques du }
{po]ygone de Newton de sommets a }
Voisoasg s
S 1=V, - Uy t := Vi = up s
{s/t = pente caractéristique courante de P}
r := pgcd de |[s| et de t ;
qQ := qvir) ;
p := pvils/r,t/r)) ;
u = v
fin {de la boucle sur les pentes caractéristiques de P}
1 := 1vpvyg
fin

Eigure 4.4.2 : Calcul d'une fonction de factorisation du monoide

des polygones formels de Newton non vides de

premiére ou de seconde espéce
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4.5 - Exemgle

Gardons les notations de 4.1 et posons

K=Q
L 1200,.2y06 Q1 45 T, 3, 4 6y, 3,3
a = 3 200xDyd + Ty ¢ xTOexy] ¢ XY 0exy)
5
+ x?(]+x?)y$ + x](1+x?)y] + 1 + x6

Le polygone formel de Newton de premiére espéce de a est la
liste
lg(a) = ((0,0}), (2,v), (4,3), (6,6))

La factorisation de cette liste comme.produit d'éléments de la
base~B1 d'éléments irréductibles du monoide J? s'écrit
pyla) = (00,00, (2,1)) = (£0,0), (1,1)% « ((0,0), (2,3))

Le polygone de Newton de premiére espéce ﬂ1(a) de a dont u](a)
est la liste des sommets est le convexe représenté sur la figure
4.5.1. |

Le polygone formel de Newton de seconde espéce de a est la
liste
L,(a) = ((v,12), (5,10), (6,8))

La factorisation de cette liste comme produit d'éléments de la
base32 d'éléments irréductibles du mononecﬂg s'écrit
bya) = (10,102 « ((1,00) « (00,00, (2,-1)% & ((0,0), (1,-2))

Le polygone de Newton de seconde espéce ﬂz(a) de a dont Uz(a)
est la 1iste des sommets est le convexe représenté sur la figure

4.5.2.

4.6 - Remarque

D'aprés le théoréme précédent, tout élément de Jﬁ (resp.&ﬂg)
est réguher - dans N} (resp. N}), D'aprés la définition de 1la
loi de JG (resp.dwé) (cf. 4.1), Yy (resp. Y,) est donc un homo-

morphisme réguher de K({x{))[lyy:d 1 (resp. K(x;)[yy:d 1) dans
dx1 dxy
'd@ (resp.d&).
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4.7 - Définition

Avec les notations de 4.3, nous appellerons “"déterminant for-
(resp. seconde)
mel de Newton de premiéreYespéce surD" 1'application dét , de

M(D) dans JV;, .

4.8 - Théoréme
Avec les notations précédentes, le déterminant dét, est effec-
tivement régulier.

Preuve. Elle résulte des théorémes 4.4, 2.11 et 2.5.

4.9 - Remarque

Sachant que dé&t  est fégulier, sa détermination réguliére ef-
fective peut é&tre calculée, non pas par 1'algorithme de triangu-
larisation de Gauss-Euclide de 1a figure 2.5;1, mais par 1'algo-
rithme de simplification factorielle de l1a figure 2.72 comme le
suggére le théoréme 2.6.

D'autre part, si D= K[[x]]](y]ﬁ;: (resp. K[x1](ylzg))
.D-.U ljD (resp.D,) et - D(D), on peut voir que le déterminant
détﬁ sur]) associé 3 U est régulier, c'est-d-dire que détb est

une application de D sur i,

4.10 - Exemple
Reprenons les notations de 1'exemple précédent et considérons

la matrice A de %(Q[x,][y,;dg_ ]) telle que
. X1
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(c55) m;
14 12 6 15 11 5 10 7 4
(d55)/R/ matrix([(xl + x1 ) yl + (xi + x1 )yl + (x1 + x1 ) yl
9 6 3 8 3 2 13 5 6
+ (x1 + x1 )yl + (x1 + x1 )yl + (x1 + x1 ) yl + x1 + 1,
2 2 2 15 13 7 16 14 12 6
xl1 yi1 + x1 y1 + x1 ], ((xl1 + x1 )yl + (x1 + 13 x1 + 12 x1 ) yl
15 11 8 5 10 7 4
+ (14 x1 + 11 xi1 + x1 ) y1 + (10 x1 + 7 x1 ) yl
g 6 4 3 14 8 6 3 2

+ (9 x1 + 5 x1 + x1 )yl + (x1 + 7x1 +x1 +22x1 )yl

13 7 5 6
+ (12 x1 + x1 + 4 x1 + x1)yl + 565 x1 -1,

3 3 2 2 3 2 2
xl y1 + 2 x1 y1 + (x1 + x1 ) yl + x1 + 1])

{c56) det_newton_1(m);

(d56) (fo, o1, (2, 11, (5, 41, (7, 711
(c57) det_newton_2(m); .
(d57) . {cz2, 131, (s, 113, (7, 91]

Figure 4.10.1 : Calcul des determinants formels de newton de matrices

‘d’operateurs differentiels formels & l’aide du systéme
- . de calcul formel Macsyma.
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A]] = a

Mg = xjy + xyg ¢ g

A21 = (x}5 + x}3)y¥ + (x}6 +13x}4 + 12x}2)y? + (]4x}5 + 11x}] + x?)y?
+ (le}o + 7x{)y? + (9x? + Sx?)y? + (x}4 + 7x? + x? + 2x?)y$
+ (13x}3 + XZ + 4x? + 4x? t xylyy # Sx? -1

3,3 2 3 2

? 2
A22 X3y~ o+ 2xqyq ¢+ (x] + x])y] *xy o+l

La mise en oeuvre informatique de 1'algorithme de simplification
factorielle donne, comme on peut le constater sur la figure 4.10.1 :
détU](A) = ((0,0), (2,1), (5,4), (7,7))
détUZ(A) : ((2,13), (6,11), (7,9))

En effet, posons :

b = x%y% * XYy o+ x% (1'opérateur de Bessel d'indice 0)
C = Xy¥y - 1
e = x%y] + 1 (1'opérateur d{Eu]er)

On peut vérifier que :

A2] = C.a = c.A]] et A22 = Cc.b + e = c.A.l2 + A22

Par suite A peut s'écrire :

(1 0 a b
A = .
c 1 (0 e)
D'ou : U](A) = Dl(a)*Lﬁ(e) et UZ(A) = Uz(a)*uz(e)
Or U](e) = ((0,0), (1,1)) et DZ(A) = ((1,1)) = ((0,1))%((1,0)).

D'autre part, Uy(a) = ((0,0), (2,1))((0,0), (1,1))%((0,0), (2,3))
et y(a) = ((0,1))'%((1,00)%((0,0), (2,-1)%((0,0), (1,-2))

d'aprés 4.5
D'iu la conclusion :;
U (A) =((0,0), (2,1))%((0,0), (1,1))%((0,0), (2,3)) =

(10,00, (2,1), (5,4), (7,7))
Uo(A) = ((0,1)730(1,00) 200,00, (2,-11)%((0,0), (1,-2)) =

((2,13), (6,11), (7,9))



- 270 -

4.11 - Rappel{10]

Si a e €{x;} [y‘;5;1]\\{0} , 1'application a : € {xj} — C{x]}s
(resp. a : t{{x{}}g——a C{{x]}}s ) admet un indice pour s ¢ [1,+00]
(resp. s € J1,+]), et 1'application s+—>Xgla : €{x;} —C{x;})
(resp. s —Xcla @ €{{x}}} 7> C{{x]}}s) est une fonction en esca-
lier croissante, continue & droite sur [1,+00] et & gauche en +
(resp. continue & gauche sur ]1,+0]) et dont la liste des valeurs
et des points de discontinuité sont "calculables", puisque ces
valeurs et ces points de discontinuité "correspondent" respective-
ment aux ordonnées des sommets et aux pentes caractéristiques du
polygone de Newton de premiére espéce de a.

De méme, si a € C[x]][y]i&]]\{o} , 1'application
a @ C{x} > C{x4}, (resp. a: C{{x1}}§——+ C{{x]}}s) admet un
indice pour s € [-o,1[ (resp. s € J-o, 1]), et 1'application
sn——»X,c (a : €{x;}e—> €{x1}) (resp. s—X; (a : ¢{{x]}}§——> t{{x{}}s)
est une fonction en escalier croissante, continue a droite sur
(-, 1[ (resp. & gauche sur ]-o, 1] et & droite en -o) et dont la
liste des valeurs et des points de discontinuité sont "calculables",
puisque ces valeurs et ces points de discontinuité "correspondent”
respectivement aux ordonnées des sommets et aux pentes caractéris-
tiques du polygone de Newton de seconde espéce de a.

Le théoréme de régularité effective 4.8 et le théoréme d'indice
Gevrey entier [3],3.3 permettent de généraliser ces résultats en

ces termes

4.12 - Corollaire

Soient m un entier positif, Iﬁ = C{x]}[yl;d ] et

g
D-oo: C[x]][y];déx 1. .
1
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(i) Pour tout A decMﬁ (31), 1'application
A C{x]}':—e E{x]}': (resp. A : C{{xl}} > C{{x]}}s) admet un
indice pour s ¢ [1,+®] (resp. ]1,+w]) et 1'application
X; posa X (A c{x{)g——> E{xlgg)
(resp. Xy 1 s—Xg (A 5 €{{xq]} T — €{{x3}} )
est une fonction en escalier croissante, continue 3 droite sur
[1,+[ et 3@ gauche en +x(resp. & gauche sur ]1, +x)).
; et X; admettent les mémes points et discontinuité et coincident
en dehors de ces points.
De plus, il existe des fonctions calculables f et g decMﬁ(D])
dans U, 25 et {8} U (Yq e*) telles que, pour tout A de
ﬁg (b]). f(A) soit la liste des valeurs des fonctions en escalier
X; et 7,; et g(A) la liste des points de discontinuité de 'X.; et —X;,
les éléments de ces listes étant ordqnné de maniére croissante.
(ii) De méme, pour tout A de(%g (D), 1'application
A c{x1}2——* C{x]}z (resp. A : €{{x}} 2——» ¢ {{x}} 2) admet un
indice pour s ¢ [1,+x] (resp. ]1,+x]) et 1'application
Xp o s X (A C{x) o c{x} ]
(resp. Xp o s —=Xg (A2 e{{x}}f— €{{x;} T )
est une fonction en escalier croissante, continue a droite sur
[~c,1[ (resp. a gauche sur ]}-o0,1] et 3 droite en -w).
'X; et.i; admettent les mémes points de discontinuité et coincident
en dehors de ces points.
De plus, i1 existe des fonctions calculables f et g de
J\»g (D_,) dans U, k
deJ&g (D.,)s f(A) soit la liste des valeurs des fonctions en

Z et {0} u (kgo Qk) telles que, pour tout A
escalier'Xi efi& et g(A) la liste des points de discontinuité de
XA et'X; , les &léments de ces listes étant ordonnés de maniére

croissante.
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Preuve. L'existe,ce de 1'indice pour les applications
A E{xy) T €{x}T et A e{{x}} T —e{{x)}] § dans i) et
ii) est une des assertions du théoréme d'indice gevrey entier
[3],3.3.

La nature "en escalier" et les propriétés de monotonie et de
croissance des fonctions XA et 7A dans (i) resp; (ii)) résulte
du fait que pour tout AeaM:'?‘ (D;) (resp.J%g (D)), i1 existe des
matrices quasi-é&lémentaires Qy,..., Q. dans%'?‘ (-:D]) (fesp.d%% (D_)
et dont 1'élément diagonal différent de A appartient a C{x]},
(resp. C[x1]), telles que Q]"'QrA soit triangulaire supérieure.
L'exostence de telles matrices quasi-élémentaires est elle-méme une
conséquence de la "triangularisation euclidienne" des matrices
decMh (F["E§1]) od F est le corps des fractions de C{x} (resp.
Clxy1). ‘

Cet argument de "triangularisation" par des matrices quasi-
élémentaires prouvent plus précisément
qu'il existe ae.l)] (reps. D_,) tel que dét & (A) = »,(a)
(resp. détLJZ(A) = Dz(a)), 7% ='X£ etszA =5ia.

La calculabilité des fonctions f et g résulte alors du théo-

réme 4.8. C.Q.F.D.

4.13 - Exemple

En reprenant 1'exemple de 4.10, le calcul de dét (A) prouve
que la liste des valeurs et des points de discontinuité de7CZ etji;
sont respectivement (-7, -4, -1, 0) et (5/3, 2, 3).

La fiqure 4.13.1. donne les graphes desz et desi;.

De méme, le calcul de déty 2(A) prouve que la liste des valeurs

et des points de discontinuité dej&; etiz; sont respectivement
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(=13, =11, -9) et (-1, 1/2).
La figure 4.13.2 donne les graphes de X, et de—)z;\.

4.14 - Corollaire 2

Avec les notations de 4.12, il existe une fonction calculable
g ded) (D)) (resp. MO (D)) dans {8} U (Ug(11,+o[NQ*) (resp.
(e} v (Yo Qk)) telle que pour tout A decMﬁ (m]) (resp.J%g (ZLw))
et pour tout f de t[[x]]]m tel que A.f appartienne & t{x]}m (resp.
C[x]]m), alors soit f appartient a {{x]}m (resp; ¢[x1]m), soit
il existe s dans l1a liste g(A) (resp. g(A) augmentée de 1) tel que

f appartienne & C{x]}g sans appartenir a c{{x1}}2.
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i
.
0 1 S/3 2 3
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Figure 4.13.1 : Graphes des fonctionst; etiix pour la matrice

A d'opérateurs différentiels formels définie en

4.10
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Figure 4.13.2 : Graphes des fonctions Xy et 7—(,; pour la matrice

A d'opérateurs différentiels formels définie
en 4.10
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Preuve. Elle résulte du théoréme de croissance [3],3.9 et de
1a calculabilité de 1a fonction g en corollaire 1 précédent.

C.Q.F.D.

4.15 - Définition

Avec les notations de 4.12, nous dirons qu'un élément A de
JWg (T%) (resp.J%g (D..)) est régulier (resp. fortement régulier)
si tout é&lément f de C[[x]]]m tel que A.F appartienne 3 C{x]}m
(resp. C[x]]m) appartient a C{x]}m (resp. C[x]]m).
Nous noterons d%go (IH) (reSp.cMﬁo (D)) 1'ensemble des é&léments
réguliers (reps. fortement réguliers) deckﬁ (31) Q%g(IL,)).

4.16 - Corollaire 3

Avec les notations de 4.12, zM»go (3)1) (resp. M:go (D)) est
récursif dansd‘i‘(‘)I () (resp.%g (D))

Preuve. El)e résulte du théoréme 4.8 et du fait quezﬁﬁo (Iﬁ)

00 ,m\ . 2y 2 0
(resp.J&m (ﬁﬁm)) est 1'ensemble des é&léments A decMh (Jﬁ) (resp.

Jhg (D_,)) tels que la liste dét ,, (A) ne contienne qu'un élément

4y

(tels que les liste dét (A) et dét (A) soient égales et ne

yy y)
1 2

contiennent chacun qu'un é@lément). Cette caractérisation ded%go CD])

(resp.J%go (D)) résulte du théordme de finitude (3],2.6 (resp.

du théoréme.de régularité [3],3.8.).

C.Q.F.D.
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