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CARACTERISATION DE MESURES STOCHASTIQUES A VALEURS LO
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U.E.R Mathématiques & Informatique
Université de Rennes I

Campus de Beaulieu

35042 RENNES CEDEX  FRANCE

I. INTRODUCTION

Soient (Q;:y, P) un espace probabilisé, T un espace topologique,

Cg une tribu prévisible sur T X { . Nous désignons par SM(LP(P))
1'espace vectoriel des mesures stochastiques sur (T x Q ,e;) a wvaleurs
dans LP(P), par V+(LP(P)) 1'ensemble des &léments de SM(Lp(P)) E
valeurs dans L;(P): par V(Lp(P)) 1'ensemble V+(LP(P)) - V+(LP(P)),
par M(LI(P)) 1'ensemble des &lé&ments de SM((LI(P)) de mesure de
Doléans nulle (V+(LP(P)), V(LP(P)) et M(Ll(P)) sont des espaces

vectoriels).

On peut trouver dans [ 3] des conditions suffisantes pour qu'un &lément
de SM(LI(P)) appartienne 3 M(Ll(P)) + V(LI(P)).
Partant de 1'hypothé&se que SM(LI(P)) = M(Ll(P)) + V(LI(P)), nous prouvons

ici (paragraphe 3) que SM(LO(P)) =M OC(LI(P)) + V(LO(P)) ol MloC(Ll(P))
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est un sous-espace vectoriel de SM(LO(P))'f dont les éléments coincident

"localement" avec des &léments de M(L1 (P)) (définition 3.3).
Le paragraphe 4 concerne le cas particulier o T est dénombrable, sous

1'hypothése d'existence d'espérances conditionnelles généralisées, on

précise la décomposition des Eléments de SM(LO(P)).

2. HYPOTHESES ET NOTATIONS

Soient (Q,°}l, P) un espace probabilisé et T un espace topologique.

(Dans les situations classiques T est un ensemble d'indices, en général

Nd ou R:l_). Jt désigne une famille de parties de T, on suppose que !7%

est une semi-algébre et que pour tout A Elé&ment de J: , 11 existe une

suite (Cn) de compacts et une suite croissante (An) d'éléments

n €N n€ N

de‘ttelsque A CC CA et U A =A.
: n— ‘n— n n

]

On se donne (% A)A EJt une famille de sous-tribus de ﬁ" vérifiant

VAe)t s VBed: ACEB @%PS%A.

Soit 9\5

parties de T x Q0 ; les &léments de 9\7 sont appelés rectangles prévisibles.

{A x F, A eif , F 6{5 A} ; P> est une semi-algébre de

Q
On note (L' l'algdbre sur T X  engendrée par ¥V et C)B la tribu

sr T @ engendzée par To 5 (F est apoelse ; tribu prévistble.

Un processus prévisible est une application (S -mesurable de T X Q

dans R muni de la tribu borélienne.



P R
On désigne par &(JY) 1'espace vectoriel des processus prévisibles simples,
et par J('b((b’) l'espace vectoriel des processus prévisibles bornés. Pour

des exemples d'une telle situation voir [1] et [2].

Pour tout réel p positif ou nul, on pose Lp(P) = L]E(Q,q‘l, ), LP(P)
est muni de la topologie usuelle et pour f é&lément de LP(P), on définit
f ar
THI
’([If]p /P sy 1<p
el = f[fp’ ar i 0<p<l

EP(|E] A 1) si p = 0.

Un e mesure stochastique M sur (T X ,‘/33) i valeurs dans Lp(P) est

une mesure vectorielle vérifiant :

2.1 vaxred uax F) = 1u(Ax Q).

Pour les propriété&s des mesures stochastiques, voir [ 3] et [ 8]

3. CARACTERISATION DES MESURES STOCHASTIQUES A VALEURS DANS LO(P)

Supposons que T = ]Jo,a] C R, et que 63 a soit la tribu prévisible

usuelle. (Si &?.t) est une famille croissante de sous-tribus dec}" s

tET
alors &'a = {ls,t] x F, s,t €T, FEO"‘S}).

A tout processus X = (Xt) on peut associer une fonction U ,

t €R
+

définie sur ‘()L;, additive et telle que :



v ls,tl x e 8l wUsl xm =1 x -x).

Cette fonction U n'admet pas nécessairement d'extension sur qf a

qui soit une mesure stochastique.

Cependant, le théor&me de Dellacherie-Mokobodzki ([5]) concernant

la caractérisation des semi-martingales permet d'affirmer qu'un processus

X continu 3 droite est une semi-martingale si et seulement si la fonction
2 X . Q \ .

associée admet pour chaque a EiR+ une extension sur & g Qui soit une

mesure stochastique 3 valeurs dans LO(P). (c.a.d. un élément de SM(LO(P)).

Revenons au cas général, on sait déjad que si P et (@ sont deux probabilités
équivalentes sur (Q,CQ), alors SM(LO(P)) = SM(LO(Q)) az2yp.

D'autre part, en utilisant un théoréme de factorisation pour les mesures
vectorielles ([41]) et ([10]), on peut prouver pour les éléments de

SM(LO(P)) des propriétés analogues 3 celles des semi-martingales.
Ces propriétés permettent d'introduire une notion généralisant la notion

de martingale locale [5]; on en déduit une caractérisation des mesures

stochastiques 3 valeurs dans LO(P) quand SM(Ll(P))= M(LI(P)) + V(LI(P)).

3.1 Théoréme de factorisation

Soit (X,ZE) un espace mesurable.
Soit M une mesure vectorielle sur (X,%) 3 valeurs dans LO(P).

Il existe alors une fonction positive g appartenant i LO(P) et une

mesure vectorielle v sur (X,%) & valeurs dans LZ(P) telles que :

¥ D €D um=gvD.



Remarque

Soit U &lément de V+(LO(P)), U(T % ) appartient 3 LO(P) il est

. 1
faci i , <
acile de vérifier que E:IREr;rTB L appartient & V+(L1(P)).

3.2 Proposition

. - - o o / — - - R -
" Soit M _définie sur ', i valeurs dans L (®) , additive et .

vérifiant 2.1.

Dans ce qui suit, nous dirons que W _appartient 3 _ SM(L, (%))

si U admet une extension sur 535 qui appartient 2 SM(LI(')).

Alors les conditions suivantes sont Eéquivalentes
3.2.1 U appartient & SM(LO(P)).

3.2.2 I1 existe une probabilité Q sur (Q,q‘) équivalente 3 P,

de densité bormée telle que U appartienne i SM(Ll(Q)).

3.2.3 Il existe une partition dénombrable de {2 par des éléments de dp
telle que : pour tout élément H de cette partition lHu appartient 3

SM(LI(P)).

3.2.4 I1 existe une suite (P )

n €N de probabilités sur (Q,q?)

et il existe une suite (an) de réels positifs de somme égale 3 1

n€ N
tels que : Q = 2 a Pn’ est une probabilité sur (Qf%\) équivalente 3
n

P et, pour chaque n, U appartient 3 'SM(Ll(Pn))'



Démonstration :

3.2.1 —— 3.2.2

Soient g et y donnés par le théoréme 3.1 et soit Q probabilité sur
(Q,Cy) telle que dQ = c(1+g)—1 dP (c constante de normalisation).

on a alors : [EQ( [u@1? < 2 E(woN?) ¥D € X'  d'od

on déduit 3.2.2.

3.2.2 —— 3.2.3

Soit f = dQ/dP, £ >0 (Q &tant &quivalente a P).

1 : '
> £ 3 =3 }, ona: ¥DE 5%

o[-

Soit alors H = {w
n
P, P Q
B, i < () By flumD<nel EN(umD
n n

d'od 3.2.3.

3.2.3 = 3.2.4
Soit {H_} une partition de § vérifiant 3.2.3.
n" nE N

On peut supposer que P(Hn) #0 ¥ n€&MN.

Soit alors Pn ta dPn = lHn dp (an = P(Hn)) . Ona :

Pn P
EP(lumb) = (1/a) BV (1, [uml)  ¥pe & dron 3.2.4.
n

3.2.4 = 3.2.1

(Propositions 3.8 et 3.9 de [2).

3.3 Définition

Nous désignons . par MlOC(Ll(P)) 1'ensemble des fonctions additives,

définies sur &L', 3 valeurs dans LO(P), vérifiant 2.1 et



R e P . Is)
3.3.1 Il existe une partition dénombrable : {Hn}n EN ,de sL  par
des &8léments de cﬁ‘ et il existe une suite (un)n cN d'éléments de
ML (P))

1H H(A x Q) = lH pn(A x Q) ¥ n €N, ¥A € dt .
n n
Une partition dénombrable de { , par des E&léments de C*‘ , pour laquelle

il existe une suite (un) d'éléments de M(Ll(P)) vérifiant 3.3.1

n €N

sera appelée partition localisante.

Il est é&vident que Mloc(Ll(P)) contient M(Ll(P)). De plus, la
proposition 3.2 implique que pour tout élément U de SM(LO(P)), il

existe une partition de () par des &léments de e telle que lHu

n
appartienne 3 SM(LI(P)), en outre, si | appartient & V(LO(P))
alors 1H’u appartient & V(Ll(P)).

n
Enfin, si (Mt)t €R est une martingale locale, il est facile de
+
vérifier que la fonction |1 associée 3 M et définie sur SQQ\ par

ulls,t] x F) = IF(Mt—MS) (voir dé&but de ce paragraphe) appartient i

Mloc(Ll(P)) quand M est localement de carré intégrable.

3.4 Pf6p§é;tiQﬁ;ww
. a1 2 . 63
Soit U un élément de Ml (Ll(P)) alors. U admet une extension sur
oc

~

qui appartient & SM(LO(P)).



Démonstration :

Si “n appartient 3 M(LI(P)) alors, 1 appartient i SM(LI(P)).

H un
n

3.3.1 implique alors que U vérifie 3.2.3 et par conséquent 3.2.1.

3.5 Proposition

Soit U un élément de MlOC(Ll(P)) alors :

3.5.1 Si {Hn} est une partition localisante de WU et si

n €N
1 s : . '% . 1 C
{Hn}n e ©st une partition mesurable de {1 telle que : ¥ k n : Hk‘—-%

alors {H;} est une partition localisante de u .

n €W

3.5.2 Si {1}

sont deux partitions localisantes
n'n €N

L
et {Hn'n EWN

de u alors la partition : {Hn n H;} gst uné partition

n€N, mE€EN

localisante de U .

Démonstration :

3.5.1. Soit (un)

. 129 = P
n €N la suite d'éléments de M(Ll (P)) associée

)

{Hn}n EN ° alors :

¥n€N 1. u =1 u

’_:>Vke]N 3n:1H,U = 1
k k n k n k

en conséquence {Hk}k €N est une suite localisante de U .

.5, A A e L
3.5.2 La partition {(Hn Hm)n EN,m€ N } vérifie :

¥ (k,m) kaj H; < Hk' 3.5.1 implique que c¢'est une partition localisant



Notons que

¥ (k,m) EN° 1. 1

t
[

1.
k m

3 ] . t oq -
ol (un)n ey °t (un)n ey Sont les suites d'éléments de M(LI(P))

correspondant 3 {Hn} et {H;} respectivement.

n €N n €N

3.6. Proposition

Mloc(Ll(P)) est un espace vectoriel.

Démonstration :

I1 est évident que Mloc(P)) est stable pour la multiplication par les
scalaires.

Soient U et v deux éléments de Mloc(Ll<P))’ soient {Hn}n ey et
{Hé}n €N les partitions localisantes correspondantes. La partition

{H_n H'} est d'aprés 3.5.1 wune partition localisante pour
n m p p

n€N, m€ N
U et v . Il est facilé de vérifier que c'est également une partition

localisante pour § + V.

3.7 Théoréme

On suppose que SM(LI(P)) = M(Ll(P)) + V(Ll(P))

Alors SM(LO(P)) =M OC(LI(P)) + V(LO(P))-

1
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Démonstration :

La proposition 3.4 implique que MlOC(Ll(P)) < SM(LO(P)). 11 suffit de

prouver que :
¥ uE sm(L (p) 3 b € M (L (B) et I, e v, @)

U = ul + UZ'

Soit donc U &lément de SM(LO(P)), alors u vérifie 3.2.3. Soit {Hn}n -

la partition de & . lH U appartient & SM(Ll(P)) alors :
n

3 url‘ € ML (®) , 3 urzle (L, ()

1 = 0,
n
n n n n
— e N . = _ ,E $ = .
Par définition Hy =V = VY, vy V+(L1(P)) i=1,2,

Soit alors pour D € 52;' vi(D) = z 1H V?(D). On a : 1 v, =1 Vv
n n n n

3.2.3 implique que Vi appartient 3 SM(LO(P)), Vz gtant positive,

il en est de méme pour V., en conséquence v, appartient é"V+(LO(P)).

Soient uz = vl - v2 et ul = U - uz. On a :
n . n . S
lH Wy = 1H (U—Uz) = 1H Hy mais M, appartient a M(Ll(P)) donc
n n n
ul appartient 3 Mloc(Ll(P)).

4. QUASI-MARTINGALES GENERALISEES - CAS DISCRET

Soit T =N et X = (Xn)n ey une martingale locale ; sous les

hypothéses habituelles, on sait que Xn admet une espérance conditionnelle
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généralisée par rapport a C% , et que E(Xn+1/€&n) est finie P.ps. ([5]).

Nous considérons ici un ensemble T dénombrable, non ordonné ; et pour

(%l)t €T famille de sous-tribus de 2 , nous désignons par 5
la tribu sur T X Q engendrée par SL 0 {{t}x F, te T, F € % t}
(tei So={axr a= U {t},re ﬂebt}
ier * ierd t1-
4.1 Définition
On appelle quasi-martingale géndralisée un processus X = (Xt)t e
vérifiant
4.1.1 ¥t Xt posséde une espérance conditionnelle généralisée

par rapport 3 QS e qui est finie P.p.s.

4.1.2 ) |E(Xt/3t)\< +% P.p.s.
t&T

4.2 Proposition

Soit (Q,cy, P) un espace probabilisé, soit fs une sous~tribu de H R
soit X wune variable aléatoire ‘5h ~mesurable.

Alors les assertions suivantes sont équivalentes

4,2.1 X admet une espérance conditionnelle généralisée par rapport 5(%

et qui est finie P.p.s.

4.,2.2 I1 existe (An)n €N suite croissante d'éléments de sg telle que :

UA =0 et ¥an J |x|dp < +o
n
n An

4.2.3 La mesure X

.dP est g-finie sur (Q,QA).
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4.3 Théoréme

Soit T dénombrable et soit (% t)t e une famille de sous-tribus
de M . soit 63 la tribu sur T X 2 engendrée par SQ:O = {{t}x F,
tE€ET, FE % t}.

Soit U un &lément de SM(LO(P)). On suppose que : le processus

Py

(u({e}) x Q))t €T est une quasi-martingale géfiéralisée.
Alors :
4.3,1 711 existe My élément de V(LO(P)) tel que : uz({t} X Q)

coit 23 _-mesurable (“2({t} x Q) = E(u({t} x Q))%S Iy

4,3,2 11 existe (H suite d'éléments de 1'anneau engendré& par

Kk €N

& . C V) =
5Lo telle que : Hk __Hk+l et . Hk T x @ et pour tout k, la mesure

M uk(D) = (U—uz)(D N Hy) appartient 2 M(Ll(P)).

@
4.3.3 1I1 existe deux mesures positives o-finies sur (T X 2, )

EQu(D 6 B,)) = al(p N H) - 22 (D N H) ¥DE §

et si B( I Eu(ex /G0N w0 ou B T GG x 97§07 e

t&e T t €T
1 2 .. ..
m=m -m est une mesure signée g~-finie.
Démonstration :
+ +
vi= Euelx m/jt)
Soit
- _ N -
v. = E({t] Q)/St)

V_ et V; sont bien définis et finis P.p.s d'aprés 4.1.2.
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. T : +
I1 existe alors deux &léments de V(L _(p)) que nous notons V et V
AL

vérifiant, ¥ {t} x F G&Q:

vt} x F) = 1, v:
v ({t} x F) = L V;

(utiliser 1'hypothé&se 4.1.2, la positivité de v'oet v et le

corollaire 6.3 de [2]).

+ -
On a donc prouvé 4.3.1, avec My = Vv =V

Nous prouvons maintenant 4.3.2.

L'hypoth&se 4.1.1 est &quivalente 3 :

veer 3 (F () cp F (O e-QB o F(D) 4 Qs

f an(t) |Ju({e} x Q)| dP < +w,

Soit (Tk)k e une suite croissante de sous-ensembles finis de T telle
.U = : .
que Tk T et soit Hk :
k
H = ) {t} x 7 _(v).
k & k
t Tk

Hk appartient 3 1l'anneau engendré par fl’o et, pour D élément de 5L !

on a @
r
¥ D= U A XF = U{a.}XFa ¥ G%a
=1 i€1 i i i
x umonhuH)= 7 1, 1 p({el x o
k £ € F Fk(t)
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Alors
¥ |u@ )| < 1 'u({t}xQ)IE L. (P)
k - . ; T Fk(t)l 1
k
¥ fuGa xF) MH)| < 1Fn X g N 1Fn(t)|u({ﬂ}>< |

ce qui implique que 1l'application My

-~

uk(D) = u(d N Hk) appartient 3 SM(Ll(P)).

- PR 2
Par le méme raisonnement, on vérifie que My *

-~

ui(D) = uz(D N Hk) appartient & V(LI(P)).

Soit alors ul = U - uz, ul appartient 3 SM(LO(P)) et

1 2 i N . (3
= < S
Uk uk uk appartient & SM(Ll(P)) mais ¥ t T, ¥ F

t,

f lg le(t) p({tlx Q) dp = JIF le(t) gEu({t}x Q)/S Q) dp

> Y tET. VFESt E(lF ullc({t}x ) = 0.

d'otd 4.3,2 .

+ -
Pour prouver 4.3.3, il suffit de remarquer que m et m dé&finies par :

m+(D) = E(v+(D)) et m (D) = E(V (D)) sont des mesures g-finies.

4.4 Remarque :

+ -
Les processus V et V sont prévisibles.

on a @
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