DISTANCE EN VARTATION ET

CONDITIONS DE CONTIGUITE POUR DES LOIS

DE PROCESSUS  PONCTUELS

J. MEMIN

INTRODUCTION

Soit,sur un espace mesurable ( Q°, %°) donné , une suite

croissante (T ) de variables aléatoires i valeurs dans [0, « ]

k'k €M
v8rifiant To = 0 et pour tout k Tk<Tk+1 s1 Tk< oo cette suite
(Tk)k Em définit un processus de comptage UN° de la fagon suivante

k si T, <t <T
-+ —
pour tout t R, N° =é k .

® si t >T_ = limk Ty

Pour toute probabilité P° sur (Q°, ®°), le couple (N°, P°)

sera appelé processus ponctuel.

Yy, (®,p%)

définies sur des espaces

Considérons deux processus ponctuels (N1, P

. N . 1 2
relatifs 3 deux suites (Tk)kEIN’ (Tk)kGﬁN

2 . P P « ez
( 91,'F1),( Q ,’FZ) respectivement. On désire &valuer la proximité
des lois de (N1, PW) et (N2

N P2) entre O et un instant fix& T € R+ .

Une fagon naturelle d'aborder ce probléme est de considérer

un espace (2 ,F) canonique sur lequel on puisse réaliser (N1, P1)
2
et (N

(tn)n EN

i <
tn < tn+1 si tn i . On note N le processus de comptage

associd, et K la tribu o {Nt’ t >0k

s PZ) ; on prendra pour R l'espace de toutes les suites

d valeurs dans [0, ] avec t_ =0, et pour tout n



Soit 7' (resp.:?g) la probabilité sur ( Q, ¥) image de p (resp.:P2)
par l'application € (resp.: i:z) de 91(resp.: %) dans @

e 1 1 2. 2 .2
définie par € w, o > (Tk(w1)k cX (resp. : ¥ : w +(Tk<w2)b539
On obtient sur le méme espace ( 2,F ) deux processus

ponctuels (N, ?1) , (N, ?2) réalisations de (N1, PT) et (N2,P2)

pour G éElément de la tribu Q}T‘ engendrée par les fonctions de
[0, T] dans ZR+,(ou de [0,=[ dans R si T = + ), continues &
droite et admettant des limites 3 gauche, on a :

1

o[y €gl= P [N€ ], P°[N°

[N €q] = 52[;\16@}

Ainsi la proximité des lois des processus N1 et N2 s'exprime en
terme des probabilités Eq et B° sur ( Q,%) ; la mesure de proximité
que nous considérons est cells de la distance en variation des lois de

N1 et N2 entre O et T. Autrement dit

v - NQHT = sup | 2'(x' €¢) - P20 € 0)|
G EQT
= sup_ [FUF) - B(F)| notée a(B', B,
e,

ol pour tout t €R’ on note TF; = g {Ns, s < t}

La famille ( ?Q) définit une filtration de 33 continue 3 droite.

t >0
Gl,?i(?ﬂt) est 1'espace canonique des processus ponctuels (noté (Q,F)).

Dans ce qui suit, tout processus ponctuel (N, P) que nous considé-
rerons, et d&fini sur 1'espace canonique ( Q,F) possédera la
propriété : P [Nt = ® ]= 0 pour tout t < = (propriété de non

explosion de (N,P)).

Au processus (N,P), on associe son compensateur prévisible

A= (A)

t/t > o3 Aest un processus croissant nul en O ,continu &

droite, prévisible (relativement & (}:t)t N O)’ défini sur ( Q,7F)
unique 3 une P-indistingabilité pras, tel que (Nt - At)t > 0 soit

une (P,('};)) martingale locale; de plus, on peut choisir une version



de A qui vérifie pour tout t < ® | pour tout w € Q AAt(m) < 1,

AAt dégsignant l'amplitude du saut de A en t. Pour toutes les notions

et notations de théorie générale des processus, ou pour les rédsultats de

P . . . - ~ ~
théorie des processus ponctuels utilisés on peut se refeérer a [1]

2] (5] [8]

Dans une premiére partie, nous obtenons (théorsme 1-%) une

majoration de d(P , P en termes des compensateurs A1 et A2 des

processus ponctuels (N,?q) et (N,?Q).

Le résultat obtenu est appliqué
au cas ol (N,?e) est un processus ponctuel 3 accroissements indépendants

(cas ou A2 est déterministe).

Dans la seconde partie, nous considérons sur l'espace

n
new 0 Beq
ponctuels et obtenons des conditions de contiguité pour la suite

(2})

. . n
canonigue deux suites (N,Rq) de processus

relativement 4 la suite (F%?)n c Par définition, (Pf)

n€N m° n€ W

est contigue relativement & (IDH)

> si on a 1l'implication

n €N

Pzn(Fn) -0 = P?(Fn) —0 , ol FT E F  pour tout n.

Cette notion introduite par LE CAM en 1960 [ # 1 , est
trés utile en Statistique. Le résultat obtenu ici en utilisant les
majorations de la distance en variation de la 1ére partie est basé sur
un critére de contiguité adapté aux lois de processus qui figure dans

Eagleson—-Memin [ ) ]



I
RAPPELS SUR LES PROCESSUS PONCTUELS
ET DISTANCE zZN VARIATION

Nous avons besoin des deux résultats suivants maintenant classiques sur les

processus ponctuels,que nous énongons sous forme de théorémes.

1-1 Théoréme ([2],[3], (%))

Solt A un processus crodlssant préuisdible nul en 0,continu & drolte
dégini sun (Q,F),nelativement a La gLthation (}'t),xte,l’_ que pour toul g oe,pour
tout we,on alt AAt(w) 4] et At[w)<m;a!_a/us L existe une probabllité P ek une
seule sun (o, %) felle que (N,P) 504t un processus ponctued non explosdld de com-
pensateur Azen outre,sd deux tels processus A et A' codncldent jusqu'd un temps
d'aunit T ,Les probabilitis comrespondantes P et P' coincident en restriction @
B, sun £'ensemble {£ T} powr teR

La seconde partie du thBoréme seule n'est pas classique;elle est cependant im-

médiate & partir de la démonstration de la premidre partie.

1-2  Théordme ( [, [5])
Soit (N,P) et (N,Q) deux processws ponctuels non explosdigs déginis

sun (,F),de compensateurns respectifs A et B.0n se fixe TeR' ot on note Proet O
Les mestrnictions de P et Q a F{.;

PT est absolument continue par happort a4 QT (PT<< QT) 44 et seulement s4L Les
proprlBtes sulvantes (L) et {L{L) sont verifdiies:

() AB=1 implique AM=1 (d un ensemble PT-évanucent prés), et Ll exdiste un
processus prévisible posditif ¥V tel que pour tout £ <T

A, =LY, dB,  (a un ensemble P -nigligeable pn2s)
(L) ET«» PT-p./.S, od poun tout t«T
G- Wt + ELVIR, - VI,
Do plus,sé Cr<oo Fet Qr-p.4- ,2e processus densité I (od L'on a
Zt = dPt/th ) peut s'Bcrine: .y
(1) z, - E(,M);, avee M, = fo 7—?-5-36 1, 8, i }d(N/_,‘BA)

{ (L) désigne ,Lonsque L est une semi martingale,fa semi martingale exponentielle
~de Doléans de L,autrement dit K'un,éque solution de £'équation:
=1+ Y2,



A)

5
Rappelons enfin un résultat &lémentaire sur la distance en variation de

deux probabilités

1-3 Lemme

Scu;t (X,) un e/spaca meémabze sun Lequel sont déginies trols probabd-
Lites V V VY telles que r) @tp sodent absolument con,tcnue/s pa/L rapport & Y ;
notons 3 ‘§ Les densités de Radon-Nikodym respectives df»’ /dv, df /dv;on a a,?_c;fus

(2) d(P ,P ) = AupFeGJP (F)-P (F” = 1/2 ELL % -fz‘
Le résultat de base de cette premidre partie est le théordme suivant:

1-4  Théoréme

o« Sodit sun 2’ e/spaca canonique Q,F) muni de La 5wm,aon (?}) deux
processus ponctuels (N,P ), (N, PZ) de compendateurs nespectiss A ,Az,wu Ter" g4~
xg;on falt L'hypothese sulvante:

(H,) 1L existe keR™ tet que POWL tout T, tout ey
A (w) € K, A (W K.

Alors on a 2'evaluation:

152, . 1,2 142
(31 d(P, P72 Epl [Var(A'-A ) A Eyy [Var(A’-A%] ]

ol Va/z(AY-AZJ désigne Le processus "Variation totale" du processus a variation
ginie AT-AZ,
S4 maintenant pour tout TefR+,4;€ exiate une constante K(T) poun La-

quelle (Hl) est néalisé,on a:

(3 dr’ PP < gyl van (Al - Az)m]/\E_pz (var(Al-aZ) .

La méthode de démonstration va consister 3 exhiber des probabilités qui do-

~

minent P1 et P2 et & utiliser la formule (2).

1-5> Lemme
Avec Les données du thonZme 1-4 et sous L£'hypoth2se (H,),s0it pour
pelN, p22 Le processus i dégini sur (Q,% pan:
I 2
PoBetlotlll wi 2eT, ee 828D al 2T
Alons: g
a) 1L existe une probabilité Qp sun (5L, F) telle que (N,Qp) 50LE un processus
ponctuel non explosid de compensateur 8P,

2

I 1
b) PT et PT

sont absolument continues par rapport & Q°,od PT,Pf.,Q’; sont Les



nestrictions de P, PE, QP a .

c) On oa :
) are!, Ph SELE quaal-af )« De ) pvanalat) )
5 I T
R P
Démonstration
Le a) découle directement du théoréme i1-1 ; le b) est immédiat aussi il

suffit de remarguer AB? = 1 impliqua AAZ = 1 et AAi = 1 ; de plus 1l existe des
=

processus Y1,-Y2 prévisibles positifs tels que :
v o &2 1 s
A = fo Y dB, . A= jo Y, 4B, 0 <Y <p, 0D <= pour tout el

On a, en utilisant les indgalitds élémentaires (1- Vx)“ < 1-x et

(Y1-x - V1—y)2 < |x-y| pour O<x<1, O<y<1, les relations

< Var(at-3°) + ) lAAi— ABLSj | < Var(Ai-Ag)T + ) ]AA1S~ AAi]

r~
o
E s<T s<T

i
T
1 2 ~ .

< 2(AT - AT) ol 1= 1,2

de sorte que les conditions (i) 2t (ii) du théoréme 1-2 sont remplies ; enfin
la formule (1) donne 1l'expression des densités Z; et Zé de Raden-Nikodyn de

P1 et P; par rapport & Qg, sous la forme

T

1. 1 > 5
zp = EM)y ZT—E’(M>

On a alors: (en notant A *~, A ,

1.2, _ 1 12
a(p,P%), = 3 EQ[]ZT le]
T T
_ 1 1 L 2
= 3 EQ[lfo z,_ dM fo Z-_ S|]
< 3 B UT (z) (v]-1) - 2% _(v°-1)) aB®C
- 2 Q[ 0 s— s s S “
1 1 1
* 3 EQ[IZ (z,_ aM_ -2 AM‘z)l]



On va étudier successivement les deux termes du membre de droite ;

1 1 T .y _ 52 ,2_ D,C
5 By | UO (z__(¥_-1) -2 _(¥2-1))aB] " |]
1 T 1 1 2 2 P,C
<3 By [fo (z__ Jy =1 + 2 _ [Yo-1[)aB "]
1 -1 T c 2,c 1 T
=-E [~ [ z' daWar(a - a"") )+ E[= [ 2T d(var(a
2°Q p s QP
0 0
1 p-t 1 1,0 ,2,C 1 2 1,¢_,2,¢C
> ( - s [2_ var(a A )T] + - EQ [ZT Var(a A )T]
_ 1 p-1 T,¢_,2,5¢ 1. T,c_,2,¢
=5 (5 By [ Var(a?7-a™7) ] « S Egpvar(a T4 )l
Pour le second terme, on commence par exprimer AME (i=142)
Notons D = {t : ANt# 0y , Jd= {t: ABE# 03 oma:
i i
) Yo -1 YT o~ 7
i t t P
AMT = (———— ’1D - ——— AB 1.) 2
t _ .2P _ agP t J p
1= 8B] 1 - 4By {ABt <1}
Y- D Yt - 5
=1 ———— (1- AB]) 1_ - ABT 1 c )
{ABI;«};_ (1 P e/ DT [ g ot anD
t t
. Yi -1 .
= - e A - .
(Yt ") j]'D - jl{ABP<1} o Bt(1 ﬂD)
t 1 - AB
t
. 1 1
Ainsi ~E. | |} (2. aM_ -2 AM2)|]
2 g - s s
s<T
1
“%—EQ[Z (z)_|am!| + 22 ()]
s<T
;2 i, i |Y;—‘1
=3 2 EQ[[ z ]YS 1lay_ + ZZS_ :ﬁ.{Ade} 5 ABP
1=1 s 1 ABS
fT . |Yl—1| 5
- z- 14,,.D ABT) aN_ |
- g
o s {aB <1}1 ABP s



i

-1 % g [/ 2zt |vi-1l &8P + 7 z7 1 _p Ll
2 iy 9 7y s s s s<r 57 {ABS<1} : AB?
T ]Yi-w -
B }’O Zs- 1{ABP<1} 1- AB ABS st ]
== % E [jT 2t as® o+ T ozb |vier| eB®
2 i=1 Q 0 s— s s < s- s s
=1 g 2L fT 2] avar(a'-a®) o+ Tz aal - aa2|)]
2 Q 7 0 s<p S” S s
1 1 j: 2 12 2 1 2
+ 3 By [ fo Z__ d Var(a -a%)_ + SET z_ loa - sa7[)]

4,p=1 1.2 1 - 1,2
5 > Ep (Var(a'-a™), 1 + - Ep2 [var(a -A7)d

2
=

p—1 1
+  — A -
> B I loa_-a

[T laa -aa®[] )
SiT . 3 S

s<T

d'od le résultat final.



Démonstration du Théordme 1-4

La premiére assertion découle immédiatement du lemme précédent : en effet
compte tenu des hypothéses de bornitude

- - ‘]
251 LPT [Var(a -A2>T] converge vers E_yf Var(A1—A2)T]

et % EP2 [Var(A]nAE)IJ converge vers O lcrsquée p— s . La joOssibilité

d'échanger le rdle de o' et P° donne le résultat.

La seconde assertion est déduite aussitdt de (3) et de 1'égalité
2
)

12, _ 1
d(p ' ,P<) = SUPp.., d(p ,P T

1-6 Remarque :

Avec les données du théoréme 1-4 et la suite (Qp) de probabilités
définies sur (@ , %) dans le lemme 1-5, on & :

P 2
a(Q ,p Jp = O quand p > =

i=)
En effet, on peut appliquer le théoréme 1-4 aux probabilités F et Q

1 B (Var(a'-a®),)

2 P
a(p",Q >T-5 T

d'od le résultat.

1-7 Théoréme
Soit un processus ponctuel (N°,P°) non explosid défini surn un espace
(90,%) muni de La §iltration naturelle (“ﬁ;) (e'est & dine: 3;2 =0‘{N;,4 £ £3).S0it
A° Le compensateur de (N°,P°),so0it (N,PNO) La néalisation de (N°,P°) dans L'espa-
ce canonique (%) ;on galt €'hypothise:
(Hy)  Powr TeR" fixg , Epo[Al]< o
Soit d'autrne parnt sun (9K un processus ponctuel (N,P) non explosdlf
el 4 accrodssements indépendants de compensatewr m.
Alons on a L'évaluation:

(5)  d(Pyo,Ply & Epe [Var(A®-m).]
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Démonstration

Pour kel on pose Sk=inf[t ;A2 2k ;et on considére le processus ponctuel

(N°k,P°) avec N°k=N:AS ,dont la filtration naturelle est CFE/\S )t>o;son compen-—
= 1
sateur en est A°" tel que A; =A1°:/\S . Notons (N,Pk) la réalisation de (N°,P°)
dans (Q,%);on a Avidemment: k
k k
d(Pyo,Plq & d(Pyo,P )+ dl({P 2B
Evaluons d'abord d(PNo,P )Tf

supFeE:[IPNo(F)—Pk(mn = squéCér [\P°(N°ec)—?°(N°ke G)|]

or |P°(N°EG)—P°(N°keG)' éP°({N°€C—}A{N°k€-G§) (ol Adésigne ici la différence
symétrique de deux ensembles);

gP°(({N°&G}A{N°ke G})n{skd;) £ P°(Sk<T).

On va &valuer maintenant d(Pk,P).
Soit Ak le compensateur de (N,Pk);comme on a A°kg k+1,on peut trouver une
k(w) 2 k+1 pour tout t<T,et tout wes

t
(N,P) 8tant & accroissements indépendants et non explosif son compensateur

version de Ak qui vérifie identiquement A

m est déterministe et pour tout t fini om a m, < 0o

Ainsi 1l'hypothsse (H1) du Théoréme 1-L est satisfaite at:

k

< Epk [Var(Ak—m) 1 e EPO [Var(A°’ —m)T]

)
on en déduit donc:

- - .k
d(PNo,P)T 2 P° [:k<T] * Epa [\/a.r(Ao -m)T]

£ P [Byet] + Bpo [ Var(e® *om),, s <o N

+ E_o ]:Var(A"-m)m 1{8 >T3]
T T 2 .

Mais EP° [A,;]<°° implique que ]fimk p° [_Sk< T] = 0 et d'autre part que

o. o -
Eoo [Var(A m)T Iissz?] converge vers Epo [Var(A° m)T] alors que

k

E‘P" [Var(A°’ -m )T 1{8 <T}:I converge vers 0; le résultat cherché en découle.
k
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Exactement comme pour la seconde assertion du Théordme 1-4 on dé&duit:

1-8 Corollaire
Avec Les donndes du Theondme 1-7,84 pour tout t fini Epo[AL]<s=

alons , )
d{Pyo,P) £ Eogl Var[#- my ]

1-9 Remarque

Larsque t - om est continue, c'est-d-dire lorsque
(¥,P) est un processus de Poisson dé mesure associée i m, 1'évaluation (5)

est = rapprocher de celle obtenue par Brown [3 ] pour (T 2tant fixé)

la . distance en variation des loils des variables aléatoires N% sous P° et NT

sous P; notons ;f&o et Q%. ces lois de variables aléatoires réelles,Brown ob-.
T

tient 1'inégalité:
(6) d(afN;,Q’NT) ¢ Bo|lag - m«fl] * Epo D;T \aag) }

On peut d&duire de (6) en passant aux lois des éldments multidimensionnels
(N ,....N® ) et (N, ,..... N, ) une &valuation pour 4(P
t1 tn t] tn

N°’P) de la forme:

(6") d(PNO,P)T < EPO[_'Var(A°—m)T] + Epotg(m@)z] ,
moins bonne que celle.que nous obtenons en nous situant directement sur 1'espace
canonique (Q,X).
Cependant 1'inégalitd (6) est d'une autre nature que celle que nous obtenons,et

on ne peut la déduire de (5).



II
CONTIGUITE D'UNE SUITE DE LOIS DE PROCESSUS
PONCTUELS RELATIVEMENT A UNE AUTRE

5)
el 2 nell
cessus ponctuels non explosifs définis sur l'espace canonique (L, %) muni de sa fil-

On considére dans cette partie deux suites (N,P?)n et (NW,P de pro-

tration naturelle (3%);on note A1’n(resp:A2’n)le compensateur de (N,P?) (resp: (N,

P;)).On désire alors exprimer des conditions de contiguité de (P?) relativement &

(P5)
Considérons les deux hypothéses suivantes:
(H3) Pour tout t fini,tout neli,il existe 1%(t)<os tel que pour tout cue S:
on ait:
22w £1%(x) s
<Hh) Pour tout n,il existe K(n) tel que Var(A1’n—A2’n)x’$ K(n)¢=e ,ol
K(n)/n —>0 quand n —> % ,pour tout ce SL .
Dans toute cette partie (H3) est supposée satisfaite (sauf pour le Théo-
réme 2-6 ol (H,) est impliquée par les données de ce Théoréme;l'hypothése

3

(Hh> est supposée satisfaite jusqu'au Théoréme 2-U4 ,aprés quoi elle est remplacée

par une hypothése plus faible.

On déduit de (H.) et de (Hh) que pour tout t f‘ini,A,l’n et Ai’n sont bor-

1,n _ya250
. +(n=1)ALT)

. . N ~ n
borné et comme dans la premidre partie on peut associer 3 B~ un processus ponctuel

nés ;posons alors BE=%( A ,on obtient que pour tout t fini Bz est
(N,Q") non explosif d&fini sur (9, de compensateur B relativement 2 (};).De
plus P" est absolument continue par rapport & Qn:en effet il est facile de voir

1
que (Hh) impligue que pour chaque n , 'E;l,<oo oli:

n _ [t 2..n T 1,n T n.\2 _ 1,0, .40
e - f;) (1—V§‘:) a8’ +;(V1—4AS - \/1—ABS) avee Yo= da ' °%/4B

< 2var(a' ,n_AZ,n)t.

~n 1,n .2,n 1,n 2,n
2z sId_ s ’ - ’
e2 zvar(abPa®?) w2 |aalo? -l

On a alors le lemme:

2-1 Lemme
(P';L) est contigue nelativement a (P?) s4 et seulement s4 (P?) est conti-
gue relativement & (Q")
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Démonstration

2y

Pour obtenir le résultat il suffit de montrer que d(Qn,P2

-—> 0,quand
n —» oo ;pour cela on applique le Théordme 1-4.

. . n .n n_2,n e 1 - 1,n_,2,n
On obtient: a(q ,P2) < EQn [ Var(B -A ) ] < uQn[&ar(A A l]

oo

< K(n)
n

d'old le résultat.

On s'est ainsi ramené 3 &tudier la contiguité de (P?) relativement 3
(Qn),oﬁ pour chaque n P? est absolument continue par rapport & Qn;c‘est dans ce
cadre 13 que figure dans [4] un critére de contiguité que nous allons utiliser.

Notons Z" le processus "densité" obtenu 3 partir de la densité de Radon-

Nikodym dP?/dQn;d'aprés le Théoréme 1-2 on a Z:=%KMn)t ot M* est une Q"-martin-

gale locale avec Yn_1 .
P o= P2y a(n_-BP)
t 0 ,_sgR {8B<B 7 7s s

s
. n . n .
Considérons alors le processus C & variation Q -localement intégrable

défini par:

T It )

2-2 Lemme ( [5],[6])
al Le processus ™ dé find pricédemment pan:

~n _ % n, 2 on YUYy
e (1-@) d8" Zf__t(\/r Al -Vi-a8T)

est Le Q"-compemateun de ¢".
b) Soit pelN ;Ze Qn—compen/sa,teun du processus V dégindi par:

no_ n
Ve ® 2! “AMA)‘H'UAMZ]};J )

est Lo processus Y definé pan:

~n L yn n ) N, 1 aph
Ve Jy Yiliiyne11op3%s 7 T (Ve 1188+ (1 BB 1 LB 130 Iy"-11 88" >p(1-08" )3

Démonstration

On a,en notant D={t;ANt¢o} et en procédant comme dans la démonstra-

du lemme 1-5

i1
- LN . P
AM‘E = (thl-w)nD - n{AB€<1}1_ABnABt(1 1).
t

Ainsi si f désigne une fonction de variables réelles avec f(0)=0 boré-

lienne,telle que g;;f(AMz) soit 3 variation Qn-intégrable localement,on a:
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'Y +1

t n
S;f(AMZ) = fO f( ;f nn{AB:d}ABs)
s

ft -YnH n

- £( )dN

0 1- AB {AB 41} S

n ="

et son Q -compensateur prévisible noté z:f(AMg) est alors:

—n -Y +1 n
ra®) = ,gtf( -1)as”® + > r(-= ABs)
s<t s 5 s<¢t 1- AB {AB
-Yn+1
- ~g AB 41§AB JaB
= ftf(Yn-1 St ; 1-AB0 -Y " AB7).
e s 1 AB {AB <1g

On déduit aisément de cette dernidre formule les deux assertions du lemme lorsqu

on prend f(x)=X+2“2<1+X)1/2 {Ix1>p3

puis f(x)=(1+x)1
On énonce masintenant le critére de contiguité dont nous nous servirons.

2-3 Théordme ([b] corollaire 2-12)

Sodlt (N,}Jn)m:{N et (N,vn)mN deux suites de processus ponctueds dé-
ginis sun {SLF),de compensateunrs associls <" et Fn,te,uu que pour tout n ,U" £0LL
Localement absofument continue par rapport & P (elest a dine que pour tout t<o°
on alt [J; « \)2 )80t MT dZ4ini comme pricédemment par:

ut-
Wt - L 4

< P21 n ,dIN -3
t 0 n AP <1274 ﬁA
"Algé LPs
n t n,.n ~n z ol o, on no. 7T, 2
Ry = '/(; uédﬁé et Cp - fo (1- uy) d/g/.s ! A%(\/I'ACXA _J"AFA)

On a fLe résulitat sudivant:
S& Les deux conditions a) et b} ci-dessous sont remplies
a) pour peN £Lm L Limsup fn(E" >p)

T -0

b) pour tout £>0, pour peN, Lun Lcm/sup V ((;(HAM i}

{|aM1>p

ALons (r{l est contigue ne,?.a/twement a (v

Utilisant ce Théoréme et le lemme 2-2 nous allons déduire un résul-
2

. e 1 .
tat de contiguité en termes de compensateurs A et A%°™" .0n notera fn la densité

1,n < . 4 N s
de Lebesgue de A ’  par rapport 2 A2,n: c'est 4 dire que pour tout E borélien de

R+ on a n 2 1 n
“g fhaaT? + AR (Eals =w)),

P

de plus, fp est un processus prévisible qui est unique & uﬂ ensemble P?+Pg éva-

X . n \
nescent prés;il est &lémentaire de calculer f 3 partir de Y, on trouve:



n - Yn

On obtient alors le Théordme suivant.

2-4 Théordme

Soit (N, P ) el et (N, P ) deux suites de processws ponctuels non
explosdgs deginis sun 2 espace canon,cque (0, F) de compensateurns respectifs Al
et AZ’",Aa,twéa,wan,t aux hypothéses (H ), (H ) et a La sulvante b')

b')  pour tout £>0,pour peN, !Lun Lun/sup P(fml!{6 >0} l”)é‘.) =0

ol 5" est La dens{tZ de Lebesgue de A pa/‘l_ happort & Az’n,

ALons (P’;) est contigue nelativement & (Py)
Démonstration 8
Le lemme 2-2 nous donne les expressions de E et de Vn EZ 1+AM UAMnl p} ;
d'autre part on a vu que fz'£2Var(A1’n—A2’n)t de sorte que <Hh) entralne que la

~

condition a) du ThéorSme 2-3 est satisfaite.Passons maintenant i b);il n'est pas

difficile de voir que est nul d8s que pr2 pour n assez

1¢),n n n
{Io-1la8D>p(1-a87)3

grand,car cette expression s'écrit:

1 th,n_,,2,n _1,,1,n _,n=1 2,0, h
{|aa> -0A " >p(1- —AA ()88 )T+
2 a2 . . n
et b) est vérifié si on a : pour tout £0 llmpT llmsup P ﬂ Y 1{JY EdBS >€)
. s . . n i,n -
est nul,ce qui s'écrit llmp¢“}1msupn P1( E 1{Y2>p—1}dAs >6)
. . . . n 1,n -
ou encore: pour tout £30, llqupllmsupn P1(|O 1{f2>q}dA >&) 0

en remplagant Y" en fonction de fn;ainsi la condition b') implique b).

On a montré que (H )’<Hh) et b') assurent la contiguité de (P") relativement

3 1

2 (Q%),d'0d le résultat désiré d'aprds le lemme 2-1.

On va maintenant généraliser le Théoréme 2-U4 en remplagant 1'hypothése (Hh)

par une condition plus faible du type de la condition a) du Théoréme 2-3.

2-5 Thécoréme
Avec Zes donndes du Théondme 2-4,Les hypothises (Hs),b'),e,t La sul-
vante:
, , , n Ton_ 2 n .
(Hy) Lunph,&mupn Py (Var(A™ )>p) = 0

(P’IL) est contigue relfativement a (P};)


http://compe.naate.uAA
http://ieApe.cJU.fa
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Démonstration
On commence par définir la suite de temps 4'arrét (Gn)nel\l ol
q, = inf{t;Var(A1’n-Ae’n)taVHg;de (HL';) on dé&duit aisément que limn P?(O‘n@’) =0

s . s
On considére alors la suite de processus ponctuels (N n’P?)nelN

pour chaque n (N,P?) la réalisation de (NO;" ,P?) sur (F):cette réalisation est

;o0n notera

obtenue i partir de l'application &n:s)_—%loﬁ &n: u-—yuq‘ (trajectoire arrétée en
q—n), P? &tant la probabilité image de P? par a-n ;on peut alors définir les pro-
cessus AT’n,AZ’n,fn tels que l'on ait les factorisations:

s . . N . “n .
A1,n - A1,n°0_ , A2,n,crn,= Az,noq_ , fn,c'n - fnaq_ )
n n n
On peut choisir des versions de AT’n et de A2’n telles que l'on ait identiquement
Var(Ahn—Az’n)ooSﬁH,pour tout t 50;1(00) Ai’n(w)= Ai’n(w) et pour t><rn(u7) Ai’n(@)
= AG_’I(IW> ,de sorte que A2’n vérifie (H3);enfin AT est le compensateur du proces-—
sus rﬁonctuel (N,P?).
Montrons que (P?) est contigue relativement 3 (P?).Soit (Fn)ne(N une sui-
te d'éléments de ¥ telle que P?(Fn)__) 031l existe,pour chagque n, Gne 9 tel que
n ol
= € . =
{NeG 3 ; or PU(F ) = P (NG )
n -—
= PT([NeGnm{o'n—w + P ({meG_In{T, <os})
< pRixSn n
o A £ P (N TG ) + Po(g, <o)
Mais P1(N "eGn) = P?(NeGn),et ce terme tend vers O par hypothése lorsque n—» oo,

. n < P
enfin P1(0'n<oo)—) 0 lorsque n—>» oo ,d'apreés la remarque préliminaire.

Soit maintenant la suite (N,Rn) de processus ponctuels,ol pour chaque n

nely
A2,n

(N,Rn) est la réalisation sur (su,F) de (Nrn,Pg);(N,Rn) admet pour compensateur A’
.I1 est facile alors de v&rifier que les suites (N, Pn) nemy F (v,R%) el
tlsfont aux hypothéses du Théordme 2-4: en effet on a d'abord par constructlon
- 2 n
Var(a'’ ).

sa-

< Vu+1 d'od (Hh) ensuite f est la densité de Lebesgue de A 1,0 par
rapport a A2’n,enf1n 1l'hypothése b') implique que

our tout£ >0, lim limsu P >g) =0 ,
P D P f“ {fn p}

d'od le résultat;ainsi (Pr:) est contigue relatlvement a (R ).

. e . -~ ” Vtoed
Pour terminer la démonstration,considérons (Fn) une suilte 4'éléments de ¥

n
é .
telle que P2(Fn) 0

PR(F_) = PL(F AT =) + PO(F 05 <=3);

n _ _ - - . .
On a Pe(an{G’n—”}) = g% (an{crn »}) et done P2(an{o‘n w})—>0 implique d'ap

rés ce qui précéde:An 0
= ‘ol =
P1(an{o‘n w})—>0 d'ol P (F (e =f) —>0.
D'un autre coté

ﬁ{o‘ <o=}) cr <) ; or P?(q’n<oa)-—90 d'old le résul-
tat final.



1T

)

2/ el est une suite

On applique maintenant le Th&oréme 2-5 au cas ou (N,P

de processus ponctuels i accroissements indépendants.

2-6 Théordme

Soit une suite (N“,P")ndN de processus ponctuels non explosids tels
que pour chague n (N, P} s0it degini sun un espace (S9,%7Y) muni de La §iltration
naturelle (};)tzo de N, de compensateur A"

Sodt (NJW”)HQN une suite de processus ponctuels non explosdlfs,d accrods-
sements indépendants déginis sun L'espace canondique (Q,¥) de compensateurns respec-
Zi4s mt .

On gait Les hypothsses sulvantes :

(L) im g Limsup, P van(A"-m") >p) =0

(i4)  Powr toue €30, Lim , Limsup, P”(dﬁ‘MZ)p}dAf se] =0
ol 5” est La densité de Lebesgue de Al par rapport & m'. ,
Alons avee (L), (Ed), fa swite (PM) est contigue relativement
a (1) : | |
C'est en effet une application triviale du Théorsme 2-5 si on remarque
que (H,) est vérifide et qu'ensuite (1) et (ii) impliquent respective-

3 o,

ment (HL) et b') pour les suites (B%) et (™) 3 1la place de (P?) et (P2 ,ou (N,B%)

est la réalisation de (N,P%) sur (QU¥).



(1]

3]
(4]
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