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$1. I n t r o d u c t l o n . 

Dans cet a r t i c l e nous abordons l e problème suivant de théorie de l a 

mesure: s o i t un espace mesurable quelconque, et (E,E) un espace 

polonais muni de sa t r i b u borélienne; s o i t Y = YxE , | = Y<8>E . On considère 

un espace f i de mesures ( s c a l a i r e s ou s e c t o r i e l l e s ) sur (Y,Y) . 

Le problème consiste à définir (et à étudier) une topologie sur Jî} 

qui sur Le premier facteur Y se ramène à l a topologie de l a convergence 

en v a r i a t i o n (ou en semi-variation, dans l e cas v e c t o r i e l ) , et qui sur l e 

second facteur E se ramène à l a convergence étroite» De manière plus 

précise, on veut qu'une f a m i l l e f i l t r a n t e (^ x) de converge vers 

s i et seulement s i : 

(1.1) Pour toute f o n c t i o n continue bornée f sur E, l e s mesures * f ) 

sur Y convergent en v a r i a t i o n (ou en semi-variation) vers y * ( . x f ) . 

Dans l a p a r t i e I nous étudions l e cas oû J*l est l'espace des mesures 

réelles p o s i t i v e s sur (Y,Y) . L'essentiel consiste a l o r s en une générali­

sation f a c i l e de La topologie étroite, avec l e s mêmes méthodes et des ré­

s u l t a t s analogues: par exemple, fi est métrisable et complet (mais pas 

separable, bien-sûr, à moins que Y ne s o i t dénombrable). 

Dans l a p a r t i e I I nous considérons l e cas où Ji est l'espace des mesu-

res sur (Y,Y) , à vaieurs dans un espace v e c t o r i e l £ • Là encore les mé­

thodes sont l e s mêmes, mais l e s résultats obtenus sont beaucoup moins bons, 

ce qui n'est pas une su r p r i s e : déjà pour les mesures réelles signées les 

résultats concernant l a topologie étroite sont s i g n i f i c a t i v e m e n t moins 

f o r t s que pour l e s mesures p o s i t i v e s * 

Signalons que comme c o r o l l a i r e , nous obtenons une définition et quel­

ques propriétés de l a convergence "étroite" pour des mesures v e c t o r i e l l e s 

sur un espace polonais, ce qui xx* semble pas avoir été étudié jusqu'à pré­

senta 

Nous ne parlerons pas i c i des app l i c a t i o n s ( v o i r par exemple Mais 



2 

cette étude (et notamment l e cas v e c t o r i e l de l a p a r t i e I I ) est motivée 

par l a nécessité de muair les divers espaces de mesures aléatoires de t o ­

pologies convenables. En e f f e t s o i t CŒ.*F,F,P) un espace probabilisé f i l ­

tré* On s a i t qu'une semimartingale peut être considérée comme une mesure 

sur Y s i l x ] R + muni de l a t r i b u Y = P des prévisibles, et à valeurs dans 

£ sL°CO,F,P) (espace des variables aléatoires réelles f i n i e s , muni de l a 

convergence en probabilité); de plus l a topologie d'Emery est l a topologie 

de l a convergence en semi-variation (sur chaque i n t e r v a l l e de temps f i n i ) . 

De même, s i E est un espace a u x i l i a i r e , une "mesure aléatoire sur K^*E" 

peut en f a i t être considérée comme une mesure sur Y = Y x E , à valeurs 

dans ; e t , pour l'étude de l a stabilité dans l e s équations différen­

t i e l l e s stochastiques notamment, on a besoin d' i n t r o d u i r e une topologie 

sur l'espace des mesures aléatoires qui s o i t " f o r t e " ( i . e . en semi-varia­

t i o n ) sur Y a û > J R + > et " f a i b l e " ( i . e . de type "étroite") sur E . 

Nous terminons cette i n t r o d u c t i o n par des notations qui nous s e r v i r o n t 

dans les deux p a r t i e s , qui pour l ' e s s e n t i e l peuvent être lues indépendam­

ment l'une de l ' a u t r e . 

D'abord, B ( Y ) (resp. B(E) , resp. B ( Y ) ) désigne l'espace des fonc­

t i o n s réelles bornées mesurables sur l'espace ( Y * Y ) (resp. ( E , E ) , 

resp. ( Y , Y ) ) . 

Ensuite, on munit E d'une distance d pour l a q u e l l e i l est complet. 

Soit C(E) (resp. BL(E) ) l'espace des fonctions continues (resp. l i p -

schitziennes) bornées sur E . Soit aussi BL (E) l'ensemble des fonc-
a 

ti o n s f sur E bornées par a et l i p s c h i t z i e n n e s de c o e f f i c i e n t de^ 

Li p s c h i t z inférieur ou égal à a ; noter que BL(E) a U a > 0 B L a ( E ) . 

Enfin s i A(E) est un ensemble quelconque de fonctions sur E , on 

l u i associe l e s t r o i s ensembles suivants de fonctions sur Y : 

( A := { i f g B ( Y ) : cp(y,.)€A(E) pour tout y e Y j 

(1.2) < l a k : = f t p . l a f : f e i ( E ) ) 

l B®A := f<p = r a ^ i i N S i ® V » SiCBCY) , t±€ A(E)j . 

En p a r t i c u l i e r l a B ( T ) ; % (resp. BL ) est l'espace des fonctions mesu-

rabies bornées sur ( Y , Y ) , qui sont continues (resp. l i p s c h i t z i e n n e s ) 

dans l a seconde v a r i a b l e . Moter que BL contient strictement \J n BL . 
a ̂  \J a 

Parmi l e s ensembles définis en (1.2), on u t i l i s e r a B, S , BL , et aussi 

B<s>BL , B®C , loBL , l ^ B i ^ , laC . 

ftp://ftp.laf
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I - MESURES POSITIVES 

£2. Dans toute l a p a r t i e I nous notons v^ +(Y) l'ensemble des mesures posi­

t i v e s f i n i e s sur (Y,Y) , et A ( Y ) =<K*(Y) - A*(Y) l'ensemble des mesures 

f i n i e s signées. On définit de même / t + ( Y ) , A (Y) , A*(E) , ^ ( E ) . Notre 

o b j e c t i f consiste à munir A * ( Y ) d fune topologie vérifiant (1.1). 

Commençons par compléter les notations précédentes* Si j<fA(Y) et s i 

cf€B ( 3 B( Y) ) , on définit urne mesure <px)+ dans A {Y) en posant 

(2.1) A € Y <f*f<A) 3 ^ ( ^ l ^ j ) . 

Si >?z/l(Y) , sa v a r i a t i o n Var y(v) est par définition ( l ' i n d i c e Y f i g u ­

rant pour rappeler q u ' i l s'agit d'une mesure sur Y , et non sur Y ): 

(2 .2) V a r Y ( v ) , S U p g e B ( Y ) ^ ( g ) < 1 l v ( g ) | . 

On munit ^Î(Y) des deux normes suivantes: 

(2 .3) l / ^ l g ^ := s u p ^ ^ V a r Y ( f V ) = sup ̂  ̂  | r (?) I 

a S U p f éBL 1(E),«€B(Y), ) g l < l ^ ( s e f ) l ' 

On a bien-sûr ll/< 1 1 ^ ^ < 11/ . 

f** mm O 

Si AcY , on note A (resp. A, resp. 3A ) l'ensemble des points 

(y,x) de Y t e l s que f pour tout y € Y f x appartienne à l'adhérence 

(resp. à l'intérieur, resp. à l a frontière) de l a coupe A ^ s f x : (y,x)éAj 

dans E . 

(2.5) THEOREME: Soit /cA*(Y) et (y^) une f a m i l l e f i l t r a n t e de /1 +(Y) . 

On considère l e s conditions: 

(Al) VarYî>*(/V )3 *0 pour toute f C ; 

(A2) Vary[<f*(/Vc - / * ) ! *0 pour toute cféBL; 

(A3) Var 7[cpjc(^ - / * ) ] s>0 pour toute £̂l<g>C (ce qui s'écrit aussi 

VaPyT^C.xf) - / ( . f ) ] >0 pour toute f e C ( E ) ) ; 

(Aif) Var Y [<f*(/v -/O ] * 0 pour toute (fel®BL; 

(A5) « A - ^ â ^ > 0 ; 

(A6) i ' ^ - Z ^ B L i * 0 ; 



4 

(A7) Var Y [/v(.*C) - / * ( . x C ) 3 0 pour tout C éE t e l que j u ( Y * d C ) * 0 . 

a) Les conditions (A2)-(A7) sont équivalentes» 

b) Les conditions (Al)-(A7) sont équivalentes s i l a f a m i l l e f i l t r a n t e 

est une suite » ou bien s i e l l e est asymptotiquement tendue, au sens 

où pour tout î> 0 i l existe un compact K de E et un indice (? t e l s 

que ^ ( Y x K c ) ^ € pour tout 

On munit a l o r s / f + ( Y ) de l a topologie pour l a q u e l l e urne f a m i l l e f i l ­

t r a nte converge s i et seulement s i e l l e vérifie l'une des conditions équi­

valentes (A2)-(A7)« Cette topologie est métrisable, avec l'une quelconque 

des deux distances 

Remarquer que l a condition (A3) «st exactement l a c o n d i t i o n ( 1 . 1 ) , de sorte 

que nous avons rempli notre contrat* 

Remarquer aussi que lorsque Y est réduit à un p o i n t , on peut i d e n t i ­

f i e r A * ( Y ) et /t + (E) : on a alors (Al) = (A3) , (A2) = Uk) , (A5) = (A6) , 

et IVquivalence (A3) < r> (Ak) < > (A7) «st bien connue: v o i r par exemple 

B i l l i n g s l e y C51 o\i Parthasarathy [73; 1*équivalence avec (A6) est moins 

connue, mais se trouve par exemple dans Araujo et Qiné C l ] • Pour l a démons­

t r a t i o n du théorème, nous allons d ' a i l l e u r s reproduire pour l ' e s s e n t i e l 

l e s démonstrations de [51 et [ 1 ] . 

Démonstration* a) On va montrer l e s i m p l i c a t i o n s : 

A3 

A7 A2 > A4 

V ^ ^ J ^ A5 > A 6 / 

Parmi c e l l e s - c i , l e s i m p l i c a t i o n s (A2) —$> (A4), (A5) * (A2) et (A6), 

(A6) *>(Alf) e t (A3) * (A4) sont évidentes* 

(A4) s(A7). Soit CeE avec /*(Yx2C)sO. I l existe une suite 

( f n ) de fonctions p o s i t i v e s de BL(E) croissant vers l ' i n d i c a t r i c e l g , 

et une suite ( f ^ ) de fonctions de BL(E) bornées par 1 et décroissant 

vers l ' i n d i c a t r i c e -1- . Dfaprès l'hypothèse f a i t e sur C , i l existe n 
C 

t e l que y * [ l « ( f ^ - f ^ ) I < £ . D'après ( A f c ) i l existe un indice p t e l que 

V a r Y î > v ( . K f i ) - > ( . x f j ) ] * f pour tout < >• p et i «1,2 . On en déduit en 

p a r t i c u l i e r que s i at > ji , on a 
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Soit alors g € B ( Y ) , \g\^1 . Comme y< et ^ sont des mesures posi­

t i v e s , on a 

K / v - r ) ( s * V - ( y < - r I ̂  ^ ( i a ( f * - f j ) ) • r ^ f J - * n ) ) -

D'après les inégalités précédentes, on a alors pour <* > (î : 

Ceci étant v r a i pour toute g e B ( Y ) , | g | ^ l , on a Var YC/\( «*C) ( .* C ) ] 

pour et comme f > 0 est a r b i t r a i r e , on a ( A 7 ) . 

(A7) — » (A5) » Soit n ^ l . I l est f a c i l e de construire une p a r t i t i o n 

mesurable ( A - de E t e l l e que: diam ( A ) ^ l / n , et >*(Ya3à ) = 0 . 
P P 2 l P J P 

Pour chaque p on considère un point x de A . I l existe un en t i e r 
P P 

N t e l que s i c = U ^ < p < N A p , on a i t y< ( Y * C c ) £ 1 / n , et on a aussi 

^ ( Y x à C ) = 0 • Donc d'après ( A 7 ) i l existe un indice p t e l que pour tout 

« y (5 on a i t 

(2 .6) ( M Y * ° C ) * S » M ? ) * ' ( î > + n 

I Var Y0«(.*À_) -/(.»A )3 ̂  l / N n 2 pour p^N . 
Soit maintenant f € B L , et a (y : <f(y,x )€ ] ~ S ; r H ] pour . . x p p n n 

- n ^ i ^ n . Soit f = - 1 i . • I l est c l a i r que 
P P 

(2 .7) V a P T [ y J < ( ^ - ^ ) l < Var Y [ ^ ( . x A p ) - / < ( . K A p ) ] . 

Soit e n f i n ipa L ^ M £ . y 1 . On a par construction; 

on a (P e B L - , donc U . ̂  K = Y d'une p a r t , et d'autre part 
^ jl - n ^ i ^ . n p 

| cp-\y l ^ * l / n sur Y x C car diam ( A ) ^ l / n et x € A . Par s u i t e , les 
P P P 

mesures ^ et JA étant p o s i t i v e s , on a 

V a r Y ( < f * ( ^ * ^ ( Y x C c ) + ^ ( Y x C c ) • j [ / * * ( ? ) +;*(T)3 + Var T(yx(/u-/O ) . 

D'après (2 .6) et (2 .7) i l vient a l o r s , pour <*>•[?: 

V a r Y ( ? * ( A - ^ ) ) ^ 1 + | + 1 [ 2 ^ ( Y ) f ^ ] * - ^ ( 2 H i ) ^ | [ 6 + 2 / * ( Y ) ] . 

Nn 

Cette majoration ne dépendant pas de q dans BE^ , on a )l -yHIgj^ ^ 

^ [ 6 + 2 ^ ( Y ) ] . Comme n est a r b i t r a i r e , on en déduit (A5). 

( A 7 ) = » ( A 5 ) « Soit f 6 C ( E ) et M>sup x | f ( x ) | . Soit A ( s ) = 

( x : f ( x ) » a } et D s (s : ^ ( Y x à A ( s ) ) > 0 } , qui est au plus dénombrable. 

Donc pour chaque î >0 i l existe une subdivision f i n i e 

a Q ^ -M <a^ < .. .<
 a

n . i < M ^ a n t e l l e ^ u e a i + i ~ a i ^ £ > 9 t q t t e a i ^ D * 

Soit 0± * (x : a ± ^ f(x)<r ) . Comme f est continue, on a 
à C 1 c { x : f ( x ) = a i ou f ( x ) =* a ^ } , de sorte que ( Y * d C ^ = 0 . Si alors 
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f* = 2« A „ a, 1-, , on déduit immédiatement de (A7) q u ' i l existe un 
Q ̂  i ̂  n—i. x u 

indice p t e l que pour tout on a i t V a r Y [ ( l ? f
1 -/*) 1 ̂  £ t 

et aussi + En f i n f ' ^ f ^ f + £ par construction. 

Soit alors g € B(Y) , | g | ^ l . Comme ^ et ̂  sont p o s i t i v e s , on a 

l 0 v - y * ) ( g * f ) - ( / * * - / * ) ( « * £ ' ) I ^ W ï ) ^ ( ï ) ] , 

donc s i * > jJ i l v i e n t 

1 ( ^ - / 0 ( g * f ) l ^ H -K C[2^(Y) * £ 1 ^ 2 é [ 1 

dès que £ ^ 1 . On a donc aussi VarY[(l®f)x(^x -/*)"] ^ 2 £ [!+/<(?)]] 

et comme £>0 est a r b i t r a i r e , on a (A3) • 

b) Pour démontrer l a p a r t i e (b) du théorème, i l s u f f i t évidemment de 

montrer que s i ) s a t i s f a i t l e s hypothèses de ( b ) , plus l'une des con­

d i t i o n s équivalentes (A2)-(A7), alors e l l e vérifie (Al)» Remarquons 

d'abord que s i l a f a m i l l e (fa) est une suite qui vérifie (A3) f a l o r s l a 

suite ( / v ( Y x # ) ) de mesures p o s i t i v e s sur B converge étroitement vers 

/ * ( Y x . ) , donc e l l e est relativement compacte pour l a topologie étroite, 

et d'après l e critère de Prokhorov on v o i t qu'elle est uniformément tendue. 

On peut donc dans tous l e s cas supposer que (fa) est asymptotiquement 

uniformément tendue, et vérifie (A2)• Soit £ :> 0 • Soit K un compact de 

E et ^ un indice t e l s que s i <* > j*^ o n
 a i t / * * ( Y x K C ) ^ £ et 

fa(Y) * y*(Y) + £ , a i n s i que / ( Y x K C ) ^ £ . 

L'espace C ( K ) est separable pour l a topologie uniforme et admet une 

suite dense constituée de fonctions l i p s c h i t z i e n n e s . De plus chaque 

f € BL(K) se prolonge en une fonction f € BL(E) t e l l e que sup ^ \ f ( x ) I 
_ x € & 

a sup v ^ J\ f (x) ! . I l existe donc une su i t e ( f . ), ^ dans BL(B) t e l l e 
X C £i J£ it X 

que I f ^ f ^ - l . et que l a suit e des r e s t r i c t i o n s des f ^ à K s o i t dense 

dans l'ensemble ( f€C(K) : I f l ^ l } . 

I l s u f f i t de montrer ( A l ) pour toute f o n c t i o n U( e C bornée par 1 . 

Soit a l o r s <f une t e l l e f o n c t i o n . D'après ce qui précède, les ensembles 

B k = l 7 € Y : y ^ U a ^ q i k . a B q, s u p x € K | f ( y , x ) - f k ( x ) | - £ } 

constituent une p a r t i t i o n mesurable de Y . On pose y = £ « I L ^ f , . On 

a v^^BL, donc d'après (A2) i l existe un indice P g ^ a t e l q u e s i 

°c>(5 2 on a i t : Vai^ C f * (fa - / O ) < £ . Par a i l l e u r s M ^ l et | r - ^ > | ^ ^ 

sur YxK . Comme l e s mesures fa et y* sont p o s i t i v e s on en déduit que 

pour * > jJ 2 : 
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V a r Y ( f x ( r x ^ MYxK C) + /*(Y>KC) + £ [ ̂ ( Y) + ^ ( 1 ) 1 + Var^x ) ) 

< t + £ + £[2y*(T) + £ 1 + f ^ 2 £ (>(Y) + 2 l 

dès que £ < 1 . Comme î> 0 est a r b i t r a i r e , on en déduit ( A l ) , « 

Hfous allons maintenant montrer que l fespace A (Y) est complet pour 

l e s distances précédentes* Pour cela, on rappelle d'abord un résultat de 

[Jf] (Théorème (2.6)). 

( 2 . 8 ) THEOREME: Soit <j) une fonctionn e l l e linéaire p o s i t i v e sur BaC (no­

t a t i o n ( 1 . 2 ) ) . Pour q u ' i l existe une mesure ^ ^ y t + ( Y ) t e l l e que 

/-(f ) s <f>(f) sur BoC , i l faut et i l s u f f i t que 

( i ) A ^ ^ A x E ^ S Q l t u n e m e s u r e 3 u r (V*V î 

( i i ) pour tout f > 0 i l existe un compact K de E t e l que 

<fr(l0f)£E ponr fgC(B) vérifiant I f l ^ l ^ . 

On a a l o r s : 

( 2 * 9 ) THEOBEME: L'espace /l +(Y) est complet pour d g ^ et • 

Démonstration. I l s u f f i t de montrer l e résultat pour l a distance ^ ^ b l ^ • 

Soit (jA ) une su i t e de Cauchy pour cette distance. 

Soit f € BL(E) . La suite ( j ^ n ( . x f ) ) est de Cauchy dans l'espace 

4(Y) muni de l a convergence en v a r i a t i o n , et cet espace est complet; 

donc i l existe V fé^(Y) t e l l e que Va r Y ( V
f ( .* f ) ) — * - 0. 

Soit g € B(I) , g^.0 . La suite (y* ( g * * ) ) est de Cauchy dans l'espace 

Jf*(E) muni de l a distance S O ^ 1 ) - sup f € ^ L i ^ ) \ l ^ f ) - *?f ( f ) | t ô t c e t 

espace est complet pour cette distance ( q ui définit l a topologie étroite); 

donc i l existe *£*éA i "(E ) t e l l e que ( g x f ) — > % S ( t ) pour toute 

f €C(E) . Si maintenant g €B(Y) n'est pas p o s i t i v e , on pose = 

-T 8* , et on a encore j * n ( g * f ) ^ ^ S ( f ) pour f<sC(E) . 

On peut alo r s poser 4>(g&t) s ^ 5 ( f ) pour g e B( Y) et f£C(E) et 

prolonger $ par linéarité à B#C : on a j * n ( < f ) — ^ ^ ( f ) P o u r <f £ BflC , 

donc <f> est une fon c t i o n n e l l e linéaire p o s i t i v e sur B#C . E l l e vérifie 

( 2 * 8 , i l ) car < ^ ( l * f ) «^(f) , e l l e vérifie ( 2 . 8 , i ) car ^ ( g * l ) a v / ^ g ) ; 

donc e l l e correspond à une mesure ^ / t * ( Y ) . Enfin converge 

vers V (.) s ^ ( . x f ) en v a r i a t i o n donc (y* ) converge vers pour l a 

distance ^ ^ B L i d l a P r ® s ( 2#5>a). • 
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Par contre l'espace /t*(Y) n fest pas polonais car i l n'est pas sépara-

blé, en général: i l est immédiat de vérifier q u ' i l est separable (donc 

polonais) s i et seulement s i l'espace mesurable (Y,Y) admet au* plus une 

infinité dénombrable d'atomes* 

$3* Ce paragraphe ne contient que des résultats de détail, et peut donc 

Stre omis sans inconvénients» L'espace A (Y) est toujours supposé muni 

de l a topologie définie ci-dessus (par l e s conditions équivalentes (A2)-

(A7) du théorème ( 2 # 5 ) ) , et nous allons améliorer ce théorème pour une 

suite ( j * ) convergeant vers une l i m i t e ^ dans A (Y) . 

(3.1) PROPOSITION: Soit ) une suite convergeant vers une l i m i t e /-«. 

dans A + (Y) • Soit <p une fonction de B = B ( Y ) pour l a q u e l l e on a i t 

/ * ( A ) = 0 , ojj A = {( y , x ) : f ( y , . ) n'est pas continue en x } . Alors 

VarTCf«(/^a > 0 . 

Commençons par un lemme (à comparer au lemme (2,13) de [ i f ] ) . 

(3*2) L E M M E : Soit ^eA^(Y) et A 6 Y . I l existe une suite décroissante 

( 1 f n ) de fonctions p o s i t i v e s de B L t e l l e que: l i m = 1^ /*-p«s« 

(pour l a définition de A , v o i r l e début du §Z) • 

Démonstration» Soit (x^) une suite dense de points de E , s o i t B ( x ^ , r ) 

l a boule fermée de centre x^ et de rayon r dans E , s o i t e n f i n 

A I N s a Q d x B C x ^ j ) ) • On a A ^ € Y f donc d'après l e théorème de section 

mesurable i l e xiste une p a r t i e B i n de T avec y u ( B i n x E ) = 0 (noter que 

B i a i m'eat pas nécessairement Y-mesurable) et une a p p l i c a t i o n mesurable 

h i t t : (Y,Y) > ( E , E ) , t e l l e s que 

7*1* — * 4 > h i û ( y ) € A ^ J -

Soit B a n j S 1* , donc ^ ( B x E ) = 0 • Soit aussi 

f H y « { h i a ( y ) : i , l , n > a , h i n ( y ) € A * Û } 

/ H = f(y,x) : x e H y j 

l t ( y , x ) * l A i n f l f n [ c K x . h ^ y ) ) + 1. i n c ( y , h i n ( y ) ) J . 
( A ) 

Par construction on a d'une part v f £ B , d'autre part *f ( y ,x) = 1 /\ d(x,F ) ; 

on en déduit que y 6 HL^ . Si ^ n ( y , x ) a [ a - n ^ ( y , x ) l on a encore 

cj?n € KL ,
 e t 1* s u i t e (c^) décroit vers l ' i n d i c a t r i c e Og . 
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I l reste à montrer que H = Â y*-p.s. Soit y £ B c . Si x^A , pour 

tout n i l existe i t e l que x g A ^ , donc d ( x , h l û ( y ) ) ̂  1/n et 

l i ^ C y ^ A ^ 1 3 1 , donc finalement x e H ^ . Inversement s i x^A on a 

P:»d ( x,A)>Q et dCx^^Cy) ) ̂  p dès que h i n ( y ) e A*n , donc d(x,H ) 

^ p . On en déduit que A = H dès que y<£ B , dfoù l e résultat, • 

Le lemme suivant est un cas p a r t i c u l i e r de (3«1), c e l u i où cp est 

une i n d i c a t r i c e d'ensemble. 

(3*3) LEMME: Sous l e s hypothèses de (3*1) on a Var y [ l c * ( y * - / ) ] >0 

pour tout C € J t e l que y* p C) a 0 • 

Démonstration. I l existe une mesure Vé/t (Y) par rapport à laq u e l l e 

et chaque sont absolument continues. D'après l e lemme (3.2) a p p l i ­

qué à C et à C c , i l existe une suite croissante (tf^) de fonctions 

p o s i t i v e s de BL tendant v>-p.s. vers 1g , et une suite décroissante 

(<fp) de fonctions de BL bornées par 1 et tendant \>-p.s« vers 1g . 

On a al o r s : 

I l s u f f i t donc pour obtenir l e résultat de reprendre exactement l a preuve 

de l ' i m p l i c a t i o n (A*») \ (A7) du théorème (2*5) > en remplaçant (Aif) 

par (A3) et l<$f^ par f 1 pour 1 =1,2. • 
P P 

BIous ne savons pas démontrer ce lemme pour une f a m i l l e f i l t r a n t e con­

vergente: c'est pourquoi l e théorème (3*1) est énoncé pour une s u i t e . 

Démonstration de (3*1)« Soit M > sup r x l f (y,x)| 9 A(s) = { f = s j , et 
vy > Xy 

D s f s : ^(àA(s))>Oj, qui est au plus dénombrable. On reprend alo r s l a 

preuve de l ' i m p l i c a t i o n (A7) y (A3) du théorème (2*5), avec les modi­

f i c a t i o n s suivantes: on prend = { a ^ < p < a ^ + ^ } ; on a W c 

A U A ( a i ) U A ( a 1 + 1 ) car f ( y , . ) est continue en dehors de A y , donc 

f(àC^) sO par hypothèse. On remplace f f par u{% s ^ Q ^ i ^ n _ i a i ^ c ^ 

et on u t i l i s e l e lemme (3*3) au l i e u de (A7K • 

Le second ensemble de résultats de ce paragraphe concerne encore les 

suites de mesures: on va montrer que l a convergence dans /t +(Y) équivaut 

à l a convergence des désintégrations des mesures par rapport à une mesure 

f i n i e sur Y . Rappelons d'abord que l a distance 
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définit l a topologie étroite sur /f*(E) (c'est d ' a i l l e u r s une conséquence 

de ( 2 . 5 ) ) . 

On considère des mesures , /* c /t + ( Y ) , et aussi une mesure V€ A * ( Y ) 

par rapport à l a q u e l l e l es / a ^ ( . * E ) et j*(.*E) sont absolument continues 

( i l e xiste toujours une t e l l e mesure). On considère e n f i n des mesures de 

t r a n s i t i o n p o s i t i v e s de (Y,Y) dans (E,E) qui vérifient 

( 3 - 5 ) f f t ( d y x d x ) = V(dy)Q n(y,dx) , >*(dy*dx) v/(dy)Q(y,dx) • 

E n f i n pour toute fonction cfeB on i n t r o d u i t l e s fonctions suivantes 

de B(Y) : 

( 3 . 6 ) (Q^fXy) » J o i L ( y , d x ) f ( y f x ) , (Q?)(y) J<Xy,dx)<f(y,x) . 

( 3 * 7 ) PROPOSITION: Avec les notations précédentes, i l y a équivalence entre: 

A n — * A d a a s 

' l ^ 

(b) > Q<f dans L (Y,Y,v>) pour toute Cf 6C ; 

(c) Q^(.,f) » Q(.,f) dans L^Y,!,*) pour toute f e BL(E) ; 

(d) c l H L l ( Q l L ( - ) f Q ( - ) ) >0 dans L a(Y,Y,v) ; 

(e) l es Q^(.,E) sont ^-uniformément intégrables» et ^ B L i ^ ^ n ' ^ — * 0 

en -mesure ( l a seconde p a r t i e de cette condition r e v i e n t à d i r e : l e s 
variables aléatoires Q à valeurs dans 1*espace polonais /1*(E) muni 

n 

de l a topologie étroite convergent en ^-mesure vers l a variable Q). 

Démonstration. Pour toute <p é B on a, d'après ( 2 . 2 ) , ( 3 . 5 ) et ( 3 . 6 ) : 

et en choisissant g s i s i Q^f^Qf, g = - 1 sinon, on v o i t que 

V a r Y ( ( p x ( ^ n - ^ ) ) 3 ^ [ I Q ^ - Q ? | l . De même d'après (2.1*), ( 3.*f), ( 3 . 5 ) et 

( 3 . 6 ) , on a: 

Autrement d i t , on a (b) = ( A l ) , (c) » (Ak) , et (d) = (A6) , d'où 

1'équiTalence de ( a ) , ( b ) , ( c ) , ( d ) . E n f i n est v-intégrable (car 

p est f i n i e ) . On a d ^ (Q^Q) * Q &(E) + Q(B) , et ^ ( E ) * Q(E) + 
dBL L

( Qn» (^ » d ' o ù l'équivalence (d)-«—* ( e ) . • 
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I I - MESURES VECTORIELLES 

§k* Rappels sur le s mesures v e c t o r i e l l e s . 

Dans cette p a r t i e , (Y, Y) est un espace mesurable quelconque, et £ 

est un espace v e c t o r i e l muni d'une quasi-norme pour la q u e l l e i l 

est complet. îfous supposerons aussi que c'est un C-espace (notion i n t r o ­

duite par E. Thomas [ 9 1 ) : cela s i g n i f i e que toute suite ( z n ) de ? , 

t e l l e que l'ensemble ( T w r z : N^B , (r | < l ] s o i t borné dans t . 
L n^ jn n. n 1 n 1 

converge vers 0 . Noter que s i (IL,F,P) est un espace de probabilité, 

L^(il,F,P) est un C-espace quasi-normé complet pour tout p £ [ 0 , 0 0 1 ] . 

Nous allons rappeler, sans aucune démonstration, les résultats essen­

t i e l s concernant les mesures sur (Y,Y) à valeurs dans 1 : pour les 

détails, l e lec t e u r pourra se référer, par exemple, à B i c k t e l e r [ 2 ] , [ 3 ] 

ou à Schwartz t 8 ] . Signalons q u ' i c i , l e terme "mesure" s i g n i f i e "mesure 

(T-additive f i n i e " . 

On appelle espace d'intégration sur (Y,Y) tout sous-espace v e c t o r i e l 

réticulé de B(Y) , contenant les constantes, et engendrant l a t r i b u Y . 

On appelle mesure sur (Y,Y) , à valeurs dans l a donnée d'un espace 

d'intégration S et d'une a p p l i c a t i o n linéaire y.\ S > ? qui 

vérifie l'urne des deux propriétés équivalentes suivantes: 

(*f.l) Si (g ) est une suite uniformément bornée de S qui converge sim-
XL 

plement vers 0 , alors / i ( g n ) * 0 • 

f ( i ) L'ensemble {/--(g) : g £ S , | g ) ^ " l } est borné dans 

( i i ) s i (g^) est une suite de S décroissant vers 0 , alors 

r<«»> — * 0 • 

On note -^(Y) l ' e s p a c e des mesures. On verra ci-dessous qu'on peut tou­

jours étendre une mesure à l ' e s p a c e B(Y) , ce q u i f a i t qu'on peut tou­

jours c h o i s i r S s B ( Y ) pour espace d'intégration: c'est pourquoi on note 

simplement par "yu. " l a M e s u r e , sans mentionner l'espace d'intégration 

(cependant, nous u t i l i s e r o n s plus l o i n des espaces d'intégration qui ne 

sont pas égaux à B(Y) ) . 

Passons donc à l'extension* Soit /<€/^(Y) et S un espace d'inté­

gr a t i o n quelconque, associé à JA . On pose 

t s[ * (g = limt« n: S n*S, g^z 0 } 

U - 3 ) l '«llji^) 3 sup { i|^(h)|| ? : k € S f \ h l ^ g ] s i S € s \ 

\\S\ A * i a * [11̂ 1/ : h > - ) s ) t h ^ s l i s i S «st quelconque. 
I * (/*) I r ( p ) 
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On note 2 (JA) l'espace des fonctions g pour lesquelles i l existe 

une suite (g f t) de S t e l l e que [Ig - S ^ j l ^ ) ô t (* u i s o n t I " 

mesurables (c e t t e dernière exigence n'est pas h a b i t u e l l e , mais i c i nous 

ne nous intéressons qu'aux fonctions Y-mesurables); l a suit e >*-(g ) con­

verge alors dans £ vers une l i m i t e , qui ne dépend pas de l a suite ( g Q ) 

choisie,, et qu'on note ^ ( g ) • 

Comme d'habitude, on écrit g =: 0 ;*-p.p. s i II « Ï L 1 ( ^ ) ~ 0 t L W e s t 

l e quotient de ^ O * ) pour l a r e l a t i o n d'équivalence: g = g f et 

on i d e n t i f i e un élément de £ (^) et sa classe d'équivalence dans L ( y * ) . 

V o i c i une l i s t e de propriétés u t i l e s : 

(i f . i f ) Z (JA) = (g : g est Y-mesurable, et l i m r ̂  Q l l r S l ' L l ( ^ ) 38 0 J 

(if.5) L ( f ) est un espace v e c t o r i e l réticulé contenant B(Y) et complet 

pour l a quasi-norme || . ï^l^j • 

(if.6) L (^) est un espace d'intégration pour j* (c'est même l e plus 

grand po s s i b l e ) . 

(if . 7 ) Si g£L (f^i) et s i h est Y-mesurable et vérifie |h|^ |g|, alors 

h ^ L 1 ^ ) . 

(if.8) g — > J*(g) est continue de L (/*) dans t . 

(if.9) Si l e s g^ convergent simplement vers g , sont Y-mesurables, et 

sont majorées par une fonction intégrable, alors g Q t g £ L^"(/*) , et 

g n ^ 6 dans L 1 ^ ) , et /*(g B) *V*(g) dans £ . 

U - 1 0 > .«««L^) - S U p H c B ( Y ) , | h | ^ | g | " ^ ( h ) B r 

(if.11) ^ j ( Y ) est un espace v e c t o r i e l complet pour l a quasi-norme suivante 

(quasi-norme de l a semi-variâtion) 

K H I „ ( Y ) := s a P g € B ( Y ) , | g | s a ^
( S ) f l * " 8 U p

g e B ( Y ) , ) g | ^ a , , g l l L ^ ( r ) ' 

$5. Mesures sur un pr o d u i t . 

a) On considère maintenant l a s i t u a t i o n proposée dans l ' i n t r o d u c t i o n : 

Y s YxE , Y s YtfE . On a d'une part l'espace v/?j(Y) , d'autre part l'espace 

/f ?(Y) . Soit ^ e J i ^ ( Y ) et c f c L 1 ^ ) ; pour toute g<£B(Y) on pose 

(5.1) tfx/t(g) = j*(g*l.f) 
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D'après ( ^ . 1 0 ) , i l est c l a i r que l ' a p p l i c a t i o n linéaire q>*j^ a i n s i défi­

nie sur l'espace d'intégration S = B(Y) vérifie ( i f . l ) : on a donc défini 

une mesure fx^*€ «/̂ (Y) (comparer à ( 2 . 1 ) : c'est l a mâae définition). 

Voi c i deux propriétés évidentes: 

(5.2) (f£ L 1 ^ ) , cf(gal) € L 1 ^ ) > ggL^CyxyO et g) = /^(gsjl.cf) . 

(5*3) c f e L 1 ^ ) = ^ x/*U^(Y) ^ "^"iP-C/*) (inégalité s t r i c t e en général). 

Kous allons u t i l i s e r systématiquement les notations ( 1 . 2 ) . De plus s i 

D est une p a r t i e de B = B(Y) on i n t r o d u i t les expressions suivantes 

(qui seront utilisées pour D a A , D » 1®A et D s M , avec A(E)=B(E) , 

= C(E) , = BL (E) ) : a 

(5 .4) r e / T ? ( Y ) * J ^ l j = s u p ^ i m a * < ? r i M J ) 

(5*5) /*<=^j(Y) , mesurable sur (Y,Y) 

Remarquer que, dès que D contient 1®HL^ (c'est-à-dire, pour tous 

l e s ensembles D utilisés ci-dessous), l-ll-g est une quasi-norme sur 

/fj(Y) : en e f f e t s i ||/a « a < a B L i = 0 on a ( I s f ) * / * = 0 pour fcBL^tE) , 

donc ^ ( g « f ) a O pour g € B(Y) et f € BL(E) , donc /*(<?) = 0 pour 

q>€B<*BL. Or BoBL est un espace d'intégration sur (Y,Y) , donc on en 

déduit que 0 . 

V o i c i quelques résultats évidents: 

(5 .6) l l / M l g , D / M A ( Î ) , ' K f l ^ = I ' ^ ' L I ^ ) 

(5 .7) Si D est un B(Y)-module, alors D/^llg = sup € ^ ( ^ a II r ( f ) fg 

et l l ^ V -
s u ^ ^ D , l r l ^ l ^ l « ^ ^ f 

(5 .8) i f l *r M — » ««pu 5 ^ * » r i i 0 . r • 

(5 .9) Si r est une constante, on a |l r j*||g a llr||g_̂ « 

b) Kous all o n s maintenant i n t r o d u i r e une série de propriétés, qui sem­

blent à première vue un peu compliquées, mais qui seront constamment u t i l i ­

sées dans l a s u i t e * D est toujours une p a r t i e de B(Y) , et on considère 

d'abord une p a r t i e de «^(Y) # 

( 5 . 1 0 ) X est d i t e D-bornée s i : l i m ^ g S u p ^ ^ | r j * | | ^ s O . 
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( 5 . 1 1 ) d£ est d i t e S-fortement bornée (D-£ bornée) s i pour toute suite ( g Q ) 

de B ( Y ) décroissant vers 0 , on a: l i m , x sup v ||g - 0 • 

\H ) y< f < n L/—yU 

( 5 . 1 2 ) X est d i t e D-uniformément tendue (D-u.t.) s i pour tout £ > 0 i l 

existe un compact K< de E t e l que: sup * 1 1 1 n I I * < £ • 

On considère maintenant une f a m i l l e f i l t r a n t e (^) de mesures de 

^ ( Y ) 1 et on. pose: 

( 5 * 1 3 ) (/*<*) est D-asymptotiquement bornée (D-as. bornée) s i 

l i m r ; 0 l i m s u p « 1 | r A « D = 0 * 

( 5 . H + ) est D-asffmptotiquement fortement bornée (D-as. f . bornée) s i 

pour toute s u i t e (g^) de B ( T ) décroissant vers 0 , on a: 

l i m ( n ) l i m su P f l. H S ^ ' D - / ^ » 0 • 

(5»15) (>^) est D-asymptotlquement uniformément tendue (D-as.u.t• ) s i pour 

tout i> 0 i l existe un compact K£ de E t e l que: 

l i m sup tl a I I - , ^ l . 

Bien entendu, toutes ces conditions sont d'autant plus f o r t e s que l a 

pa r t i e D de B ( Y ) est grande. D'après ( 5 * 9 ) , fortement borné entraine 

borné. En f i n s i une f a m i l l e f i l t r a n t e est D-bornée (resp. D-f. bornée, 

resp. D-u.t.), e l l e est a - f o r t i o r i D-as. bornée (resp. D-as.f. bornée, 

resp. §-as.u.t.) 

( 5 * 1 6 ) THEOREME: Toute f a m i l l e f i n i e de ^ ( Y ) est B-f. bornée et B - u . t . 

Démonstration. I l s u f f i t de montrer l e résultat pour une f a m i l l e réduite 

à une seule mesure, s o i t y- . Que { p ) s o i t B-f. bornée découle de ( 5 . 6 ) 

et de ( i f . 9 ) . 

Soit (x. ) une suite dense de E , et B(x.,r) l a boule ouverte de 

centre x. et de rayon r dans E . Soit G s N. B(x. . On a 
• 1 np i^rp i ' n -

U ( p ) ^ p 38 5 » d o n c d'après ( 4 . 9 ) 1yxG c t ô n d v e r s 0 d a i L a L v ) 
A
 QP 

quand p | O D . Si £ > 0 i l existe alors P n ^ l t e l que 

°>Pn a>Pn ' 

On prend a ^ n > l S n p 9 q u i ô s t c o m P a c t dans E car E est polonais, 

et qui vérifie K C <= ( J n ? 1 « J ^ , donc K I x K c I g . ^ < * . • 

(5.17) COROLLAIRE: Soit DCB(Y) . Soit Q A q ) une s u i t e de ^j(ï) . Alors 

l a f a m i l l e (^ n) est 13-bornée (resp» D-f. bornée, res?. D-o.t t) s i et 
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seulement s i e l l e est D-as. bornée (resp. D-as, bornée« resp. îT-as.u. t . ) 

(ce n'est pas nécessairement v r a i pour une f a m i l l e f i l t r a n t e ) * 

V o i c i e n f i n un "théorème de Riesz": 

(5.18) THEOREME: Pour qu'une a p p l i c a t i o n linéaire y* : B$BL ^ £ se pro-

longe en une mesure ^ e / ^ Y ) , i l faut et i l s u f f i t que: 

( i ) s i (g^) est une suite de B(Y) décroissant vers 0 , on a i t 

l i o ( n ) " ^ « M B L . g j t l l r W h ' 0 

( i . e . , {y>\ est B#BL-f. bornée); 

( i i ) pour tout 1> 0 i l existe un compact Kg de E t e l que s i 

(f € B®BL vérifie |̂ | £ l y x K c on a i t ||/*(<f)||?< € ( i . e . , f y ) est 

B®BL-u.t.) * 

Ce théorème est à comparer à (2.8), dans lequel on p o u r r a i t remplacer 

B®C par B®BL sans r i e n changer. I l est f a c i l e de vérifier que s i £ = E 

et s i y. est une a p p l i c a t i o n p o s i t i v e , les conditions de (2*8) et de 

(5*18) sont équivalentes. En f a i t , l a simplicité de (2.8) vient plus de 

^ a positivité de que du f a i t que ? s E • 

Démonstration» La nécessité découle immédiatement de (5.16). Supposons 

inversement qu'on a i t Ci) et ( i i ) . L'espace B<s>BL est un espace d'inté­

gr a t i o n sur (Y,Y) , donc i l s u f f i t de vérifier qu'on a (̂ +.2) avec S s 

B®BL . En prenant g = — , on v o i t immédiatement que ( i ) entraine ( i + . 2 , i ) . 

n n 

Pour vérifier ( * f . 2 , i i ) , on considère une suite ( f ^ ) de B#BL décrois­

sant vers 0, et t e l l e que <p ̂ 1 . Soit f >0 , et K 3 K r l e compact 

intervenant dans ( i i ) * Si y € Y et p ^ l , l es ensembles 

(x € K : f n ( y f x ) ̂  1/p ) sont fermés et décroissent vers l'ensemble vide 

quand nfao , donc i l s sont vides pour n assez grand. Donc s i 
C(n,p) = { y : s u p x ç K <f n(y,x) > | } 

on a: l i m ^ | C(n,p) s & . 

Df après ( i ) i l existe p t e l que ||̂ (<f)ll?<£ pour tout cp € B®BL t e l 

que l<p) ̂  1/p ; d'après ( i ) encore i l existe M>1 t e l que \\^(<f)lf^t 

pour tout Lf € B&BL t e l que M < \^ p ^ E • Par a i l l e u r s , par définition 

de C(n,p) , on a 

^5.19) cf a < f * ^ ( ^ p J x E + *Y.K°-

Posons alor s : 
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<?n ' M ? ' f n " (f a-^n
)A^ C(n,p)xB» * l m ?» " ' 

On a f 1 € B®HL . Comme \<(\\< 1/p on a «^(fJî/L « C . Comme O^f^ < 

a c ( n , p ) x E 0 n a 1 l^ ( cV"r * 1 s i n i N - C o m m e 0 < Éfn* 1Y«KC d ' a P r è s 

(5.19), on a B/*(<f jj)B t * £ d«après ( i i ) . Par suite (<f Q ) II? < 3 £ s i 

naH et on en déduit que /* (<f ) > 0 dans ? . • 

§6. Topologies sur «^(Y) . 

a) On va maintenant comparer diverses topologies sur ^g(Y) * Ces topo­

lo g i e s sont caractérisées par l a convergence des f a m i l l e s f i l t r a n t e s . A f i n 

de l e s définir on considère les conditions suivantes, portant sur une f a -
a » 

m i l l e f i l t r a n t e (f*u) et une mesure de /^(Y) . 

(Al) I ) f * ( / * « . ( y) * 0 pour toute <peC 

(A2) Hfx ( A - r ) l y t ( T ) * ° P ° u r t 0 U t S 

(A3) H <f* (/*««. -^)"/f(Y) " 0 p o u r t o u t e f^l®C 

(Aif) Rf * ( A -J*> B/t(y) " 0 pour toute 1®BL 

(A5) ll/fc - H l ^ » 0 

(A6) H / W l l l s B L i * 0 . 

On remarque que lorsque ? = I , l a condition (Ai) ci-dessus coïncide 

avec l a condition (Ai) du théorème ( 2 . 5 ) . 

(6.1) DEFINITION: On note l a topologie sur ^ ( Y ) pour l a q u e l l e une 

fa m i l l e f i l t r a n t e (/*<*) converge vers s i et seulement s i e l l e vérifie 

( A i ) . Si J£ est une p a r t i e de «/f?(Y) , on note i f 1 son adhérence pour 

l a topologie jf^ . 

(6.2) THEOREME : a) Si l a f a m i l l e (^) est BL-as. bornée et BL-as. u.t . . 

l e s conditions (A2), (A4) t (A5)« (A6)« sont équivalentes. 

to) Si l a f a m i l l e ( ^ ) est C-as. bornée et C-as. u.t.» les conditions 

(A1)-(A6) sont équivalentes. 

(6 .3) REMARQUES: 1) On p o u r r a i t aussi montrer que s i l a f a m i l l e ) est 

BaC-as. bornée et B^C^as. u . t . f l e s conditions (A2)-(A6) sont équivalentes. 

2) On po u r r a i t également i n t r o d u i r e une condition (A7) du 

même type que l a condition (A7) de ( 2 . 5 ) . Mais cette condition n !est équi-
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valente aux autres que sous des conditions plus f o r t e s , sans doute peu i n ­

téressantes dans les applications (sauf lorsque les mesures sont "po­

s i t i v e s 1 1 , au sens où nous l e s int r o d u i r o n s dans l e 

Les im p l i c a t i o n s suivantes sont évidentes: 

A3 

(6.W) A l > A2 — ^ kk 

1 f 
A5 > A6 

I l s u f f i t donc de montrer les lemmes ( 6 . 5 ) et ( 6 . 9 ) ci-dessous pour ob­

t e n i r l e théorème ( 6.2). 

( 6 . 5 ) LEMME: Si l a f a m i l l e (^) est HL-as. bornée et BL-as.u. t . * on a 

Uk)< »(A5). 

Démonstration, a) Soit £> 0 . Par hypothèse i l existe un n ^ l , un com-

pact K de E , et un indice {5 t e l s que || ~r*"§L^ £ e t 

' ' ^ Y x K 0 " BL-/1 pour *> > j? . D'après ( 5 * 1 6 ) on peut aussi c h o i s i r n 

et K pour que ces inégalités soient vraies également pour y u # Donc 

( 6 . 6 ) <f € BL, M ^ | + 2 - 1 T k K C " » U<f x / U»^(y) ̂  5*> " ^ ^ " / f ( T ) * 5 f 

pour x > (? : en e f f e t s o i t <f ' = cf/\ ̂  et q?M = (f - (f1 ; on a (f 1 g BL et 

| ^ , | < 3 A , donc || Cf ' x / ^ ( y ) ̂  3 f ; de même q>"£KL et |* 2 - l Y y K c , 

donc [| c p w Y ) < 2 * ' et on a les mêmes inégalités pour ^ , « >• |? . 

1̂ 
l ^ q ^ i B ^ X i , n ^ e t 

a , A i 3 0 ! ^ 5 ^ ^ pour i ^ 2 . Comme K est compact, i l existe un 

j > 1 t e l que KeC j . Soit f ± ( x ) = [ l -\ d(x,B(x i,^) ) ] + ; on a 

f i ^ B L ( E ) . Soit e n f i n F = ( 0 , l f * 2 n j ^ . Si ( q 1 , . . , q j ) € F on pose 

q i 

h n (x) =* sup. . — f, (x) . 

On a h e BL(E) . D'après (A2) i l existe V> B t e l que 

( 6 . 7 , . M . - J ' 1 ' 1 ' - - ^ ' » " 

c) Soit maintenant ^ e B I ^ . On pose 

K i q = [ y € Y : l + fCy.x^É 3 ^ , M ) (q = 0 , 1 , . . , 2 n ) 
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Soit y e ï i q et x e K . Si d ( x , x i ) Ï Ï " 1 / H on a f^x)»! et comme 

f (y,.) € BI^CE) on a |vf1Cy,x) - f ( y , x ) - 1 | < 2/tt ; s i d U ^ ) ^ 2/n on a 

f t ( x ) = 0 et ̂ (y.xîaO; s i e n f i n 1/n - c d U ^ ) <2/n on a 0 - c f ^ x ) <"1 

et | S - f (y,x) - 1 / « 3/n , donc ^ ( y , x ) ^<f(y,x) + 1 + 3/a . D'après l a défi­

n i t i o n de y, et comme U g ^ r q ^ n K l q = Y » o n e n d é d u i t < l u e 

( 6 . 8 ) | < f - r l * J • 2 - i Y x K C . 

Par a i l l e u r s pour (q. ,.. ,q.) e F on pose L = f) < -, « k< „ • 
-L J ^ l ' * * ' ^ j J i»Hj_ 

On a alors 

E n f i n s i g € B ( Y ) , | g | < l f on a clairement ll(gph)* ( j / ^ "A4 )D/f(Y) ^ 

ll(l®h)x(^-^)||/1^î^ # On déduit alors de ( 6 * 7 ) et de l a définition de y 

que (y) ̂  2 ? p o u r * > f 1 • Comme <^-<f£BL on a 

IK<f -Y ) * M / f ( Y ) < 5 ? pour et Il (<f - rOx/J^y) ^ 5 f , d'après ( 6 . 8 ) 

et ( 6 . 6 ) . Donc finalement ||<jpx(/v ( Y ) ̂  ̂ 2 ? pour * > ( } ' . Comme ceci 

est v r a i pour toute ^ É B Œ * . , on en déduit que l/V^ïg* ^ 1 2 * , d'où (A5). 
1 g 

( 6 . 9 ) LEMME: Si l a f a m i l l e ( ^) est C-as. bornée et cT-as.u»t. , on a 

(A2) = $ > ( A 1 ) . 

Démonstration. Soit £ > 0 . On montre exactement comme dans l e lemme (6.*f) 

q u ' i l existe un n ̂ 1 , un compact K de E , et un indice (? , t e l s que 

(6.10) <?eC, ) ^ J + 2 . 1 Y x K c M * * / 4 -l/i<T) * 3 i , • r x / V l l A ( T ) ^ 3 f 

pour * > P . On reprend alors l a démonstration de l a p a r t i e (b) du théorè­

me ( 2 . 5 ) : on a l e s fonctions f ^ 9 et s i (f éC , |<£| ̂  1 , on pesé 

^ = { y 6 Y : 7 r f U a ^ < M B 4 , s u p x € K | f ( y , x ) - f k ( x ) | - J } . 

On pose y s X k ^ l B k * > * k t donc ^BL . D»après (A2) i l existe jj» > ̂  

t e l que H ( y ) ^ f P o a r ?f • Enfin I f - f l ^ j * h 2 ' 1 Y x K c » 

donc d'après (6.10) on a «r> x^ 'U ( Y ) e t ^ ~^ XA< ^ ( y ) - 3 f 

s i . On en déduit que I f - / - ) l ^ ( y ) ^ 7 f pour * > {? • , d'où ( A l ) . 

b) Le théorème (6.2) n'est pas vraiment s a t i s f a i s a n t : en e f f e t l e s 

topologies ^ , pour i = l , 6 , ne coïncident pas ( l e s r e l a t i o n s entre 

ces topologies se déduisent du tableau ( 6.i+): une flèche de (Ai) vers ( A j ) 



1 9 

s i g n i f i e que est plus f i n e que i f . ) . Toutefois, e l l e s coïncident sur 
Là 

des sous-espaces suffisamment p e t i t s de ^ j ( Y ) , comme nous allons l e dé­

duire du théorème (6.2). Commençons par un lemme: 

(6.11) LEMME: Soit £ une p a r t i e de Sl^(Y) . Dans les deux cas suivants: 

( i ) A = C et i = 1 , 

( i i ) A = BL et i = 1 , 2 , 5 , 

s i X est A-bornée (resp. A^f. bornée » resp. A-u.t.), alors ^ est au 

aussi A-bornée (resp. A-f. bornée» resp. iT-u. t . ) 

Démonstration. D'après l e diagramme ( 6 . i f ) , i l s u f f i t dans ( i i ) de montrer 

l e résultat pour i s 2 . Si A! c l on pose 

su») = s u p ^ « p < f e r «
l , ^ , , ^ ( i ) • 

I l s u f f i t alors de montrer que s i on a aussi )1 cf*jAll^(y) ^ g(A' ) , 

pour toute ^cA' , dans l e s cas suivants: 

/ pour A-borné, prendre A' » {^eA, | t f | ^ r } , ou r > 0 

1 pour A-f. borné, prendre A' = ( <f e A , M < g t f l j , où g € B( Y ) , | g 1 

[ pour A-u.t., prendre A' = {cp^A, |<?| < ̂ -y*Kc ̂ ' °^ K 9 S t U n c o m î > a c 1 ; 

de E • 

Mais s i ̂ e ? * i l existe une f a m i l l e f i l t r a n t e (^) de ï£ qui converge 

vers j\ pour ^ , donc e l l e vérifie (Ai) et donc llf ~^)'|/f(y) *° 

pour (f zTi (rappelons que i s l s i A =* C , et i a 2 s i A = BL). On en 

déduit que II ̂ x / * ^ ( y ) 58 1:Llo<: 11 f */* l/^ Y ) ' d f ° û l d r é s u l t a t * • 

On déduit immédiatement de ce lemme et du théorème (6.2) que: 

/ W /\*> / — ' 

(6»12) THEOREME: a) Si £ est une p a r t i e BL-bornée et BL-u.t. de - / M Y ) , 

on a = / pour 1 = 4,5,6 et les topologies coïncident sur i 

pour i s 2,if ,5,6 • 

b0 Si * f est une p a r t i e C-bornée et C-u.t. de ^ ( Y ) , on a a / 1 

~ 1 

pour i a 2,3,if,5,6, et l e s topologies colncidemt sur X pour 

i =1,..,6. 

Vo i c i e n f i n un théorème à comparer à (2.9), mais encore une f o i s beau­

coup moins s a t i s f a i s a n t : 

(6.13) THEOREME: Soit X une p a r t i e §L-f. bornée et BL-u.t. de / f j ( Y ) • 

Alors ? 2
 ( = ^ ^ 3 ^ ^ = ^ ) est complet pour les quasi-normes I M g ^ 
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Démonstration. I l s u f f i t de montrer l e résultat pour || •lU j C, n T • D1 après 

( 6 . 1 1 , i i ) , Z est aussi BL-f. bornée et BL-u.t. t donc on peut supposer 

que / s X 2 . 

Soit une suite de Cauchy dans / pour ^ ' I ^ H L ^ S i f € B L ( E ) 

l a suite ( (ls>f J * / ^ ) est de Cauchy dans l'espace ^ ( Y ) muni de l a 

quasi-norme H * ^ ( Y ) » d o n c d faprès ( i + . l l ) e l l e converge pour cette quasi-

norme vers une l i m i t e V f £ J1^(Y) • En p a r t i c u l i e r ^(g®f ) »> V f (g) 

dans £ pour gcB(Y) : donc s i on pose /*(g#f) = V^(g) pour g€B(Y) 

et feHL(E) , on peut à l'évidence prolonger y par linéarité à B®HL 

et on a J ^ t y ) ^ J ^ t y ) dans ? pour toute (fe B<#BL • 

I l s u f f i t maintenant de montrer que p se prolonge en une mesure de 

•/fy(Y) . Comme ^ est BL-f. bornée et BL-u.t., l a même démonstration que 

pour le lemme ( 6 . 1 1 ) , avec A = B#BL , montre que y- s a t i s f a i t l e s condi­

t i o n s du théorème ( 5 . l 8 ) , donc admet l e prolongement souhaité (pour a p p l i ­

quer l a preuve de ( 6 . 1 1 ) , i l faut pouvoir écrire que || fx (^^ - / * ) ' > t ( Y ) — 0 

pour <f c BoBL ; mais comme v f € -^j(Y) pour toute f^BL(E) , i l est f a c i l e 

de v o i r que dfx^(g) «^-(ggl-f ) définit une mesure <fxj*e J^^J) ; de plus 

H \ ? f - ( l œ f ) * / ^ ^ ^ * 0 , donc on en déduit que || <fx (̂  Q ) T^ * 0 ; . 

$ 7 . Mesures v e c t o r i e l l e s p o s i t i v e s . 

a) Dans ce paragraphe, nous ajoutons une hypothèse supplémentaire sur 

l'espace £ . Cette hypothèse est encore vérifiée par l e s espaces 

L PC^F,P) pour p€CO,c©[. 

( 7 . 1 ) Hypothèse. £ est réticulé; l e cône p o s i t i f de t est fermé; s i 

a,b€ ? vérifient la k lb | on a |la|l ? ^ ||b||̂  . * 

On note alo r s ^I^(Y) l'ensemble des mesures p o s i t i v e s sur (Y*|) 

(et de mâme Jt£(Y) ) , c'est-à-dire des mesures ^e/^(Y) qui vérifient: 

( 7 * 2 ) g c L 1 ^ ) , g^O » * Z ( g ) ^ 0 (dans ? ) . 

On a alor s l e s propriétés évidentes suivantes: 

( 7 . 3 ) V - ^ ( Y ) i « C L 1 ^ ) » | l < â ) k 7 < ) * | > et l « l L i < 7 ) -H(|«|))»t. 

( 7.if) TC-A*(Y) : * l h l ^ ( Y ) - I l ( l ) l r 

( 7 . 5 ) f C**(Y) , ^ c - L A ( R ) , < f£0 — » c p ^ e ^ ( T ) , Il " ^ ( y ) s
 ^ " L 1 ^ ) * 

( 7 . 6 ) Pour toute p a r t i e D de "5 contenant l a fo n c t i o n 1 , on a pour 
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y*e/Ç(Y): i ) = Il A4 Y ) a l l ^ d ) H ? 

i i ) s i c ^ € D , ll<?l!g = " ^ " L 1 ^ ) = K ^ I ^ O l l ^ 

i i i ) s i l e s fonctions de D engendrent l a t r i b u f , on a 

K<fM/g_̂  = " ^ " L 1 ^ ) = " / ^ ' ^ ' ^ I f P O U R
 t o u t e fonction mesu­

rable (f . 

A i n s i , s i on considère une f a m i l l e f i l t r a n t e et une mesure ^ 

de /«^(Y) , i l n*y a pas l i e u de dis t i n g u e r : EL-a.s. borné ou BL-as.u.t., 

d'avec C-as. borné ou C-as.u.t. Donc les deux pa r t i e s (a) et (b) du théo­

rème (6.2) (resp. du théorème (6.12)) se confondent. 

Mais en f a i t , on peut f a i r e beaucoup mieux. Introduisons l a condition 

supplémentaire suivante: 

(A7) K ^ x C * ^ * * ^ ' ! / * ( ! )
 > 0 p o u r t o u t a v e c A ^ Y O C ) = ° * 

(7.7) THEOREME: Si l e s JA^ et JA sont dans A^(Y) , a l o r s 

a) l es conditions (A2)-(A7) sont équivalentes; 

b) les conditions (A1)-(A7) sont équivalentes s i l a f a m i l l e f i l t r a n t e 

est une suite « ou bien s i e l l e est asymptotiquement uniformément tendue « 

au sens où pour tout l> 0 i l existe un compact de E t e l que 

li m aup^ I ' A ( 1 Y X K C ^ ? ^ * ^ c e r e v i e n t a dire qu'elle est D-as.u.t. 

pour D s BL , on pour D = C, outpour D = 1#BL, comme on veu t ) . 

Démonstration* I l s u f f i t de reprendre textuellement l a preuve du théorème 

(2.5), en remplaçant "Yar^" par " " - H / Î ( Y ) " » E T E N R E M P L A ( ? A N T toutes 

l e s inégalités du type I j^OOJsf ou. - fr) (({) \ ̂  £ par 1^ (^ )11^ ^ e 

ou par I K / ^ - / * ) ( f )l l^ ̂  S. I l y a seulement deux points nouveaux: 

1) l a propriété suivante, qui i n t e r v i e n t au début des preuves des im­

p l i c a t i o n s (A7) >(A5) et (A7) >(A3): 

(7.8) Si (A ) est une f a m i l l e de p a r t i e s d i s j o i n t e s deux-à-deux, mesura-

s 
bles, on a / * ( A

s ) / 0 pour au plus une infinité dénombrable de va­

leur s de s . 

Mais comme /*c-A^(T) , l a dernière p a r t i e de (7*1) permet de montrer (7.8) 

exactement comme dans l e cas des mesures réelles. 

2) Le f a i t que toute suite vérifiant les conditions équivalentes (A2)-

(A7) est asymptotiquement uniformément tendue (et même, uniformément ten­

due). Cela découle du lemme suiivant, qui sera encore utilisé plus l o i n . M 

(7.9) LEMME: Toute suite de Cauchy (^) dans .A^(Y) pour l'une des quasi-
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normes ll-Wg^ £ii " • ' ' I ^ B L - L
 9 s t uniformément tendue » au sens où pour 

tout i>0 i l existe un compact Kt de E t e l que: sup n J / ^ t t - y ^ c ) " t * ̂  

Démonstration. I l s u f f i t de montrer l e résultat pour H • H ^ B I ^ • S O I T 

( x i ) une suite dense dans E et G = U 1 ^ i ^ p BCx^l/n) . Soit nelï 

et i>0 fixés. I l existe N e » t e l que H ̂ m " / V'lpHI^ ̂  S l 

m£.N ; i l existe kéJN t e l que s i B = G

n k

 e t 3 1 = G 2 n k ' 0 2 L a i t 

H / * ( Y * B f C ) l ^ ^ * / 2 pour tout a é N . Soit f ( x ) = 1 - l / \ [ 2 n d(x,B°)] . 

I l est c l a i r que f / 2 n 6 BI^CE) , donc l ^ C l ^ f ) -^(l«>f)l|?< 2 / 2 s i 

m^N ; i l est c l a i r aussi que 1 ç i f ^ l g ^ . Par suite s i m>N on a. 

i i/A m(YxB
a )i) ? <s i^(a«f)i t < ) i r N ( W ) U ? • Il (/ N- r m)(i^f)ï ? 

S ) l ^ N ( Y x B « C ) l l ? + | * * , 

tandis que s i m^N on a: 

l l ^ B ( M C ) | ? < ( l ^ m ( Y x B '
C ) t t t * § . 

Finalement, pour tout u e l et tout £ > 0 , i l existe k t e l que 

1 ! Y x G ^ k ) ^ C pour tout léB , I l existe donc p n<sB t e l que 

U (Y*GC ) lly ̂  ? . 2 - n . On pose alors K<- = 0 J , , w , qui est compact 

car E est polonais, et qui vérifie H/^CY*K^*)Kg ̂  £ pour tout mc3tf 

Le tkéorème ( 6 . 1 2 ) devient: 

( 7 . 1 0 ) THEOREME: a) Les topolo&ies coïncident sur /t^(Y) pour i = 

2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 

k ) Si est une p a r t i e uniformément tendue (au sens de ( 7 . 9 ) ) de 

A^( Y) , l e s topologies Z^ coincident sur X pour i = 1 , . . , 6 . 

b) Le théorème suivant achève de montrer qu'on a en f a i t l e s mêmes ré­

s u l t a t s pour les mesures p o s i t i v e s v e c t o r i e l l e s que pour l e s mesures po­

s i t i v e s s c a l a i r e s . 

( 7 . 1 1 ) THEO HEME: L'espace /f^CY) est complet pour l e s quasi-normes I! • llg^ 

Démonstration. I l s u f f i t de montrer l e résultat pour . Soit 

une suite de Cauchy de A g ( Y ) pour cette quasi-norme. Reprenons 

d'abord l a preuve de ( 6 . 1 3 ) : on c o n s t r u i t une a p p l i c a t i o n linéaire JJL: 

BtfBL ^ ? , qui est clairement p o s i t i v e car / ^ ( f ) ^/*(<f) dans ? 
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pour toute <f € B®HL • 

I l reste à montrer que vérifie les conditions de ( 5 . 1 8 ) . Soit 

d'abord ( g n ) '
 u n e suite de B(Y) décroissant vers 0 , et t e l l e que 

g n ^ a . Soit S > 0 . I l existe N ^ l t e l que ) | / ^ - / " J J ' ^ B L < £ P O U R 

m>N; i l existe p ^ l t e l que H/*jj(gp*l) 11̂  * £. Par définition de 

"*"l0HEi^ 0 D l v o i t c* u e s i 111 ̂ N on a 

En passant à l a l i m i t e , on obtient Il/*(g tfl) 1^ < 2 S . D'après l a p o s i t i v i -

té de jA, on en déduit qu'on a ( 5 . 1 8 , i ) . 

Par a i l l e u r s l a suite (j*. ) est uniformément tendue d'après l e lemme 

( 7 * 9 ) 5 s o i t l e compact associé à i^Q dans ce lemme. Si ip e B&BL 

vérifie l^'^^YxKf 0 3 1 a '/*m^"*^* pour tout m, et comme ) A

m ^
L f ) 

converge vers /*(<f) dans ? on en déduit que ) l O f ) 11^ £ . Donc 

( 5 . l 8 , i i ) est vérifié.! 
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