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§l. Introduction.

Dans cet article nous abordons le probléme suivant de théorie de la
mesure: soit (Y,Y) un espace mesurable quelcomque, et (E, E) un espace
polonais muni de sa tribu borélienme; soit Y = Y«E , Y Y@E On considérs

un espace /1 de mesures (scalaires ou vectorielles) sur (Y Y)

Le probleme consiste a définir (et a étudier) ume topologie sur .7,
qui sur le premier facteur Y se ramene a4 la topologle de la comvergence
en variation (ou en semi-variation, dans le cas vectoriel), et qui sur le
second facteur E se rameme & la convergence étroite, De maniére plus
précise, on veut qu'ume famille filtrante (y“) de S converge vers
sl et seulement si:

(1.1) Pour toute fonction contimue bornée f sur E, les mesures ), (.xf)

sur Y convergent en variation (ou em semi-variation) vers /u(.xf).

Dans la partie I mous étudioms le cas ou S est l'espace des mesures
réelles positives sur (?,g). L'essentiel consiste alors en une gémérali-
sation facile de la topologle étroite, avec 1eé;mémes méthodes et des ré-
sultats amalogues: par exemple, /1 est métrisable et complet (mais pas

séparable, bien-slir, & moins que Y ne soit dénombrable).

Dans la partie II nous considérons le cas od ./ est l'espace des mesu-
res sur (?,f), 4 valeurs dans un espace wectoriel £ . La encore les mé-
thodes sont ies mémes, mals les résultats obtenus sont beaucoup moinms bons,
ce quil n'est pas ume surprise: déja pour les mesures réelles signées les
résultats concermant la topologie étroite sont significativement moins
forts que pour les mesures positives.

Signalons que comme corollaire, mous obtenons une définition et quel-
ques propriétés de la convergence "étroite"™ pour des mesures vectorielles
sur un espace polomais, ce qui ne semble pas avoir été étudié jusqu'a pré-
sent.

Nous ne parlerons pas ici des applications (woir par exemple [4 7). Mais
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cette étude (et notamment le cas vectoriel de la partie II) est motivée
par la nécessité de munir les divers espaces de mesures aléatoires de to-
pologies comvenables. En effet soit (I,F,F,P) un espace probabilisé fil-
tré. On sait qu'une semimartingale peut gtre considérée comme une mesure
sur Y= QxR muni de la tribu Y=P des prévisibles, et a valeurs dans
’E:LO(Q.,g,P) (espace des variables aléatoires réelles finies, muni de la
convergemce en probabilité); de plus la topologie d'Emery est la topologie
de la convergence en semi-variation (sur chaque intervalle de temps fini).
De méme, si E est un espace auxiliaire, une "mesure aléatoire sur R _xE"
peut en fait &tre considérée comme une mesure sur Y = YxE » & valeurs
dans Lo; et, pour l'étude de la stabllité dans les équations différen-
tielles stochastiques notamment, on a besoin d'introduire une topologie
sur l'espace des mesures aléatoires qui soit "forte" (i.e. en semi-varia-
tion) sur Y=QR_, et "falble” (i.e. de type "étroite") sur E.

Nous terminons cette introduction par des notations qui nous serviront
dans les deux parties, qui pour l'essentiel peuvent &tre lues indépendam-

ment l'ume de l'autre.

D'abord, B(Y) (resp. B(E), resp. B(Y) ) désigne l'espace des fonc-
tions réelles bornées mesurables sur l'espace (Y,Y) (resp. (E,E) ,
resp. (A‘I’,f) ).

Ensuite, on munit E d'ume distance d pour laquelle il est complet.
Soit C(E) (resp. BL(E) ) l'espace des fonctioms comtinues (resp. lip-
schitziennes) bormées sur E . Soit aussi BLa(E) l'ensemble des fonc-
tions f sur E bornées par a et lipschitziennes de coefficient de

Lipschitz imférieur ou égal &4 a; noter que BL(E) = Ua>oELa(E) .

Enfin si A(E) est un emsemble quelconque de fonctioms sur E, on

lui associe les trois emsembles suivants de fonctioms sur ’f:

A= {q)eB(f): w(y,.) €A(E) pour tout yeY}
(1.2) 184 := [{p=18: feA(E)]

BOA := g = S’J.sifN, g,®f, : NcN, g, eB(Y), f,¢ A(E)} .

En particulier B=B(Y); T (resp. BL) est l'espace des fonctions mesu-
rables bornées sur (f,g) , qui sont continues (resp. lipschitziennes)

dans la seconde variable. Noter que BL contient strictement Ua>0ﬁ‘
Parmi les ensembles définis en (1.2), on utilisera B, T, BL, et aussi

BeBL , BeC, 1@BL, 1¢BL , 1sC.

a .
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I - MESURES POSITIVES

§_2_. Dans toute la parties I nous notonms J(+(Y) l'ensemble des mesures posi-
tives fimies sur (Y,I), et (Y) = M (¥) =AT(Y) 1'ensemble des mesures
finies signées. On définit de mdme 4 (Y), /A(¥), A*(E) , J1(E). Notre
objectif consiste i munir A'(Y) d'une topologie vérifiamt (1.1).

Commengons par compléter les motations précédentes. Si /—(6‘/1(/{) et si
e B ( =B(Y) ), om définit ume mesure ¢xu dams /{(Y) en posant

(2.1) Ae

i<

Ar——> gxp(a) = )A(le’lAXE) .

Si ve/{(Y), sa variation VarY(V) est par définition (l'indice Y figu-

~

rant pour rappeler qu'il s'agit d'une mesure sur Y, et mon sur Y ):

(2.2) VarY(v) = SUP g og(y), |gi<1 V()| .

On mumit /‘l(?f) des deux normes suivantes:

(2.3) ﬂ/‘!}ﬁil :=  sup ‘?GB’-L]. VarY(cpr) = sup‘(€§Lll/*(<P)|

(2.4) "”"J.@BI..*_\_ i= supcpel@BIq_ Var, (@xp)

= SUPf GBLl(E),EGB(Y), ]g‘sll)‘(EQf)l o

On a bien-siir

I Vygpr, € Brlgg -

Si acY s, on note y (resp. A , resp. JA) l'ensemble des points
(y,x) de Y tels que, pour tout yeY, x appartienne 4 l'adhérence
(resp. & l'intérieur, resp. a4 la frontiére) de la coupe Ay:fx: (y,x) e A}
dans E.

(2.5) THEOREME: Soit peA'(Y) et (p,) une famille filtrante de 1 ().
On considére les conditions:

(A1) VarYDP" (P =r)] ——>0  pour toute ¢ €T ;
(A2) \IakrY [¢x(px =p)] — 0 pour toute ¢ egL H

(A3) VarY[cp:(}A,( -] >0  pour toute (peleC (ce qui s'écrit aussi
Vardp(of) =p(. £)]—> 0 pour toute fe€C(E));

(A4)  Vary[¢x(pa-p)] —> 0 pour toute ¢e1®BEL;

(A5) D}"K')‘uﬁ‘l—_)c’;
(a6)

I 7"’"”’1@131.1

—— 0



(47)  Vary [ A (.xC) -n(.xC)] —= 0 pour tout C €E tel gue 4 (Y¥x3C)=0.

a) Les conditions (A2)~(A sont é uivélentes.

b) Les conditions (Al)-(A7) sont équivalentes si la famille filtrante
(/A“) est une suite, ou bien si elle est asymptotiquement tendue, au sens

ol pour tout ¢> O il existe un compact K de E et un indice [ tels

que M, (Ych)si pour tout =<>{3.

Om munit alors /1+(?) de la topologie pour laquelle ume famille fil-
tramte converge si et seulement si elle vérifie l'une des conditions équi-
valentes (A42)-(A7). Cette topologie est métrisable, avec l'ume quelconque

des deux distances

dg, (or') = “r-r'flng ’ %ml(r,r') ) "F'r'“’l@BLl )

Remarquer que la conditiom (A3) est exactement la conditiom (1.1), de sorte

que nous avoms rempli notre contrat.

Remarquer aussi que lorsque Y est réduit a un point, on peut idemti-
tier AY(Y) et MT(E): on a alors (Al) = (43) , (A2) =(Aa4), (a5) = (4a6),
et l¥quivalemce (A3) €<= (A4) <=>(A7) est bien connue: voir par exemple
Billimgsley (5] ou Parthasarathy (71; lt'équivalence avec (A6) est moins
connue, mais se trouve par exemple dams Araujo et Gimé (1]. Pour la démons-

tration du théoréme, mous allons d'ailleurs reproduire pour l'essentiel
les démonstrations de [5] et (1].

Démonstration. a) On va montrer les implications:

/ A
A7 A2 — o A4
N> b )
’ A5 ——— A6
Parmi celles-ci, les implications (A2) == (A4), (A5) = (A2) et (46),
(A6) =memd (A4) ot (A3) == (A4) sont évidentes.

(A4) =—=>(A7). Soit CeE avec M(Ix3C) =0, Il existe une suite
(fi’) de fonctions positives de BL(E) croissant vers l'indicatrice 1s
et une suite (fi) de fonctioms de BL(E) bornées par 1 et décroissant
vers l'indicatrice '16 . D'aprés l'hypothése faite sur C, il existe n

tel que ﬁ[’l@(fi - fi)]s € . D'aprés (A4) il existe un indice [ tel que
Varyfr,((.xfi) —)A(.xfjx;)]ss pour tout « »f et 1=1,2., On en déduit en
particulier que si « >0, on a

2

Y« [’l@(fn

ol
-fn)] < 3¢,
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Soit alors geB(Y), |g|<1. Comme J et p  sont des mesures posi-
tives, on a

2
(e =1 (891g) = (1 =PI (BofR) | € g (A8(£2 - £2)) + p(lo(£2 - £1)) .
D'apres les inégalités précédemtes, on a alors pour « »:
l()n,(-)*)(go‘lc)lg £+ 3sg+ ¢ = 5¢,
Ceci étamt w¥rai pour toute geB(Y), |gl€1, on a VarY[,u,g(.xC) -p(C)]

< 5¢ pour o >f , et comme f> O est arbitraire, on a (A7).

(A7) ==> (A5). Seit n371. Il est facile de comstruire une partition
mesurable (Ap)pz’l de E telle que: diam(Ap)s’l/n, et )A(Yx)Ap)=O.
Pour chaque p on considére un point XP de Ap . I1 existe umn entier
N tel que si C= Ulsp{N AP , on ait m(¥xC®)<1/n, et on a aussi
p(¥x3C) =0 . Donc d'aprés (A7) il existe um indice [ tel que pour tout
o > (3 on ait

1.c%) « 2, (N < w( + 2%
(2.6) { P (I:C7) < 4 P (1) € p(I) + 3
p)

VarY[r‘(.xA -/‘(.xAp)J S’J./Nn2 pour p<N.

- 1 » i-1 1
Soit maintenant ¢eBL), et K = {y:¢(y,x)e]=5%,2]] pour

-n<i<n. Soit \y; = %’J.Ki A Il est clair que
x
_ PP
i
(2.7) VarY[WPX().A,( -p)] < Vary [)«'.((.xAp) -)*(.xAp)] .

1sp=N Z-nsia‘nw; . On a lyls1l par construction;
. ~ . i _ . .
on a ceeBL,l , denc U-nsisn KP = Y d'ume part, et d'autre part

|- yl<1/m sur YxC car diam(Ap)s’l/n et xpeAP. Par suite, les
mesures ., ot L étant positives, on a

Soit enfin Yy = >

Vary (@x(p, =p)) € p(1:C6%) + p (1xC°) +% LD +2 (DT + Vary(vx(p =4)) .

D'apreés (2.6) et (2.7) il vient alors, pour « > fI:

Varg (ox(p -p)) & 2+ 24224 +%J+;/‘Ln—2(2Nn) < %[6 +2 (D7

Cette majoration me dépendant pas de ¢ dams ﬁﬁl ,y Oon a | -}«Mﬁtl <
%[6-#2}4(?)] . Comme n est arbitraire, om en déduit (A5).

(A7) == (A3). Soit f£e€C(E) et M> sup_ j£(x)| . Soit A(s) =
fx:2(x)=8] et D={s:,(Yx24(8))>0}, qui est an plus dénombrable.
Donc pour chaque ¢ >0 11 existe ume subdivision finie

8y -M<a, <...<a, ,<M<a; telle que £, 8t que aiéD.

aiﬂ-ais

Seit C, ={x:a;gf(x)<ca Comme f est continue, on a

i+13 *
bci: {x: t(x) =a, ou £(x) =ai+1} , de sorte que /-(Y:bci) =0. Si alors



, . ) s
£' = Zosisn-‘l ai’lci , on déduit immédiatement de (A7) qu'il existe un
indice P tel que pour tout «>f om ait Vary[(’l@f')x(n‘ -#)1< ¢,

et aussi r«(?) <pu(Y¥)+ ¢, Enfin f'<f=<f'+¢ par comstruction.

Soit alors geB(Y), |gi=1. Comme xm ot 4 sont positives, on a
|(e =) (802) = (e =p) (g0 | < € (D) + (DT,
donc si &« >0 11 vient
e =) (o)) s g +i2p(D)+ 1 s 2e[2+p(D)]

dés que ¢=<1., On a domc aumssi VarY[(‘lef)x(/»“ -1 = 2:(1 (D) ]
et comme §>0 est arbitraire, on a (43).

b) Pour démontrer la partie (b) du théoréme, il suffit évidemment de
montirer que si (f&) satisfait les hypothéses de (b), plus l'une des con-
ditions équivalemtes (42)=-(A7), alors elle wérifie (Al). Remarquoms
d'abord que si la famille () est unme suite qui vérifie (A3), alors la
suite (M(¥x.)) de mesures positives sur E converge étroitement vers
m(¥x.) , donc elle est relativement compacte pour la topologie étroite,

et d'apres le criteére de Prokhorov on voit qu'elle est uniformément tendue.

On peut donc dans tous les cas supposer que (}A«) st asymptotiquement
uniformément tendue, et vérifie (A2). Soit &§>0. Seit K un compact de
E et YS,l un indice tels que si « >?1 on ait /*“(YxK )sg et
/‘“(Y) < p(¥)+ £, ainsi que f-(YxK )< €.

L'espace C(K) est séparable pour la topologle uniforme et admet ume
suite dense comstituée de fonctionms lipschitziemnes. De plus chaque
f € BL(K) se prolonge em ume fomction fe BL(E) telle que su XEK\f(x)l
erl?(x)l . Il existe domc ume suite (fk)kz’.l. dans BL(E) telle
que “‘k’ <7 et que la suite des restrictioms des fk 4 K soit denmse
dans l'ensemble {feC(XK): |fl<1}.

= 8up

I1 suffit de montrer (Al) pour toute fomctiom q:e?f bornée par 1.
Soit alors « une telle fonction. D'aprés ce qul précéde, les ensembles

By = lye¥: vy Uy Ly Bys sup gle(nm - ()= ¢}

constituent une partition mesurable de Y. On pose Y= Zkzﬁ.’lB@f On
~

a yeBL, donc d'aprés (A2) il existe un indice (22>-(?,l tel que si

x>B5 on ait: Var, (x(fy -p+)) < € . Par ailleurs |vls1 et |y-wls¢

sur YxK. Comme les mesures x, et p sont positives on en déduit que

pour a<>Ba:



Var (ox(py = p)) < 1 (IxK®) +/4(Ych) + sfrx(f) +/«(?)1+Vary(ufx(r.(—/~))
< £+ ¢ +f2pM+ele e = 26 +21

dés que fs1. Comme t¢>0 est arbitraire, om en déduit (Al). m

Nous alloms maintenant montrsr que l'espace /t+(?) est complet pour

les distances précédentes, Pour cela, on rappelle d'abord um résultat de
(4] (Théoréme (2.6)).

(2.8) THEOREME: Soit ¢ wune fonctionmelle linéaire positive sur BeC (no-
tation (1.2)). Pour gu'il existe unme mesure u¢ AN telle que
r(¢) = ¢(¢) sur BeC, il faut et il suffit gque

1) A ~— ¢(1AxE) soit ume mesure sur (Y,Y);

(11) pour tout ¢> O il existe um compact K de E tel gue
¢(lef)< ¢  pour feC(E) yérifiamt I|f1<2...

On a alors:

(2.9) THEOREME: L'espace /‘1,+(:f) est complet pour dﬁiq_ et d'l@m'l.

Démonstration. Il suffit de montrer le résultat pour la distance dl@BLl .
Soit (rn) une suite de Cauchy pour cette distance.

Soit fe€BL(E). La suite (}An(.xf)) est de Cauchy dans l'espace
M(Y) muni de la convergence en variation, et cet espace est complet;
domc il existe vie J(Y) telle que Var‘l(vf -)An(.xf)) —> 0.

Soit geB(Y), g=20. La suite (/An(SK.)) est de Cauchy dans l'espace
M’ (E) muni de la distance S$(nm') = supfe_mrl(ml‘*l(f) -t ()|, et cet
espace est complet pour cette distance (qui définit la topologie étroite);
domc il existe »z‘éﬂ*'(E) telle que }«n(gxf) __,oLs(f) pour toute
£ €C(E) . Si maintenamt g <B(Y) n'est pas positive, on pose ‘18=
'18+-15- , et on a encore )*n(s"f)__""ls(f) pour f£<C(E).

On peut alors poser ¢(gof)=qs(f) pour g e B(Y) et fecC(E) et
prolonger ¢ par linéarité & BeC: on a p (¢) —> $(p) pour ¢c BaC,
donc ¢ est ume fonctionnelle linéaire positive sur BgC . Elle vérifie
(2.8,11) ecar ¢(1lef) =~ll(f) , elle vérifie (2.8,1) car ¢(gsl) =\)1(g);
donc elle correspond & une mesure fe—/t+(f) . Enfin )An(.xf) converge
vers vf(.) =p(.xf) en variation donc (/An) converge vers s pour la
distance deBL‘]_ d'aprés (2.5,a). m



Par contre l'espace /1+(f) n'est pas polomais car il n'est pas sépara-
ble, en géméral: il est immédiat de vérifier qu'il est séparable (donc
polonais) si et seulement si l'espace mesurable (Y,Z) admet aw plus une

infinité dénombrable d'atomes.

§3. Ce paragraphe ne comtient que des résultats de détail, et peut donmc
8tre omis sams inconvémients. L'espace /1+(“f) est toujours supposé muni
de la topologile défimie ci-dessus (par les conditions équivalentes (A2)-
(A7) du théoréme (2.5)), et nous alloms améliorer ce théoréme pour une

suite ()«m) convergeant vers ume limite IS dans /1+(¢f) .

(3.1) PROPOSITION: Soit (}»n) une suite convergeant vers une limite
dans A7(Y). Soit ¢ une fonction de B=B(Y) pour laguelle on ait
p(a) =0, o A= {(y,x): ¢(y,.) n'est pas continue em x]}. Alors

VarYE‘f"‘(/"n -p)] —— 0.

Commengons par un lemme (& comparer au lemme (2.13) de (4]).

(3.2) LEMME: Soit }«e/‘l+(¢f) et Ae¥. Il existe ume suite décroissante
(kpn) de fonctions positives de BL telle gue: 1lim ¢ =13 p-p.8.
(pour la définition de A, veir le début du §2).

Démonstration. Soit (xi) une suite dense de points de E, soit B(xi,r)
la boule fermée de centre Xy et de rayon r dans E, soit enfin

At - Aﬂ(YxB&(xi,%)) . On a Ainez , donc d'aprés le théoréme de section
mesurable il existe ume partie BiZ de Y avec /A(Bian)=o (noter que
B™® ntest pas nécessairement Y-mesurable) et une application mesuratle
n'®: (1,1) ——> (E,E), telles que |

7B = [af 40 «— () €],
seit B= Uy B, domc m(BxE) = 0. Soit aussi

B, = [(0i%y): 131,051, 2Py eal?

J
H = {(y,x): ery}

Y(y,x) = ’l/\ini’i n [d(x,hin(y)) +1(
= A

J

in
in)c(y,h (yNJ.

Par comstruction on a d'une part Lyeg, d'autre part w(y,x) :1/\d(x,ﬁ'y)

on em déduit que \yefBlLl . Si «(n(y,x) =[1-n qr(y,x)1+ on a encore
cfneﬁ ’ ?nzo , et la suite (cpn) décroit vers l'indicatrice ’lﬁ .



Il reste a4 montrer que E=2 p=P.S. Soit yeBc. Si xezy, pour

tout n 1l existe 1 tel que xeA?’, donc d(x,hin(y))s’l/n et

hin(y)GA;‘n, donc finalement xe€H. . Inversement si xéxy on a
pP:= d(x,Ay)>0 et d.(x,hj‘n(y))Z(3 dés que hin(y)eA;n , donc d(x,ﬁy)
2P. On en déduit que Ky:ﬁy dés que yg€ B, d'ou le résultat. m

Le lemme suivant est un cas particulier de (3.1l), celui oy ¢p est

une indicatrice d'ensemble.

(3.3) LEMME: Sous les hypothéses de (3.1) on a Var, [1Cx(f“n -p)] ——0
pour tout Ce;f tel que 1 (@C)a0.

Démonstration. Il existe une mesure Vé/1+(?) par rapport a laquelle

M et chaque Ha sont absolument continues. D'aprés le lemme (3.2) appli=-
qué & C et a C€, il existe une suite croissante (q’i;) de fonctioms
positives de gi tendant V-p.s. vers 1& , et une suite décroissante
(Lpi) de fonctions de BL bornées par 1 et tendant v-p.s. vers 1z .
On a alors:

2 .1 1 2
’ - 3 “De8oe = D, - -De -
Um o |#5=¢5] = 0 pepes., ¢SSP0 py=p.8. et p-p.s
I1 suffit donc pour obtenir le résultat de reprendre exactement la preuve

de l'implication (A4) ====p(A7) du théoréme (2.5), en remplagant (A4)
par (A3) et 1@1‘; par 4,0;‘ pour i=1,2. #

Nous ne savoms pas démontrer ce lemme pour une famille filtrante con-

vergente: c'est pourquoi le théoréme (3.l) est énoncé pour une suite.

Démonstration de (3.,1). Soit M > SUP(. ) il (y,x)I , A(8) =(¢=8}, et
¢ ?

D={s: }~(24(8))>0}, qui est au plus dénombrable. On reprend alors la
preuve de l'implication (A7) ==» (A3) du théoreéme (2.5), avec les modi-
fications suivantes: en premd Ci = »{aiscp< ai+’l} ; on a 3C <
A Ua(ay) LJA(ai+1) car ¢(y,.) est continue enm dehors de A, donc
}(3C,) =0 par hypothése. Om remplace f' par ¢' = ZOsi‘n-’l aiici
ot on utilise le lemme (3.3) au lieun de (A7). m

Le second ensemble de résultats de ce paragraphe concerne encore les
suites de mesures: on va montrer que la convergence dans ﬂ+(i) équivaut
4 la convergence des désintégrations des mesures par rapport i ume mesure
finie sur Y. Rappelons d'abord que la distance

(301+) dBkl(‘)l!q') = a“pfeBLl(E) ‘”L(f) = "Z'(f)l
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définit la topologie étroite sur M*(E) (c'est d'ailleurs une comséquence
de (2.5)).

On comsidére des mesures s , p€ AT (Y), et aussi une mesure ve A7(Y)
par rapport a laquelle les }An(.xE) et p(.xE) sont absolument continues
(il existe toujours une telle mesure). On considére enfin des mesures de
transition positives Q ,Q de (1,¥) danms (E,E) qui vérifient

(3.5) }«n(dyxdx) = V(dy)Qn(y,dx) , p(dyxdx) = v(dy)Q(y,dx) .

Enfin pour toute fonction cpeﬁ on introduit les fonctions suivantes
de B(Y):

(3.6) (4,0 = [P0, @O = [ay,eme0 .

(3.7) PROPOSITION: Avec les notations précédentes, il v a équivalence entre:

(a) po—> 4 dans A"(Y) ;

(v) Q¥ —> Q¢ dans L'l(y,z,v) pour toute q:eE;

(c) Qn(.,f)—> Q(.,£) dans L1(Y,g,v) pour toute f & BL(E) ;

() dg (Q,(+),Q(.)) ——> 0 gams LY(Y,L,v);

(e) les Q. (.,E) sent v-uniformément intégrables, et dBLl(Qn,Q)———»O
en v-mesure (la seconde partie de cette condition revient & dire: les
variables aléatoires Q, & valeurs dans l'espace polonais AT(E) muni
de la topologie étroite convergent en v-mesure vers la variable Q).

Démonstratiom. Pour toute e(e§ on a, d'aprés (2.2), (3.5) et (3.6):

Varg (@x(p =p)) = BUP. _R(T), |gl <4 [viee-ae g 1|

et en choisissant g=1 si an’;ch, g=-1 sinon, on voit que

VarY(CP"()*n -p)) = V[lQn«.(-Qcpll. De méme d'aprés (2.4), (3.4), (3.5) et
(3.6), on a:

Wra = Floepr, = V[d'BL]_(Qn’Q)]'
Autrement dit, om a (d) = (A1), (c) = (A4), et (d) = (A6), d'on
l'équivalence de (a), (b), (c), (d). Enfin @Q(.,1) est v-intégrable (car
p est finie). On a d'BLl(Qn’Q) < Qu(E) +Q(E) , et Q (E) = Q(E) +
qu_(Qn.Q) , d'od l'équivalence (d)<—> (e). ®
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Il - MESURES VECTORIELLES

§4. Rappels sur les mesures vectorielles.

Dans cette partie, (Y,g) est um espace mesurable quelconque, et ¢
est um espace vectoriel muni d'une guasi-norme “'"E pour laquelle il
est complet. Nous supposerons aussi que c'est un C-espace (notion intro-
duite par E. Thomas {37]): cela signifie que toute suite (zn) de ¥,
telle que l'ensemble {ZnsNrn.zn :!NegNN, (rnls 1} soit bormé dams ¢,
converge vers O, Noter que si (Q,_E__‘,P) est un espace de probabilité,

Lp(ﬂ.,g‘,P) est un C-espace quasi-normé complet pour tout pe[O0,w[.

Nous alloms rappeler, sans aucune démonstration, les résultats essen-
tiels concernant les mesures sur (Y,Z) a valeurs dans $: pour les
détails, le lecteur pourra se référer, par exemple, a Bichteler (2], [3]
ou & Schwartz (8]. Sigmalons qu'ici, le terme 'mesure' signifie "mesure
F-additive finie'"™.

On appelle espace d'intégration sur (Y,Y) tout sous-espace vectoriel

réticulé de B(Y), contenamt les constantes, et engendrant la tridbu Y.
On appelle mesure sur (Y,Y), 4 valeurs dams %, la donnée d'um espace
d'imtégration S et d'une application linéaire m: S ——> ¥ qui

vérifie 1l'ume des deux propriétés équivalentes suivantes:

(4.1) si (gm) est une suite uniformément bornée de S qui converge sim-

plement vers O, alors )«(gn)—>0 .

(1) L'ensemble {p(g):g€S, |gls1} est borné dans ¥,
(4.2)4 (11) si (511) est une suite de S décroissant vers O, alors
e )— 0.

On mote ﬂ{(Y) l'espace des mesures., Om verra ci-dessous qu'on peut tou-
jours étendre ume mesure a l'espace B(Y), ce qui fait qu'on peut tou-
Jours choisir S =B(Y) pour espace d'intégration: c'est pourquoi on note
simplement par "/.g " 1z mesure, sans meationmer l'espace d'imtégration
(cependant, mous utiliseroms plus loin des espaces d'intégration qui ne
somt pas égaux a B(Y) ).

Passons donc a l'extension. Soit n¢ M‘E(Y) et S un espace d'inté-

gration quelconque, associé a 4+ On pose

sl = {g=1inlg,: g,€5, g,20]}

n
u
(4.3) HSVI}(F) sup{ll}*(h)";: BeS, \hl< g} sl geS,
181 . inf”h"L4()4): hz)g“hesi} si g est quelconque.

L (p)
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v

On note 21(};) l'espace des fonctioms g pour lesquelles il existe
ume suite (gn) de S telle que RS'Sn“Ll(/A) —— 0, et qui sont I-
mesurables (cette derniére exigemce m'est pas habituelle, mais ici nous
me nous intéressons qu'aux fonctioams g-mesurables); la suite }A—(gn) con-
verge alors dans ¢ vers une limite, qui ne dépend pas de la suite (gn)

choisie, et qu'on note m(g).

Comme d'habitude, on écrit g=0 p-p.p. si | gIlLl(#) =0, L’l(/,.) est
le quotient de Zl(r) pour la relation d'équivalence: g=g' m-p.p., et
on identifie un élément de 21(}*) et sa classe d'équivalence dans Ll(/-) .

Voici ume liste de propriétés utiles:
1 . =
(hey) T (p) = {g: g est I-mesurable, et limrJ,O nrgllLl(/A) = 0}

(4.5) L"I (),u) est un espace vectoriel réticulé comtemant B(Y) et complet
pour la quasi-norme | ’"Ll(r) .
(4.6) Ll(}.) est un espace d'imtégration pour p (c'est méme le plus
gramd possible).

(4.7) si geLl()«t) et si h est Y-mesurable et vérifie |h|g |g|, alors
he Ll(ﬁ-) .

(4.8) g N—> /»(g) est continue de Ll(/A) dans ¥.

(4.9) Si les & convergent simplement vers g, sont Y-mesurables, et

sont majorées par ume fomction intégrable, alors 8,:8 eLl(/«) , et
1

g, ——§& dans L (), et /u(gn) —>1n(g) dams ¥.

(4.10) ]'gﬂLl(/») = SuPheB(Y),Ih]slgl"r(h)ué’

(4.11) ﬂE(Y) est un espace vectoriel complet pour la quasi-norme suivante

(quasi-norme de la semi-variatiom)

Erducry = S9Pgen(yy, g1 18y = 8B  p(y), g 51 P8I, -

§5. Mesures sur un produit.

a) Om considére maintenant la situation proposée dans l'introduction:
¥=1I«E, ;‘f:geg . On a d'une part l'espace Jlg(Y), d'autre part 1l'espace
f(\;(‘?) . Soit /‘éﬂ‘g(?) et zpeLl(}A); pour toute g < B(Y) on pose

(5.1) wxp(g) = p(gel-¢)
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D'aprés (4.10), il est clair que l'application linéaire ¢xp ainsi défi-
nie sur l'espace d'intégration S =B(Y) vérifie (4.1): on a donc défini
une mesure @xpu€ /N(Y) (comparer & (2.1): c'est la mdme définition).
Voici deux propriétés évidentes:

(5.2) ¢9e¢ Ll()a), cf(gal)eLl(,») — geLl(cpx/«) et yxp(g) = p(gel.¢) .
(5.3) ceeLl(/A) = Jexplyyy < NC‘OHLI(/*) (inégalité stricte en géméral).

Nous allons utiliser systématiquement les notations (1.2). De plus si
D est une partie de §=B(?) on introduit les expressions suivantes
(qui seromt utilisées pour D=A, D=1®A et D=BseA, avec A(E) =B(E),
= C(B), = BLa(E) )i

(5.4) po€ M(Y) r—> Imly = Sup 3, msi”“"f“”ﬂ(n
(5.5) ,ué/‘fz(?) , § mesurable sur (f,g)
~ = - I
=z IR, = SUPLED, wyis Iq?l] Wﬂ"ﬁ(Y) :

Remarquer que, des que D contient ’l@BLl {(c'est-a-dire, pour tous

lesvensembles T utilisés ci-dessous), Jl-llﬁ est une guasi-norme sur
Me(Y) : enm effet si g “’ldeLl =0 ona (18f)xu =0 pour f¢ BLl(E) ,
donc m(gef) =0 pour ge€B(Y) et feBL(E), donc m(9¢) =0 pour
¢eBeBL . Or BeBL est um espace d'intégration sur (f,g) , domc om en
déduit que »r=0.

Voiei quelques résultats évidents:

(5.6) g = Mgy o Mg = Iedng,

(5.7) Si D est um B(Y)-moduls, alors Iy = sup .5, 'L”s,lﬂr(tf)lg
et llﬁeﬂ»ﬁ_r = SUP_ B 1yl < (] U}*(Y)uf .

(5.8) 1@l < || wesd wuﬁ_r < "Y"ﬁ'f .

(5.9) Si r est une constante, om a Irply = lIrly o

b) Nous allons maintenant introduire une série de propriétés, qui sem-
blent a premiére vue un peu compliquées, mails qul seromt constammemt utili-
sées dans la sulite. D est toujours une partie de B(’Af) , et on considére
d'abord ume partie &£ de u‘f\;'(‘f) . '

(5.10) L est dite D-bormée si: limr¢osuy}éz prpmly = 0.
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(5.11) £ est dite T-fortement bornée (D-£ bormée) si pour toute suite (gn)
de B(Y) décroissant vers 0, on a: lim(n) supﬂé'\z \]gncslllﬁ_/‘ =Q0.

(5.12) L est dite D-uniformément tendue (D-u.t.) si pour tout ¢>0 il

existe um compact K, de E tel que: su )1 €.

= <
Puex ' Tyaxt 15

On considére maintenant une famille filtrante (p,) de mesures de
'./‘1\5(?) , et on pose:

(5.13) (p) est P-asymptotiguement bormée (D-as. bormée) si

limrJ,O lim sup_ I )]5 =0,

(5.14) (p.) est B-asymptotiguement fortement bornée (D-as. f. bornée) si

pour toute suitse (gn) de B(Y) décroissant vers 0, om a:
lim(n) lim sup_ || gn@’luﬁ_n( = 0. ,

(5.15) (p,) est 5—g§mptoticLuegent uniformément tendue (D-as.u.t.) si pour
tout ¢> 0 1l existe un compact K, de E tel que:
€.

lim sup_ uleK‘gUﬁ‘)‘« <

Bien entendu, toutes ces conditioms somt d'autant plus fortes que la
partie D de B(Y) est grande. D'aprés (5.9), fortement borné entraine
borné. Enfin si une famille filtrante est D-bornée (resp. P-£. bornée,
resp. T)-u.t.), elle est a-fortiori D-as. bornée (resp. D-as.f. bornée,
resp. D-as.u.t.)

(5.16) THEOREME: Toute famille finie de /‘15(?) est B-f. bornée et B-u.t.

Démonstration. Il suffit de montrer le résultat pour ume famille réduite
4 ume seule mesure, soit . Que {)»} soit B-f. bornée découle de (5.6)
et de (4.9). '

Soit (xi) une suite dense de E, et ﬁ(xi,r) la boule ouverte de
e 1
centre x; et de rayon r dans E. Soit an = Ui:’p B(xi,n) . On a

U(p) anaE, donc d'aprés (4.9) 1YxG° tend vers O danms Ll(/*)

np
quand pfw. Si £€>0 il existe alors pnz'l tel que

1 < §£27B,

F.a = 1 I3
7xGE L Yx G B-
) n,Pp (}*) X n,Pn s
Om premd Ky = |/ _, En,pn‘ , qui est compact dans E car E est polonais,

. c c
et qui vérifie K°c Unzlen,pn, donc |1 I |

vk gy <

(5.17) COROLLAIRE: Soit DcB(Y). Soit (p) une suite de f(¥). Alors
la famille (}An) est D-bornée (resp. B-t. bornée, resyp. 5-u.t.) si et
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seulement si elle est B-as. bornée (resp. D-as. f. bormée, resp. D-as.u.t.)

(ce n'est pas nécessairement vrai pour ume famille filtrante).

Voici enfin un "théoréme de Riesz":

(5.18) THEOREME: Pour gu'une application linéaire m: BeBL —-= ¢ se pro-

longe en une mesure )«eﬂz(?) , 11 faut et il suffit que:

(1) si (g ) est ume suite de B(Y) décroissant vers O , on ait

llm( 0

n) 5Py ¢ BeBL, )< g 91 tplg)ly
(i.e., {u} est BeBL-f. bormée);

(ii) pour tout €> 0 il existe un compact Ky de E tel que si
¢€ BeBL vérifie |¢ls 1, ,c 9on ait ll)u(tf’)nfs £ (i.e., {p} est
€
BgBL~-u.t.)

Ce théoréme est a comparer a (2.8), dams lequel on pourrait remplacer
BeC par BgBL sans rienm changer. I1 est facile de vérifier que si f=R
et si pu est une application positive, les conditions de (2.8) et de
(5.18) sont équivalentes. En fait, la simplicité de (2.8) vient plus de
la positivité de ¢ que du fait que ¥f=R.

Démonstration. La nécessité découle immédiatement de (5.16). Supposons

inversement qu'on ait (i) et (ii). L'espace B®BL est un espace d'inté-
gration sur (A'f,f) , donc il suffit de vérifier qu'on a (4.2) avec S=
BoBL . En premant gnz%, on voit immédiatement que (i) entraine (4.2,1).

Pour vérifier (4.2,11), on considére une suite («pn) de BeBL décrois-
sant vers O, et telle que cpns’l . Soit €>0, et Kz‘:Kf le compact
intervemant dans (ii). S1 y<Y et p271, les ensembles
{xeK: cen(y,x);’l/p} sont fermés et décroissent vers l'ensemble vide
quand ntm®, denc ils sont vides pour n assez grand. Domc si

1
C(n,p) = {y: sup _p ¢, (7,x) > 5 }

on a: lim(n) JC(n,p) = &.

D'aprés (i) il existe p tel que \()*(«()Ilrsi pour tout ¢ € BeBL tel
que |¢) = 1/p; d'aprés (i) encore il existe N2=271 tel que Ily(c()llfs £
pour tout (€ BeBL tel que l¥i< llc(N,p)xE . Par ailleurs, par définition
de C(n,p), on a

P

(5.19) ¢, < * lg(a,p)E * tyaxe e

Posons alors:
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1 1 2 1 3 - -¢°

¥n = ‘Fn/\s’ o= (‘f’n-((n)/\lc(n,p)xE ’ $n = %n ¥a-
On a ¢>eBeBL. Comme l¢ll<1/p ona u,u(cr’i)nyss. Comme 0s¢> <
1C(n,p)xE on a \l};(?i)ll,Si si n2N. Comme O{Cf’zlech d'apreés
(5.19), on a \])A(L?n)u\isg dtaprés (ii). Par suite |Iu (cpn)uysjs si
n2N et on en déduit que }‘(c(n) —— 0 dans ¥.nm

§6. Topologies sur J‘?g(f) .

a) On va maintenant comparer diverses topologies sur ﬂz(:f) . Ces topo-
logles sont caractérisées par la convergence des familles filtrantes. Afin
de les définir on considére les conditions suivantes, portant sur une fa-
mille filtramte (p,) et une mesure p de /‘1}.(‘?) .

(a1)  Dex(p =p)lyyy—> 0 pour toute weC
(a2) hex (A =PIy gy ——> 0  pour toute ye BL
(a3)  Ngx Qe =pdly gy —> 0  pour toute ¢c 1aC
(Ag) I ex (e "/‘)”/‘!(Y) —> 0 pour toute ¢ 1®BL

(45) g ~pllgg, —> 0
(R6) =P lygg, —> ©-

On remarque que lorsque ¥ =R, la condition (Ai) ci-dessus coincide
avec la condition (Ai) du théoréme (2.5).

(6.1) DEFINITION: Om mote Z;i la topologie sur /1\5(‘?) pour laquelle une

famille filtrante (l‘u) converge vers j si et seulement si elle vérifie

(A1), Si £ est une partie de /1 (%) , on note Z* son adnérence pour
4

la topolcgis Z’i .

(6.2) THEOREME: a) Si la famille (o) est ﬁf.—_gs. bornée et BL-as. u.t.,
les conditions (42), (A4), (A5), (A6), sont équivalentes.

lo-d Ar
B) Si la famille (p,) @est C-as. bormée et C-as. u.t., les conditions
{Al)-(A6) sont équivalentes.

(6.3) REMARQUES: 1) On pourrait aussi montrer que si la famille (m,) est
BeC-as. bornée et BpC~as. u.t., les conditions (A2)-(A6) sont équivalentes.

2) On pourrait également introduire une comdition (A7) du
méme type que la condition (A7) de (2.5). Mais cette condition m'est équi-



1?7

valente aux autres que sous des conditioms plus fortes, sans doute peu inm-
téressantes dans les applications (sauf lorsque les mesures P sont "po-

sitives™, au sens ol mous les introduirons dans le §7).s

Les implications suivantes sont évidentes:

A3

™~

(6.4) Al > A2 > AL

1 1

AS ——— 5 A6

I1 suffit donc de montrer les lemmes (6.5) et (6.9) ci-dessous pour ob-
tenir le théoréme (6.2).

(6.5) LEMME: Si la famille (p,) est BL-as. bornée et ’B\i.-as.u.t., on a
(AL) === (45) .

Démonstration. a) Soit £> O . Par hypothése il existe un a>1l, un com-

. 1
pact K de E, et um indice { tels que ]l;f‘,,llﬁisi et

“’lY!KC“ gL-)‘x st
et K pour que ces inégalités soient vraiss également pour ; .« Donc

pour “*B . D'aprés (5.16) on peut aussi choisir n

(6.6) @eBL, IfI< 2421y po b I* Pl gy € 585 U@rplyyy s 5¢€

pour a<>[2: en effet soit q':q/\% et Y"=¢-¢'; om a q;'egi. et
|¢'l< 3/n, domc Jg'xply gy S 3€; de méme o" cBL et leml€ 21y e
donc "‘P"”""/z(y) <2¢, et on a les mémes inégalités pour 4, x> g .

, 2, 1

b) Soit (xi) une sulite dense de E . Soit Ci = U’lsq.‘i B(xi,n) et

A1=C A, =C,~C pour iz2. Comme K est compact, il existe unmn
1? i i i-1 1 4 +
j 21 tel que Kch . Soit fi(x) ={1 —;d(x,B(xi,;))] ; om a
£, ¢BL(E) . Soit enfin F = {0,1,..,20}9. si (4),++1a;)€ F on pose
93

(x) = 8UPy 4 T fi(x) .

h
Q']_:"’QJ n

On a h € BL(E) . D'aprés (A2) il existe (3'7{? tel que
Q1:'0,Q.j

11x( -r)llﬂ(y) €€

(6.7) o > ?' D o £
| (mhql’”’qj)x()‘,( 'f‘)“ﬂ(Y) < m .
¢) Soit maintenant Lpéﬁi,l . On pose
Kiq = {yé!: ’l+¢f?(y,xi)€ J'%’ly%]} (q:O,‘l,..,Zn)
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¥i(5:%) = T geom §1Kiq<y>@fi<x>
t(y:x) = sapy oy yy(yx) - 1.

Soit yeKiq et xeK. Si d(x,xi)f’l/n on a fi(x) =1 et comme

(y,.) € BLl(E) on a Hfi(_y,x) -@(y,x)-1ll<2/n; si d(x,xi); 2/n on a
fi(x) =0 et \ki(y,x) =0; si enfin 1/n <«d(x,x;)<2/n on a O<fi(x)<’l
et [g. - ¢(y,x) =1/ <3/n, donc \(i(y,x) <¢(y,x) +1+3/n, D'aprés la défi-

nition de y, et comme UO{q:’Zn Kiq = Y, on en déduit que
(6.8) lp=w| <= 2 + 21y o -
* e (3 2 K L]
Par ailleurs pour (ql’ ,qJ)eF on pose qu""qj = nléj i’qi
On a alars
Y(y,x) = 2, _p 1, (Wen (0 - 1.

Enfin si g¢B(Y), |g|<1, on a clairement |(goh)x(p, -,"‘)"M(Y) =
1(loh) x(p = )y gy - Om déduit alors de (6.7) et de la définition de
que ||y x(px -r)uﬂ(‘l) € 2¢ pour «x»P'. Comme ¢=-y ¢BL on a
}l(é(’-‘f))‘}"gllﬂ(y) < 55 pour «>f et H(cf-y)xyl/L,(Y) <5¢, d'apreées (6.8)
et (6.6). Donc fimalement [@x(p,. -}‘)uﬂ(Y)é’lZ ¢ pour «» ', Comme ceci

est vrai pour toute qze/ﬁ'l,l , on en déduit que u/«“-rugillsla ¢, d'ou (A5).
]

(6.9) LEMME: Si la famille (p,) est C-as. bormée et C-as.u.t., on a
(A2) ==>(4A1).

Démonstration. Soit $> 0. On montre exactement comme dans le lemme (6.4)
qu'il existe um mn>71, un compact K de E, et un indiee g? , tels que

~ 1 x
(6.10) €C, |fls = +22y rc —> lpx el gy <3¢, ¢ Fallygy = 3¢

pour « %>, On reprend alors la démonstration de la partie (b) du thbore-
me (2.5): on a les fonctions £, ot si l.()éE, l¢l< 1, on pese

B, = {rev¥: yéu’lsqsk-’l Bg » snpxéxl?(y,x)-fk(x)lf%}.

On bcse Yy = Zk>11Bk® tk y donec eBL . D'aprés (A2) il existe gr > (7
tel que Jyx(p, —y)l)ﬁ(y)i € pour «p> f'. Enfin |@-y|s< % +21y g
donc d'aprés (6.10) om a |l(p =y)xp "/1(Y) <3¢ et (g -y)xp, "M(Y) =3¢

8l o«>f . On en déduit que Jx(), -/a)\tﬂ(y)s 7¢  pour «»pQ', d'ed (A’.Ii).

b) Le théoréme (6.2) n'est pas vraiment satisfaisant: en effet les
topologies 2’1 , pour i=1,.,6, ne coincident pas (les relations enmtre
ces topologies se déduisemt du tableau (6.4): umne fléche de (Ai) vers (AJ)
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signifie que fi est plus fine que Zj)‘ Toutefois, elles coimncident sur
des sous-espaces suffisamment petits de J‘fz(?) , comme nous allons le dé-

duire du théoréme (6.,2). Commengons par un lemme:

(6.11) LEMME: Soit &£ une partie de /‘1!(‘;") . Dans les deux cas suivants:
(1) E=C et 1=1,
(1) T =8L e i1i=1,2,5,
8i L est A-bornée (resp. A-f. bormée, resp. A-u.t.), alors Fe est au

aussi A-bormée (resp. A-f. bormée, resp. A-u.t.)

Démonstration. D'apres le diagramme (6.4), il suffit dams (ii) de montrer
le résultat pour i=2. Si X'cB on pose

N’ - ~
g(A') = sup}‘e‘z SuP , Ilq’x)‘llﬁ(y) .
Il suffit alors de montrer que si }«5?1 on a aussi | cpr‘llﬁ(y)ss(f') ’
pour toute qvef." , dans les cas sulvants:
pour i—borné, prendre A = {qex, W< r}, o r>0
pour A-f. borné, prendre A= {L@C—K,Mss@l}, ou geB(Y), \gl=1

pour E—-u.t., prendre = {cpez s IQ!Q’J.Y‘KC }, 'o% K est un compact
de E.

Mais si pe fi il existe ume famille filtrante (pn,) de < qui converge
vers p pour 7, , donc elle vérifie (Ai) et done [¢ x(p, -)»)ll/_((Y)—%O
pour ¢ €A (rappelons que i=1 si A=C, et i=2 si Z=8L). On en
déduit que | ‘f”‘/‘“ﬂ(y) = lim°< “‘19”““"/"‘(‘1) , d'od le résultat. W

On déduit immédiatement de ce lemme &t du théoréme (6.2) que:

(6.12) THEOREME: a) Si < est ume partie ﬁf..-bornée ot BL-u.t. de ﬂf("f) ,
on a .?i =f2 pour 1=4,5,6 et les topologies z,’i colncident sur fa

pour 1=2,4,5,6.,

B) S1 < est une partie C-bornée et C-u.t. de ﬂf(f) s, On a E"‘L =7t
pour 1=2,3,4,5,6, et les topologies ‘z'i colncident sur Z+
i = 1’00’6 .

ur

;

Voiei enfin um théoréme a comparer a (2.9), mais encore ume fois beau-

coup moins satisfaisant:

(6.13) THEOREME: Soit < une partie fL-f. bornmée et BL-u.t. de /Is(f) .
Alors ?2 (= 742772 :fs) est complet pour les quasi-normes Q.llﬁ‘l
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Démonstration. I1 suffit de montrer le résultat pour D'aprés

ol FelyeBL, °
(6.11,i1), X est aussi BL-f. bornée et HL-u. t., donc on peut supposer

que 7 =X°

Soit (rm) une suite de Cauchy dans < pour felygpr. « Si f € BL(E)
la suite ((’.wa)xr ) est de Cauchy dans l'espace ¢(Y) muni de la
quasi-norme “'"/1(‘{) ’ donc d'aprés (4.11) elle converge pour cette quasi-
norme vers ume limits vyTie /1 (Y) . En particulier Fn (gOf) —= v (s)

dams ¥ pour ge B(Y): donc si on pose )«(g@f)_vf(g) pour ge B(Y)

et feBL(E), onm peut & l'évidence prolonger o par linéarité a4 BeBL

et on a )An(cf)——aﬁ(y) dans Y pour toute (& B@BL .

Il suffit maintenant de montrer que p se prolonge en une mesure de
/‘Iy(f) . Comme X est BL-f. boranée et ﬁ,-u.t., la méme démonstration que
pour le lemme (6.11), avec A =BgBL, montre que y satisfait les condi-
tions du théoréme (5.18), donc admet le prolongement souhaité (pour appli-
quer la preuve de (6.11), il faut pouvoir écrire que | @x (f‘ -r)nmn—»o
pour ¢ < BoBL; mals comme VY eﬂz(Y) pour toute fe<BL(E), il est facile
de voir que @xp(g) =}A(g@1 ¢) définit une mesure <,0x/AeﬂE(Y) ; de plus
Ivi- (L@ f)xp "H(Y)—> 0, donc on en déduit que | ¢x (}4 - bty —0 )..

§7. Mesures vectorielles positives.

a) Dans ce paragraphe, nous ajoutons une hypothése supplémentaire sur
l'espace Y . Cette hypothése est encore vérifiée par les espaces
Lp(,ﬂ.,g‘:,P) pour pe€ (0O,o[.

(7.1) Hypothédse. Y est réticulé; le cdone positif de ¢ est fermé; si
a,be? vérifiemt Jal< |b| on a ualli 51|bﬂZ . 0
On mote alors ﬂ;(Y) 1'ensemble des mesures positives sur (Y,Y)
(et de mdme ﬂ;(?) ), c'est-d-dire des mesures 'QeﬂE(Y) qui vérifient:

(7.2) gell(), 220 =— m(g) 2 0 (dams %),
On a alors les propriétés évidemtes suivantes:
(7.3) néﬂg(Y) ' seL’l(q) — | m(g) |<7(|g]) ot Illel(,Z) =Il~z(lsl)ll\i.
+ v
= 1
(705) reﬂ;(y) Y @C’L (r‘) 3 Lf);o 4 (PX)AE.A;(Y) ’ “‘P"}‘“A(Y) = u‘P’ILj'()‘) -

(7.6) Pour toute partie D de B contenant la fonction <1, on a pour
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PG 1) Ukl = el = IR
ii) si €D, ““’"6—,« = ’W"Ll(/ﬂ) = l(;u(lcﬂ)uy

iii) si les fonctions de D engendrent la tribu , on a

<y

"Lf’ll‘ﬁ_r = ”L(“Ll(/w) = H,M(l‘{’f)llY pour toute fonction mesu-
rable ¢ .

Ainsi, si om considére ume famille filtrante (}y) et une mesure i
de /‘?;(AY’) y 11 n'y a pas lieu de distinguer: BL-a.s. bormé ou BL-as.u.t.,
d'avec C-as. borné ou C-as.u.t. Donc les deux parties (a) et (b) du théo=-

réeme (6.2) (resp. du théoréme (6.12)) se confondent.

Mals en fait, on peut faire beaucoup miesux. Introduisoms la condition
supplémentaire suivante:

(A7) [ 1YxCx(}A"-}A)“/1(Y) ——> 0 pour tout CcE avec M(Y«C)=0,

(7.7) THEOREME: Si les 4, et j sont dans ﬂ;("}') , alors

a) les comditions (A2)-(A7) sont équivalentes;

b) les conditions (Al)-(A7) sont équivalentes si la famille filtrante
est unme suite, ou bien si elle est asymptotiquement uniformément tendue,

au_sens oy pour tout ¢>0 il existe un compact K; de E tel gue

lim sup H)*‘“(’J.Y KC)ng <¢g (ce qui revient & dire qu'elle est D-as.u.t.
~ A *Rg - A~ -
pour D = BL, ou pour D=C, ou pour D=1®BL, comme om veut).

Démonstration. Il suffit de reprendre textuellement la preuve du théoreéme

(2.5), en remplagant "Varz" par "D'"/‘I(Y)" , et en remplagant toutes
les inégalités du type |[p(y)]|sf ou ((q=p)(¢)l<€ par lf‘(‘(’)"xg < €
ou par |(p, -)A)(L()Ilg < ¢, I1 ¥y a seulement deux points nouveaux:

1) la propriété suivante, qui intervient au début des preuves des im=-
plications (A7) =—>(A5) et (A7) =—=(A3):

(7.8) si (As) est une famille de parties disjointes deux-a-deux, mesura-
bles, om a )A(AS) £0 pour au plus une infimité démombrable de va-
leurs de s,

Mais comme /ue/‘(;(ﬁf) , la derniére partie de (7.l) permet de montrer (7.8)

exactement comme dans le cas des mesures réelles.

2) Le fait que toute suite vérifiant les conditions équivalentes (A2)-
(A7) est asymptotiquement uniformément tendue (et méme, uniformément ten-

due). Cela découle du lemme swivant, qui sera encore utilisé plus loin. ®

(7.9) LEMME: Toute suite de Cauchy ()«n) dans ﬂ:;("f) pour l'une des quasi-
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normes ou est uniformément temdue, au sens o1 pour

tout ¢>0 1l existe un compact K¢ de E tel que: sup n)"n(l‘{.K%)"y_‘E‘

Démonstration. Il suffit de montrer le résultat pour [ “’J.@B Soit

(xi) une suite dense dams E et an = U’Lsisp B(x ,1/n) . “Soit nelN
. o o s .

et ¢>0 fixés. Il existe NelN tel que | Pn /AN“’J.@BL,ls /4n  si

m2=N; il existe k&N tel que si B=G n,k et B! G2 K on ait

lpy (¥xB' €)1y < £/2 pour tout meW. Soit £(x) =1 - 1/\[2nd(x 8%)].
Il est clair que £/2n € BL,(E), donc |p (181) -pg(lof)lgs /2 si

m>2N; 11 est clair aussi que 1. .<f<1l

BC B1C Par suite si m»N on a

Iy 1B hy < I (Q0E)hy < I (LI Uy + I (py = p) Qo) Iy

< n}«N(YxB'C)\\E + % < €,

tandis que si mg¢N on a:
c ' C £
Mpg (B e < dpe (YxB )Ilz s 3.

Finpalement, pour tout nelN et tout ¢> 0, il existe k tel que
I )«m(YxGik)lli s€ pour tout meKN . Il existe domc p €I¥ tel que

”«m(Ych )"‘Es £2"%, oOn pose alors K. = O qui est compact

n>1 Gn,pn ?

car E est polonais, et qui vérifie Ju (YxKe)NE

pour tout melN . @
Le théoréme {(£.12) devienmt: )

(7.10) TBEOREME: a) Les topologies Z’i coincident sur /‘1;(:{') pour 1=
2’3)"4‘,5,6 .

B) Si X est une partie uniformément temdue (au sens de (7.9)) de

/‘1;(?) , les topologies Z'i coincident sur Zl pour i=1,..,6.

b) Le théoréme suivant achéve de montrer qu'on a en fait les mdmes ré-
sultats pour les mesures positives vectorielles que pour les mesures po-
sitives scalaires,

(7.11) THEOREME: L'espace ﬁ;(?) est complet pour les guasi-mormes .5t

BL
et V.lpgap. - *
1850,
Démonstration. Il suffit de montrer le résultat pour "'"’l@ . Soit

()An) une suite de Cauchy de ﬂ;(kf) pour cette quasi-norme. Reprenons
d'abord la preuve de (6.13): on comstruit une application linéaire 3

B®BL ——> £ , qui est clairement positive car }‘n(‘F) ———>p(¢) dans &
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pour toute e BeBL,

I1 reste 4 montrer que 4 vérifie les conditions de (5.18). Soit
d'abord (gn) une suite de B(Y) déecroissant vers 0, et telle que
g,s1. Soit €>0. Il existe N=z71 tel que “/Am'/‘N“’l@BLls £ pour

mzN; il existe p=1 tel que \l)«N(gpsl)llysi. Par définition de
"'"’l@BL,l om voit que si n=N on a

r e oLty < Uyl oLllly + Iy = Folopr, < 2°-

En passant & la limite, omn obtient up(gpvl)uf-<25. D'aprés la positivi-
té de 4, on en déduit gqu'om a (5.18,1).

Par ailleurs la suite (rh) est uniformément tendue d'apres le lemme
(7.9): soit K¢ le compact associé a €>0 dans ce lemme. Si « ¢ BoBL
vérifie l%ls‘leKg on a ﬂrm(¢)ﬂzesi pour tout m, et comme Fm(q)
converge vers jp(¢) dans ¥ on en déduit que Jp(p)lls €. Donc
(5.18,1ii) est vérifié.n
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