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INTRODUCTION.

Soit P = P(D) un opérateur différentiel d'ordre m & coefficients cons-
tants sur R" hypoelliptique, alors le symbole p(t) de P satisfait des inégalités
du type :

-0, o
() (e)] < ¢ n(e) |12

pour tous multi-indices o € N et £ € R" avec |z] grand 3’0, €tant un nombre (ra-
tionnel) compris entre 0 et 1. Si P, = 1, P est elliptique.

IT est alors bien connu, L. Hormander [ 8], F. Treves [14], que si pour

une distribution u sur un ouvert @ de R", Pu est une fonction Gevrey d'ordre s 3 1

i.e. Pu € C°(Q) et pour tout compact K C @, il existe une constante C > 0, telle
que pour tout a € N, K

o |af+1 S
Do(P £ C ol

(K)

alors u est une fonction Gevrey d'ordre s' = Max (s,%—).
o]

De plus, d'aprés F. Newberger - Z. Zielezny [ 13], on sait que si u est un
vecteur Gevrey d'ordre s > 1 pour P, ie : une distribution u sur Q telle que pour
tout compact K € @, i1 existe une constante CK > 0 avec :

mN+1

¢ ((mN) 1S, N=0,1,..

PN s C
UIILZ(K)

alors u est une fonction Gevrey d'ordre s' = g/po pour tout s 2 Sg» S
Si o, = 1, ie : si P est elliptique, s
M.S. Narasimhan [ 11].

o 3ssez grand.

0 = 1 d'aprés le théoréme de T. Kotake -

On se propose ici de généraliser ces résultats de régularité et d'itérés
aux classes d'opérateurs hypoelliptiques, & coefficients analytiques, introduites
par L. Hormander [9], ie : d'opérateurs différentiels P(x;D) & coefficients analy-
tiques dans un ouvert Q de R" pour lesquels le symbole p(x,Z) vérifie des estima-
tions du type : pour tout compact K C @, i1 existe des constantes m' et ¢ > 0
telles que :

f3Jsal < B atsey) jggelelvelel
i

lel™ < C Ip(x,8)]
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pour x € K et ¢ € R", || grand les constantes § et p ne dépendant que de P et véri-
fiant 0 ¢ § < p ¢ 1.

On obtient alors que si pour une distribution u sur @, Pu est une fonc-
tion Gevrey d'ordre s, alors u est une fonction Gevrey d'ordre s' = Max(E%g R Tég).

Et, si u est un vecteur Gevrey d'ordre s de P, &<m'/m, alors u est une fonction
1

Gevrey d'ordre s' avec s' = Max(—=
v p=§?

ﬁ*i"ZE)' Ce résultat précise ainsi celui de
F. Newberger - Z. Zielezny [13].

Par exemple, soit P = (-A)k + |x|21(-A)m ol A désigne le Laplacien dans
R", k, 1 et m étant des entiers »0 avec 1 > m-k > 0. Alors P est hypoelliptique ; de
plus, si Pu est une fonction Gevrey d'ordre s alors u est une fonction Gevrey d'ordre

(. s m=-k k. : '
S P et lorsque T <% s s1s%mest un vecteur Gevrey d'ordre s, alors u est
: ] | s S,
une fonction Gevrey d'ordre s' = Ki+(Km)m

Ces résultats locaux sont en fait déduits comme corollaires de résultats
microlocaux obtenus pour ces opérateurs, généralisant ainsi le théoréme de régula-
rité microlocale de L. Hgrmander [ 10] et le théoréme des itérés microlocal de P.
Bolley - J. Camus - C. Mattéra [ 3] établis dans le cadre elliptique (o =1, § = 0).

Ces versions microlocales permettant aussi de donner des résultats pour
des systémes d'opérateurs ; le point de départ de cette &tude (cf. [2] et [3] était
en effet de montrer que si {Pl’°"’pr} est un systéme elliptique d'opérateurs a
coefficients analytiques et si u est un vecteur Gevrey d'ordre s, s > 1, pour cha-
que opérateur Pi’ alors u est une fonction Gevrey d'ordre s, résultat généralisant
celui de F. Browder [4 ] (cf. aussi M. Damlakhi [6 ], et pour un systéme non né-
cessairement elliptique B. Helffer - C. Mattéra [7]).

Citons dans la méme direction les travaux de M.S. Baouendi -~ G. Métivier
[ 1] qui étudient les vecteurs Gevrey d'ordre s associés aux opérateurs hypoellip-
tiques de type principal ; ils montrent que de tels vecteurs sont des fonctions
Gevrey d'ordre s' pour un certain s' avec en particulier s' =s si s = 1,

Citons'éga1ement les résultats de L. Zanghirati [ 15][ 16] concernant les
itérés d'une autre classe d'opérateurs hypoelliptiques (opérateurs multi-quasi-el-
liptiques).

Dans cet article, les résultats ont &té énancés et démontrés dans le ca-
dre des classes CL
Gevrey GS

comme dans L. Hormander [ 10], le cas particulier des classes de

étant donné en corollaires.
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L L

I- CLASSES C- ET VECTEURS C- D'UN OPERATEUR DIFFERENTIEL.

Comme dans L. Hormander [10 ], soit L une suite croissante de nombres
positifs LN tels que L0 =] et

Nelby o Lnp<Clys

pour une constante C > 0.

L

Si o est un ouvert de R", on note C (2) 1'ensemble des u € C7() tels que

pour tout compact K C @, i1 existe une constante CK > 0 avec :

(1.1) IDaU(X)I € CK(CK L|a|)|a| s x € K

pour tout multi-indice a € N,

Quand Ly = N+1, 1'espace CL(Q) est 1'ensemble A(Q) des fonctions analyti-
que (réelles) dans Q et quand LN = (N+1)s pour un nombre réel s » 1, 1'espace CL(Q)
est 1'ensemble GS(Q) des fonctions Gevrey d'ordre s dans Q. Notons que, en utili-
sant le théoréme de Sobolev, on peut remplacer les normes L™(K) dans (1.1) par des

normes HS(K) pour s € R.

Si P = P(x3;D) est un opérateur différentiel d'ordre m 3 coefficients ana-
lytiques dans @ et s un nombre réel, on note CE(Q;P) 1'espace des distributions

ue EV(Q) telles que pour tout compact K C @, 1l existe une constante CK > 0 avec :

. N N
(1.2) ||P UHHS(K) s Ce (Cp Lpy)"

pour tout entier N = o0,1,...

L
On note C-(g;P) = u (L (. se L \
(23P) <R Cs (Q;P) et on désigne par C]oc(Q;P) 1'ensemble des
distributions u €2'(q) telles que pour tout Xy € 92, il existe un voisinage ouvert

L

V de X, tel que u € C-(V;P).
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REMARQUE 1.1. On a 1'inégalité :

2
k ( 2k )N

N+k
C LN

(LN+k) sC

)[a|+k

si bien que 1'on peut rémp1acer (Llal)la] par (L[al+k dans (1.1) avec k indé-

ya MN+K jans (1.2) avec k indépendant de N.

pendant de |a|, et (L) par (Lonek)
REMARQUE 1.2. Dans le méme ordre d'idées, on rappelle qu'il existe des constantes

C1s Cps C3 > 0 telles que pour tout multi-indice a, on ait :
at < ool far ¢ cfel Jaf 1o clelar,

(et on peut également remplacer, d'aprés la remarque précédente, |a| par |a|+k

avec k indépendant de a).

Les espaces CL(Q) et CL(Q,P) peuvent étre décrits 3 1'aide de la trans-

formation de Fourier,.

Pour les espaces CL(Q), on rappelle le résultat suivant de L. Hormander

([ 10] , proposition 2.4.) :

PROPOSITION 1.3. Soient x, € 2 et u€d(q). Alors u € CL(V) pour un voisinage V

de Xq si et seulement si pour un voisinage U de Xg» il existe une suite bornée

uy € f?(n) telle que :
uy = u dans U ;
A N _
(1.3) IUN(E){ \<Cv (C LN/Igl) s N-O,l,...

pour une constante C > 0.

On a un théoréme analogue pour les espaces CL(Q;P) :

PROPOSITION 1.4. Soient X, €2, u€ J'(Q) et P un opérateur différentiel d'ordre m

a coefficients analytiques dans Q. Alors u € CL(V,P) pour un voisinage V de Xo si
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et seulement si pour un voisinage U de x_, i1 existe une suite fN G‘g'(n) telle

0
que :

fN = PNu dans U ;
(1.4) 1Fye)] < c. e L™ (e, N=0,1,...

pour des constantes C > 0 et M.

DEMONSTRATION. Soit u € Cé(V,P) pour un voisinage V de X, et un s € R. Soient y et

Ye C:(V) avec y¥=Y et Y= 1 dans un voisinage U de Xg- Alors la suite fy = kFPNu

convient. En effet :
AN

(o) = [T gupMugax - o [en) v PMugn) an
ZanS
= (@)™ [(1la)) 7 Gleem (1+01)S v () dn done

WO s (@™ ¢ Cpley Ly )™ (11n) 72 Dlemn) Zam V2
s(2my"2%e 650 L )™ (14217 ([(1elen 2181 (gon) (2an) 12

N -S
s Cq (Cq Ly )™ (1+]g])7°.
ce qui démontre la condition nécessaire.

Inversement, supposons la condition (1.4) vérifiée. On a :

10l s gny € © (€ L™ ([ (e8] 20 )ag) 12

. .
< Cl. (CleN)m pour 2(M+s) ¢ -n-1

donc u € ct (U,P).

REMARQUE 1.5. De la méme fagon que (1.3) peut &tre remplacée par une estimation :
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N+k I k-N

A
(1.3)" [u gyl € € (Chy )7 e

N

avec k indépendant de N (cf. Remarque 1.1), 1'estimation (1.4) peut étre remplacée
par :

A miN+k M
(1.4) |fN(5)l € C. (Cloyy)  (+]g])
avec k indépendant de N.

On rappelle 1'existence d'une suite de fonctions test telles que chacune
d'elles ait des majorations convenables jusqu'd un certain ordre de dérivation

(L. Hormander [ 10], lemme 2.2):

LEMME 1.6. Soient K un compact de Rn, r > 0 et N un entier positif. Alors, il exis-
te une fonction xy € C:(R”), xy = 1 sur Ket XN s'annule aux points dont la dis-

tance 3 K est supérieure 3 r et

(1.5) IDa+Ble < C, r’|“|(c N/rJlﬁl pour |g| < N

la constante C ne dépendant que de n et C, ne dépendant que de n et a.

On donne les majorations suivantes qui sont contenues dans L. HGrmander
([10] 1emme 5.3)mais dont on refait la démonstration car elle nous sera utile plus

loin.

LEMME 1.7. Soient K € 9 un compact et Xy une suite de fonctions € C:(Rn) telle

qu'il existe une constante C > 0 avec :

(1.6) [0%xy(x)] ¢ c.(emlel > fol e N =0T xE K,
Alors, il existe une constante C' > 0 telle que pour |a| = |a1[+...+{aj[ ¢ N, on
ait : |
% L % N+1
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pour toutes fonctions al,...,aj_1 analytiques dans Q et vérifiant :

0% (0] ¢ cl*llar | aen, i= 1,501, xe k.

DEMONSTRATION.

(1) On montre qu'il existe une constante C' > 0 telle que lorsque j s N, on
ait :
C.N+1

|D; aq ... a;_q Di x| < j!
i 1 j-1 1j N

En effet, le premier membre de cette inégalité est une somme de termes de la forme:

[o 303

al a--l - .
a;) ... (D J a;_1) (D J xy) ol Iu1|+...+|aj| = J.

(D

S'ily a Ckl...kj termes‘avec laq| = kl,...,lajl

de 1'inégalité est majoré par :

= kj le membre de gauche

ey e,k
(En effet,
0% < clal+l ylal Y Jalt, Jaf <N
car Nl“]/lall < NN ¢ cg).

Puisque la dérivée Dik opére sur tous les termes suivants dans

Di1 a; ... Dij XN> il est facile de voir que :
k1 kj
chl---kj Xl ...XJ- =(X1+...+Xj) (X2+,,.+xj) "'Xj'

IT suit que :

ke =(Xq*t.ox;)
= 1
Z Ckl...kjkll...kj! - JO.-TJ (xlf-..+Xj)(X2+.._+Xj)._.Xje J d

Donc,

105
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(ii) Dans le cas général, on se raméne d ce cas en introduisant la fonction 1
autant de fois qu'il le faut, ce qui donne :

al az a

. lag |42 o]
D ta; D2 pd yyl ccMl2 ! J

(|a1|+...+|aj|)!
ce qui termine la démonstration du lemme 1.7.

Lorsqu'on considére u eiﬁ'(n), la suite Un = Xyus ol XN est une suite du
type (1.5), est bornée dans ?f'(n) puisque lDale s C,, fe: |uN(g)| < C.(1+|g|)M

pour N = 0,1,..., € € R". Dans le probléme des itérés qui nous intéresse ici, cette

propriété est remplacée par le résultat suivant :

PROPOSITION 1.8. Soient u € J'(2), P un opérateur différentiel d'ordre m d coeffi-

cients analytiques dans @, KC @ un compact et xy € C:(K) vérifiant lDale < C(CN)IO‘I

pour |a| £ N =0,1,... Alors la suite fy = PNy, o p et q sont deux entiers

xpmN+q
indépendants de N, vérifie :

Fye)] ¢ Cocmuele )™ L =01,

pour des constantes C > Q0 et M,

DEMONSTRATION. On a :

A 3
fy(e) = [e 1<X’g>><pmN+q(x) PMu(x)dx

= ju(x) tPN(XpmN+q(x) e'i<x’s>)dx

ol tP est 1'opérateur adjoint de 1'opérateur P. On pose :

tp( -1<x,5>) - e—1<x,g>!£|m R x

XpmN+q e pmN+q

ol R = RO + R1 + ... + Rm
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avec Rj = Rj(x,s,D) est un opérateur différentiel d'ordre <j, 3 coefficients ana-

lytiques qui sont homogénes de degré -j par rapport d ¢ € R" plus précisément,

si :
t _ o
P(x,D) = aa(x)D
|af<m
alors :
8
R = z a! E DQ-B
J a§\<m B<a a B!(G'B)-r ]€|m
|8|=m-J
Donc :
toN, -i<x,&> ~i<x,g>; . mN N
P (e XpmN+q(x)) e le]™ R XpmN+q(x)
-1<x,&>; | mN
e lg] I R; ...R; X

(x).
ogjjem 17 N P

lg¢igN

Or i1 existe une constante C > 0 telle que si j1+...+jN+|a| < pmN+g, on a :

~(Jqte.tiy) dqt..tigtlal

Cette estimation se démontre en remarquant tout d'abord que par homogé-

néité i1 suffit de la prouver quand |g| = 1 ; d'autre part si a, j(x,s) sont les

coefficients de Rj pour |a] ¢ j =0,1,...,m, i1 existe une constante C > 0 telle

que :

08 as(x.8)| < clB1*D [y

pour 8 €N", |a| ¢ 5 =0,1,...,m, x €K, |g] =1 ; 1'estimation est alors une con-
N jl+...+jN+,Ctl
séquence du lemme 1.7 puisque (jl+...+jN+|a|)! s C'N

Si M est 1'ordre de u sur K, on a :

A mN . M-1]a| apN
et e cisl™ 7 ele™e i1

<

-~

Compte-tenu de (1.6), on en déduit que :
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mN+M

A
1F(8)] € C.(Clmn+]g| )™ , N =0,1,..., g €R".

IT - FRONT D'ONDE.

Dans le cas ol une distribution u nfest pas CL(V) pour un voisinage V
d'un point Xq> ON peut obtenir des informations sur la structure des singularités
en x,, en examinant les directions pour lesquelles (1.3) n'est pas satisfaite ; ce
qui conduit & la définition du front d'onde donnée par L. Hormander ( [ 101, défini-

tion 3.1) que 1'on rappeile :

DEFINITION 2.1. Soient x € 2, £, € R"\{0} et u €D'(a) ; on dit que (x,.E,) est

dans le complémentaire du front d'onde wFL(u) de u par rapport & CL si et seulement
si il existe un voisinage ouvert U de Xgs Un voisinage ouvert conique T de £, et

une suite bornée uy € &' () telle que :
uy = u dans U
A N
(2-1) IUN(g)I $C° (C LN/|E|) ’ N=20,1,..., E€T

pour une constante C > O.

REMARQUE 2.2. Une estimation de 1a forme :

A -
(2.1)" Jy(e)] < € (C Ly )V Xel*N L n=01,..., ger

avec k indépendant de N peut remplacer (2.1). En effet, Un+k satisfait (2.1) avec

une nouvelle constante C (cf.(1.3)').

Rappelons le lemme suivant (L. Hgrmander [ 10], Temme 3.3) qui précise

cette définition en particularisant la suite uy
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LEMME 2.3. Avec les notations de la définition 2.1, soit F un voisinage conique
de £, contenu dans " qui est fermé dans Rn\io}. Si Xy est une suite de fonctions

de C:(U) d support dans un compact fixe et vérifiant :
0% | < cem !l Ja] ¢ N = 0,1,

alors la suite XU satisfait une estimation du type (2.1)' dans F.

Ce lemme permet en particulier de montrer que la projection de WFL(u)
sur @ est le complémentaire du plus grand sous-ensemble ouvert de @ dans Tequel u

L

est C- ; i1 permet aussi de montrer que :

WF_ (Pu) € WF| (u)

pour tout opérateur différentiel P d coefficients analytiques.

De méme pour le probléme des itérés qui nous intéresse ici, é&tant donné
un opérateur différentiel P & coefficients analytiques, dans le cas ol u n'est pas
CL(V,P) pour un voisinage V de x,, on peut obtenir des informations sur la struc-
ture des singularités en Xq €n examinant les directions pour lesquelles (1.4)
n'est pas satisfaite, ce qui nous conduit & la définition du front d'onde associé

aux itérés de P suivante :

DEFINITION 2.4. Soient x, € @, ¢, € Rn\{o}, u € ' (Q) et P un opérateur différen-

tiel d'ordre m & coefficients ana]ytiqyes dans @ ; on dit que (xo,so) est dans le
compiémentaire du front d'onde WFL(u;P) de u par rapport a CL et aux itérés de P

si et seulement si i1 existe un voisinage ouvert U de Xgs Un voisinage ouvert co-

nique T de £, et une suite fy € ¥'(a) tels que :
N
fN = Pu dans U

A
(2.2) [f(e)] < € (ClLy#le ™ cer™ L M=o,
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A - \mN M
(2.3) [fy(8)| s C (CLpy) ™ (1+]g])” , €T, N=0,1,...

pour des constantes C > 0 et M.

Comme pour WF| (u) i1 est habituel de regarder WF| (u;P) non seulement
comme un sous-ensemble conique fermé de Q x (Rn\{o}) mais aussi comme un sous-
ensemble conique fermé de T*(Q)§&o} en utilisant 1fidentification standard de
1'espace cotangent de R" avec R" x R". En fait, on va prouver que 1a définition

est invariante par changement de coordonnées.

On donne tout d'abord un lemme pour wFL(u,P) analogue au lemme 2.2 pour

WFL(u).

LEMME 2.5. Avec les notations de la définition 2.4, soit F un voisinage conique de
£g C0Ntenu dans 1, qui est fermé dans R"\{o}. Si XN est une suite de fonctions de

C:(U) i support dans un compact fixé vérifiant :

D%yl < C enylel la] ¢ N =0,1,...

alors la suite Xm PNu, ol q est un entier indépendant de N avec q > Max(n+1+M,

N+q
n+l) satisfait une estimation du type (2.3) dans F.

DEMONSTRATION. Utilisant le fait que X_ pNy =

e A A

XmN+q Plu(g) = (ZE)-n JXmN+q(£-n) fN(n) dn.

fN’ on obtient :

N+q xmN+q

Remarquant ensuite que 1'on peut toujours supposer M > 0, on déduit des majora-

tions faites sur les dérivées de XN qu'il existe une constante C > 0 telle que :

y(m] € SNy

» N=20,1,...
et

A -N=~1-
Xy(m) ] < ¢ N T e,



Ir- 13

Tout d'abord :

f Raeg (G 1Ry 1dn < € (mN+q)"*“”c"‘”*1L’"“f 1+ g=n]) "I M14 ) Man

d'ol pour une autre constante C' > 0

C.mN+1 LmN |n+1+M|

(1+]g])
De plus, il existe une constante K > 0 telle que pour £ € F et n € T on ait :

le-n| > K(]g| + |n]). Or,

| Ravsg (6= 1y (n) ldn
lg=nl>K([g[+[a])" ™" "

mN+g+1, mN+g ~mN+1+M -mN-
¢ emtatl T (a8 D) ™9 )

lenoK(fgl+pn]) T

mN+Mdn

d'ol pour une autre constante C" > 0

< cvMN+1 mN
L

Ainsi la suite XmN+q PNu vérifie des inégalités du type (2.3) dans F.

On peut alors montrer le résultat suivant :

THEOREME 2.6. Soient u € J'(Q) et P un opérateur différentiel 4 coefficients ana-
lytiques dans Q. Alors la projection de WFL(u;P) est le complémentaire du plus

grand sous-ensemble ouvert Q' de Q tel que u € CL

ZOC(Q';P).

DEMONSTRATION, S1 u € CL(V;P) pour un voisinage V de Xo il suit de Ta proposition

1.3 que (XO,EO) ? WFL(u,P) pour tout Eg € R™\{o}. Inversement, soit Xo tel que
(XO,EO) & WFL(u,P) pour tout £o € R™\{o}. Si on peut montrer que la suite fN dans

la définition 2.4 peut &tre prise indépendante de £q2 i1 suivra de la proposition
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1.4 que u € CL(V;P) pour un voisinage V de Xg - Or grdce au théoréme de Borel-

Lebesgue ceci résulte du lemme 2.5.

On montre maintenant 1'invariance par un changement de coordonnées ana-
lytiques de la définition de wFL(u,P) comme pour la définition de WFL(u). On rap-

pelle pour cela deux lemmes de L. Hormander ([ 10], lemmes 3.6 et 3.7).

Tout d'abord, on rappelie un lemme qui montre que les conditions impo-
sées aux fonctions de troncature sont invariantes par un changement de variables

analytiques :

LEMME 2.7. Sojent e CR" et @' C R’ deux ouverts, a une fonction analytique dans
Qet f: Q'-Q une fonction analytique propre. Si XN est une suite de fonctions de
CB(Q) d support dans un compact fixe et vérifiant :

oo 00| < cem el Jal <N = 0,1,

alors la suite axNo¥ a les mémes propriétés avec une autre constante C.

Ensuite, on rappelle un lemme qui permet de changer de variables dans la

définition du front d'onde par transformation de Fourier.

LEMME 2.8. Soit F un ensemble compact de fonctions analytiques & valeurs réelles
dans Q@ n'ayant pas de point critique en x

Col

0" Si XN est une suite de fonctions de

Q) vérifiant :
0% (%) | < ceml®l o] ¢ v = 0,1,

et ayant Teurs supports dans un méme voisinage suffisamment petit de x_, alors il

0
existe une constante C' > 0 telle que pour tout t € R et f € F on ait :

gt e Mo e e mwien™ L oo,
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On peut maintenant donner un théoréme qui entrainera facilement 1'inva-

riance recherchée,

THEOREME 2.8. Soient x,€Q u € D'(q) et P un opérateur différentiel 4 coeffi-
cients analytiques d'ordre m dans Q. De plus, soit F un ensemble compact de fonc—
tiong analytiques & valeurs réelles avec (xb, df(xo) & WFL(u,P) V {0} quand f € F.

Sz les fonctions Xy appartiennent d C:(QL vérifient :

0%l s € ccwy ¢! , la] s¥=0,1,...

et ont leurs supports dans un méme voisinage suffisamment petit de x_, alors il

o

existe des constantes C' > 0, M' et un entier q » O telles que :

\
~

) 14
mezwq Ay o ax) < e, L )™M, w=o0,1,..., ¢

DEMONSTRATION. D'aprés la définition 2.4 et le Temme 2.5 on peut trouver un voisi-

nage ouvert V de X, €t un voisinage ouvert conique I de {df(xo) ; T € F} tels

qu'il existe une suite N Et‘(n) avec :

£, = PN

N u dans V

mN+M ,fe Rn

(2.2) [Fy(e)] < Co (ClLy*lel)
(2.3) 18y(e)] s C. (CL ™ (e, eer,N=0,1,...

3 -itf

Supposons XN a support dans V et posons VNt T XmN+q e ol g est un
entier fixé > n+l+M. Alors on obtient :
N -itf _ -n N
JXmN+q Pue dx = (211) JfN(E) VN,t( g) dg
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Les fonctions normalisées :
x > (<x,6> = t f(x)) / (|t] + |g])

avec f € F et t > 0 forment un ensemble compact de fonctions analytiques sans point
critique en X, Pourvu que g €Toug€ET et min(ltb/|gl;lgﬁ/]t[) < g pour un e

suffisamment petit.

Si les Xy ont leurs supports suffisamment petits autour de Xq» le Temme
A
2.8 permet d'évaluer vy t(-g) : i1 existe une constante C' > 0 telle que :
A mN+q -mN-q '
(2.4) IVN,t('E)‘ < C' (C'(mN+q)) (mN+q+|t|+|2]) s N=20,1,...
- Itb/ €]
pour f€F, t >0, £€Troug€ET et min( |€L7 //Ytl) < g,

Ainsi de (2.2) , (2.3) et (2.4) on déduit :

. c'L
N+q +|t]+g]

LmN+q

N M
+ C (CL_ )™ (1+]g])" de
Jt-:t<|JE;|<t/s: mN

et pour une autre constante C'

M .n

mN (t-q+M+n £ (1 +‘E) £

sC(C L -

N

ce qui donne 1'inégalité annoncée dans le théoréme 2.9.

THEOREME 2.10. La définition de WFL(u,P) est invariante par changement de coordon-

nées analytiques.

DEMONSTRATION. Soit f : @ - @' un difféomorphisme analytique de @ sur un ouvert @' de

RM qui transforme 1'opérateur P en 1'opérateur Pf défini par :

-1

Pev = P(vof)o f° , v € c:(n').
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Donc, pour tout entier N = 0,1,...

Plv = PN(vof)of L.

On pose : y = f(x) , u = vof.

Si (xo,go) & wFL(u,P) on va montrer que (yo,no) & wFL(v;Pf) ol y, = f(xo)
et g, = tf‘(xo).no.

Soit Xy une suite de fonctions de C:(Q) d support dans un voisinage suf-
fisamment petit de x,, et identique & 1 au voisinage de X, et vérifiant |D“XN|

< C(CN)IC‘l pour |a| ¢ N =0,1,...

Soit T associé & g, comme dans la définition 2.4. Pour n € (tf'(xo))'l(r)
voisinage ouvert conique de No® la famille de fonctions :

f x>

<f(x),n>
n l+ln|

est un ensemble compact de fonctions analytiques & valeurs réelles avec (xo,
dfn(xo)) 3 NFL(u;P) U {0} car (xo,go) / WF| (u,P). Comme les fonctions |tf'lXN vé-
rifient d'aprés le lemme 2.7 :
e tex la -
|D*(| “F" | N)| g C (CN) » la] s N=0,1,...

alors d'aprés le théordme 2.9 il existe des constantes C', M' et q telles que :

! -1 ’ 1 ] N M' _
Jltf ’me+q pNy e~ T<f) >y | < ¢ (c LmN)m (1™, M=o,

Si 1'on pose : Yy(y) = >(Nof"'1 et gy = 4%N+q Pﬁv on a donc :

A ) ] mN M' 1

[gN(n)] < C' (C LmN) (1+]n]) N=20,1l,....n€ (f (xo)) (r).
De plus, comme les fonctions %N vérifient d'aprés le lemme 2.7.

0%y 1 < oo 1 o] ¢ W= 0,1,
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la proposition 1.8 assure que gy vérifie (2.2) dans rR".

Enfin, gy = Pﬁv au voisinage de y,. Donc (yo,no) & NFL(V;Pf), ce qui ter-

mine la démonstration du théoréme 2.10.

THEOREME 2.11. Soient u € D'(9) et P un opérateur différentiel d coefficients ana-

lytiques dans Q. Alors WF (u;P) C WE, (Pu) C WFp(u).

DEMONSTRATION. Soit (x,.g,) & WF (u) ;5 i1 existe un voisinage ouvert U de x,, un

voisinage ouvert conique I de £, et une suite uy bornée de e'(Q) tels que uy = u
A
dans U et IuN(s)l g C (CLN/|€|)N dans T pour N = 0,1,... et pour une certaine cons-

tante C > 0.

Soient K un voisinage compact de x. contenu dans U et F un voisinage co-

o]
nique de ¢ contenu dans T, fermé dans R"\{o}. Soit Xy € C:(U), Xy = 1 dans K et
|D“XNI <C (CN)]a] pour |a| < N = 0,1,... On va montrer que fy = X, n PNy verifie
(2.2) et (2.3). On a :

£ () = je-i<x,g>xz'

mn(X) Plu(x)dx = Ju(x)tPN(xsz e 1 X8> 4y

= |€ImN Je'1<x’5>u(x)RNX2mN(x)dx'

avec les notations dé la proposition 1.8. Les calculs faits dans cette démonstra-

tion montrent que :
|DB(RNX2mN)| < CN+1(mN)IBI pour || <« mN , |&| > mN.
De 13 on déduit grace au lemme 2.3 que ?h(g) satisfait (2.3) pour £ € F-et |g| > mN.

Enfin, la proposition 1.8 assure que fN satisfait (2.2) pour ¢ € R". Donc

(XgsEy) # WF (u,P).



11- 19

Ainsi WFL(u,P) c NFL(u). Comme NFL(Pu,P) = wFL(u,P) et NFL(Pu) C WF (u) on a dé-

montré le théoréme 2.11.

IIT - VARIETES 2: G(P)'ET'LEMMES TECHNIQUES.

DEFINITION 3.1. Soient 0,8 et m' trois nombres réels, P un opérateur différentiel

d coefficients analytiques dans Q, x, € Q¢ et £ € R™\{o}. On dit que (xo,go) est

0
H

dans le complémentaire de Zg cs(P) s'il existe un voisinage ouvert U de Xgs UN voi-
3> .

sinage ouvert conique I de £, et une constante C>0 tels que pour x€ Uy, g€T

avec |£| grand, « et 8 € N", on ait :

(3.1 13068 < clB1 e [pxey g e lel I8l

(3.2) [el™ < C [p(x,€)]

J(xz) = ol +B|p£5’5l .

ol p(x;g) est le symbole de P et pgg) —
ag%ax

Si ZS,G(P) = @ alors P est hypoelliptique d'aprés L. Hormander [9 ].

PROPOSITION 3.2. Avec les notations de la définition 3.1., si & < p alors (xo,zo)
€ Zg’s(P) si et seulement si (x,,-£,) G,Zg’é(tP), ot %P est Te transposé de 1'opé-

rateur P.

DEMONSTRATION. Le symbole tp(x;s) de 1'opérateur tP est donné par :

vl
l%—— i1 (x3-e)

tp(x,s;) =

IY%sm

ol m désigne 1'ordre de 1'opérateur P.

. m’ . P
Si (XO,EO) & Zp,d(P)’ on a avec les notations de la définition 3.1. pour

XEU, £€ET, aet gEN" :
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it 1 c|5|+|Y|+1( -0 |aty | +8 | B+y]

Plaj sl < T g sv) ! [p(x,-6) | le]

!Y%sm

Pour |g| > 1, on a donc, avec une nouvelle constante C,

(3.3) %Rl < cl1ar g e lel el pex, )1

or @

.. < 1to(y: 1 (Y)fy..
Ip(x3=€)| < |"p(x38)| + 1s|§|sm T Ip(z)(x, £)|

donc :

p(xi-g) (1= 5 clYIFLpgmelviesivly ot

Ainsi, si § < p, on a pour |g| grand
(3.4) |p(x:-6)| < 2 |Tp(xsE)].

De (3.3) et {3.4) on déduit les inégalités (3.1) et (3.2) pour le symbo]e'tp.

PROPOSITION 3.3. Avec les notations de la définition 3.1., si l-pgé<p alors 1'en-

semble Zg <S(P) est invariant par changement de coordonnées analytiques.

DEMONSTRATION. Soit f : @ - @' un difféomorphisme analytique entre deux ouverts

o et o' de R" qui transforme P en 1'opérateur Pf défini par :

Pev = P(vof)of'1

., v ECyal).
On pose x = f(y) et ¢ = (tf'(x)).n :

alors Tle symbole de Pf est

=

CY = (). .
pf(ysﬂ) = |Y%g p v (X,g) ¢Y(X’n)

m
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ou QY est un polynéme en n de degré < ]yl/2 et & coefficients analytiques en x.

, m' m' .

Si (xo,so) & Zp,5(P)’ on va montrer que (yo?”o) -3 zp;s(Pf) ol y, = f(xo)
et £ = (tf'(xo))'no. Avec les notations de la définition 3.1, on supposera U rela-
tivement compact.

Plus généralement posons :

-1 t -1
x = x(y;n) = f (y) et g=glyin) = (°F') (f (¥)).n

donc x est une fonctijon analytique en y et ¢ est une fonction analytique en y 1iné-

aire en n. Par suite, il existe une constante C > 0 telle que pour y € f(U),

n € (tf'(xo))-l(F), In| grand, on ait :

a|a+8!*.

‘——a-—Bll < C |a|+|B|+la! B! |nl-[al
an 3y
la+8 |

310*Blg, i

[l < ¢ [elHE gy gt o,
an 3y

La formule de Faa de Bruno de dérivation d'une fonction composée donne :

1
|o+e] el (v+(l8"15--s18™))
9.?;__ o) (x5 =;§:;; 8 61!_ P (x38)x

iy 1
an aye 1.8 L.l (Ie],...,len])

n i . 1
ﬂ ﬂ 1 3'“"'\)')(1 €(u,v) 1 3|U+V|£i G(U,V)
0#(u,v)<(8,e) TTE vt anfayY ulvl antay”

la sommation z se faisant sur les multi-indices (e‘,s1) avec 8 = (e(u v))( )
» i U,yV
i i .
= , 1 =1,...,n tels que :
€ (e(“’\)))(u’\)) q

n i ; )
0#(11,\);6(9,5) (U’V)- (1_2_ e(u,\)) + E(}J,\))) = (995).

En particulier, notons que dans une telle somme, on a :
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n i ; i
01‘(11,%)6(8,5)'(“,\)”(121 uav) F =) = 1E0
Donc
33+€ (Y) . < E 9! é! V h -/ n' |€i|+"°+|€n|+1 -
Ianea.\/E bRl gt61!...e"!ell...s"!\lell+"'+|e e Ip(x3€)|

o (|0} |+...+a"+]v)+s ([t [+...+1e"])
x ||

x I .E (C|U|+|Vl+l|gl-|u|)e(u,v)(c|u|+|v|+llgil_lul)S(u,v)
(u:V) i=1

donc, pour une autre constante C' > 0

<] s ([t e

x 011, .eMell, . M

"o clelHlel* ey |

(3.5)
|El-ply|-]6|+(l-p)(|el[+...+|9n])+6(Iel|+...+|€n|)

Or puisque f est un difféomorphisme, il existe une constante C" > 0 telle que pour
y et n on ait :

(3.6) (1:— el < |nl <C" |g].
De plus,

p(x3€) = pe(ysn) = |

() .
1$|Y[gm p (X9€) QY(X,H)

<

donc :

p(xse)| < lpelysm |+ [ ¥ jpgag)| fg o llepq) 11172
NN

Compte tenu de (3.6) et du fait que p > %, on en déduit que pour |n| grand, on a :

(3.7) Ip(x38)| < 2 [pelysn) |-
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Ainsi de (3.5), (3.6) et (3.7) on déduit qu'il existe une constante

C >0 telle que pour y € f(U), n € (tff(xo)(r)), In| grand, on ait :

|a—l..e_+_e_|_p(Y)(x-E), < Z e! 8! II 1'+ +l nl)l
an®ay® S RN el e X

clolHlelelp (yony oo lvI= 81#(10) (I8 [+ tla]) 6 [t [l

. Y
Par ailleurs, comme ¢Y(x;n) est un polyndme de degré ¢ —— & coefficients
2
analytiques en x, on en déduit qu'il existe une constante C > 0 telle que pour y,n
comme précédemment :

Ja-8[+[g-c] vl p-lal+le]

s __ . |8+l oy
NCECNE ¢Y(X,n)[ sC (g-¢)! |n]

Par suite, compte tenu de la formule de Leibmitz, on en déduit que :

(@) /. 1 al gl 1 B-e|+1 ~|8|+|el+l .
Peayvim! < |Y%<mwe§aé‘!_e.r'(a-_eﬁc' =L clol+el*p yiny
<8
8!l el ) El Ny ‘0|Y|+i%l-la[+(l-o)(161|+...+]e”[)
" ; 61!...6n!sll...en!\le ottt \+6(]el [+ .+ [e")).

Comme o > %, on a -ply|+|y|/2 ¢ 0. De plus, on a :

(1-p) (]ell+...+[e”|) + 6(|el|+...+|en[)-la| < ~o|a|+8l8].
En effet, cela revient d dire :
(L-p) (|61 ]+...+]e"|=]a]) < s(]8]-(|e}]+...+["]))

Or, ceci résulte des inégalités l-p < 6, lel|+...+]e"|+]ell+...+lsnl < |o]+|¢e]

< lal+|B]| et |51|+...+Ien[ < |e| < |8] puisque x = x(y;n) est indépendant de n.

On obtient donc, pour une autre constante C > 0 :
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(3.8) 1PLLyaml ¢ 7 Ly shBclaltlelslp oy nmeleleslel
&) |y[¢m ¥° 8<a 8! e!
' £<B
X R !
g al1...oM éz.,.s"!‘ls | D)

=

I1 reste & évaluer la derniére sommation. Or

8! ¢!

xoll, . .M &M

n 9! ¢! n
(et [+ e < ] : (o] +...+]e"|

Ve € %61!...9n!e4!---e

+ el +.. .+

cette derniére expression pouvant encore s'écrire sous la forme :

la sommation ] se faisant sur les multi-indices m' avec m'

ok

2n 5
I b.(} m) = a
Ogbs<a i=1

= (m)ps 1= 1,...,2n,

tel que :
_ - i_ . i i

(Poser a = (8,e), b = (u,v), m, = e(u,v) pour i = 1,2,...,n et m = € (1,v) pour

i = n+l,...,2n)

) ._TT_El_zﬁT (]m1|+...+[m2n|)! g ;# ;ﬂ:igli757(|m1|+'"+lm2nl)!

2n |al
| =

On a :

T 0 (I m ! .
i=1 k=1 |b|=k ©°

Or, pour p nombres entiers > 0, C1s-++3Cys ON 2 1'inégalité :

P

|l

(C1+...+cp)! §p cll...cp!

IT en résulte, en posant u; = 'E m; , que :

| =k
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|aj! 2n Ja|

| 1 2n iy clal
] 2 (st m ")l e T ———— (] ) wh)tC
womel., .meN ek 20 |a| izl k=1 X
n n u;‘
i=1 k=1
pour une certaine constante C, 1a sommation Z étant étendue aux entiers
; : *** 2n  1ai i '
w2 0, 1= 1,...,2n, k = 1,...,]a], tels que : J (7 w)k = faf.
i=1 k=1
2n i 2n j jal  2n i
Posant Py = ] wu etécrivant 1 1 w!= T (I w!), on déduit
i=1 i=1 k=1 k=1 1i=1
par le méme raisonnement que :
! 1 2n EIREEY B
] 2 (m e #m s ] (TPt -
aem-!.,.m M |a| k=1
) Pk!
k=1

pour une nouvelle constante C > 0, la sommation ] é&tant étendue aux entiers Pk > 0,

2]
k=1,...,]al, tels que § kP, = |al. D'od :
k=1 K

al 1 an .y, . ] al! hi C[al
! —f‘_"z_n!(lm [+ +m)1 g hzl P1+.¥.+Pk=h Igl . !

#m-l...m
| k=1

?lkp |
=|a
ki1 K

Or 1'expression :

z l al!
Py+...4P =h EW |
I Pk'
k=1

Blal,h =
7
kP, =|a|
ksl K

est égale & Ta valeur du polyndme de Bell Blal p au point (1!,2!,...), et d'aprés

L. Comtet [5] (page 146), on a :

lal-1
Blapn = ()

h-1

On en déduit finalement que, pour une autre constante C > 0, on a :
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| .
) .IT_E;_ZHT (|m1|+...+]m2n|)! s |a]! clal
wemol..mo!

11 résulte alors de (3.8) qu'il existe une constante C > 0 telle que pour
y € f(U), ne (*'(x,)(r), In| grand, on ait :

PE) (yn) |« clBI*L gy popelelselel,

Ainsi le symbole Pf(y;n) vérifie une inégalité du type (3.1) dans un voisinage co-

nique de (yo,no .
L'inégalité (3.7) permet de montrer que Pe(ysn) vérifie également (3.2).

Finalement (y,;n,) ¢ Z: S(Pf)’ ce qui achéve la démonstration de la propo-

sition 3.3.

Quand 1-0gé8<pgl, on peut regarder 22 G(P) non seulement comme un sous-
ensemble conique fermé de oxR™\{0}, mais aussi comme un sous-ensemble conique fermé
de T*(Q)\{O} en utilisant 1'identification standard de 1'espace cotangent de R"

avec R" x Rn.

En particulier le cas elliptique correspond @ § =0, o = 1l etm' =m :

PROPOSITION 3.4. Si P est un opérateur d'ordre m et si Pm désigne le symbole prin-

cipal de P, on.a :

ET’Q(P) = {(x,g) € T*(Q)\{O} ; pm(x;g) = 0}

DEMONSTRATION. Si (xo,go) est tel que pm(xo;go) # 0, alors i1 existe un voisinage

U de x,, un voisinage conique T de &, et une constante C > O telle que pour x € U,

€€ T, on ait :

(3.8) |pp(x;)] > clg|™
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d'ou pour |g| grand
. C m
(3.9) Ip(xse)| > 5 |&]™.
Comme d'autre part pour une autre constante C on a : pour a,8 € N et le] grand,
(3.10) |p§‘; (x2)] < clBl*L gr |gmlol
de (3.9) et (3.10) on déduit alors que (x,,&,) € I] o(P).
Inversement si (xo,go) ¢ ZT O(P), alors p vérifie en particulier (3.9)

dans un voisinage conique U x T de (xo,so) donc vérifie (3.8) ; ce qui implique que

On donne maintenant quelques lemmes techniques.sur les dérivées de p.
LEMME 3.5. Avec les notations de la définition 3.1, i1 existe une constante C > 0
telle que pour h€ Z, x € U, £ € T avec || grand et « € N", on ait :

lal o
M1 < clHelar o™ jggotel.

DEMONSTRATION.

(i) Si f est une fonction d'une variable suffisamment dérivable, on a

Ta formule de dérivation de Faa de Bruno :

|G| I

! 1
——(fop) =Z%Tf([”|)op m (31 —P) Y, een
X x0T Y IX

la somme ) se faisant sur les multi-indices n = (nY) tels que :

On en déduit pour x € U, £ € T avec |g| grand :

3|a[fop{ < %% f(ln[)op Cla|+|n||p|]n[|5léla|.

l

ax® »
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h h! h-k

(i1) pour h entier >0, si f(t) = t", alors #6)(¢) Tt s keh s

on en déduit pour x € U, £ € T avec |&| grand :

o] | ] + h s
I: 3 "l s 7 %f'Iﬁ:?ﬁTTT cln! !Gl|p| el o]
X *

In|<h

< (20)" clelyp? |s|6'°"z Llnlt

| : . :
or § %+ In|! < |al! crlel pour une autre constante C' > 0 d'aprés le calcul fait au
Lt

cours de la démonstration de la proposition 3.3.
n
I1 en résulte que pour x € U, £ € T avec lg]. grand, « €N

3lol h h+ 8 |
|—— (P ¢ C lal 4 o]

€]
axX

pour ‘une certaine constante C > 0.

(1i1) pour h entier >0, si f(t) = t™, alors £(K)(t) = (-1)k(h*k-D)! ,-h-k

on en déduit que :

Ial

3 ! (h+in|-1)! + -h §
|— D) %T L—(bl¥yrl- c|a| [n| Ip|™" |g] o]
3x *

Phtlal=1 2lal 5N

s !
BREBE-TANE
*

< Ch+[c¢| al Ipl-h |EI5|0L’
pour une nouvelle constante C > 0.

LEMME 3.6. Avec les notations de la définition 3.1, i1 existe une constante C > 0

telle que pour h€Z, x € U, £ € T avec |g| grand, a et 8 E,Wn, on ait :

ISIAa| (h (8)
IxX

-o[8l+8]a]

)| s

C]h|+|a|+1 | lp|h+1 £ |
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DEMONSTRATION. La formule de Leibnitz donne :

alel (8)y . y _ s oY1 (oM pe)

3x°‘ (P p v Y!(Q'Y)! aXY U'Y)

D'aprés la définition 3.1 et le lemme 3.5, on a donc :

Tal v
12— " p(B)y| < cIhl+el+l oy g
9X y<o

|h+1 IE|-p|e|+6|a| 71

ce qui termine la démonstration du lemme 3.6.

LEMME 3.7. Avec Tes notations de la définition 3.1, si x, € CZ(R") est telle qu'il

existe une constante C > 0 avec :
0% ] < cemlel, jal e N = 0,150, x e

alors, i1 existe une autre constante C' > O telle que pour h € Z, x € U, £ € T avec

le| grand et |a] < N, on ait :

o
IB h l < C,N+1+|h'

3 AP %y) 6'%1

al [p" |g]

X

DEMONSTRATION. La formule de Leibnitz donne :

slel h sl Yl glasy]
X = ( X
e (P Xy) Y\Za YT(a=v)T v (P

ax®Y N

Or, comme on 1'a vu au cours de 1a démonstration du lemme 1.7 on a, avec

une autre constante C1 >0 :

0%, ] ¢

Donc :

o] 1 ~|hl,_h §
2o x ] s at P liph T (eI
ax Y<a
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el "(cle]®)
<l

ysa
et pour une autre constante C' > 0

k . jﬁ'lﬁla)lal+l'l
cle|®-1

s %a‘ (c'l&l®)

kg

-~

ce qui termine la démonstration du lemme 3.7.

On peut alors démontrer le lemme suivant :

LEMME 3.8. Avec les notations du lemme 3.7, i1 existe une constante C' > 0 telle

que pour x € U, £ € T avec |g| grand, |a| = |a1|+...+|aj] < N, |8] = [51|+...+|sj_1|,
hl""’hj €7, on ait :
la_| las | o]
3la | hl (Bl)a 2 3 J-l hj_l (Bj_l) a! J hj
—*p " p —— p p Pyl
2 ._1 O.j
ax 1 3X ax J 3x
N+1+{h,|+...+|h. hy+...+h.+j-1
B R R L L Y
DEMONSTRATION,
. hi (Bi) . . hj
(i) On pose a; =p P pour i = 1,...,j-1 et N =P Xy- D'aprés les

lemmes 3.6 et 3.7, i1 existe une constante C > 0 telle que :

slel thyl+laf+l hitl  -p[8;]+8]al
=l ! lalt Jpl Vgl T
la] [hs]+N+1 h.
3 §
el c e T alt fol 3 gl
X

pour |a| s N.
Considérons d'abord pour j ¢ N 1'expression :
3 3 3

ax; 01 ax; %20 te3y-1 TR AN
1 12 '
J
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Le développement de cette expression est une somme de termes de la forme :

alall al“j_ll Bla’jl
o) - P 30 G )
ax ! ax J ax J

avec |a1]+...+|aj| = J. Un tel terme est majoré par :

[h [+...4]h;[+N+2j-1 hy+...+h+(j-1) -p|8|+8]
c ! ) |l ! H CREPRINY

S'ilya Ckl...Kj termes de la forme précédente avec |a1| = kl,...,lajl = kj on en
déduit donc que :

[hyl+...+]h |+N+2j-1 ho+...+h.+(j-1)
a da .. oan]cc b J pf 1
ax; "l axy 72 ax; . N
1 2 J
| ]-o|E|+6J ; '
X |& C kiloo k!
ko okgzg K1eeoky T

Cette derniére somme est majorée par 2J j! comme on 1'a vu dans la démons-

tration du lTemme 1.7.

(i1) Le lemme 3.8 se déduit de (i) en introduisant la fonction 1 = p'lp(o)

autant de fois qu'il le faut pour se ramener & des opérateurs d'ordre 1 ; c'est 4

dire si a = o _+...+a; | avec |a;| =1, on écrira :
1 ol j
3 _ 5  -1(0) 3 -1 (o) 3
—TaT = —a P P —p p /... 5 I.
X ax 1 ax 2 ax 1%

IV - THEOREME DE REGULARITE.

Le théoréme suivant est une extension du théoréme de régularité microlo-

cale donné par L. Hormander ([ 101, théoréme 5.4).
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THEOREME 4.1. Soient u E.D’(Q), P un opérateur différentiel & coefficients analy—-

tiques dans Q, o, 8§ et m' des nombres réels avec 0 & § Etant donné une

<p g 1.
1 1

s . s s 1-$ Np-ﬁ .
suite L, si L' est la suite définie par L'y = Max((Ly = ) alors :

m’
WFy,(u) C WFp(Pu) U 29,6(P)

DEMONSTRATION. On adapte la technique utilisée par L. H6rmander ([ 10] , théoréme 5.4)

pour démontrer le théoréme :
WF| (u) C WF| (Pu) U {(x,E) € TH(@)\(0} 5 Pp(x;€) = O}.

Soit donc (xo,zo) -3 wFL(Pu)kJ Zg 5(P). I1 existe un voisinage ouvert U de Xgs UN
voisinage ouvert conique T de £gs Une constante C > 0 et une suite vy avec vy = PNu
dans U telles que les estimations (3.1) (3.2) pour tp dans le cdne -T et (2.1) pour

vy soient vérifiées.

Soient K un voisinage compact de x_ contenu dans U et F un voisinage co-

0
nique de £, contenu dans T et fermé dans R™{o}. Soit XN € CZ(K) avec

053] < Cy(c,M %l pour fal ¢ W= 0,1,

On va montrer que la suite UN =u XpN convient pour en déduire que

- . L -8
(xg285) ¢ WF_ .(u), ol p est un entier fixé » 1 + %:g )
On a
A

Uy(g) = Ju(x) XpN(x) e 1 X584y

Pour estimer ce térme, on construit une solution v(x,z) de 1'équation

B (x,0) V(xsg) = X_y(x) e~ i<Xs>
2 123 pN)e

Pour faire cette construction, on pose :
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V(x,8) = e T y(xe)

et on obtient & l1a place de 1'équation (4.1) une équation de la forme :

(4.2) o(xie) (1-R)w=xo

t (o
ou R=Ry+...+R et Rj = Rj(x’53D) = | % ' éT.fgg;zigilil D%,
. af=] 3=

40
. k
La solution formelle de (4.2) est W= ] R"(X
ko "V/Tp(x;-¢)

ne doit pas introduire des dérivées d'ordre trop &levé si bien que 1'on considére

). Cependant, on

1a solution approchée suivante :

(4.3) Wy =

- 6 Ri oRi Koy )
Spreetdy s lamg M 1T T e PN/Ep

od tp = tp(x;-g) et o0 [A] désigne la partie entiére de A.
Cette fonction wN vérifie 1'équation :

t =

avec

(4.4) gy = t g R ...R;

Par conséquent :

i (x) = 2y(x3))

-i<x,8> -i<x,g>
P(x;D) (e Wy (x38)) = e & (o

ce qui donne la formule de représentation suivante :

(4.5) GN(g) = fu(x) 2y (X5E) o 1K gy JPu(x) WN(x,g)e'i<x’g>dx.

I1 reste & évaluer chaque terme de second membre de (4.5). D'aprés le



II - 34

lemme 3.8, il existe une constante C > 0 telle que quand j = jl +.o..04 jk et

j+]e| spN, x€ U, £ €T avec |g| grand, on ait :

N+1 J+ -p+8)j+8|al-m'
(4.6) ID“le...Rjk(XPN/tb)| ¢ L ydtlal o (mp+8)3Hs]al

~0r si M est 1'ordre de u sur K, on a :

l]u(x) 2y (X38) e” T XsB>gy

< C. (1+|e;|)M'|°'I Sup|D°2N(x;g)|.
|af<M X

De (4.6), on déduit alors qu'il existe une constante C > 0 telle que
pour ¢ € T, avec |£]°"% 5 N et N grand :

1-6
. __N .
|ju(x) py(xig) €778 dx) ¢ ML o= g N(1-8)#M+1-m"

De (4.6), on déduit également qu'il existe une constante C > 0 telle que:

pour £ €T, |£]°™% 5 N et N grand, |a| < N.

Le Temme 2.3 de troncature assure alors que :

‘fpu(x) e T8y (xseyax| < M Lm g[St Lom

e

pour £ € F, |¢ > N et N grand.

Par conséquent :

A 18y
Uy (e)] s M tMax(Ly NT01 e

1-¢
-8 I-N+5N+M+1-m'

|O'(5

pour £ € F, |& > N et N grand.

Cette inégalité vaut pour tout £ € F pujsque 1'on a aussi :

Byl = |[e7 0P a0

< C. (1+I€l)M"“[ Sup|D*x N -
la]<M X P
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On en déduit que (xo,g ) & WFL.(u) od la suite L' est définie par :
Il;.__l_

. -8 )
L'y = Max((Ly ° N

0

)

ce qui termine la démonstration du théoréme 4.1.

Comme corollaire, on retrouve le théoréme de régularité microlocale de

L. Hérmander ([ 10], théoréme 5.4) :

COROLLAIRE 4.2. Soient u € J'(Q) et P un opérateur différentiel d'ordre m & coef-

ficients analytiques dans q. Alors :

WF| (u) € WF| (Pu) U {(x;£) € T*(2)\lo} ; P(x;€) = O}.
DEMONSTRATION. Ceci résulte du théoréme 4.1 et de Ta proposition 3.4 qui assure
que [7 o(P) = ((x.£) & TM(@)\(0} 3 P(xs) = O}.

Dans le cadre des classes de Gevrey G° le théoréme 4.1 s'exprime sous la

forme :

COROLLAIRE 4.3. Soient u € j>(9), P un opérateur différentiel a coefficients analy-

tiques dans @, p, § et m' des nombres réels avec 0 ¢ § < p < 1. Alors pour tout
s >1, ona:
WFe. (u) C WFe(Pu) U I™ (P)
S! S p,6
1
p=4 _
d'onde associé & la suite L = ((N+1)%).

od S' = Max(Té— , ) et ol WFG(.) pour un nombre réel o > 1 désigne le front

En particulier, on retrouve la régularité locale dans les classes de

Gevrey pour les opérateurs hypoelliptiques & coefficients constants (L. Hormander

(81, F. Tréves [14]) :
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COROLLAIRE 4.4. Soit P un opérateur différentiel a coefficients constants hypoel-

liptiques et P le plus grand nombre (rationnel gl) tel que :

-0, la]

p{®) )] <. [p(e)] e

pour tout o et & € R", |g| grand.

Pour s > 1, @ ouvert de R" et u € 2»(9), si Pu€ GS(Q) alors u € G° (Q)

avec s' = Max(s;l;d.
p0

DEMONSTRATION. Ceci résulte du corollaire 4.3 et du fait que dans ce cas
o m
I° () = 0.

Do,o

Ce corollaire se généralise aux classes d'opérateurs hypoelliptiques in-

troduites par L. Hdrmander ([9]) de la fagon suivante :

COROLLAIRE 4.5. Soit P € L: 5(9) un opérateur différentiel a coefficients analyti-

ques avec § < p et tel que, pour tout compact K de @, il existe des constantes m',

C> 0, telles que :

Pl el < clB ¥ s ppase) (g lelselel

™ <€ |P(x;E)]

€]

pour x € K et £ € R", |g| grand.

P est hypoelliptique dans 9 et de plus, pour tout s > 1 et u Elih(n), si

s s' ' s 1
Pu€ G7(Q) alors u € G° (@) avec s' = Max(r:g s 375)'

DEMONSTRATION. Ceci résulte immédiatement du corollaire 4.3 et du fait que dans ce
m|
cas Zp,G(P) = 0.
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------ * Soit 1'opérateur P = P(x;D) = (-A)k + |X|2](-A)m ol A désigne le Laplacien

dans R", k, 1 et m sont des entiers >0 avec 1 > m-k > 0. Alors P est hypoellipti-
8]

BT

que et si Pue G°, u€ G .(Icip=1lets=

m-k)

V - THEOREME DES ITERES.

Le théoréme suivant est une extension de la version microlocale donnée
dans P. Bolley - J. Camus - C. Mattéra [ 3] du théoréme classique de T. Kotaké -

M.S. Narasimhan [ 11] sur les itérés d'un opérateur elliptique.

THEOREME 5.1. Sotent u €d'(92), P un opérateur différentiel & coefficients analy—

tiques dans Q, p, ¢ et m' des nombres réels avec 0 £ 6 < p £ 1 et 6% <m', Etant
— 1/
. s s m'=§ -5
donnée une suite L, si L' est la suite définie par L'y = Max((Ly , 7 P70
alors :

ml
WFp ,(u) C WF(u;P) U ZD’G(P).

DEMONSTRATION. Soit (xo,so) & NFL(u;P) v Zg 6(P). I1 existe un voisinage ouvert U

. . . 2 s oN
de Xgs UN voisinage ouvert conique T de £, et une suite fN € ¢'(Q) égale a P'u

dans U tels gque les estimations (3.1) (3.2) pour tp dans le cdne -T et (2.2) -

(2.3) pour fy soient vérifiées.

Soit K un voisinage compact de X4 contenu dans U et F un voisinage coni-
que de £o contenu dans T et fermé dans R™\{o}. Soit Xy € C:(K) avec

|Da+BxN| < CB(CBN)!QI pour |a| < N = 0,1,...

On va montrer que la suite UN = U XpN convient pour en déduire que

m'-sm))

(Xgseq) & WF 1 (u), ol pest un entier fixe ( ym (3 —

On a :
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Pour estimer ce terme, on construit une solution v(x,£) de 1'&quation :
(5.1) *PN(xs0) v(xsg) = Xpy(x) e e

Pour faire cette construction, on pose :

=1<X,&> W(

v(x;g) = e X3E)

et on obtient i la place de (5.1) une équation de la forme :

(5.2) (tP(X;-E) (I - R))N W(x;g) = XpN

t (a)/y._
ol R = Ry+...+R avec R, = % }T-—E———ifl—él 0%,
J _sal t ..
{a =] P(X,-E)

k,t \=1\N

40
La solution formelle de (5.2) estw = ()] R°('p) )X N od tp = tp(x;-E).
k=0

p

Mais, puisqu'on ne peut pas faire intervenir des dérivées d'ordre trop &levé sur

XpN » on prend la solution approchée :

k k k
1,t -1 ,72 Nt -
(5.3) wy(xig) = I R RERC) o
: m'-&m
k1+. . .+kNS[ —ETN]
Cette fonction Wy vérifie 1'équation :
(" (1 - RN wy =gy - ey
o k.+l 1k Kk
N . +#1 ., - .
- t t -
(5:4) ey= I (*o(1 - )N ) R I () R IR MY
J= m'-sm
kJ+ ..+kN={W N1

Par conségquent :

tpN (e-1<x,g>w - o iexe>

N = (x

L
ce qui donne la formule de représentation suivante :

(5:3) Uy(s) = J“(X)EN(X‘E)E-1<X’E>dX ¥ IPNU(X) wy(x:g)e” 8 dx,
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=

IT reste d évaluer chaque terme du second membre de (5.5). Le développe-

ment de WN s'éerit

(5.6) Wy = ) )

D'aprés le lemme 3.8, i1 existe une constante C > 0 telle que pour

|a|+11+...+NkN sPN [ xeu, cer avec |¢| grand, on ait :

(-o+6)(11+...+NkN)+5|a|

CN+1

Nlel

o t.y-1 -1
|D Rll...le (“p) ...RNk ( xle

1 N
+1.+...#N
et Kn |

Par conséquent, pour £ € T' avec |g|°'5 > N et N grand on a avec une autre

constante C > 0 :

< ¢Vt nlel N(sm-m')

-1

Comme le nombre de termes du développement de wN est une puissance de N,

on a donc :

N+1 Nlal N(sm-m"')

| 0%y (x36)] < € B

pour |a| < mN+q, x € U, £ € T avec IEJD-(S > N (o0 q est un entier fixé > Max

(m+1+M,n+1)).

Le lemme 2.5 de troncature assure alors que :

N+1 mN [g N(am-m')+M1

IJPNu(x) uy(x8) e x| < ¢
pour £ € F, |g|‘°"‘S > N, N grand (od M; est une certaine constante).

On évalue maintenant ey Le développement de ey est :



II - 40

N
ey = .1 ) . I . % e .
Jfl h1+11+...+hq+1q=N-J kj+"'+kN={mp-§m”] .<m g ¢m lgjjgm
1

1 lsj§1q lsiskj+1

. h
(-1) %) %Ry ). PRy )Ty 2eou(tR) q(tqu )ou
1 A 1 q

t P S | t -1
X R: ...R: R,. ...Ry ...R ( p) X ..
(p) 3 ka;+1( P) (J#1)g7 Ny N pN

D'aprés le lemme 3.8, i1 existe une constante C > 0 telle que pour

lal+1y+...+qq +j1+...+NkN < pN, x € U, £ €T avec |g| grand on ait :
q -

h (-p+8) (1 +...+Ng )+8|al
y Lt (t M1 ° 1 N

-1
0% PRy )Ry, P) Xyl < C

N

la|+1,+...+N
x N ! Ky

m'-

. gm NI, donc pour [£]P7® 2 N. Ona :

Or 11+...+NkN >7]1+"'+1q+kj+1+"'+kN > [

h i o4 dmy
IDa(tp) l(tpRll)---(RNk )(tp) lxpNI < CN+1 N p=8 ’EI (m 6m)N+6|Q|
N

Comme le nombre de termes du développement de ey est une puissance de N

on a donc :

!dl m'-sm

N+1 0=-6 |€’(m -sm)N+§|a] .

0%y (x38)] < C
pour |a| <mN, x € U, £ €T avec |e;|°"S > N.

Si M' est 1'ordre de la distribution u dans K on a donc :

|fu(x) ey(X3E) o T<XaE> 4,

M'=la a
<0 L el swiotey o).
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Compte tenu de 1'estimation obtenue sur D“eN, il existe donc une constan-

te C > 0 telle que :

m'-ém
. N | ,

pour £ € T, |£]°”% 5 N, N grand.

Par conséquent :

m'-Sm
0 7 - - LIS "
Uye)] < eV max(Lly, WP N pg m(mt-omteM

ol M" = Max(M;, M'+1), pour ¢ € F, I?,‘}Q-6 > N, N grand.
Cette inégalité vaut pour tout £ € F puisque 1'on a aussi :

A -1<x,&> M- | a
Oy (2)] = He X282y u(x)dx] < C. (1+]£]) Sup|0%X | .
N pN ]G. $M’ X pN]

De 13, on en déduit que (xo,ao) 3 wFL.(u) ol la suite L' est définie par :

m 1
-3

L'y = Max({Ly , N°79).

ce qui termine la démonstration du théoréme 5.1.

Comme corollaire, on retrouve le théoréme des itérés microlocal donné

dans P. Bolley - J. Camus - C. Mattéra ([ 3], théoréme 3.2).

COROLLAIRE 5.2. Soient u €' (@) et P un opérateur différentiel d'ordre m & coeffi-

cients analytiques dans Q. Alors :

WF, (u) € WF (u3P) U {(x,£) € TN ()\{0} 3 p_(X36) = O}.

Dans le cadre des classes de Gevrey G° le théoréme 5.1 s'exprime sous la

forme :
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COROLLAIRE 5.3. Soient u € 2)(9), P un opérateur différentiel & coefficients ana-

lytiques dans Q, p, 6, m' des nombres réels avec 0 g § < p g 1 et sm < m' Alors,

pour touts = 1, on a :
WFg. (u) C WF_ (u3P) U zg,s(P)

ol S' = Max(E%E ’ et ol WF_( ) pour un nombre réel o > 1 désigne le front

s
d'onde associé & la suite L =((N+1)7).

En particulier, on retrouve, en le précisant, un résultat local pour les

itérés d'opérateurs hypoelliptiques & coefficients constants donné dans F. Newberger

et Z. Zielezny [ 13]

COROLLAIRE 5.4. Soit P un opérateur différentiel a coefficients constants et hy-

poelliptique . Soit p, le plus grand nombre (rationnel sl) tel que :

-0, lal

BERGIFE GG

pour tout o et ¢ € R", |g| grand.

" Alors pour s > 1 et @ ouvert de R", on a :
s/

G>(2;P) € G Po
; (2)

ou GS(2;P) = ch(a;P) avec L = ((M+1)S).

Ce corollaire se généralise aux classes d'opérateurs hypoe]]iptiquesiin-

troduites par L. Hdrmander ([ 9] ) de la fagon suivante :

COROLLAIRE 5.5. Soit P Lg 6(9) un opérateur différentiel a coefficients analy-
tiques avec § <. p pour lequel il existe m' >gm tel que, pour tout compact K de g,

il existe yne constante C > 0, telles que :

R TR IR bl
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g™ < Clp(x;E)]

n
pour x € K et § € R, |g] grand.
Alors P est Hypoe]]iptique dans Q@ et de plus, pour tout s > 1, on a :

65(2;P) € G5 (q)

1 S

ol s' = Max(—¢ , —) .
p=§. m/md

(—
Exemple : Soit 1'opérateur P = P(x;D) = (-A)k + |x|2](-A)m o0 A désigne le Laplacien

dans R", k, 1 et m sont des entiers >0 avec 1>m-k>0. Alors P est hypoelliptique et

on a kX,
pour = o °

63 (23P) < 65 ()

- T 51m . _m'k [ B
U s =i+ (k-m)m (Icip =1, 8 =="etm = 2k.

Pour terminer, on peut écrire comme dans P. Bolley-J. Camus-C. Mattéra [ 3]
un dernier corollaire relatif & un systéme d'opérateurs qui généralise le théoréme

de T. Kotaké - M.S. Narasimhan [ 11] et de F. Browder [4] (cf. aussi M. Damlakhi [6],
B. Helffer - C. Mattéra [7]) :

COROLLAIRE 5.6. Soient Pl""’Pr des opérateurs différentieis d coefficients analy-

tiques dans @ d'ordre Mys...om, respectivement et tels que :

-

N {(x,g) € T(@)\{0} 3 P (x;E) = 0} = @~
j

REMARQUE 5.7. 11 résulte du corollaire 5.3. que si P est elliptique (o =1, §=0),

alors on retrouve le résultat classique : GS(Q) = GS(Q;P) pour tout s > 1. Par contre

o .
Max(—%g , =——3)>S, ce qui est con-

P m /m'

si P est non elliptique alors m' < m et donc s'
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forme au résultat de G. Métivier [12] qui précise que les seuls opérateurs P pour

lesquels GS(Q;P) = GS(Q), pour un méme s > 1, sont les opérateurs elliptiques.
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