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- APPLICATIONS LOGIQUES EN THEORIE DES ANNEAUX ET DES MODULES 

C.U. JENSEN 

1.Préliminaires de la théorie des modèles « 

Nous considérons le langage des anneaux associatifs uni-

teres. Un énoncé du premier ordre est une formule de ^£ dont 

chaque variable se trouve dans la portée d fun quantificateur. 

On dit que deux anneaux R et S sont élémentairement équivalents 

( et l fon écrit R = S) si R et S satisfont aux mêmes énoncés 

du premier ordre de . D'après un résultat de Keisler et She-

lah [ 3 ] les anneaux R et S sont élémentairenent équivalents s i et 

seulement s f i l e x i s t e un ensemble I et un u l t r a f i l t r e F sur 

I t e l s que l e s u l t r a p u i s s a n c e s correspondantes R^/F et S^/F 

sont des anneaux isomorphes . 

Une classe C d'anneaux est appelée élémentairement close si 

R 6 Ç et R -= S impliquent S £ C • On dit qu'une classe C 

d'anneaux est axiomatisable si Ç peut être définie par une 

famille d'énoncés du premier ordre de <Sf• De même on dit 

qu'une classe Ç d'anneaux est finiment axiomatisable si C 

peut être définie par nn seul énoncé du premier orôre de . 

Pour décider si une classe d'anneaux est (finiment) axiomati

sable le critère suivant s'avère très commodeC 

Proposition 1 [ 2 ] • i ) Une classe C d'anneaux est axiomatisable 

si et seulement si C est élémentairement close et fermée pour 

la formation d'ultraproduits 

ii) Une classe Ç d'anneaux est finiment axiomatisable si et 

seulement si C est axiomatisable et la classe Ç est fermée pour 

la formation d fultraproduits, où Ç désigne la classe d'anneaux 

qui n'appartiennent pas à C. 
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2. Des exemples explicites. 

Dans cette section nous faisons une liste de certaines 

classes d'anneaux et nous signalons les cas où elles sont 

élémentairement closes, axiomatisables ou finiment axioma-

tisables. 

C-j = la classe des corps. 

(¿2 = l a classe des corps algébriquement clos. 

= la classe des corps ordormables. 

= la classe des corps réels fermés. 

= la classe des corps values henséliens. 

Cg = la classe des anneaux intègres. 

= la classe des anneaux artiniens ( à gauche) de longueur 

donnée. 

QQ = la classe des anneaux artiniens ( à gauche). 

Çg = la classe des anneaux quasi-frobeniusiens de longueur 

donnée. 

C^Q= la classe des anneaux quasi-frobeniusiens. 

0^= la classe des anneaux absolument plats. 

Ç.<\2~ ^ a c l a s s e des anneaux premiers. 

S 1 3 = la classe des anneaux semi-primaires. 

la classe des anneaux parfaits (à gauche). 

C^= la classe des anneaux primitifs (à gauche). 

la classe des anneaux noethériens (à gauche). 

5-17= l a classe des anneaux principaux. 

S l a classe des anneaux de Dedekind. 

Ç^= la classe des anneaux de Bézout. 

Q2Q= l a classe des anneaux de Prttfer. 

(¿21' ^ a c l a s s e anneaux cohérents. 

= 22 = ^ a c^" a s s e ^es a*me aux uniformément cohérents. 

Un aperçu des résultats est donné dans le tableau suivant. 
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("+" désigne "oui" et " - " désigne "non".) 

Si =1 =2 =3 S 4 25 =7 =8 =9 =10 = 11 

élém. close + + + + + + + + + + + 

axiomatisable + + + + + + + - + - + 

finiment 
axiomatisable - - - - + + - + - + 

close pour + + + + + + + - + - + 
ultraproduits 

=i =12 =13 =14 =15 =16 =17 =18 =19 =20 =21 ^22 

élém.close + + - - - . - - . + + _ + 

axiomatisable + - - - - - - + + « _ 

finiment + + + 
axiomatisable 

close pour + - - + - - - + + - -
ultraproduits 

Le théorème suivant concerne les dimensions homologiques des 

anneaux élémentairement équivalents. 

Théorème 2 . 1 . Si R et S sont des anneaux élémentairement équi-

valents et R est cohérent a gauche, alors w.gl.dim.R < w.gl.dim.S, 

où w.gl.dim désigne la dimension faible (la "Tor-dimension"). En 

particulier, w.gl.dinuR = wvgl.dim.S si R x S et R et S sont co

hérents (pas forcément au même coté). De même, si R = S et R est 

noethérien à gauche, alors l.gl.dim.R < l.gl.dim.S. En particulier 

l.gl.dim.R = l.gl.dim.S si R ^ S et R et S sont noethériens à 

gauche. 
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Exemple 2.2. Pour tout corps K lfanneau R = K[X,Y] est unifor

mément cohérent. Donc, w.gl.dim.S = 2 pour chaque anneau S qui 

est élémentairement équivalent à R. 

En général, la dimension globale n'est pas stable sous équi

valence élémentaire. En effet 

Théorème 2 . 3 * f 7 ] Pour tout anneau commutâtif et noethérien 

R pour lequel gl.dim.R > 0 , il existe un anneau S tel que 

R s S et gl.dim.S = oO • Dans le cas spécial R = Z, l'anneau 

des entiers, il existe (sous l'hypothèse généralisée du conti

nu) pour chaque entier positif n un anneau R n tel que R n = Z 

et gl.dim.Rn = n. 

Un anneau R est appelé un anneau de Peano si R *= |. Notons 

des faits curieux sur ces anneaux. 7 ] 

Si R est un anneau de Peano et R / Z, alors R est non-noethé-

rien et la dimension de Krull de R est non-dénombrable. 

On dit qu'un corps K est un corps de Peano si K = Q , où Q 

est le corps des nombres rationnels. On déduit de [9 ] que 

tout corps de Peano est le corps des fractions d'un anneau de 

Peano. Il s'ensuit de ce qui précède que le degré de transcen

dance sur Q de tout corps de Peano K, K ^ Q, est infini. 

Le fait ci-dessus que R est non-noethérien si R r Z , R ^ Z, 

n'est pas typique. En effet, le langage des anneaux est dénom-

brable et l'ensemble des formules est dénombrable. Par le 

"principe des tiroirs" on en conclut que toute famille d'an-

neaux, à laquelle appartiennent plus de 2 3 anneaux non-

isomorphes, contient des anneaux élémentairement équivalents 

et non-isomorphes. Donc il existent des anneaux principaux 

(qui ne sont pas des corps) qui sont élémentairement équivalent 

et non-isomorphes. 

On obtient des exemples explicites comme suit. 

E / ] Si K et L sont des corps élémentairement équivalents 
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de la caractéristique zéro, alors K[[X]] 3 L[[X]]. 

Le résultat correspondant n'est pas vrai pour les anneaux de 

polynômes.(Par exemple, pour tout corps K ^ Q les anneaux K[X] 

et Q[X] ne sont pas élémentairement équivalents; voir aussi ci-

après.) Cependant, si K et L sont des corps algébriquement clos 

de la même caractéristique tels que leur degrés de transcendan

ce sur le corps premier sont infinis, alors K[X] =L[X]. Il 

est une question ouverte de savoir ce qui se passe lorsque 

l'hypothèse concernant les degrés de transcendance est suppri

mée. En particulier, si Q désigne le corps des nombres algé

briques et Ç le corps des nombres complexes on ignore si 

§[Xj s S([X]. D'autre part, si g désigne le corps des nombres 

réels, cfest assez facile de voir que (Qn R)[X] ̂  §[X], b i e n 

que (§ A g) = R. 

3« Applications en théorie des algèbres de dimension finie. 

Dorénavant, K désigne un corps (commutâtif) infini, et l'on 

considère des K-algèbres R dont la K-dimension est un entier 

fixe d. Pouryentier t fixe soit Ind^(R) l'ensemble de classes 

dfisomorphisme de R-modules indécomposables de longueur t. 

On dit que R est de représentation finie , si 3LL I Ind. (R)| <c** 

, t s f 

Dans le cas contraire on dit que R est de représentation infi

nie. 

En établissant une conjecture de Brauer-Thrall Nazarova-Roi-

ter- Ringel ont démontré qu'il existe pour toute K-algèbre R de 

représentation infinie un ensemble infini d'entiers t tels que 

|lndt(R)| = |K| . 

Les résultats du reste de cette section se trouvent dans [c 2 ]• 

Proposition 3 * 1 « Soient I un ensemble et P un ultrafiltre sur 

I. Soient ^ Ka} / a e I, une famille de corps infinis et {R^/eL 

une famille de K-algèbres de K -dimension d, d étant un entier 

ce 0 a 

fixe. Alors l'ultraproduit R = T T V r e s* t 1 1 1 1 6 algèbre de di-
<*c-Z a 
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mension d sur 1 1 ultraproduit K = / / K /F , et pour tout 
o<c-r a 

entier t il y a une bijection canonique 

T T Indt(R )/P -> Inâ.(R^). 

Corollaire 3*2. Les algèbres de représentation finie for

ment une classe élémentairement close# 

En utilisant la proposition 3.1 et le résultat de Nazarova-

Roiter-Ringel on obtient 

Théorème 3«3» Il existe une fonction f. N 2-» N avec la pro

priété suivante. Pour tout corps infini K et toute K-algèbre 

R de K-dimension d et de représentation finie, on a 

|lndt(R)| £ f(d,t) pour tout entier t. 

Corollaire 3»4« Pour chaque entier d fixe les algèbres de 

dimension d sur un corps infini de représentation finie for

ment une classe axiomatisable. 

En vertu d'une analyse sémantique de certaines dimensions 

cohomologiques on prouve 

Théorème 3«5« Pour chaque entier d fixe les algèbres de di

mension d sur un corps infini de représentation finie for

ment une classe finiment axiomatisable. Il existe deux fonc

tions g et h! N -* ̂  avec les propriétés suivantes. Pour 

tout corps infini K et toute K-algèbre R de K-dimension d et 

de représentation finie, la longueur de chaque R-module in

décomposable est < g(d), et le nombre total Jlnd(R)j de 

R-modules indécomposables est < h(d). 

Corollaire 3*6. Il existe une fonction h. N avec la 

propriété suivante. Pour tout corps K infini et toute K-

algèbre R de K-dimension d et de représentation finie, la 

dimension globale gl.dim.R est ou bien infinie ou bien-<h(d). 

Faisons mention d'une autre conséquence du théorème 3 . 5 . 

Le langage des corps algébriquement clos permet l'élimination 
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quantificateurs (c.a d. toute formule du langage est équiva

lente à une formule sans quantificateurs). Donc, le fait que 

les algèbres de représentation finie et de dimension d sur un 

corps algébriquement clos sont finiment axiomàtisables, en

traine que ces algèbres forment (par leurs constantes de 

structure) un ensemble constructible tel que les polynômes qui 

apparaissent dans la définition de constructibilité ont des 

coefficients entiers. Ceci précise un résultat de Ôabriel [$-]• 

A propos des algèbres de représentation infinie Ringel a fait 

la conjecture suivante: Si R est une K-alg'ebre de représen

tation infinie et |lndt(R)| = o£ pour un entier t, alors 

jlndg(R)| = oo pour tout multiple s de t. 

Le résultat suivant peut être regardé comme une approximation 

faible de cette conjecture. 

Théorème 3*7« Pour tout entier d fixe il existe une suite 

croissante g 1 < g 2 < . < g± < g ^ + 1 <. 

avec la propriété suivante. Pour tout corps infini K et toute 

K-algébre R de représentation infinie et de K-dimension d 

chaque intervalle [£±'£±+1^ contient un entier t pour lequel 

|Indt(R) | = oo 

Dfaprès le théorème 3-7 il existe pour tout corps K et 

chaque entier d un plus petit nombre g = g(d,K) tel que pour 

toute K-algèbre R de représentation infinie et de K-dimension 

d il existe un nombre t < g(d,K) pour lequel ) Ind^.(R)J -

Il se trouve que g(d,K) = g(d,L) si K et L sont des corps é-

lémentairement équivalents. Deux corps algébriquement clos 

sont élémentairement équivalents si et seulement s'ils ont la 

même caractéristique. Par conséquent, pour tout p.qui est un 

nombre premier ou 0 on peut définir g(d,p) = g(d,K), ou K est 

un corps (quelconque) algébriquement clos de la caractéri-
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stique p. 

Proposition 3*8« Pour tout entier d il existe un ensemble 

fini E^ de nombres premiers tel g(d,0)= g(d.p) pour tout 

nombre premier p, p £ E^. 

Pour terminer, encore un résultat concernant les algèbres de 

représentation infinie sur un corps algébriquement clos* 

Théorème 3*9. Il existe une fonction 0. N —> N avec la 

propriété suivante! Pour tout corps algébriquement clos K 

et toute K-algèbre R de K-dimension d et tout entier t on 

a ou bien |lnd t(R)| - K ou bien |lnd t(R) | 4 p(d,t). 
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