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SUR LES SINGULARITÉS CYCLIQUES QUOTIENTS 

paA P. CARBÛWNE 

INTRODUCTION 

Soient n, qj, ..., q p (p £ 1) des entiers naturels tels que : 

(n, q 1 § q ) = 1 

0 < q k < n (pour k de 1 à p). 

Soit Ç une racine primitive n-ième de 1. On définit une applica­
tion.* de I [ X , . X 3 dans lui-même en posant : 

o p 

j • (V = S Xo 

1 \ 

4 (Xfc) = 5 X k (pour k de 1 à p). 

On note A la sous-algèbre des invariants par $ de 

n >q^ > • • • * q p 

t c x o v -

On démontre [1] que A n est engendré par les X pour 

n» q^, ••.t q p 

r appartenant au semi-groupe d'entiers 2 défini par : 
n> q^> •••, qp 

= |r = (i,j\, j j * JN P + 1 i+qo, + ... + q j = 0(n) > 
n. q p [ P H H 

La variété algébrique associée, dite quotient de I p + 1 par le grou­

pe cyclique à n éléments, est : 

Y y = Spec A„ n 

'n.q! q p n. q i . . . . . q p 

En abrégé nous noterons Y £ , £ , A. 

Y £ est une variété normale - car 2 est un semi-groupe saturé (voir 

Ul) - avec une singularité à l'origine. 
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Il se pose alors deux problèmes : 

(I) Déterminer l'algèbre A par générateurs et relations et donner ses propriétés 

algébriques. 

(II) Désingulariser [9] la singularité de et en particulier décrire la "varié­

té exceptionnelle" (i.e. : l'image réciproque du point singulier par le mor-

phisme de désingularisation). 

(T) En dimension 2 (i.e. : p = 1) le premier problème est entièrement résolu. 

Les résultats sont donnés par Riemenschneider Cl]. 

On développe la fraction : 

n 1 
= &2 , où : agi ...t a e_j £ 2. 

n-q â 3 ~ N > 
N 

^ 1 

ae-l 

Alors A n est engendré par les monômes X Q où : 

i x = n i 2 = n-q ... = a e i £ - i £ - 1 (2< e s 2-1) ... i e = 0 

h = 0 h = 1 ••• J e + l
 = VV je-l J'e s n 

Le lecteur se reportera à [1] pour le système des relations. 

En dimension > 3 (i.e. : p £ 2) J. Bertin et moi-même [3] avons trouvé gé­

nérateurs et relations dans les deux cas particuliers suivants : 

1) q^ = ... = q p (singularités de Ueno) 

2) q 2 + ... + q p = n 

Il ne semble pas possible d'écrire simplement un résultat général, 

( n ) En dimension 2 le résultat du deuxième problème se trouve aussi dans Cl]. 
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On développe la fraction : 

- = b, - - L ( b . f . . . . b r ;> 2) 

N 

br 

La variété lisse 

r. yu, 
1 = 0 

où U i = Spec I Eu.., v^l 

avec : 

1 

< 
bi 

V i + 1 " Vi 

permet de désingulariser Y 
n,q 

~/ 

Le morphisme bi rationnel propre TT de Y sur Y est un isomorphisme de 

Y - & sur Y - { 0}. 

La variété exceptionnelle £ a la structure suivante : 

1=1 

avec : 

E. « pour tout i 

Ei' Ei+l = 1 p o u r d e 1 à r - 1 

E. .E. = 0 si j * i+1, i et i-1 

Notre but est de faire le même travail en dimension > 3 en soulignant les 

nombreuses différences avec le cas de la dimension 2. Nous ne donnerons pas de 
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formule générale mais une technique qui permet de faire tous les calculs sur tout 

exemple concret. 

CONE POLYHEDRAL CONVEXE ET SINGULARITE CYCLIQUE QUOTIENT 

On considère l'ensemble des points à coordonnées entières d'un cône polyhé-

dral convexe rationnel. Plus précisément, avec les mêmes notations, on pose : 

a n , q l f q = 4 a = (a>&i»---> S p) « Z
p + 1ja^o, n0 h-q ka>O, pour k=l,...p > 

On abrégera en a. 

Le dual de a est défini par : 

a n Û a Hç s( x'yi»---»y D) * *
P + 1 ^ 0 Pour tout a € a > n,qj,...,qp 1 p n > H i > * » « > H p 

On abrégera aussi en a. 

Il est immédiat que : 

a V

n > q i > . . . f q p = < (x.y r...y p) € Ï
P + 1 n x + q 1 Y 1 + . . . + q p y p ^ O > yk^Q pour k de 1 à p > 

et que : 

v 
a „ „ est isomorphe à £ „ „ n „ n,q l f...q n, n-q^..., n-q p 

Au semi-groupe a on associe l1algèbre : 

A v = Œ ah (Ç c (fi 
a 

et la variété : 

X = Spec A w a r V 
a 

Il est clair que les variétés X e t Y L s o n t 

n, q l f . . . f q p n, n-qj,... ,n-q p 

isomorphes, 

La théorie des éventails développée dans [4] montre que la désingularisa-

tion de X - et donc celle de Y r - est liée à un "découpage" de a. 
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En dimension 2 on peut travailler sur £ „ qui est isomorphe à a . r n,q ^ r n,q 

En dimension > 3 nous arriverons à "découper" a, en la remplaçant par un 

semi-groupe de congruences d'un type différent de E. De façon précise nous avons : 

Proposition 1 

Le semi-groupe cr n _ est isomorphe au semi-groupe 
n,q^ 9 .•.> 4p 

H n , q r .... q p V i } € ^ V V 5
 0 (n ) pour k de 1 à P J 

Nous abrégerons en H et noterons H* le semi-groupe H privé de l'origine. 

Remarque : 

On peut aussi présenter les singularités cycliques quotient sous un aspect 

analytique (voir [7]). 

PROPRIETES COMBINATO IRES 

Pour simplifier les écritures nous nous placerons dans le cas de la dimen­

sion 3 (i.e. : p = 2). Les résultats se transposent aussitôt en dimension quelcon­

que. 

Soit h = (ip i 2, j) appartenant à H. Les égalités : 

définissent deux entiers naturels et k 2. 

Etant donné un triangle T = [h^, h 2 , hg3 c H, on note J, K^, K 2 les lignes 

respectives formées par les j" , k, - k 0 pour m = 1, 2, 3. On définit alors 
w m l,m ii,m r 

l'entier : 

«(T) - (K L F K 2, J) 

Le cône C(T) associé à T est le cône fermé limité par O h ^ 0h 2 et 0 h 3 > 

Proposition 2 

Il existe un ensemble fini *G de triangles inclus dans H tel que : 
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(1) <S(T) = 1 pour tout T appartenant à % . 

(2) (JC(T) - R J 

(3) C(T) n C(T') = * pour T et T 1(T * T') appartenant à . 

On obtient ce résultat à partir d'un lemme de découpage qui dit que si 

T c H est tel que 5(T) = d > 1, il existe h appartenant à C(T) n H* tel que les 

ô respectifs des triangles formés avec h et deux sommets de T sont < d. La preuve 

de ce lemme est élémentaire. 

Par 1'isomorphisme entre H et a on en déduit alors un "découpage" de à 

présentant les propriétés souhaitées [4]. 

Remarque 1 

La démonstration indiquée pour H s'adapte facilement à Z . 

Remarque 2 

Cette démonstration est aussi un procédé pratique effectif de calcul d'un 

"découpage" sur tout exemple donné. 

Remarque 3 

Le semi-groupe H admet un système minimal de générateurs unique que nous 

noterons G(H). G(H) est fini. Nous noterons ^?(H) l'ensemble des points de H qui 

sont sur la partie du bord de l'enveloppe convexe de H* située - au sens large -

dans le même demi-espace que 0 par rapport au plan passant par (n, o, o), (o, n, o) 

et (o, o, n). Enfin nous notons ^'(H) l'ensemble des sommets des triangles appar­

tenant à 

Il est immédiat que : 

^(H) c G(H) c (H) 

En dimension 2, H et z coïncident et le calcul explicite de G(Z) [1] mon­

tre qu'il y a un "découpage" minimum pour lequel : 

^ ( H ) = G(H) = 1g'(H) 
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En dimension £ 3 ces propriétés ne sont plus toujours exactes. En particu­

lier si qj + q 2 £ n : 

^ ( H n n « ) * G ( H n n n ) 
v n, qj, q 2 '

 v n, q ^ q 2 ' 

De plus il peut ne plus y avoir unicité d'un "découpage" ^6 minimal. En 

particulier on peut avoir deux "découpages" minimaux tels que le cône Oh^, 0 h 2 > 

0 h 3 > 0h 4 soit découpé ainsi : 

h l h x 

1
 H3 S 

DESIN6ULARISAT10 N | 

Pour T : Ch , h^9 h 23 appartenant à on note e^i = 0 , 1, 2) l'image de 

dans 1 1 isomorphisme entre H et a. On note alors 9 la matrice dont les lignes 

sont 9 Q, 9^, 9 2- Si deux triangles T et T' de ont en commun le sommet h Q on in­

troduit la matrice : 

p = t e' - 1 * 8 

On vérifie sans mal que : 

/ 1 Pol Po2 \ 
p a 0 P u Ç12 a v e c : Pi j e 2 et d«t P = 1 

\ ° ? n P22 / 

On définit une variété lisse Y par : 

où : 

\ = S p e c ï «Ï« U V UL 
0 1 2 

avec si T n T 1 * <j> les relations résumées par une notation exponentielle 

ur = ( u T ) P 

T> 2 T P.!,-

qui signifie : u' = 1T u/ , J pour i = 0, 1, 2. 
i J* « o n j 
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Théorème 1 

Nous pouvons expliciter une application birationnelle propre de T sur Y-

qui est un isomorphisme d'un ouvert fi dense dans Y sur un ouvert 0 dense dans Y^ 

et ne contenant pas de point singulier de Y . 

Ceci est une désingularisation explicite de Y [9], 

I n r\-qx n-q 2\ 

On pose : ^ = ( 0 1 0 

\° 0 1 / 
et : 

b = t ( u p 9 _ 1 ) 

On vérifie que la i-ème ligne b i de b peut s'écrire comme la différence de 

deux éléments de E . 

D'autre part siT n T' * <j> ; 

b' = Pb. 

Enfin les formules 

T te 
V = (u) 

défininissent sans ambiguité un élément du corps des fonctions K(Y). 

Pour r = (i, jj, j 2) appartenant à Z nous avons k entier positif tel que : 

1 + q l J l q 2 J 2 = k n • 

Les morphismes F et F', inverses l'un de l'autre, de K(Y) dans K(Y £) sont 

alors donnés par : 

T bi 
F = (F T)_ et F T(u^) = X

 1 i = 0, 1, 2 

F'(Xr) = V Q

 1 ù V2 

L'isomorphisme de K(Y) et K(Y E) prouve que 7 et Y^ sont birationnellement 

équivalentes [10] ou [11]. 
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D'après [4] et les propriétés du "découpage" (proposition 1) l'application 

correspondante TT de Y sur Y^ est propre. 

Enfin en considérant soient les ouverts de Y et Y^ où les coordonnées ne 

s'annulent pas CIO], soit les domaines respectifs de régularité de ir et de l'ap-

plication T T ' correspondante de Y dans Y Cil], il est facile de trouver des ou-

verts Q et Ô , denses dans Y et Y^ respectivement, tels que TT soit un isomorphis-

me de a sur Q et que le point singulier de Y^ ne soit pas dans 0. 

On peut préciser ces résultats dans un cas particulier 

Théorème 2 

asx=ss=ss==s 

Dans le cas où : 

(n, q.j) = 1 pour i = 1, p 
nous avons une application birationnelle propre TT de Y sur Y r qui est un 

*~ -1 
isomorphisme de Y - TT (0) sur Y £ - {0}. 

Ceci provient de ce que ^6' ne contient pas de points ayant une coordonnée 

nulle à l'exception des trois points (n, 0, 0), 0, n, 0) et (0, 0, n). On notera 

l'ensemble *Zl
 privé de ces trois points- La variété exceptionnelle 1s = TI^(0) 

peut être décrite entièrement dans ce cas où (n, q.) = 1, pour i = 1 à p. 

Dans C7] K. Ueno donne ce théorème 2, dans le langage des variétés analy­

tiques, dans deux cas particuliers en dimension 3 : 

1) Dans le cas où : q^ = q 2 (singularités de Ueno) 

2) Dans le cas où : q 2 = 1* qui se ramène au précédent. 

Dans C5] G. Gonzalez-Springberg redonne le résultat en dimension 2 ainsi 

qu'une autre désingularisation (toujours dans le cas de la dimension 2). 

Dans C6] A. Fujiki et dans C8] F. Ehlers donnent chacun une autre désingu­

larisation en dimension quelconque. 

DESCRIPTION DE LA VARIETE EXCEPTIONNELLE 

Nous sommes toujours dans le cas où : (n, q^) = (n, q 2) = 1. 

Les points de ~€ " ont alors toutes leurs coordonnées > 0. 
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A chaque point h de X " est attachée une nappe E h de Dans le "découpa­

ge" °Ç , h est entouré par s triangles de n£(s ^ 3). 

Si s = 3 , E h = P 2 

Si s = 4 , E h est une surface de HirzebrucH dont le degré est donné par un 

déterminant lié à la configuration de X9 . 

Si s > 4, E^ n'est pas une surface minimale. Elle provient par une succes­

sion d'éclatements d'une surface de Hirzebrucli. La connaissance de % x permet 

d'expliciter, au moyen de s cartes des équations de E^. 

Par ailleurs nous avons la 

Proposition 3 

1) E h n E^. * <fr équivaut à : h et h' appartiennent à un même triangle de 

°g > et. alors : 

E h 0 E h ' = P l ( h * h' } 

2) E^ n E^, n E^„ * <p équivaut à : h, h 1 , h" sont les sommets d'un trian­

gle de °6 , et alors : 

E^ n E^, n E^,, est réduite à un point (h, h' et h" sont 

deux à deux distincts.) 

3) Si [h Q, h p h 23 et Lh , h 2 , h 3] sont deux triangles de accolés le long 

de (h Q, h 2) (h Q et h 2 étant dans ° 6 " ) alors : 

EhA 9 - - 5<cv hi> h 3 ] ) -
O 2 

Les points 1 et 2 sont faciles à établir. Le point 3 est démontré par 

T. Oda [12]. 

FAISCEAU CONORMAL D'UNE NAPPE DE LA VARIETE EXCEPTIONNELLE 

En dimension 2 le faisceau conormal de la nappe E. dans la variété excep­

tionnelle S est : 
v 

/ E . / J = ô { b i ] o ù bi = " Ei ( C 1 ] ) -
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Ce faisceau est ample car b i > 0 [10]. 

En dimension > 3 ce faisceau n'est plus nécessairement ample. 

Exemple : 

On prend le cas : n = 7, = 3, q 2 = 5. 

A l o r s e s t formé de 9 triangles, t>' comprend 7 points et donc V1 en 

comprend 4. S est donc formée de 4 nappes. Deux d'entre elles sont des plans P 2-

Il y a une surface de Hirzebruch de degré 2 et une surface E qui est obtenue à 

partir d'une surface de Hirzebruch de degré 2 par deux éclatements (s = 6). Les 

équations de E et l'écriture explicite de ces éclatements nous permettent d'écri­

re le quotient du groupe de Picard de E par le sous groupe des diviseurs numéri­

quement équivalent à 0 [10] sous la forme : 

Num E = Z r + I a + 2 à. + Z A . 

0 0 1 2 
avec la table d'intersections : 

ro 1 ào 1 h A 2 

r -2 î o o 

A Q 1 0 0 0 

0 0 -2 1 

A 2 0 0 1 -1 

D'après CIO] un diviseur ample doit vérifier : 

D 2 > 0 ; D. r Q > 0 ; D. A i > 0 (pour i = 0, 1, 2). 

Le fasceau cononnal j f d e E dans t. estàf (D) avec : 

D = 3 r Q + 5 A Q - A 1 - 3 A 2. 

Il n'est donc pas ample, pas plus que le faisceau normal^f^ qui corres­

pond au diviseur -0. 
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REMARQUES 

1) Dans Cl] Riemenschneider étudie les déformations des singularités cy­

cliques quotients de dimension 2. En dimension £ 3 le problème disparaît car ces 

singularités sont rigides [13]. 

2) L'anneau A„ „ „ est un anneau de Cohen-Macaulay. Pour ce résul-' n,q l f ... q n * 

tat dû à M. Hochster on pourra se reporter à l'exposé de M. Merle dans [14]. 

Au contraire A n'est presque jamais une intersection complè-
n t H j » • • • » 9p 

te. Voir [1], [2], [15]. 
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