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SUR LES SINGULARITES CYCLIQUES QUOTIENTS
]
par P. CARBONNE

INTRODUCTION

Soient n, Qs +--s 9 (p 2 1) des entiers naturels tels que :

P

(n, Qqs +ees qp) =1

0 <q <n (pour k de 1 & p).

Soit £ une racine primitive n-iéme de 1. On définit une applica-
tion.d de € C Xo’ cees Xp] dans lui-méme en posant :

] (xo) = § Xo
U
¢ (Xk) =& " Xy (pour k de 1 & p).
On note A la sous-algébre des invariants par ¢ de
aqys --es Gy
(Y Xo’ vees Xp].
On démontre [1] que A est engendré par les x" pour
Ny Gps evs G
r appartenant au semi-groupe d'entiers I défini par :

n, ql, ceey qp

- i s . p+l | . . .=
:E:;: =¢r = (1,dps «es 3p) €N i+qdy + ... + a3, % 0(n)
H] q19 e oy qp

La variété algébrique associée, dite quotient de ¢p+l par le grou-

pe cyclique & n éléments, est :

En abrégé nous noterons Y, I, A.

Yyest une variété normale - car I est un semi-groupe saturé (voir
(4]) - avec une singularité & 1'origine.
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I1 se pose alors deux problémes :

(I) Déterminer 1'algébre A par générateurs et relations et donner ses propriétés

algébriques.

(II) Désingulariser [9] la singularité de YZ et en particulier décrire la "varié-

té exceptionnelle” (i.e. : 1'image réciproque du point singulier par le mor-
phisme de désingularisation).

@ En dimension 2 (i.e. : p = 1) le premier probléme est entiérement résolu.
Les résultats sont donnés par Riemenschneider [1].

On développe la fraction :

n 1 <
—_—=a, - - » O0 2 35, coey d,_q 2 2.
n-q 2 ag-s 2° e-1
\\\- l
3e-1
ie e
Alors An q est engendré par les monomes X° X1 ou :

ip=n i,=n-q... Tepp =2 0m 1.0 @ses2-1) ... 1,=0

.jl = O j2 = 1 S ,j€+1 agje' je-l ces je =N

Le lecteur se reportera & [11 pour le systéme des relations.

En dimension 2 3 (i.e. : p 2 2) J. Bertin et moi-méme [3] avons trouvé gé-
nérateurs et relations dans les deux cas particuliers suivants :

—
~—
£0

—

)
1}

=9, (singularités de Ueno)

I1 ne semble pas possible d'écrire simplement un résultat général.

(::) En dimension 2 le résultat du deuxiéme probléme se trouve aussi dans [11].
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On développe la fraction :

n 1
L bl - (bl’ cees D2 2)
q - .bz-\‘ N
\\\- L
br
La variétéd lisse
~ r
Y = U W,
i=0
ol QLi = Spec ( Cuss vyd
avec }
_ 1
Uipp = " sur (u'i n (u'1‘+1
) i
b,
Viel T Y Yy
.

permet de désingulariser Y
Z n,q

~
Le morphisme birationnel propre 7 de Y sur Y_ est un isomorphisme de

~ g
Y - € sur Y- {0}

La variéta exceptionnel]e'g a la structure suivante :
t. )
= E. ,
i
i=1

avec :

E. --']P1 pour tout i

=1 pour idelar-l

E..E; =0 si j = i+l, 1 et i-1

Notre but est de faire le méme travail en dimension 2 3 en soulignant les
nombreuses différences avec le cas de la dimension 2. Nous ne donnerons pas de
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formule générale mais une technique qui permet de faire tous les calculs sur tout
exemple concret.

CONE POLYHEDRAL CONVEXE ET SINGULARITE CYCLIQUE QUOTIENT

On considére 1'ensemble des points & coordonnées entiéres d'un cdne polyhé-
dral convexe rationnel. Plus précisément, avec les mémes notations, on pose :

= = p+ - =
o"’Ql, cees qp {a (Q,Bl,..., Bp) € Z ]1320, th qkazo, pOUr‘ k 1,...p

On abrégera en g.
Le dual de g est défini par :

i p+l
on,ql’...,q -{g -(x,yl,...,yp) A Ig.a > 0 pour tout a ¢ on’ql,'..,q

p P

. . v
On abrégera aussi en g.

IT est immédiat que :

v
- p+l .. >0, y 20 R
O‘n’ ql""’qp —{(x,yl,...yp) e € Inx +q1Yl+' tl-qp_yp> ‘/k pour k de 1 ip
et que :
v .
t 5
cn,ql’...qp est isomorphe a Zn, N-Qysees n-qp
Au semi-groupe o on associe 1'algébre :
Ay =01 (£e )
g
et Ta variété :
Xo = Spec A v
o
I1 est clair que les variétes Xo et YZ sont
My Gyseces qp n, n-ql,...,n-qp
isomorphes.

La théorie des éventails développée dans [4] montre que la désingularisa-

tion de XCT - et donc celle de Yz - est 1iée & un "découpage" de o.

- 190 -



En dimension 2 on peut travailler sur zn q qui est isomorphe & 9, q
? 9

=

En dimension > 3 nous arriverons & "découper" o en la remplagant par un
semi-groupe de congruences d‘un type différent de £. De fagon précise nous avons :

Proposition 1

Le semi-groupe ¢

NG5 +-es G est isomorphe au semi-groupe

P

N A p+l | - <
Hn,ql, T "{(‘1’ e "p’J) «N 1,49, J= 0(n) pour k de 1 & p}

Nous abrégerons en H et noterons H” le semi-groupe H privé de 1'origine.

Remarque :
Y

On peut aussi présenter les singularités cycliques quotient sous un aspect
analytique (voir [71).

PROPRIETES COMBINATOIRES

Pour simplifier les écritures nous nous placerons dans le cas de la dimen-

sion 3 (i.e. : p = 2). Les résultats se transposent aussitdt en dimension quelcon-
que.

Soit h = (il, i5, J) appartenant & H. Les égalités :

il + qzj = klr1 (2 =1, 2)
définissent deux entiers naturels k1 et k2'
Etant donné un triangle T = [hl’ hZ’ h3] < H, on note J, Kl’ K2 les 1ignes

respectives formées par les j_, k k pourm =1, 2, 3. On définit alors
m 2,m

1,m?
1'entier :

8(T) = (Kys Kyy )

Le cone C(T) associé a T est le cdne fermé limité par Ohl, th et 0h3.

Proposition 2

I1 existe un ensemble fini G de triangles inclus dans H tel que :
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(1) &(T) =1 pour tout T appartenant a T.

¢ pour T et T'(T = T') appartenant a ¢ .

_9.
(3) TT) n E(T")

On obtient ce résultat @ partir d'un lemme de découpage qui dit que si
T < Hest tel que §(T) =d > 1, il existe h appartenant & C(T) n H* tel que les
5 respectifs des triangles formés avec h et deux sommets de T sont <d. La preuve

de ce lemme est é&lémentaire.

Par 1'isomorphisme entre H et o on en déduit alors un "découpage" de ¢
présentant les propriétés souhaitées [41].

Remarque 1
I —— ¥

La démonstration indiquée pour H s'adapte facilement 3 .
Remarque 2

Cette démonstration est aussi un procédé pratique effectif de calcul d'un

“découpage" sur tout exemple donné.

Remarque 3

Le semi-groupe H admet un systéme minimal de générateurs unique que nous
noterons G(H). G(H) est fini. Nous noterons € (H) 1'ensemble des points de H* qui
sont sur la partie du bord de 1'enveloppe convexe de H* située - au sens large -

dans le méme demi-espace que 0O par rapport au plan passant par (n, 0, 0), (0, n, 0)
et (0, 0, n). Enfin nous notons B '(H) 1'ensemble des sommets des triangles appar-
tenant 3 G.

I1 est immédiat que :
€ (H) < G(H) < ' (H)

En dimension 2, H et I coincident et Te calcul explicite de G(I) [1] mon-
tre qu'il y a un “découpage" minimum € pour lequel

C(H) = G(H) = B'(H)
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En dimension = 3 ces propriétés ne sont plus toujours exactes. En particu-

lier si 9 + gy s n:

Ty, ap» ap) * 8, g, oy

De plus i1 peut ne plus y avoir unicité d'un "découpage” 6 minimal. En
particulier on peut avoir deux "découpages" minimaux tels que le cdne Ohl, th,
0h3, Oh4 soit découpé ainsi :

DESINGULARISATION

Pour T : Eho, hl’ hZJ appartenant a3 G, on note ei(i =0, 1, 2) 1'image de
h; dans 1'isomorphisme entre H et . On note alors 6 la matrice dont les lignes
sont eo, el, 62. Si deux triangles T et T' de "€ ont en commun le sommet hc> on in-
troduit la wiatrice :

p=te| "].te
On vérifie sans mal que :
1 P01 Po2
P=10 P31 010 avec : P € Z et dét P =1
° @11 P22

On définit une variété lisse ?'paf :

L
rk;)"eT

LT [ T T 7T
=Spec € ju,. , u , u
T hy* “hy* "y

avec si T n T' = ¢ les relations résumées par une notation exponentielle
T

uT = (u )P
' 2 -
qui signifie : N i pour i =0, 1, 2.
" geo M
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Théoréme 1

Nous pouvons expliciter une application b1rat1onne11e propre de Y sur Y
qui est un isomorphisme d'un ouvert Q dense dans Y sur un ouvert © dense dans Ys
et ne contenant pas de point singulier de Y .

Ceci est une désingularisation explicite de Yz £93.

N on-q; n-g,
Onpose : P = [0 1 0
0 0 1
et :
b= (e~

On vérifie que la i-éme ligne bi de b peut s'écrire comme la différence de
deux éléments de Zn’ql’q2.
D'autre part siTnan T' = ¢

b' = pb.
Enfin les formules

o~

défininissent sans ambigliité un élément du corps des fonctions K(Y).
Pour r = (i, jl, jz) appartenant d I nous avons k entier positif tel que :
i+q131+qu2 = kn.

Les morphismes F et F', inverses 1'un de 1'autre, de K(Y) dans K(YZ) sont

alors donnés par :

F=(F et Fo(ul ) = a0 1,2
= (Fp)_ T{Uh, » L,
le 1
I I SR
FrxT) = v, Vo,

L'isomorphisme de K(?} et K(YZ) prouve que‘v et YZ sont birationnellement
équivalentes [10] ou [113.
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D'aprés [4] et les propriétés du "découpage" (proposition 1) 1'application

correspondante = de ¥ sur Yz est propre.

Enfin en considérant soient les ouverts de Y et Yz ou les coordonnées ne
s'annulent pas [10], soit les domaines respectifs de régularité de m et de 1'ap-
plication n' correspondante de YZ dans Y (111, i1 est facile de trouver des ou-

~r

verts 0 et ©, denses dans Y et Yz respectivement, tels que m soit un isomorphis-
me de q sur O et que le point singulier de YZ ne soit pas dans 0.

On peut préciser ces résultats dans un cas particulier
Théoréme 2
E_— 3}
Dans le cas o0 :

(n, qi) =1 pour i =1, ..., p

nous avons une application birationnelle propre 7 de 7’sur YZ qui est un
isomorphisme de ¥ - ?}(O) sur Yo - {0}.

Ceci provient de ce que B' ne contient pas de points ayant une coordonnée
nulle & 1'exception des trois points (n, 0, 0), 0, n, 0) et (0, 0, n). On notera
1:" 1'ensemble B! privé de ces trois points. La variété exceptionnelle €- il(O)
peut @tre décrite entiérement dans ce cas ot (n, qj) =1, pour i =1 a p.

Dans [7] K. Ueno donne ce théoréme 2, dans le langage des variétés analy-
tiques, dans deux cas particuliers en dimension 3 :

1) Dans le cas ol : q =9 (singularités de Ueno)

1, qui se raméne au précédent.

2) Dans le cas ol : q,

Dans [5] G. Gonzalez-Springberg redonne le résultat en dimension 2 ainsi
qu'une autre désingularisation (toujours dans le cas de la dimension 2).

Dans (6] A. Fujiki et dans [8] F. Ehlers donnent chacun une autre désingu-

larisation en dimension quelconque.

DESCRIPTION DE LA VARIETE EXCEPTIONNELLE

Nous sommes toujours dans le cas oG : (n, ql) = (n, q2) = 1.

Les points de € " ont alors toutes leurs coordonnées > 0.
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10

A chaque point h de € " est attachée une nappe Eh de IE. Dans le "découpa-
ge" €, h est entouré par s triangles de G(s = 3).

Sis=3, Eh=lP2

Sis

4 , Eh est une surface de Hirzebruck dont le degré est donné par un
déterminant 1ié & la configuration de §'.

Sis >4, Eh n'est pas une surface minimale. Elle provient par une succes-
sion d'é@clatements d'une surface de Hirzebruck. La connaissance de G' permet
d'expliciter, au moyen de s cartes des équations de Eh;

Par ailleurs nous avons la

Proposition 3

1) Eh n Eh' = ¢ équivaut & : h et h' appartiennent & un méme triangle de
G, et alors :
E, 0 Eh.=lP1 (h =h')

2) E, 0 Eh‘ n Eh" =z ¢ 8quivaut & : h, h', h" sont les sommets d'un trian-
gle de G, et alors :
Eh n Eh' n Eh" est réduite & un point (h, h' et h" sont
deux & deux distincts.)
3) Si [ho, hl’ h2] et Eho, h2’ h3] sont deux triangles de T accolés le long
de (ho’ h2) (hO et h, étant dans 6") alors :

1> h3l).

2
E, .E. =- &(Ch_, h
ho h2 0

Les points 1 et 2 sont faciles & établir. Le point 3 est démontré par
T. 0da [121.

FAISCEAU CONORMAL D'UNE NAPPE DE LA VARIETE EXCEPTIONNELLE

En dimension 2 le faisceau conormal de la nappe Ei dans la variété excep-
tionnelle E est :

v
_ 2
J\/.Ei/a=@(b1.) ou b, = - E{ (C11).
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11

Ce faisceau est ample car bi >0 (lol.

En dimension > 3 ce faisceau n'est plus nécessairement ample.
Exemple :
SRE———.

On prend le cas : n = 7, 9, = 3, 9, = 5.

Alors G est formé de 9 triangles, G' comprend 7 points et donc T" en
comprend 4. E est donc formée de 4 nappes. Deux d'entre elles sont des plans PZ'
I1 y a une surface de Hirzebruch de degré 2 et une surface E qui est obtenue &
partir d'une surface de Hirzebruch de degré 2 par deux éclatements (s = 6). Les
équations de E et 1'écriture explicite de ces éclatements nous permettent d'écri-
re le quotient du groupe de Picard de E par le sous groupe des diviseurs numéri-
quement équivalent & 0 [10] sous la forme :

NmE=Z%+Z%+Z%+Z%

avec la table d'intersections :

To %o ! 82
ry | -2 1 0 0
8, | 1 0 0 0
5 | 0 0 -2 1
a, | o 0 1 -1

D'aprés [10] un diviseur ample doit vérifier :

D2 >0 ; D. Fo >0 ; D. Ai >0 (pour i =0, 1, 2).

v .
Le fasceau cononnal A°p g de E dans € est of (D) avec :
D = 3 l"o + 5 AO = Al - 3 Az-

I1 n'est donc pas ample, pas plus que le faisceau normalﬁf

E/E qui corres-
pond au diviseur -D.
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12

REMARQUES

1) Dans [1] Riemenschneider étudie les déformations des singularités cy-
cliques quotients de dimension 2. En dimension 2 3 le probléme disparait car ces

singularités sont rigides [13].

2) L'anneau An q q est un anneau de Cohen-Macaulay. Pour ce résul-
’1’ IR n

tat di & M. Hochster on pourra se reporter & 1'exposé de M. Merle dans [14].

Au contraire A n'est presque jamais une intersection complé-
n’ ql’ ¢ a0y qp

te. Voir (11, [2], C151.
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