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EXPOSANTS DE LIAPUNOFF DES MARCHES ALEATOIRES

A PAS MARKOVIEN

Yves GUIVARC'H

On considére un espace probabilisé (X,m) et un noyau Markovien P(x,dy)
laissant 7 invariante (7P = 7). On se donne un espace vectoriel V de dimension
finie d sur R, le groupe G=S1(V) des automorphismes de V de déterminant unité
et une fonction f de X dans S1(V) telle que, une norme sur V &tant choisie, la
fonction|lLog f(x)|| soit m-intégrable. On s'intéresse alors i la croissance du
vecteur aléatoire Sn(w)v = f(xn)...f(x1)v ol vEV et m=(xn) est une trajectoire de
la chaine de Markov de noyau P. Le cas indépendant correspond 3 X=G , f=Id , m=p

et le produit Sn(w) définit une marche aléatoire sur G de loi p. Dans ce cas,

envisagé en [4 ], la croissance exponentielle de HSn(w)vH a 8té

obtenue et des résultats plus précis ont &t& justifiés en [12]

et 1157, sous 1'hypothése restrictive que la probabilité p admette une densité

On montre ici que 1l'étude de Sn(m)v est liée 3 celle de la direction de S;T(w)v’

ol v' appartient au dual v* de V, question qui a été envisagée en [4 1 sousla forme
ici utilise. Elle fait 1'objet du paragraphe A et la convergence obtenue ne fait
pas intervenir la condition d'intégrabilité de Logl|lf(x)]||]. Ce résultat est appliqué
aux exposants de Liapunoff du produit Sn(w) [10], exposants que 1'on montre &tre

ici au nombre de d et donc en nombre maximum. Le comportement asymptotique de ces
produits aléatoires présente des applications & certains modéles physiques [5 ]

ou démographiques [1 ] et apparalt &galement dans 1'étude des phénoménes de rigidité

[2] . En particulier les résultats ici obtenus précisent ceux de [T ], [11] et 0% 1.






A.- CONVERGEJNCE EN DIRECTION

On considére ici l'espace projectif P(V), le noyau B osur ¥ x P(V)

défini par
Bo(x,v) = Joly,£(x)v P (x,dy)]

otl P* est l'adjoint de P (par rappert & m) . On se propose d'édtudier les mesures A
%—invariantes [A¥=A] et d'en déduire des convergences en direction. On supposera
le noyau P propre au sens suivant : dés que w(4)>0, on a P(x,A)>0 p.p. Cette
condition assure l'ergodicité de P, c'est-d-dire la constance des fonctions
P-invariantes. Pour abréger, on dira que A = féx x Ax dr(x) est de dimension
maximum (resp propre) s'il n'existe pas de réunion dénombrable de sous-espaces
projectifs Sx(resp sous espace Hx) telle que, sur un ensemble non m-négligeable

xx(sx)=1 [ resp Ax(Hx)>O]

On note S le support de f(m), T, le semi-groupe fermé engendré par 8>
2 1l'espace produit Xz muni de la probabilité P“ définie 2 1l'aide du noyau P(x,dy)
et de la mesure initiale w, xn(w) les fonctions coordonnées sur Q et l'on pose
Xn=f(xn). Enfin Px désignera la probabilité naturelle sur l'espace des trajectoires
partant de x. Rappelons qu'un semi-groupe TCS1(V) est dit proximal sur P(V) si
pour tout couple (x,y) de P(V), il existe une suite t €T avec l%m tn(x) = l%m tn(y).
On dira que T opére de maniére "totalement” irréductible sur V ou P(V) s'il n'existe
pas de réunion finie de sous-espaces qui soit T-invariante. Ces conditions sont
réalisées si, par exemple, T contient un réseau de S1(V) [4]. Si u est un auto-
morphisme de V, il opére sur P(V)-P(Keru) et cette application, définie en dehors
d'un sous-espace projectif, sera dite projective si Ker u={0}, quasi projective si
Ker u#0.0n peut alors, de toute suite d'applications projectives, extraire une sous-
suite convergeant, en dehors d'un sous-espace projectif, vers une application
quasi projective. Ceci vermet de montrer que la proximalité de T implique que,

pour tout mesure m sur P(V), il existe une suite tn de T telle que tn m converge

vers une mesure de Dirac [L4]. On a alors 12






Propositicn :

Supposons que T opere de maniere Zotalement (wridductible et proximale
surn P(V) et 504t A une probabilité 5-ananianta de profection m. Alors La sudite
de mesunes LORRED S est une martingale convergeant p.p. vers une mesure de Dirac.
n

De plus A est unique.

Cette proposition résultera de deux lemmes.

LEMME 1 :
Supposons Le noyau P propre et sodlent £ et g deux fonctions meswwables
telles que : w(dx) P(x,dy) opp f(y) = glx)
Aﬂoﬁé f=g=cte T—pp
En particulier P est ergodique
Preuve : Pos§ns B, = {f=g(x)} et, pour un intervalle I fixé A = {f€I} , ce qui

donne P(x,Bx) = 1 nm-pp. Si w(A.) > 0, le fait que P est propre donne P(x,AI)>O

I
et donc B, N AI#¢ m-pp. On en d8duit g(x) € I n-pp sait g=f=cte nm-pp.

LEMME 2 :
Supposons Le noyau P propre, fe semi-groupe T totalement {(wéductible

et 204t X une probabilité de projection m B-invariante. Alors X est propre.

Preuve : Remarquons que, i &tant une mesure bornée positive sur P(V) on peut
définir par récurrence sa partie k-dimensionnelle uk qui est la plus grande mesure
majorée par u et portée par une réunion de sous-espaces de dimension < k, réunion
qui est alors dénombrable. Observons de plus que pour les sous—espaces H de

k k-1
s

dimension k, (u )(H) atteint sa borne supérieuresur un nombre fini de sous-

espaces H seulement. Posons alors Ak = féx X Ai dn(x) et notons que 1'dquation
d'invariance de Aikx = ff(y) Ay P(x,dy) entraine ki < ff(y) k; P{x,dy). Cette
relation conduit en passant aux masses et en tenant compte de l'ergodicité de P
< k k k k . e,z
3 Ax = ff(y) Ay P(x,dy) et Ax(i) = cte. Donc A~ est une nouvelle probabilité
Yo . . . .. k
P-invariante de projection m et, en prenant k minimum on peut supposer A=A ,

Ak-r=0 (r>0). Soit m(x) la borne supérieure des nombres XX(H) pour H de dimension k



L

et c(x) le nombre de sous—-espaces ou AX(H) atteint son meximum. L'&quation 4'in-
variance donne m(x) < fm(y) P(x,dy) (em)(x) < [(em)(y)P(x,dy). On en tire
m(x)=cte=m et c(x)=cte=c. Si maintenant Sxdésigne la réunion des ¢ sous-espaces
correspondants on a

Cnl=§JSx)#31y) Ay(sx) P{x,dy) et donc f(y)Sy = Sx m(x) P( x,dy) p.p. Le lemme 1

donne alors f(y) Sk=cte=Sy=S pp. La propriété d'irrédductibilité de T, donne alors

k=dim P{V), ce qui montre que A est propre.

ey s . . . Y .
Preuve de la proposition : L'équation d'invariance de X sous P s'écrit

jay x fx) XX P*(x,dy) dn(x)

fsy x £(x) A Ply,dx) dn(y)

féx x Ax dn{x)

f6. x A dmix)
X X
Soit m-pp A = [£(y) xy P(x,dy).

La suite X1...Xn>\x est bien une martingale car EW(X
n

n'est autre que fX1...Xn_] f(y)AyP(xn_1,dy) par définition de P_. En tenant

1...xn_1xnxxn/xk-,k5p—1)

compte de 1'équation d'invariance, cette intégrale devient X ...X A .
1 n-1 x
n~1
Si alors d est une distance sur le compact des mesures de probabilité

on a, en raison de la convergence de cette martingale vers la probabilité @

0
p.p 1lim Sup 4[X,...X A X ...X ...X A
o >0 1 n xn 1 n n+p xn+p

] =0

Ceci fournit, par stationnarité, une sous-suite m d'entiers prositifs

telle que

Lim Sup dlX__...X A »X__...X X ...XA_ ] =0
e p>0 0 P %p

Si alors les parties A1"'Ap~1’Ap de X vérifient n(Ai) > 0, le fait que P
soit propre implique 7w-p.p PX {X1EA1,...,X§EAP}>O et ceci montre p.p l'existence

0
de y1""’yp dans Ax,...,Ap avec, en posant f(yi) =g

im d N e e = .
lim [X_m Xokx ’X-m Xog1 gp_1 g A1 0

e 0 P g,

Cette propriété est d'ailleurs vraie pour tout p et lorsque chacun des

A, décrit un ensemble dénombrable. En particulier fixons Ap = A de fagon que



1'adhérence C de l'ensemble des mesures de la forme f(a)la (aeA) ne contienne

que des mesures propres, ce qui est possible d'aprés le lemme 2, et prenons les Ai
—1 ~ Pd > ”

de la forme f (U) ol U décrit une base dénombrable d'ouverts du support s de £(r).

Si alors T est une application quasi-projective adhérente i la suite X ...XO on
obtient, pour Yy E(Sﬁ)p-1 un n voisin de vy et un A de C avec Tn) = tAx donc aussi
un ' de C avec TAXO = ty\X. Les propriétés de proximalité et d'irrédugtibilité

de T_ = EO(SW)p permettent de faire converger tA' vers une mesure de Dirac Gz
telle qug—r(z) soit défini. Ceci montre que rAx est une mesure de Dirac et donc,
puisque AXO est propre, que T est constante. Laosuite X_m...XOAXO n'a donc comme
valeurs d'adhérence que des mesures de Dirac ; on a aussi pour toute mesure propre

X : limdx ...X A ,X ...XA] =0 . Par stationnarité on obtient une nouvelle
n -m 0 xo ~m 0

sous-suite notée encore m telle que pour u variant dans un ensemble dénombrable

dense formé de mesures propres : lim d[XJ"'XmAx ,XT...XmA] = 0 . Ceci donne
m m
@, = lim X1...ka et l'arbitraire de A permet de conclure que @ est une mesure
n
de Dirac.
. s ez ] -
Pour obtenir l'unicité de A observons que E"(aw/xk,kjp) AXO .

Observons également que, la détermination des sous-suites étant basées sur le
” -~ g i - - ~” ’\l . . I3 .
théoreme de Beppo-Levi, on peut, s1 v est une probabilité P-invariante, choisir

une sous-suite commune m telle que

aw = 1lim X1"’Xm H
n
B(‘0 = 1lim X1...Xm u
n
On en d8duit P_ p.p o =B et A =v soit A = v
: T W w X X
0 0
En renforcant la condition sur le noyau P on obtient le
THEOREME :

Supposons P propre et quasi-compact dans ]L1(1r). Alons, pourn toute mesure
propre u san P(V) La suite X,...X W COnverge p.p. vers une meswre de Dinac dés que
T opdre de maniire proximale et totalement .rndductible.

Montrons 4'abord le lemme



LEMME 3 :
Supposons P quasd-compact dans 1L1(Tr) et A0it T une mesure %’-Lnuafuéan,ta
propre. ALons L'image essentielle de x ~+ AX est formée de mesures de dimensdion

max.imum.

Preuve : Ecrivons P = K+R ol K est un opérateur compact et R un contraction

. 1 @ N P
stricte de L (m) et I (m). Soit ax(xEX) la mesure sur P(V) définie par

ax(¢) = Ky(x) ol ¢ est continu et y(y) = £(y) Ay(¢). On a alors, avec p>0

Ax = ff(y) AyP(x,dy), I(Xx-a

Jo)] = |Ru(x)] < (1=p) [Jwll < (1-0) [l8]]

X

et donc, en variation :|Iax_lx”'i 1-p

Si la conclusion du lemme n'était pas vraie, il existerait une suite de
fonctions continues ¢n sur P(V) avec H¢J|= 1 et de supports convergeant vers
un fermé contenu dans une réunion dénombrable de sous-espaces projectifs et une
suite e, de limite zéro avec ¥n nw{x€X ; Ax(¢n) > 1-e } >0 .

sur un ensemble non

o B

On aurait donc, & partir d'un certain rang : ax(¢n) >
négligeable.

D'autre part, Ay étant propre mT-pp, on aurait pp l%m y Ay(¢£) =0

et done, par compacitd de K dansimm(n), la suite ax(¢n) = Kwn(x) convergerait

en norme essentielle vers z&ro. Ceci contredit : ¥n, m{x€X ; ax(¢n) > g@ > 0.

Preuve du théoréme : Soit T une application quasi projective adhérente 3 la suite

XT"'Xn et soit u une suite de mesures bornées par Ax telle que, le long de la
n
sous-suite n, définissant T, o admette comme valeur d'adh&rence une mesure n
k
non nulle propre, ce qui est possible d'aprés le lemme. On a & la limite

Tn = HnH @ puisque n est propre et on en d&duit que T est constante avec

tdz = @, d8s que =z est d&fini. D'ol, pour toute mesure propre W : TU = o

l;m Xf:Xnu = Qw.



B.- PROPRIETES DE CROISSANCE EXPONENTIELLE

On reprend les notations introduites au début et 1l'on notera par B
1l'espace des drapeaux sur P(V), c'est-3-dire 1'espace des suites de d-1 sous-
espaces projectifs strictement emboités et distincts de P(V). Deux quotients
de B joueront un role important,l'espace des hyperplans de P(V) qui s'identifie
a P(V*) et 1'espace des &léments de contacts, c'est-d-dire des couples formés
d'un point de P(V) et d'une drdite passant par ce point. On note par Sn(w) le
produit Xn"'X = f(x )...f(x.) o xn(w) est une trajectoire de la chaine de Markov
sur X de noyau P(x,dy). Pour un &l&ment de contact £ = (v,vAw) défini par le
vecteur v et le Dbivecteur vAw on pese o{g,f) = usz&ﬁgﬂ ol g€51(v) et 1l'on
observera que o(gh,£) = o(g,h.£) o(h,g). I1ya uJLgZLlation entre les comporte-
ménts asymptotiques de Sn(w)v et 8;1(w)v' en direction (VGV,V'EV*) en raison de

la proposition

Proposition.-

. iy s, . * .
Soit un une mesure de probabilité propre sur P(V ) et un une suite
d'applications projectives telle que u;1m converge vers une mesure de Dirac GS.
Alors si l'origine de 1'élément de contact £ n'est pas dans 1'hyperplan s on a

lim ofu ,£) =0
n
n

Preuve : On peut choisir une norme qui soit euclidienne et telle que v soit

e )

orthogonal 34 s. Prenons alors une base orthonormée avec e = v et donc (e1,... a

1

dans s et écrivons g € S1(V) sous forme pclaire g = kak' ol k,k' sont orthogonales

et a diagonale,de coefficients vérifiant 8,28, 2...28, .

.. . . n n n
Ceci implique que si u = k" a® it , la mesure (a ) m ne peut converger

vers une mesure de Dirac que si a; = o(a1) (j>1), cette mesure de Dirac &tant

-1 g 'my=
alors 65. La convergence de u m vers Gs donne alors lim (k n) s =s ,
n
1
lim k ne1 =e, puisque k'™ est orthogonale. Supposant £ défini par (e1,e2) ce qui
n o
est possible par le choix de (62""’ed) on a la majoratiocn

"1™ ey Aa"k'" es]] <”ank'n es ]
AT T e |







_7_

or ”an k'n ezni;a?l<k|n 82,e1>| + ‘agl = o(a?)

1a% k™ el 2 a7 k' ee 5] v [T

et

D'odl lim o(un,i) =0
n
Les divers résultats vont se d8duire du théoréme fondamental suivant

THEOREME 1 :

Supposons que £e noyau P s0it propre et quasi-compact dans ]L1(1r), que fLe semi-
ghoupe T;1 opére de mani’re proximale et totalement {néductible surn Le dual de
B(V). Aons pour tout &liment de contact € & P(V), fa suite + Logal 8 (u),E]
converge pp verns une gonction C(g) strnictement négative et ne prenant qu'un
nombre 4ind de valeurs.

On a d'abord le lemme suivant, bien connu en théorie ergodique [1.3] .

LEMME 1 :

Soit (E,t,u) un sysiéme dynamique ol u est une mesure t-{nvariante
f§inie ; h une fonction u-intégrable telle que ni1 h(rke) convenge pp vers -,
Alons [hpdu < O, °

Tntroduisons Le noyau P' sun X x B' défini pan La formule

ply(x,8) = fUly,e(x)E] Plx,dy)

s 1 . . . 1. ;
considérons Les mesures ) Asur X x 131 de projection m qui sont P -Lnvariantes

et désignons Leur ensemble pan C .

LEMME 2 :
Supposons que pour tout A de L' intégrale [Log of £(x),E] dl1(x,5)
s04tpégative. Alors, pour tout £, La suite % Log o[pn(w),E] convenge pp vers une

gonction c(£) strnictement négative et ne prenant qu'un nombre find de valeuns.

Preuve : La suite X

______ k(m) étant stationnaire, on sait d&jd d'aprés [;c], que

. 1
Pn_pp la suite ; Log o[sn(w),il converge pour tout £ vers C(f) dont les valeurs
en nombre fini sont des gquotients d'exposants de Liapunoff ; on a aussi, cette

. 1
convergence ayant lieu dans I.(Pﬂ)


http://ph.en.ant

c(g) = lim & [Log c[Sn(m),E] ap (w)

Mails la propriété de multiplicativité de o donne

n-1 n-
Log ol S (w),&] = ] LogolX ,.5..8 = ] Flx . .8 .8
k=0 0

avec F(x,£) = Log ol £(x),E&]

1 )
soit 7 fLog oLSn(w),E!dP w)

Sld

B TN
0 3

1 . .
L'ensemble des mesures sur X x B de projection 7 est compact pour la

topologie de la convergence sur les fonction F(x,£) continues en £ et m-intégrables
n-1
. . 1 .
en x et 1'on peut donc extraire de la suite o Z (nxdg)(P1)k une sous-suilte
0
[P 1 1 . . < ..
convergente vers une mesure A vérifiant A P = A et de projection m : 3 la limite

c(&) = lim = [Log of €_(w),&] aP () = A (F)

n

”~ ~ - 3 -~ i ” 1
Preuve du théoréme : Pour démontrer 1'inégalité 0 > ILog ol £(x),E] dx (x,E)

~ v -« -~ 1 »
4 laquelle on est ramené par lemme 2, on consideére l'espace E = iN x B muni de

la mesure u = an b d A; dn(x) et la transformation 8 définie par

ol w,g] = [6w,f(x.).E]

0
otl xo(w) est la premidre coordomfe de w et 8 la translation sur XN

La mesure i est 6-invariante car

fP 8 x f(x)x dm( fP X A P(x,dy) dn(x)
Mais 1'équation A P = permet d'écrire
féz X X1 an( fﬁ x f(x )A; P(x,dy) dn(x)

et donc ud = sz X A; drn(z) =
Enfin, posant h(w,£) = Log o[f(xo),E] on a

fLogol £(x),&1ar ' (x,€) = [n(w,E) ap () aA] (£,dn(x))= [na

X



-9..

n-1

Ayant observé que Z hogk(w,g) = Log clsn(w),ﬂ , 11 suffit donc de
0
voir, en raison du lemme 1 que lim U’Fn(m),d =0  u-pp .

n
Les hypothéses du théoréme permettent d'appliquer le théordme de A)

< . * -~ -1 < ..
d la suite de mesures sur P(+V ) @ = X11"'Xn X' ouU X' est propre et celui-ci

~ e 4 * . - -
donne liman(m) = az(w) ol Z(w) est un élément de P(V ) et il suffit donc de voir,

en raison de la proposition, que, pour w fix&, l'ensemble des & dont l'origine €

~

appartient & 1'hyperplan Z(w) de P(V) est A; -négligeable, ce qui signifie que la
projection X;O de A;O sur P(V) ne charge pasol'hyperplan Z(w). Mais 1l'invariance
de A sous P! donne 1'invariance de %' = féx X Xl dr(x) et 1l'irréductibilité de T;1
sur P(V*) donne l'irréductibilité de T_ et T;1 sur P(V) ; d'aprés le lemme 24,

Xl est propre m-pp ce qui donne bien X; [Z(w)] =0 yu-pp
0

< 1 . .
REMARQUE.- C(£) est une constante C dés que A est unigue, ce qui est
assuré, d'aprés la proposition de A dés que Tn agit de maniére proximale et tota-
lement irréductible sur P(V) et P(AQV). Mais la constance de C({£) résulte de

1'irréductibilité seule car pour a donné l'ensemble des vEV tels que

lim % Log Sn(w) v|[i ¢ est un sous-espace qui est Tn—invariant en raison de la
définition de PTr les limites possibles sont donc imposées par l'une d'entre elles.

. 3 . P * ” . - 1
Alors, en particulier, en raison de 1'égalité des limites de oy Log Hsn(w)vl
1 Q
et — Log Hun(w) w|| on a
; HanASan
Lim — [Log 5 < TTE =Tl dP _(w) =C <0

n n n
ce qui s'interpréte géométriguement comme une décroissance exponentielle vers
z8ro de 1l'angle de Snv et Spw. En particulier, dans le cas indépendant
[ f=Id , m=p], ceci permet de montrer [8’] que l'opérateur sur P(V) défini par
convolution avec p se comporte essentiellement comme un barycentre de contractions,

situation que 1l'on rencontre dans 1'étude de modéles d'apprentissage.
Considérons 1l'espace B des drapeaux sur P(V), le noyau P sur X x B
défini par

PY(x,b) =fv ly,f(x)o] P(x,dy)



_]O_

et les mesure§rx sur X x B de projection T qui sont P-invariantes. Décomposons
g€S1(v) en produit d'une matrice orthogonale ¥€K et d'une matrice triangulaire
supérieure t et désignons par ai(g,k) les coefficients diagonaux de la partie
triangulaire de gk. En fait ai(g,k) ne dépend que de g et de 1'image canonique
de k dans B et il sera donc également noté ai(g,b). On vérifie également la
relation de cocycle

ai(gg’ab) = ai(gag"b) ai(g'sb)

Rappelons [1€] que , P_-pp, les suites % Log[sn(w)vH convergent pour tout
vEV et que les limites possibles prennent 4 valeurs sau plus, de somme nulle,
appelées exposants de Liapunoff du produit de matrices aléatoires Sn(w). On

peut calculer [AC], ces exposants en introduisant la transformation § sur @ x B

Z

définie par 6(w,b) = [Gm,XO(w) bl ol Q = X" et Xo(w) = f[xo(m)] et en

choisissant une mesure R de projection P sur @ qui soit 8-invariante ; ces expo-
sants avec leurs multiplicités sont alors donnés par les intégrales

/fLog ai[Xo(w),b]d t(w,b). Dans le cas présent, celles-ci se réduisent &

v, = ffXxB Log ai[f(x),b]d ;\(x,b)

ai+1(g’b)

On posera enfin ci(g,b) = a;(gb
THEOREME 2 :

Supposons que Le noyau P 504t propre et quasd-compact dan¢2m1(n), que
Le Aemi~gnoupe'T;1 opere de maniire proximale et totalement iunéductible sun Les
espaces projectifs associds aux puissances exténiewres de Vv et s0it A une mesure
P-invariante swt X x B de projection n. ALons, pour tout b € B, La sulle
% Log o.[8 (w);b] converge P -pp vers Le nombre sirictement négatif
[fLog o [ T(x), 0l dr(x,b) + En particulier, Les exposants de Liapunoff de S (w)

prennent d = dim V valewrs distinctes.

Preuve : Si k est une rotation transformant le drapeau d&fini par la base cano-

nique (ei) en b on a (a "'ai)(g’b) =||gk(e% ...Aeiﬂl et ceci fournit, par les

1



-1 ‘]_.

mémes consid&rations qu'au théoréme 1, et en raison de la remarque suivant ce
théoréme, que, pour tout b € B, la suite considérée ici converge bien vers une
constante égale 3 1'intégrale [[Log oi[f(x),b] di(x,b). Pour voir que cette
intégrale est négative il suffit donc de voir que lim-& Log ci[Sn(m),e] < 0.

a n

- 2 s = -
= HgEiAgFﬂllkEil] ol E; = e A...he; et F, = e A...he; |

1+1
a.
1

I1 suffit donc d'appliquer le théoréme ! en remplagant V par AlV s £ par

Or ci(g,e) =

(Ei’EiAFi)’ puisque le dual de AV n'est autre que Ad—lV.

Les intégrales v, = Log ai[f(x),b]dx(x,b) vérifient donc

Yy 2 Yipq 2 C® qui justifie l'assertion relative aux exposants de Liapunoff.
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Afin d'énoncer un résultat général pour les groupes de Lie semi-simples
sans facteurs compacts, précisons quelques notations empruntées 2 [§]. Si G est
un tel groupe d'algebre de Lie'?, on peut le faire opérer par l'action adjointe
sur"? et on a alors G C Sl(%. Ayant fix& un sous—groupe compact maximal K de G
et un produit scalaire s‘ur‘% K-invariant, on d&signe par A un sous-groupe connexe
abélien formé 4'éléments auto-adjoints et qui est maximal. Un tel sous-groupe
appelé polaire est isomorphe 5.1Rt et formé de matrices diagonales. Si Jg'est
1'algdbre de Lie de A on désigne par {a1 ye oo ,onr} un systéme fondamental de racines
simples deagdansjet toute racine a est alors conbinaison linéaire & coefficients

entiers de méme signe des a. , ce qui précise la notion de racine positive.
Posons alors ‘3& = {xe"?,[a,x] = a(a)X ¥a€ S
b

Af- 0@0‘?' , UUJ=QQO‘§. , m, + B = ‘%L
et désignons par N, N les sous groupes [nilpotents] de G correspondants. Si M

est le centralisateur de A dans K, la frontiére de Furstenberg de G [ L\—] est

G

alors B = / Soit a(g) la composante sur A de g dans la décomposition de g =

MAN °

sous forme d'Iwasaw G = KAN et pour a forme linéaire sur J&, posons

ol

o, = el a(gk)] pour g€G, k€K, expression dépendant de k seulement par 1'image
dans B. Dans les notations introduites précédemment le rdle de S1(V) est joué
par G C Sl('? et leur traduction est immé&diate ; en particulier 1l'espace des
drapeaux de V a &té noté B, ce qui est compatible avec la définition ici posée.
Les propriétés d'irréductibilité doivent @tre ici renforcées : une partie U de
G C Sl@ sera dite algébriquement dense si les polynomes nuls sur U s'annullent

sur G. Enfin on note GTT le sous—-groupe fermé engendré par T,. On a alors le

THEOREME 3 :

Supposons que Le noyau P 04t propre et quasd-compact dans Kﬂ(w),
que G sodt algébriquement dense, que T opere de maniere proximale sur B et
804t X une mesure P-invariante de profection m. S{ a est une gonme Lindainre
négative Auﬁ.dgj alons pour tout b € B, fLa sulte ﬁ Log ou[Sn(w),b]

convernge P o-pp vers Le nombre sinictement nZgatif [[1og O&f(x) ,bl dX(x,b).



-13-
Enfin A est unique 54 T_ est proximal sur B.

Preuve : On va appliquer le théoréme 1 & l'action de G sur un espace projectif
P(V) ol V est l'espace d'une représentation irréductible de G telle que le sous-
groupe MAN soit le stabilisateur d'un point e de P(V) [55], ce qui identifie B
& une sous-variété compacte de P(V). Pour un élément de contact £ tangent en e
3 B, on a alors o(g,£) = ol{kt,£) = o(t,£) ol kEK et t€AN ; d'autre part ol(g,t)
ou o(t,£) n'est autre que le coefficient de multiplication des distances dans la
direction de E,.lorsqu'on effectue 1'application t laguelle conserve le point e
et donc 1l'espace tangent 3 B en e. Mais l'action de t € MAN sur 1l'espace tangent
"
en e 4 B s'identifie d celle de Adt surcﬂf{ action définie par passage au quotient
suivant 1'algébre de Lie de MAN. Comme, pour les racines simples .
: [d’ﬂ/l/:?,_a.] CmﬂJ&'*-J\P on a, pour Ei € ?—a. et tEMAN

Agt(g, ) = i[a(1)] g, (noa M+ B+ M) )

D'oll o(g,E;) = e *ifalg)] = o_o (8:e) et alg,kE.) = o_, (&%)  (k€K)
d'aprés les prapriétés multiplicateurs de ; et o, *

i

I1 est clair, d'aprés la densité de Gn, que T;1 opére de maniére tota-
lement irréductible sur le dual de P(V). D'autre part par construction de V, il
existe un point e de P(V*) dont le stabilisateur est MAN et B s'identifie aussi
d une sous-variété de P(V*) non contenue dans un sous-espace projectif. La proxima-
1ité de l'action de T;1 sur B fournit alors la proximalité sur P(V*) tout entier,
et les hypoth@ses du théoréme 1 sont donc satisfaites. On en d&duit la convergence
de la suite & Log o_a_[Sn(w),k]vers un nombre strictement négatif C(k) qui est
aussi la limite de % Log U[Sn(w),kgi]. Ce nombre est indépendant de ¥ en raison
de la remarque suivante : sip est une représentation de G dans un espace W, elle
se décompose en représentations irréductibles p; » pour lesquelles la limite deo
% Loglki[sn(m),wi]llest indépendante de wi#O, propriété qui se transmet 3 p et

+wEW dont les composantes v, sont non nulles d cause de la relation

o |I2

lols (w1 = I lfo, 5_(wlw,



13
Enfin, en raison de l'invariance de A et de la propriété de multipli-

cateur de Oa. ,» On a
i
ﬁffLog c_ai[Sn(w),k]dPx(w) d;(x,i) = ffLogo_ai[f(x),k]dk(x,E)

ce qui fournit le résultat voulu dans le cas particulier ou a = -, . Dans le cas
général, la forme linéaire o est combinaison linéaire & coefficients positifs
des oy et le résultat s'étend donc 3 ce cas. L'unicité de A découle directement
de A).

Décrivons enfin un type de situation, considéré de manidre générale enl7 1,
ol s'introduisent des marches aldatcires 3 pas markovien sur des groupes discrets
non nécessairement représentés matriciellement. Soit V une variétd riémanienne
[ un groupe d'isométries de V tel que le quotient V/F soit une variété compacte
et fixons un domaine fondamental D de T dans V, domaine que 1l'on identifie & V/F

. . v . . .
Considérons le mouvement brownien sur /. et munissons l'espace ? de ses trajectoires w

T
. P . . . . e e .
de lamesure canonique définie & 1'aide de la mesure riémanienne m comme mesure inltiale ;

cette mesure est alors invariante par le semi-groupe Bt de translation. On peut relever ce

mouvement brownien dans le revétement V et 1'on note alors St(m) la position atteinte dans V,

3 1'instant t, en suivant la trajectoire sur V définie par w et partant d'un point
- . v
de Dﬂ:v/r . Notons alors, pour v € V, v 1'image de v dans /F VD et vy(v)

1'isométrie de V définie par y(v) = v. Si 1'on pose o(t,w) = Y[St(w)] , on a

la relation de cocycle sur RxQ i valeur dans T:
1 ' t ' L]
t+t'o(t €t',0) = o(t,87 w) o(t',w)

et ce cocycle s'identifie & une marche alatoire 2 pas markovien. En effet, notons

t L. . .
Q" le noyau de transition du mouvement brownien sur V, prenons X = V et soit P

le noyau sur X défini par P(v,dv') = Q[ v,dv'], noyau qui admet 7 = mQ comme mesure
invariante et qui vérifie les conditions de régularité introduites en A. Si l'on

choisit la fonction f par f(v) = y(v), on obtient, en désignant par x, (w) la posi-

k

tion de la chaine de noyau P i 1l'instant k

oln,w) = f(xn) f(xn_1)...f(x1)
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Dans le cas particulier ol V est elle-méme un groupe de Lie muni d'une
métrique invariante 3 droite et I' un sous-groupe discret, la quantité o(t,w)
s'écrit 4 1'aide d'un cocycle n sur GxG/F 4 valeurs dans ' . En effet, posons

p— G - . . .
pour g€G et x € /F v D : nlg,x) = y(gx) ce qui implique

n(gh,x) = n{g,h x) n{h,x) ol (g,h) €GxG et permet d'dcrire
a(n,w) =y[Sn(w)] = n[Sn(w),e] . Dans ce cas particulier des informations sur le
cocycle n(g,x) et par conséquent sur T', peuvent étre obtenues & l'aide de la
marche aléatoire o(n,w) qui a ét& envisagée sous une forme voisine en [2 ].
Dans la situation générale ici envisagée, le cocycle n n'est pas défini mais on
peut lui substituer la marche aléatoire o{(n,w) dont 1'étude présente un intérét

pour la structure de I et le mouvement brownien sur V lui-méme.
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