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{ 1. INTRODUCTION |

Dans ce papier, on développe les résultats déja présentés en
et qui concernent les écoulements portants stationnaires, irrotationnels,
subcritiques, d'un fluide parfait compressible autour d'un profil donné

dans le plan physique et présentant une pointe.

Le premier théoréme d'existence et d'unicité qui prend en
compte la condition de Kutta-Joukowski pour le type 4d'écoulements précé-
dents a été obtenu par BERS [2] ol il utilise la théorie des fonctions
pseudo-analytiques et des transformations quasi-conformes. Ses travaux
ont été repris par FINN et GILBARG [i] qui ont étudié plus particuliére-

=

ment le comportement asymptotique & 1'infini des solutions.

Ici nous envisageons le lien entre l'existence d'une solution
et son approche numérique ce qui nous conduit & étudier la situation ou
le profil est placé en atmosphére borné. Cette derniére condition ne
constitue pas vraiment une simplification par rappoft au cas ou le profil
est placé en atmosphére infini ; en particulier, nous ne pouvons pas uti-
liser directement la théorie de L. BERS, puisqueﬂcelle—ci est basée sur
des résultats explicites donnés essentiellement dans 1l'ouvert non borné
extérieur au profil. D'autre part, nous allons traiter le probléme dans le
cadre des espaces de Sobolev dont 1'approche numérique nous semble plus

aisée que celle des espaces de fonctions pseudo-analytiques.

Ainsi on borne le domaine extérieur au profil et, sur la fron-
tiére artificielle obtenue, on impose comme condition, le comportement &
1'infini de la fonction de courant de 1'écoulement en atmosphére non
borné [3]. Ceci nous améne a introduire un paramétre O qui représente la
circulation du vecteur vitesse de 1l'écoulement dans l'ouvert extérieur au

profil.



En modifiant a priori la loi d'état du fluide [4] , on est
conduit & étudier la régularité d'un probléme elliptique non-linéaire
dépendant du paramétre O , dans un ouvert borné, non simplement connexe

et présentant un angle supérieur a T.

On ajuste le paramétre 0 , en approchant le probléme
non-linéaire par une suite de problémes aux limites linéaires, en faisant
choix d'un algorithme déja utilisé dans Eﬂ pour traiter des profils régu-
liers. On montre que la fonction de courant est dans un espace de Sobolev
d'ordre suffisamment élevé, pour que la vitesse soit continue sur le
profil et nulle au bord de fuite ; c'est la condition classique de

KuttafJoukowski.

Le plan de ce papier est le suivant : le paragraphe 2 est
consacré a la‘présentation du probléme et des résultats obtenus. Au para-
graphe 3, nous exposons 1'algorithme qui permet d'approcher le probléme
par une suite de problémes linéaires. A l'aide des résultats de GRISVARD [61
nous étudions au paragraphe 4 la régularité des problémes aux limites
linéaires et nous donnons un ajustement de la circulation (théoréme 1).
Ensuite aux paragraphes 5 et 6 nous établissons des estimations a priori
(théoréme 2) qui nous permettent de prouver la convergence de 1l'algorithme
(théoréme 3). Les premiers résultats numériques sont donnés au paragraphe 7.
Enfin, au paragraphe 9, nous rassemblons sous forme d'appendice les résultats
dont la démbnstratiop n'est pas essentielle en premiére lecture. Les symboles

(AN)15N44 font référence a 1'appendice.



[ 2. PRESENTATION DU PROBLEME ET DES RESULTATS |

2.1. DONNEES GEOMETRIQUES

On désigne par @? un profil de frontiére I' réguliére (1) sauf

au voisinage du point T ol elle présente une pointe formée de deux segments
. L . . I >
rectilignes portés par les axes TX, TX' ; on note w l'angle orienté {TX,TX')

(voir figure 1).

On place l'origine du repére (Oxy) & l'intérieur de @ et on
cheoisit 1'axe des x paralléle a la vitesse & 1'infini q.= (ub,o). On note
{8 1l'ouvert borné par la frontiére I' et le cercle I de centre O et de

rayon R.
S
—

L
®

- Figure 1 -

- 2.2. LES EQUATIONS

Soit q le module de la vitesse, nous choisissons 1'unité de vitesse
de telle sorte que la vitesse limite soit égale 4 1. L'écoulement étant isen-
tropique, on montre a4 l'aide du théoréme de Bernouilli que la masse volumique

est une fonction de q2 donnée par
1

(1) p(a® = p_(1-gH "}

(1) Au voisinage de tout point de ' différent de T, on suppose que [' est

. 0
de classe C et que ) reste d'un méme c6té de T.



ol Y > 1 est 1l'indice adiabatique du gaz et ou po > O est la masse volu-
mique du fluide au repos. Dans ces conditions, la vitesse critique est

définie par

2
- (I:l 1z, .
qc Y+1
25 . . 2 . .
Sur Eo,qc] ;, la fonction z(\) = Ap (A) est strictement croissante
. ; _ 2 (2) 2 o _ 2
elle est donc inversible en A(z) = z h™ (z) sur Ea,tc] ' tc = qc = p(qc).

3
Ainsi, la fonction de courant 1§ satisfait les conditions ( ).

(2) giv [h (Jw|?) W] =0 dans @,
(3) |vp| < t_ dans Q,

(4) y=0surl, $=85 sur Fw,

(5) V¢ = 0 au point T ,

ol la fonction S est donnée par la comportement & 1'infini de la fonction de

v Co s - . < - .
courant | associée a l'écoulement dans le domaine non borné, complémentaire

Gy

de dans |R2. Pour les mémes raisons qu'en [5], on pose
_ 2 22
(6) §=t_ y+oa, Log(x + B, Y ; ’
. 2 , o
t,=op(u) u ,a =- p(ui) e
g =-wyY2 | m o<1,

o N [+ <] [e o)
ou M est le nombre de Mach & l1'infini.

Le paramétre O traduit la circulation du vecteur vitesse lorsque

a
Y est une fonction réguliére.
I1 résulte de la définition de h que

e ]

(7 B, = h'(ti)/ 2wl €2+ ne(eh)]

La condition (5) traduit la condition de Kutta-Joukowski.

(2) h est une fonction strictement croissante et convexe sur Ea,ti] et de

o 2
classe C sur [o,tc [
a2 1/2

= - R R
(3) Pour a = (a1,a2) et b = (bl'bZ) €. R on note la| = (a1 + 2

)

la norme euclidienne et a.b le produit scalaire associé



2.3. RESULTATS OBTENUS

En faisant l'hypothése suivante sur l'angle w :

20

T\'p' < 2 ’ +

1
o T b

o

(8) dJp&e R p>2, 1<

nous allons montrer :

qu'il existe un couple de réels positifs (Rl'ul)' tels que pour
(9) R >R, etu < uy le probléme (2).... (5) admet une solu-

1
tion Y dans wz'p(Q) (“).

Dans ces conditions, V{ est continue sur Q grdce i un théoréme
d'injection de Sobolev [7] et la condition (5) en résulte lorsque l'on tient

compte de la forme de I au voisinage de T, ainsi que de la condition de

Dirichlet sur T .

[ 3. UN ALGORITHME DE RESOLUTION DU PROBLEME (2)...(5)]

3.1. Comme dans [4] la contrainte (3) est levée en introduisant au-dela

d'un réel Al < Eo,qi], un Cl-prolongement g de p, tel que

g(d) = p(A) 0O € A& Al ’

(10) g{d) 2 © A, £ A€, 1 +€)

1 1
g'(A) =0 X1(1 +€) &€,

ol € > O est arbitrairement petit (une construction de g sera doanée en A4).

(&) wﬁ,p(g) désigne l'espace des fonctions définies sur (0 telles que

toutes les dérivées d'ordre inférieur ou égal & £ soient dans Lp(Q) H

pour v dans Wz'p(Q) on définit sa norme par

o0l g = [ 2 1007, ]2
WP @) lalst P@

£

ce gui munit W 'p(Q) d'une structure d'espace de Banach réflexif.

A,2

L
On note H (Q) = W (Q) et Hﬁ(ﬂ) la fermeture pour la norme ci-dessus

de l'espace ED(Q) des fonctions de classe Coo et a support compact.



2 2 2
S, =ty,Y + S,=0, Log (x"+ B y').

3.2. DESCRIPTION DE L'ALGORITHME

On part de

e WP ], ave® =0,

on passe de l'étape n & l'étape (n+l) comme suit Eﬂ

+ 2. n
e . g”mnl)m
n+1 i s 1
1] est solution variationnelle dans H" () de
+
(11) Awn+1 = div " 1 dans  ,
n+lo_ Osur [ ,
L Sn+1 =S, + Un+1 S, sur T
Y = ] 2 o
n+ +
(12) mn+1 = o v(qu 1 R 1) ,v>o0.

A 1'aide de (8), on montre qu'il existe un couple (Rl'ul) tel
que pour : R > R1 et u_ < v, < qc , on peut choisir 0n+1 de sorte que
wn+1 reste borné dans W 'p(Q). Ainsi, on peut extraire une sous-suite con-
vergente et par passage a la limite, on déduit qu'il existe wewZ,p(Q)

tel que

_ _ 2 , -
(13) Vo = e = g(lml ) m , divm o .,

$ = Osur I , V=8 sur T ,

en ajustant convenablement u, ., on montre ensuite que m(x,y) est borné uni-

formément par Al et en revenant a la construction de h, on en déduit (9)

grace a (13).

Dans toute la suite, on suppose p choisi comme en (8).



['4. REGULARITE DU PROBLEME AUX LIMITES (11) |

On remarque que toute solution de (11) se décompose ainsi :

n+1 n+1 On+1

(14) v = Wl + Y

2 ’

1

+
ou les fonctions WT et w2 sont solutions variationnelles dans HI(Q) de

n¥1

Awl = div en+1 dans § ,
(15) '
+1 +1
w? =0 sur T, w? = 51 sur Fm ’
sz =0 dans  ,
(16) . . _ ,
bz =0 sur [ ’ wz = 82 sur T ;

une décomposition analogue a été utilisée dans [8] pour traiter par une mé-

thode de singularités, un probléme linéaire singulier dans le plan.

L n+1 cae .
Pour étudier la régularité de , On va utiliser des résultats
de [6] en localisant le probléme au voisinage de T. On introduit un ouvert QO
polygonal, simplement connexe et ayant w pour angle au sommet T, la mesure

. . mp’ . .
des autres angles au sommet étant strictement inférieure a —5- (voir fiqure 2)

\ 4
td

- Figure 2 -

Soit Z 1l'affixe de T et ¢o la fonction définie sur QO par

9 = ,Jm{ [e—ie(z-zT)J _“/w} , 0= (0x,TX) ;

onposeu =w_ + ¢ ot w_est la solution variationnelle dans HI(Q ) de
o o o o o

Awo = O dans QO roW = ¢0 sur BQO.



Proposition 1

Etant donné £ e.Lp(Q) et £ e.Hl/z(Fm) ; la solution variationnelle
1
£E €H (Q) de
AE = £ dans § ,
£E=0 sur T, g=4 surT_,

vérifie l'équivalence

e, € WP@) <> F(E,D) =0

o
ol l'on note
Buo
F(E,f) = 3 C £ds + uo.f dxdy .
ANNT Qo
o

Démonstration

o0
On introduit une fonction de troncature o de classe C , identique

4 un au voisinage de T et dont le support vérifie :

T & supp()NQ C ﬁo

On pose E=qf, £=M.E+2Va, VE + Q.f;

£ est solution dans Hl(Qo) de

AL = £ dans Qo' £ =0 dans 8Qo .

On montre classiquement [7] que £ et ses dérivées premiéres sont
localement pe intégrables dans ! , il en résulte que f & LP(QO) et a 1'aide
de Al on en déduit

A—u = H
Q £ - dxdy = O

(17) zewz'Pmo) <> J
O

pour montrer la proposition, on va transformer le membre de droite dans 1'équi-

valence (17). On note Q' = {(x,y) €2 ; a(x,y) = 1} , Q" = QNQ' (voir figure 3)

- Figure 3 -

Par construction de o, on a

(18) fgo AE ub dxdy = J f u dxdy + f Ag U, dxdy

Ql



on remarque que & et ug sont réguliéres dans {", de sorte qu'en utilisant

la formule de Green, il v;_'Lent

_ _ Y _Buo
Jf“(AEuo— €Auo)dxdy=f "(El- u - 55-;—) ds ,

9} a2
par construction, uo'est harmonique sur " et d'autre part £ et u, s'annulent
sur [', il en résulte
du
E - 9 . _p_9:
(19) J AEuodxdy f (Bnuo F’Bn ) as
" L]
Q A \T

car £ et ses dérivées s'annulent sur d QO\ r.

Il vient par ailleurs

: Jdu
' 3 o
f"(AEuo'EAuo)dxdy=f (gi'u"g—a;—) ds

”" o

§ Q

et en remarquant que & et u s'annulent sur I' et 890 respectivement et que

u est harmonique sur ", on a

- I e My _9

J"f.uodxdy—-J ,(3n'uo EBn )as Q\Fgan ds
N N\T

et la proposition résulte de (18) et (19). B

Proposition 2

Il existe un couple (Rl'ul) tel que R > R, et

1
u, <u => [Fy,,0)] > D >0

ou la constante D est indépendante de R et u .

Démonstration

En revenant a (16) on a la décomposition
(20) Yy = Xg t X
ou Xy et X, sont solutions dans HI(Q) de

A Xy = O dans Q.

Xy =0 sur r., Xy = Log(x2 + yz) sur T~

oo



- 10 -

by, = O dans 9 ,
: = r = Lo x2+ Bi Yz sur T
X, =0 sur ,Xz—amg(___j___?__) o*
x> +y

2 P
Soit ?f le complémentaire du profil @dans IR”, on définit
1'espace

1/2 2..2.1/2

V= £e D’ (?f) ' E/(x2+y2) Log (x“+y”) cLz(?f) ' €x :Ey L2(?f)$

’\J s Ky
et on note X1 la solution du probléme aux limites

N
’)\('1 -, Log(x2+ y2) € Vv ,
A,)\('1 =0 dans ?5 ’

’)\('1 =0 sur T ;
v le . . - - R de 1
on montre que Xl/ ¢ W (Qo) (voir A2), il en résulte & 1l'aide de la
2
o

N
proposition 1 que F(x,,0) # 0 ;

')\('1/9 dans HI(QO) (voir A2) ;

lorsque R -+ o, Xl/ converge vers
Qo o

il en résulte qu'il existe R, > O tel que

1

3
(21) R » Ry =—> |F(x,,0)| >3 D>o0.

D'autre part, & l1'aide du principe du maximum [7] , 11 vient

2
|X2I © < Ay |Log Bcxol !
L (Q)

et grace a (7) on peut choisir u, tel que
D
u v =>|Flx,,0 | <3
on en déduit la propos'ition en tenant compte de (20) (21). §
Dans la suite cn choisit le couple (Rl'ul) comme dans la proposi-
tion 2 et on suppose que

R 2 R, et ugu
oo

1 1
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Théoréme 1

+
si div e 1 € P(Q) alors on a 1'équivalence

+
F(wrl‘ 1 aiv ™Y

F(},, 0)

¢n+1€L w2,p(Q) = 6n+1 - _

Démonstration

En revenant a (11), il vient a l'aide de la proposition 1

n+1 n+1

e WP ) — r™, aiv ™Y =0

tenant compte de la décomposition (14), le théoréme résulte de la relation

suivante :

F(wml, div en+1) - F(‘P?ﬂr div en+1) + On+1 F(1P2r0) ™)

+ N
Dans la suite, on choisit On 1 comme dans le théoréme 1.

| 5. ESTIMATIONS A PRIORI |

Introduisons quelques notations : soit m G.le'p(Q)]z la fonction

a valeurs vectorielles de composantes m,,m, ; on note Vm la fonction & valeurs
. 1,p 2 P
vectorielles de composantes mlx' mly’ m2x' mzy. Sur Eﬂ (Q)] on définit
la norme :
P p,1/p
(22) m = m|{T + |Vm
[ml], = (nl® + |val®)

oia l'on a posé

1/
ol Ug(|m1|9 ¢ n,|P) ax dy] P

i

t/p
Im |p ) dx dy]

2
Dans ce paragraphe, en supposant que mne;[wl'p(ﬂ)] , on va

2y

ol = [[ Gmgyl? + Joyy [P+ oy,
Q

estimer ||mn|| .
b
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Lemme 1
Soit m € [wl'p(Q)]Z tel que div m = O, alors e = g(|m|2) m
vérifie
2
(23) ee[WP®]°, aiveetP@ ;

en outre, on a les estimations suivantes

(24) laiv e < ¢ |vm]_ - ,
(25) |V (m-ve) lp € (1-vcy) !lep » 0<v<C, obl'ona posé
(:1 = 22/p sup }\|g'()\)| p
A30
C, = [sup g(A) + 2 sup )\Ig'()\)| ]—1 '
A0 A20
Cy = inf g(d) - 3 sup Alg' (| .
A20 A20
Démonstration

Sachant que I’_Cf” (52)12 est dense dans [Wl'p(Q)]2 il suffit de rai-
sonner sur des fonctions régquliéres, en particulier on obtient (23) grace aux

propriétés de g données en (10).

. A =12
Soit maintenant m G—[cm (m] + tenant compte de la condition

divm= 0, il vient :

. 2 2 ' 2
div e [:m1 m o+ (m1m2)m1y+ (mym,) m, + m} m2y] x 2g' (|m|%)

4 l'aide de 1'inégalité de HOlder, on a (s)
jaiv el « 2P |g'(a|P)] |u|®  |n],

et (24) en résulte.

) L.
Notons m = m - ye, on a aisément

%1:{ = (1- vg - 2 g'\)mf) my " 2\)(g'm1m2) m,.
6 r’}ily = (1- yg - 2 g'\)mf) m " 2v(g'mm,) Moy
;X2x = (1- vg - 2 g'\)mg) m, = 2v(g'mmy) m o,
;ﬁ‘zy = (1- vg - 2 g'vmg) my, = 2vig'mm,) L

1 1
(s) Pour a = (a')léjs4€ lR4, on note |a|4 = ( jgllajlp) /p
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tenant compte de (10), on a pour j = 1,2

1 - v sup g(A) - 2v sup )‘lg'()\)l £1 -vgd) - 2 vg'(d) m2. <
A0 A20 J

£1-vinf g(A) + 2 vsup Alg'V)|
A20 A30

choisissons Vv tel que 0O <v< 02 ;
a l'aide de (26), on en déduit

Vail, € (1 - vy |vm|, @

Proposition 3

sin’ e [_'WI'P(Q):[2 et div m = 0, alors pour n 3 O

(27) aiv o™l =0, MeWP@]? |, aive™lerP@ , ™ lew @)
et en outre on a l'estimation (6) .
+1 n
(28) | ¢ clu_+c,|va"| )
WP () = 1 p

oi C est une constante indépendante de n et u_.

Démonstration

Soit moe. Eﬂl'P(Q)JZ, alors a l'aide de (23), e1€ [Wl 'P(Q)]2 '
div e1 e LP(Q) » on en déduit grace au choix de ol que wl €.W2 'Prq) et (27)

en résulte par récurrence sur n.
A l'aide de A3, il vient :

n+1 + ISn+1

1
< C[|div e _ ;
P (@ W 1/p'pwm)-l

+1
1™ ]
w?'P ()

par ailleurs

n+1

n+1|

|s £Clu_+ o "

o)

et on déduit du théoréme 1 et de A3 que

+1 n+1
1) < cE1 + |dive | ]
* P ()

(6) On note C toute constante indépendante de n et de u_.
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il résulte des estimations précédentes que

+1
™), c[uw+ jaiv &™) ]
w'P(Q) L (Q)
et on conclut (28) gréce a (24) 8
Théoréme 2
Pour O <v< C2, on a l'estimation
n+1 n
(29) | |m ||p s (1= vcy||m ||p +VCu
ol
C4 = inf g(A) - C sup klg'(k)i.
Az0 A20
Démonstration

En utilisant 1'équation (12) de l'algorithme et l'estimation (25)

du lemme 1, on a

|mn+1|p (< [} -V ;nf g(l{] Imnlp + vIV¢n+1|p ’
20

€ (1-vey |an|p + vIV(V¢n+1)|

tenant compte de la norme introduite en (22), il vient

™1, € = vey [laf] )+ viw™ ]

p P

et le théoréme résulte de l'estimation (28) de la proposition 3B

| 6. CONVERGENCE DE L'ALGORITHME |}

Dans ce paragréphe, on choisit Al dans (10) tel que le prolongement

g satisfasse

(30) ¢, = inf g(}) - ¢ sup Alg" (M| >0
A20 A30

voir A4.

Proposition 4

Si dans l'algorithme, on impose O <y< C2, alors on a l'estimation

n Cuoo o
(31) I, < =+ 1m®ll
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en outre, on peut extraire des sous-suites telles que

¥
" e Y dans wz'p(Q) faible ,
1]
m > m dans E\II’P(Q)]2 faible ,
(32) . . )
e > e dans [w 'p(ﬂ)] faible ,
L]
On > O dans iR
ou
N 2 . '
(33) ¢ =g(lm|®) m=Vyp , divm = o.
Démdnstration
n n _
Notons u = | |m ||p r o a=(1-vcy) +r b=V Cu,

a 1l'aide de 1l'estimation (29) du théoréme 2, un vérifie

en tenant compte du choix de v , on en déduit grace a (30)

n n o l—an o b
FS . —_—
u a u-+b (l—a ) gu + 1-a

et (31) en résulte,

En revenant & l'estimation (28) de la proposition 3, on remarque

2,

+
que wn 1 est borné dans W p(Q) + indépendamment de n et les convergences (32)

en résultent & l'aide d'arguments de compacité [7] .

On obtient (33) en passant & la limite dans 1l'équation (12) de
1'algorithme. '

Théoréme 3

Sous 1l'hypothése (8), il existe un couple de réels positifs

i > <
(Rl'ul) tel que si R R1 et U, < Uy

alors le probléme (2)..(5) admet une solution { dans w2,p(m .

En outre il existe une constante )\1 telle que

2 2 2
a” =swp _|alx,y)|" €A <q]

(x,y) €Q
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Démonstration

Dans l'algorithme, on choisit pour n° le vecteur de composantes

(o,u,) alors l'estimation (31) devient

n 1
e, € ca+ v, ;
. 4
& 1'aide d'un théoréme d'injection de Sobolev [7] on peut donc choisir u_
tel que

sup |m(x,y)[ £ A

(x,y) € 1

ou Al a été introduit en (10) et (30), dans ces conditions g peut étre in-

versée dans (33) et on en tire les équations (2)... (5) @R

Remarque 1

Lorsque le profil est symétrique par rapport a l'axe (ox), alors
pour mo = (o,um) on a

+
"l - o vn > O.

- - . . n+1
En effet, on montre par récurrence sur n qu'a chaque étape div e

, s « +
est antisymétrique par rapport a l'axe ox, on en déduit que ¢T 1 est aussi
antisymétrique par rapport a (ox) donc que

\p’l‘“ =0 sur (ox) AN ;

1

il en résulte d'une part grace a (8) que wT+ est dans Wz'p(Q N {y > o}
2
et dans W 'p(Qf\{y < 0}), d'autre part les dérivées de w?+1 se raccordent

sur l'axe (ox).

. n+1 2
Finalement Yy, = & W ‘P(Q) et on déduit de la proposition 1 que

n+1
o =0
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| 7. Essats NuMERIQUES ]

Les premiers tests ont été effectués pour 1l'écoulement

incompressible autour du NACA 0012.

L'algorithme (11) (12) est mis en oeuvre par une méthode

d'éléments finis d'ordre 1.

. ° L] (-}
Les essais ont été réalisés avec les incidences O , 1 et 5 .
On peut observer la distribution des vitesses autour du profil et les

lighes de courant correspondantes sur les figures situées aprés la bibliographi

Nous y donnons aussi l'allure de la triangulation utilisée

(3360 triangles, 1758 noeuds, 1600 degrés de liberté).

| 8. concLusioN ]

Dans le cas des écoulements bidimensionnels, la condition de

Kutta-Joukowski apparait comme étant un résultat de régularité.

Lorsque le fluide est incompressible, l'espace des solutions Y
(fonctions de courant) dans HI(Q) est une famille a un paramétre ¢ (la cir-
culation en atmosphére infinie). Il existe une unique wvaleur o telle que

w=¢(6) appartienne a WZ'P(Q) et satisfasse la condition de Kutta-Joukowski.

L'écoulement compressible est obtenu comme limite d'une suite
de problémes de type "incompressible” pour lesquels le paramétre O est

convenablement ajusté.

{ 9. appENDICE |

al. Proggsition

Etant donné £ e.Lp(Qo), la solution £ G.HI(QO) de

Af = f dans QO, £ =0 sur 3 ,



satisfait 1'équivalence

£ ewz'P(Qo) <> J Mg u_ dx &y = 0.

Q

o}

Cette proposition résulte de lemmes et de théorémes dus a [BJ et
nous allons nous limiter & donner un schéma de la démonstration ; aupara-

vant, introduisons quelques espaces

w=w'PQ)ne @) , R= AW,
o o o

2
|

geLP(szo) ;ng dx dy = 0 VY € R
Q

o]

Schéma de la démonstration (7)

2

'A l'aide d'une estimation a priori dans W 'p(Qo) (p. 16),

on remarque que R est fermé dans Lp(Qo) et en utilisant un corollaire du

théoréme de Hahn-Banach, on en déduit

(34) £ € W<—> ¥y € N J AE y dx dy = O.
Q
o
Utilisant une formule de Green généralisée (théoréme 4, p. 18),

on montre (p. 19, 20, 21) que
NCM=)y€er® @) iM=0 , x=0 dans witl/pop Q) ¢

d'autre part, il résulte du choix des angles aux sommets dans QO que

(p. 24, 25, 26) la dimension de M est moindre que 1 et que N est non nul,

donc
(35) dimension N = 1 et M = N.

Enfin, on vérifie que u, # O est dans M et la proposition résulte

de (34) et (35) @

A2. Proposition
, v
La solution Xq du probléme aux limites
v Y
(36) Xy~ G Log(x%+ y2) € V

A;l =0 dans '

%1 =0 sur [ ,

o v 2,p
vérifie y ’é [ (Y I
1 o
/o T

(7) Les pages indiquées correspondent a la référence [é].



Démonstration

Le probléme considéré admet une solution unique (voir par exemple

le cadre fonctionnel dans Eﬂ).
On introduit la fonction

n 2 2
X =X - @, Log (x+ y")
et on procéde en deux étapes.

Les dérivées Xy ! XY sont continues dans 5, en outre Vy(x,y) + O

quand (x,y) * .

oo
On introduit une fonction o de classe C définie sur R2 a

valeurs réelles, nulle au voisinage de P et identique & 1 lorsqu'on se

place a une distance finie de l'origine.

On note

X =ax » E=Aayx+ 2 Vo.Vy ,
= . - _ = 2 v N 2,2
alors X est solution de A = f dans IR", avec X dans V, f dans L“(IR") et

a support borné.

A l'aide Qe résultats classiques de régularité (voir par exemple
Eﬂ p. 40), on en conclut que ;; et i& sont dans H2( Rz) et la premiére

étape résulte d'un théoréme A'injection de Sobolev [Mﬂ.

N

N
Supposons que X4 A soit dans W 'p(QO), alors en utilisant un
o N
théoréme d'injection de Sobolev Eﬂ , on en déduit que X, a ses dérivées
premiéres continues dans 5 , finalement tenant compte de la premiére étape,

n . s
Xl satisfait aux conditions :

A’)\(Jl =0 dans ?ﬁr

0 sur T ’

X1
n

N i N
Xlx et le sont continues sur 5 '

> 0 quand (X,y) —> o;

VX (%r¥)
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il en résulte que %1 est identiquement nulle (voir par exemple [2] p. 446)
n
et 4 1'aide de (36) Log(x2+ y2) est dans V, ce qui est impossiblel

A3. Proposition

2-1/p

Etant donné f € t°(R) et Lew’ P'P(I ), alors pour £ €W’ 'P(@)

1
solution variationnelle dans H (§2) de

f dans Q ,
O sur T, £

Ag
2

£ sur T ;

on a l'estimation a priori

el < o[ el , o+, ]-
WP @) P () wl/eB(p

Démonstration

On procéde par partition de l'unité. Au voisinage de T, l'estima-
tion a été obtenue dans [11] p- 89 ; au voisinage des autres points, l'esti-

mation est démontrée dans [12]..

A4, Rappelons que pour )\ e[o,l] on définit
o} 1
p(A) = po(l—k) avec o = ;:T
Lemne
Etant donné une constante C > 2, alors p admet au-dela de A1= T%EE

un Cl-prolongement g, décroissant, qui satisfait aux conditions

g(d) = p(X) pour A < Al '
g(A) 20 pour Xl € X g Al(l + g) ,
g'(A) =0 pour Al(l + ) €A ;

c, = inf g0 - csw Alg' M| 200, - €+ e Alp D] >0
A20 Az0

ol € > 0 est choisi arbitrairement.

Démonstration

On va montrer que g peut étre pris décroissant de classe C1 et

satisfaisant aux conditions :
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inf g(A) = p(kl) '
osxsxl

(37) A< Trac

sup Alg' (M) | = Al |p'(11)| ;
osxsxl

pour p, suffisamment proche de Al

inf g(A) = glu)
Aiskgul
(38) W, > A > sup Alg' Q)| = Ay [p" X
A, €Ay
1 1
gluy) - ¢ AletGp| >0
(39) Azu = gl = gy) > 0

étant décroissante on aura :

Cy =gy - C Afp"Ap| >0

et posant My = (1+¢) Al’ on obtiendra a l1'aide de la formule des accroisse-

ments finis
Cy 2P - eXfg ] -corap]
avec Al <A< (1 +¢g) Al

et |g'(A\)| étant décroissante, le lemme en résultera.

Il reste a montrer (37), (38) (39) ; il vient

1

d . 1
a[xlp (A)|:|>O pour A <Xy < =

et (37) en résulte. D'autre part, on a :

1 1
(40) pA) -c AferOp| >0 pour A <

Pour Wy > Al assez petit, on choisit g(A) polynomiale de degré

deux pour Ae[kl, ull et vérifiant :
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g(kl) =pA) +» gly) > O ’
(41) q'(ll) = p'(Xl) ’ g'(y) =0

g(d) et Alg' (| décroissantes

Finalement, (38) et (39) résultent de (40) (41)®®



- 23 -

| BIBLIOGRAPHIE |

B
[2]
3]

[10]

[11]
[12]

J.F. CIAVALDINI, M. POGU, G. TOURNEMINE,
Comptes-rendus, 285 A, 1977, p. 297.

L.BERS,
C.P.A.M. Vol. 7, 1954, p. 441-504.

R.FINN et D. GILBARG,
C.P.A.M. Vol. 10, 1957, p. 23-63.

M. SHIFFMAN,
J. Rat. Mech. Analysis, Vol. 1, 1952, p. 605-652.

J.F. CIAVALDINI, M. POGU, G. TOURNEMINE,
J. de Mécanique, Vol. 16, 1977, p. 257-288.

P. GRISVARD,
Séminaire d'analyse numérique de Lyon. Saint Etienne, Mai 1976.

J. NECAS,
Les méthodes directes en théorie des équations elliptiques,
Masson, Paris 1967.

M. DJAQOUA,
Thése de troisiéme cycle, Paris VI, Juin 1977.

J. GIROIRE,
Rapport interne a l'Ecole Polytechnique, Centre de Mathématiques
- Appliquées, Mars 1976.

J.L. LIONS,
Problémes aux limites dans les équations aux dérivées partielles,
Les presses de l'université de Montréal, 1962.

M. MERIGOT, _
Thése d'Etat, Nice, Septembre 1974 .

S. AGMON, A. DOUGLIS, L. NIRENBERG,
C.P.A.M., Vol. 12, 1959, p. 623-727.






" 8 DI
15 NN
; _ﬂu _ N
- ! m |
ST R
R R
, ﬂ .
f .H,..,. H
“ *_
o m
KNP -
Lo |
! C _
L Vi |
AR §
+ ’ ¢\
: " N “
L be
| P ._
S !
ey N
_, b
o s i |
SN YR A
ER U N
A I | m
R AR
R _ . ,_H
R R AU |
! ,m,NAmH ” u | |
, SRR T L B
b A0
N ERR N PR it
N 1 " “ w" _ _
” q , ) -
oy T f
N i T 38 i
| | ! ot i V
SEEN e ns |
AU R I R
R T Y IR EL A R ] B
.. M i Coo
LR T




NHCH 0012 H O

L

L

e

e .

89"

RON

ac 1
CAR



NALR U012 "A=1 e

T T T T ——Y“““ T T
-.”_%--—f—_j-iﬁm_ I S . V R _;-"—_-'— 1"60« o i L> i . ___; _ R R




! !
_—— e .

14

0

-
X

|

e

1t -

SN O

- _’_.T-k_; § S

I I

LTy |
b

4= e

!
e

N S

S

NACA.

_,_T_H1_--




0012 A=5

 FIGURE V

)
[

.
)

- .
P



NACA 0012 A=5  eww

R S A .




S NHUH OU12

IR
SRR

FIGURE VII



\ ! . | f .
v C | i _
. : “ P
o i RGN DR, [N S
;
. i ! ' :
“ | I |
T ! i i v
4o ey baie Lo . - i . ! ‘ .
: _ b | i i
] N 1 M 1
! H . H ; i
! : ! '
, Lok F h L ..
B A ot - i 1 b : |
i 1 (] ' ' : H | ! )
; s P : ! ! : .
' . [ B H _ : : .
! % R _ |
- S o SPRNPI QNGRS e e — - ¢ w . '
I ' ! [ A . . i f !
e Hin | m
i ¢ i i ' ' ' !
BEERE] | Pl n
- R — o e ) Nl - - - ; e
I H I I i N v
1 i v | i ¢ l ' i
[ ! i R !
HEERE 1 ; :
gt +— [ -
: { BEERE et e ]
' : [ B R l
H B EEER vt :
: el Ces P
i _vwh R : .
I [EEEE . .
A :: P _, ”
+¢_T L.“r” ! -
] [ N
i __ . P
*_ ___A.— (RIS IR
t PR I b DA
i - bt s PR I -
‘ P Ca
: [ P |
i \ Ci
- D -
| D
H SRR
= ,.IJ
! : !
! ] ,
!
: :
e _
.‘A
[
. .
. "
|
io- — - -
Vo -
|
|
e
¢ t




AORADAEE = Ay

o
o
-l o
- -

Tl

w50

.51

Nl

FUAVARY AR\

o= ] = == fi—‘ - . | T M” o NS o [0S ]



http://T7T.zr.-~

