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RESOLUTION NUMERIQUE PAR UNE METHODE D'ELEMENTS FINIS
DE PROBLEMES ELLIPTIQUES DU SECOND ORDRE DANS DES OU-

VERTS AVEC COINS.

- Melle RAUGEL -

I. ENONCE DU PROBLEME.

Soit Q@ un ouvert plan polygonal borné dont la fronti&re ' a N sommets

N
Sj d'angles wj (on supposera que wj 20 (m). Etonposel = U T, oli les Fj
, j=1
sont des segments ouverts d'origine Sj et d'extrémité Sj+1' Par convention,
SN+I = S].

Dans cet ouvert 9, on étudie le probléme modéle :
Trouver u € H](Q) telle que :

2
(1.1) Au = - . %—] Bj(aij ai u) + au=f dans Q

uIF. = gj ol gj (Sj+!) =g., .(S

r1)
. +1
i J

j+1

et ol f est donnée dans 1l'espace de Sobolev Hm(Q) et gj dans Hm+3/2

r.).
¢ J
Grace au théoréme de trace de Grisvard ( [4]), on peut se ramener au probléme
Trouver u € H](Q) telle que :
(1.2) Au = f dans Q
uIF =0
Pour simplifier, on ne considére ici que le probléme de Dirichlet. Mais les
résultats seront les mémes dans le cas d'un probléme de Neumann.
e : . wm-i-2 §®
On supposera, par exemple, que les fonctions aij et a sont dans (Q) et
qu'elles vérifient les conditions :
(1.3) a0 p.p dans Q

2

. 2 2
(1.4) 3g >0, ¥, lgig?2, . §’=1 aijiiaj 3 B(E] +&,) p.p. dans Q



Le probléme (1.2) a pour formulation variationnelle :

Chercher u € HL(Q) telle que :
(1.5) . . I
a(u,v) = (£,v) ¥v € HO(Q)
ol (f,v) = f fv dX
Q 2 :
a(u,v) = f (_ Z aij ai u 3j v+auv) dX
Q i,3=l

. 1 . L. -

Puisque la forme (u,v) v a(u,v) est HO(Q)—elllpthue, les problémes (1.2) et
(1.5) ont une solution unique dans H;(Q) dont on va étudier la régularité.

) . . r : +2 .
I1 est bien connu que u ne sera plus dans H' “(Q) (sauf dans des cas particu-
liers), cependant les dérivées d'ordre m+2 de u auront encore une certaine ré-
gularité. C'est pourquoi nous introduirons des espaces de Sobolev avec poids.
Etant donné un N-uple o = (a],.;.,aN) € BN, on lui associe une fonction @,

ayant les propriétés suivantes

(D q, € €@

2) il existe deux constantes C, et C2 telles que

§ 40 | _
0 < C1 < C2 pour X € Oj nQ
(1.6) 3
. r.” (X)
J
ot Oj est un voisinage de Sj et ol rj(X) = HX-Sjﬂ
\ 3) ‘P_C}_ > 0 sur 9
N o
On prendra, par exemple, L?a(x) = I rj(X) J
. a j=1

On introduit alors 1'espace de Sobolev avec poids :
L
WP = fued @/ @ 2" uelP(@, 0s [2] ¢m)

< 2 Blzlu , _ _
ol 37U = e, = (014,), [o] = 2, + 2, X = (x),%))

- que l'on munit de la norme et de la semi-norme suivantes :

] L (P 1/p
(1.7) 19 pa, @ (lll;?m |‘(’g_3 “'o,p,n)

~'



L P )I/p

(1.8) ol a,p,a.0 = (“Lm [, 2" ul? g

De méme, si Oj est un voisinage de Sj’ on définit 1'espace WZ’P(oj)

w:’p(oj) - f{ue ‘ib'(oj)/rg‘ ' ue P, 0¢ [t| < m

que 1'on munit de la norme et de la semi-norme

(1.9) bl o= % 3t ulP )1/
sPs O, J IQ:-SIII ] sP> j

a & (p 1/p
(1.10) u = ( r. 3 u )
‘ lm’P’a’Oj Il'___,m I J Qspxoj

A) Propriétés des espaces qf’z(oj)

Théoréme 1.1. Soit o un #éel tel que O < o < 1 et q un néel vérnifiant

Pea< 1+a

ALons on a £'Ainfection continue :

(1.11) wi’z(oj) T wm’q(oj) , mEN
C'est une conséquence de 1'inégalité de Holder.

Théoréme 1.2. Soit o un néel, a > 0, alors on a L'injection continue :

1,2 2
(1.12) W (oj) C—»La_l(oj)

Ce théoréme se montre facilement & 1'aide de 1'inégalité de Hardy (cf. Kufner [6]).

Théoréme 1.3. Soif o un néel, o > 0, alons L'infection ci-dessous est compacte :

1,2 2

. ) CC— .

(1.13) W, (OJ) La(OJ)

On en déduit immédiatement Que 1'injection suivante est aussi compacte :

)2 -1,2
Wz (Oj) Cﬁ;ﬁ-wz (Oj) pour m > |

a >0

Le théoréme 1.3 permet de démontrer le



Théoréme 1.4. Sodt o un #éel, o » O.

-

Alons La semi-nonme | .| est une noame surn £'espace w:’z(oj)/Pm_l(oj)

m,2,a,0.
J - -
Zquivalente a La nonme quotient od Pm—l(oj) désigne L'espace des polynomes de

degné ¢ m-1 Aur oJ..

B) Retournons aux problémes (1.2) et (1.5)

On a le théoréme fondamental suivant :

Théoréme 1.5. 1 existe des neels wj, 0 < wi < 2m pour 1 < j g N Leds que La
solution u du probleme (1.2) s0it dans L'espace WTZ’Z(Q) ol £e N-uple

a = (a]...,aN) venigie :

. = P m

(1.14) . aj 0 54 wj < T
™ . L
(1.15) a > m+1-EJ!—u wJ! > =

On a, de plus, wi = QS| 5T s ,2;5(5.)) POUL | ¢ k g N, 00 p st une fonction

que £'on ne précisera pas Lcd.
p p

Dans Le cas du Laplacien, on a : w' = w , 1 < k g N.

1
k k’

. . . +2,2
Dans le cas du laplacien, on démontre facilement que u € W: 2, (Q) avec

aj > mt+l- :E-pour wj ;-ﬁ}T, en utilisant les résultats de Grisvard ([4]) et
3

la théorie de 1'interpolation. Grace aux résultats de Kondratiev ([5]), on démon-
tre encore que, si la partie principale de A en Sk est égale au laplacien, on a

les assertions (1.14) et (1.15) pour a, avec wé = W Dans le cas contraire, il

k

existe un changement de variables affine qui transforme la partie principale

de A en Sk'en le laplacien ; ce changement de variables transforme 1'angle e

2 00 AN ot = :
en un angle noté wy oU wy C?(Sk,Pk,wk,aij(Sk)) et on a les assertions (1.14) .
)
et (1.15) pour a et Wy -
P ., . . o* 2
Théoréme 1.6. Soit A" L'adjoint de A ({ie A'v = - z 3.(aji 3iv) + av)
i,j=1

akons R'application T : gi— Ve ol Ve est solution de



»*
(1.16) A v, =8
v =0

est une application Linéaire continue de LZ(Q) dans wg’z(ﬁ) ol Le N-uple

B = (B,-..By) verifie Les conditions

(1.17) B. =0 AL wlogm
J

(1.18) B. > 1 = — 54 wl >
w J
ol wi sont Les néels déeginis dans Le théoreme 1.5.

- - - - - *
Le théoréme 1.6 se démontre comme le théoréme |.5 en remarquant que A et A ont

méme partie principale en Sk’ 1 £ k&N,

Dans la suite, on posera :

Lij i
A, =mHl- — + e, siowl 3 i €,
aJ m wé eJ s1 wJ > o+l °ou aJ >0
. B.=1- —$-+ €. siw!>mw et €.< J;
] wj ] ] J wj

II. PROBLEME APPROCHE.

On va approcher la solution u du probléme (1.2) en utilisant une méthode

d'éléments finis. On ne s'intéresse qu'aux &léments finis de Lagrange. Dans ce
. . qi Qo - ' ..

but, on se donne une triangulation °h de classe formée d'un nombre fini de
triangles K et associée 3 un élément fini de référence (R,f,ﬁ) ol K désigne clas-
siquement le triangle de sommets 31 = (1,0), 52 = (0,1), 33 = (0,0), ol P est
un espace de dimension finie (nous prendrons dans la suite, P = Pm+l(R)) et o ¢
est un ensemble de points P-unisolvant contenant les points ai, 1 g1« 3.

On désignera par h, le diamétre de K, et on posera

K

Pg = Sup {diamétres des cercles C inscrits dans K}



Et on dira que la famille de triangulations (1§h) est réguliére s'il existe une

constante ¢ > 0 indépendante de K telle que hK S0y
Lemme 2.1. Sodt o € R, fel que :
(2.1) 0« aj < m+l

alons on a Les injections continues :

(2.2) W22 @y ol
J

(2.3) wgfz’z(ﬁ) 6%
J

C'est une conséquence immédiate des théorémes (1.1) et (1.2). On peut ainsi

démontrer 1le

Théoréme 2.1. Soit o un néel, 0 g o < m+l .

Supposons que La famille (€ ) est négulizre, que R, est un triangle de sommet

Sj dont Le diametre hy vernigie :
hj

m+1

m+i-a,.

(2.4) hK. <Ch 3
J

Alons 4L existe une constante C > O indépendante de h et de Kj telle que :

(2.5) Yu € w2+2,2(Kj)’ 2 =0 oul
b
|u-m <
K. £,2,K. m+2,2,0,,K,
] ] .

ol mp u désigne fe P, -4interpole de u.
3 3

Démonstration. On fera ici la démonstration pour £ = 1 (pour ¢ = 0, elle se fait

de maniére analogue).

On sait qu'il existe une application affine inversible FK qui envoie K sur Kj

]

1 . . ~
et 1l origine ay sur Sj.

-~ ~

FKj : X = (%,%) € RKe— X = (x,y) = FKj(X) = BKj X+b,



.7 . P - . ~ -1
S1 v est une fonction définie sur K, alors on note v la fonction v = v o FK
3

et on a : v(X) = v(X).

A 1'aide des résultats classiques (voir, par exemple, Ciarlet-Raviart [l]), on

peut écrire :

-1 1/2
C HBK'H |det BK.l

] J

(2.6) [u—nKj u|]’2,Kj,5 |ﬁ-nu|1,2,i

~ ~ -
oli nu désigne le P-interpolé de u.

] . +2,2 = 1,2 ,»
Grace aux inclusions continues (2.2) et (2.3), I - 7 € :ﬁ(W: *7(K),W *T(K))

~ -~ ]
. _ [ 3] . P
Puisque P = Pm+1(K)’ on a 1'identité :
¥p € P, & - mu = (I-1) (3+D)
d'ol
2.7) Iu—nu 152,& s‘ﬂl—nﬂ influ+plm+2!2’aj,ﬁ
En vertu du théoréme 1.4, on déduit de (2.7) :
(2.8) Iu-ﬂull,Z,i <C |u|m+2,2,aj,i
. 2a
-~ ~ = ol . 1/2
o Nalpyaez- (L L 1RA®IPE i@ Y
2,8 5K T R | Sne2 |
et
2a,
~ m+2 ~ 2. .2 ~ 3 43 1/2
(2.9) lu'm+2,2,a.,ﬁ <C( L ID uXI° r < dX)
] K
(2.10) ™2 31 ¢ 0™ W s 1™
3
2a. -1 2a, 2a,
(2.11) r JX) ¢ 1B, 1 J Ty 3 (x)
k|
Les majorations (2.6) 34 (2.11) entrainent :
w2 -1
(2.12) lu—ﬂKj UII,Z,Kj <cC ﬂBKjH Is 1 Iu'm}Z,Z,a K

Or on a les estimations classiques :



K. -1 ﬁ
(2.13) "BK." < —Sl- R HBK.H < 5
3 1 K.
J
Grace a (2.13), (2.12) s'écrit
m+2 ~(I+a.)
|y “|1,2,K. S Chy ooy |“|m+2,2,a.,1<.
J J J J J
D'oll, puisque la famille (€ h) est réguliére :
m+l—aj
(2.14) lumme . uly 5 g, < C by, lulm2,2, 4. k.
J J J 37

On obtient alors l'estimation (2.5) grace a 1'hypothése (2.4).
¢

On peut montrer facilement que si on utilise les méthodes d'éléments finis clas~
siques pour apprbcher la solution u du probléme (1.2), on n'obtient plus les
majorations d'erreurs optimales du cas régulier. De nombreux travaux montrent
comment améliorer la convergence en choisissant pour espace P un espace un peu
plus "grand" que Pm+](i). Cet espace pourra, par exemple, contenir des fonctions
"singuliéres" ou des approximations de ces fonctions singulidres (voir, par ex-
emple, Fix [3], Djaoua [2], Leliévre [7]). Ici nous envisagerons le probléme
sous un autre angle. Nous garderons encore 1l'espace Pm+](§) comme espace de
fonctions, mais au lieu de choisir ume triangulétion uniforme, nous construirons
un maillage dont les triangles deviennent plus petits au voisinage des sommets
S..

J
Plus précisément, soit h un réel destiné a tendre vers O (h > 0). On considére

alors une famille réguliére de triangulations (fih) qui vérifie 1'hypothése :



1) L'ensemble des noeuds Zh contient les sommets Sj et si Kj est

un triangle de sommet Sj’ alors :

m+1
m+1-aj
h &Ch
(Hg’m) KJ.

2) Si K est un triangle de Tih n'ayant aducun Sj pour sommet, son
diamétre hK vérifie :
e
he < Ch (ilr;f q‘)g_)m”

On définit ensuite 1'espace d'approximation Vh :

v, = lv € GO /v

(S =
h|K Pm+I(K)’ vy 0 sur T}

-

Le probléme discret associé a (1.2) consiste 3 chercher une fonction u € Vh

telle que :

(2.15) a(uh,vh) = (f,vh) ¥v, €V

On a ainsi le

Théoréme 2.2. Si u est La solution du probléme (1.2), u celle du probleme (2.15}),

54 La famitle (6 o) est rdgubitne et venifie £'hypothdse (H. ), on a :

mt 1
(2.16) louly 505 Ch lulae2,2,0,0
m+2
(2.17) lolg g€ C B |u|m+2,2,g,ﬂ
Démonstration.
. 1
1) Puisque Vh - HOCQQ, on a :

a(u—uh,u—uh) = a(u—uh,u-vh), Vvh € Vh
En utilisant la coercivité et la continuité de la forme bilinéaire a(.,.) sur

1
HO(Q), on a :

(2.18) |u-uh|l,2,9 < C inf lu'-vh 1,2,9
2 'n



_]O-

2 N § 2 2 y
(2.19) N I S N N L A P S L S FYPIS
j=1 =1 1,2
ol [ - Kj . sont les triangles de sommet Sj (1 €] <N
- Q' =9 -UK,
JS'Q' J,Q'
-7

h U est le Vh—lnterpole de u.

Les résultats classiques d'interpolation (voir Ciarlet-Raviart [1]) nous donnent,

puisque la famille (1§h) est réguliére?

_ 2 2(mt+1) 2 .
Jummy uly gk € C by |“|m+2,2,1< K¢ i

) 2(m+1) .o 42 2
— |u-my, u|1,2,K ¢Ch (1Ef Q\’g_) Iu|m+2,2,K
N 2(mt+1) 2
d'ou lu-ﬂh u|],2,’ ~ Ch I lm+2,2,g,K
et enfin
2 2(m+1) 2
(2.2]) lu—nh ul]’z,Q' \< C h |u|m+2,2,(!,9'

D'autre part, en appliquant le th&ordme 2.1, on obtient, si K. est un triangle

L

de sommet S. :

2(m+1) |u|2

m+2,2,g,Kj,z

(2.22) |u-m_ ul <Ch

h )

1,2,K.
1>
Les inégalités (2.21) et (2.22) nous donnent l'assertion (2.16).

2) En utilisant la technique de dualisation d'Aubin-Nitsche, on obtient :

|
(2.23) lu—uh|O 9 o < C |u-uh] ( sup e inf lv ~-v | )
,2,0 S 1,2,0 S g ’h
’ gL (@) [l0,2,0 Yb'h

1,2,

oli, pour tout g € LZ(Q), vg est 1'unique solution du probléme :

(2.24) g



_]l_

D'aprés le théoréme 1.6, vg est dans 1'espace ’2(9) et il existe une constante

foo

C telle que "vg"2,2,§39 <C IglO,Z,Q

Done (2.23) peut encore s'écrire :

i} - — - |
(2.25) |u u'hlo,z,sz < Clu uhll,Z,Q "ngZ,Z,S,Q |vg LN Vgll,Z,Q

Or, comme ci-dessus, on peut montrer que

(2.26) IVg‘“h "gll,z,g $Ch IVng,Z,ﬁ’Q

Les estimations (2.25) et (2.26) nous donnent :

(2.27) ™2y

lumuylg 2 g C B m2,2,0,0

III. INTEGRATION NUMERIQUE.

On considére toujours le probléme (1.2), mais oli maintenant f est aussi

réguliére que voulue. Dans le paragraphe II, nous cherchions v dans Vh telle que :
2
Vvhb €V, ; f ( 2 a;: 9; W 3. Vh+auh Vh)dX = 2 f f v, dx
h KE“@h K i,j=1 3 1 ] kKe® &k P

Mais malheureusement, dans
calculées exactement, mais

on se donne une formule de

h

la pratique, les intégrales ci-dessus ne sont pas

bien de fagon approchée. De maniére plus précise,

quadrature sur 1'élément fini de référence K

L

(3.1) Looe@® ax = § o, qb,)

K =1
ol ;2 € Rf*, gg € i, 1 £ 2 &L ; on lui associe la fonctionnelle d'erreur :

~ ~ ~ oA ~ L ~ A A
(3.2) E) = [ ¢® a&X - ] w )

K =1

Si FK est une application affine qui envoie K sur K telle que JK = det By > 0,
on a :
(3.3) {( (X) dX = Jo & (X) dX



_]2_

de sorte que (3.1) induit la formule de quadrature sur K :

L
{( ¢ (X) dX = 221 w, x Ly @

(3.4)
ol wQ,K = JK Wy s bR,K = FK(bl)’ l g2 gl
et on définit la fonctionnelle d'erreur correspondante sur K :

L

(3.5) E.) = [ 9X d&x -

. L VLK b, ¥

On définit ensuite le nouveau probléme discret :

T *ev tel :
rouver u p tel que :

%
(3.6) ah(uh,vh) = (fivh)h v, €V,
ot
L 2
# * %
(3.7) a, (v ) = ;8 Y Yo K C Z aijaiuhajvh tau v) (bQ’K)
K € h =1 1,3=1
et
L
(3.8) (Fvp)y = % lzl wy g (E V) by )
K € h |

On va supposer qu'il existe une constante g > 0 indépendante de h telle que :
(3.9 Vv, €V T SR T

h - 'h’ *h'n%n’ Z h'1,2,0

On a alors le résultat suivant :

Théoréme 3.1. S{ u est La solution du probleme (1.2}, u: celle du probleme (3.9),
54 La famikbe de triangulations (G) est négulitre et vérifie L£'hypothese (H_ ),
84, en outre, La formule de quadrature vérigie La condition

(3.10) v q: €Pp, UP ., E(q;) =0

Alons, s4 f € Hm+2(Q), on obtient La majonation :

¢ n™ 2 (ul + £l )

*
11 -
(3 ) lu uh" ],2’9\< , m+2,2,0,0 m2,2,0

*
0,2,0 + h“u—uhﬂ
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I1 nous reste 3 construire une famille de triangulations_ce]n) réguliére qui

PP ' <
vérifie 1'hypothése (gﬁ m).

s

IV. CONSTRUCTION D'UNE FAMILLE REGULIERE DE TRIANGULATIONS (ﬁ:h) VERIFIANT

L'HYPOTHESE (H )

>
I1 suffit de procéder de la maniére suivante. Soit n un entier destiné

a tendre vers l'infini.

a) On divise le domaine Q en 'grands" triangles T fixes ayant au plus un
sommet qui soit aussi sommet du polygone Q.

b) Si aucun‘sommet du trianglé T n'est sommet du polygone Q, on divise le
triangle T en n2 triangles égaux suivant la méthode classique.
Si le triangle Tjr(Tj = Sj Aj Bj) a pour sommet Sj, on le divise en n2 triangles

de la maniére particulidre suivante. Notons pour A], Xz, A3 les coordonnées

barycentriques relatives respectivement aux points Sj’ A., B..

J ]
Pour i = 1,2,...n, on trace le segment de droite d'équation :
m+ ]
i mH-a.
=1 @ 3, Ay 20, A320

et on divise ce segment en i parties &gales, ce qui nous donne les (i+1) points

a? (0 & k ¢ 1) de coordonnées barycentriques :
m+1
. mtl-a.
ky, _ ., /1 i ky _ k. _ k ky _ 4o k,_ k
A (e = 1-6:) s Ay(a) =3 (-2, (a)), Ay(a) = | Al(ai) Ay(a))
. k k k k+l .
Finalement, on trace les segments ai ai+] et ai ai+l pour 1 & 1 g n-l

et 0 k g 1i.

Proposition 4.1. Quand n fend vens L£'infini, La suite de triangulations (%ﬁh)

ainsi construite est néguliene et vénifie L'hypothise (Hob m) .



Y

v




_]5_

Remarquons aussi qu'avec ce procé&dé de raffinement de maillage la matrice de
rigidité conserve les mémes dimensions et la méme structure que si on avait di-

. . 2 . ,
visé tous les triangles T en n triangles égaux.

Remarques.
1) Si on remplace le probléme (1.1) ou (1.2) par un probléme de Neumann,
le théoréme 1.5 reste vrai. De plus, si la famille de triangulations (*3 h)

est réguliére et vérifie 1'hypothése (Ha m)’ on a encore le théoréme (2.2).

*

2) Si on remplace 1l'ouvert polygonal 9 par un ouvert 3 fronti&re courbe
ayant des "coins" Sj’ on obtient encore les majorations optimales du cas
régulier en utilisant des triangulations vérifiant des hypothé&ses analogues

s a0 ~
a 1'hypothése (Ha m).

b
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