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PROBLEME D'EVOLUTION PARABOLIQUE POUR UNE CLASSE D'OPERATEURS ELLIPTIQUES 

ET DEGENERES. 

Monique SABLE-TOUGERON 
UER Mathématiques 
Avenue du Général Leclerc 
35000 - RENNES 

INTRODUCTION. 

La résolution du problème parabolique non homogène, par la mé

thode d'Agranovich-Visik [l] ou Lions [7] , pour les opérateurs elliptiques 

dégénérés décrits par Bolley-Camus-Helffer [5] pose deux sortes de problèmes : 

Pour se ramener au cas homogène on doit résoudre un problème de 

relèvement dans des espaces de Sobolev avec poids sur le cylindre Œ X ] O , T £ . Ce 

résultat permet en outre de décrire lfespace des conditions initiales, inter

polé 1/2 d'espaces avec poids dont la théorie générale de l'interpolation 

n'est pas connue. 

Le cas homogène se déduit par transformation de Laplace de l'é-
2 ^ ^ ^ ^ 

tude de la résolvante de réalisations dans L de ces operateurs dégénères. 

Suivant la méthode d'Agranovich-Visik [l] on est ramené à l'étude d'un opéra

teur différentiel sur la demi-droite dépendant des paramètres V et A, Ç f 

- provenant d'une transformation de Fourier en variable tangentielle et X étant 

le paramètre spectral. Au contraire du cas elliptique, l'espace sur lequel on 

étudie cet opérateur différentiel change de type en fonction du paramètre. 

Pour plus de clarté on a dégagé un problème aux limites à une variable dépen

dant d'un paramètre global a) et formulé des hypothèses plus abstraites que 

celles vérifiées par le cas d'application qui nous intéresse. 
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1 - NOTATIONS ET RESULTATS. 

Dans un ouvert borné 0, de îRn, de bord T , on considère l'opéra

teur différentiel : 

L s L(x,D ) = y A (x)Da 

a al a n 3 
où m elN-{o}, a = (a ],. • . ,a n) , |a| = aj + ...+a n, D = Dj . . .D n , D f e = -i 

k 

On note S le secteur fermé du plan complexe : 

S = {pe l 9, p ^ o, Q] 4 B 4 9 2 L 

On suppose que les coefficients A^ sont indéfiniment dérivables dans fi et que 

la condition suivante est satisfaite : 

E Q : Pour tous x & Q, G. (£RnxS) - {0} on a : 

y A ( x K a - w o . 
|ot|=2m 

On suppose que le bord V est recouvert par une famille { 0 j , . . . , 0 ^ } d'ouverts 

de IRn telle que pour chaque i il existe une application $^:x—>y, indéfiniment 

dérivable de 0^ dans lRn et qui vérifie : 

r *i (o. n r) c (y - (yT,yn)> y n - 0} 

r (o. nf t ) c (y, y n > 0} 

L $. : 0 . V $ - ( 0 . ) est inversible et son inverse est indéfini-
> 1 1 T 1 1 

ment dérivable. 

De plus si yt^'-jy 1 sont des coordonnées dans $ . ( 0 . ) , et si 0 . 0 0 . ^ 0 on 

suppose que y^ = y J

 et que pour k « n-1, y_
J n'est fonction que de y],. . . 3y*~ . 

n n ^ r y k 1 ' n-1 
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On suppose que dans chaque l'opérateur L s'exprime en coordonnées locales 

sous la forme : 

L(y,D ) = l a .(y) y ^ '01 > + $ + » ,D j , 
y |a|+j.<2m « J n y y n 

avec a < o , 6 > o , a + 2 m € I ( N , a +2Sm€lCN, a e: C N N 1 , j g ( N , | A ] + désignant le 

plus petit entier ^o supérieur ou égal à A, et les fonctions a ^ étant indé

finiment dérivables dans [R̂ . 

Cette classe d'opérateurs elliptiques et dégénérés a été introduite par 

Bolley-Camus-Helffer [5] ; elle contient les opérateurs de Visik-Grusin Qo] , 

et aussi des opérateurs qui s'expriment simplement sous forme globale dans Œ : 

Baouendi [2] , Baouendi-Goulaouic [3J , Triebel [?] , Shimakura [8] . 

Soit () un ouvert de CRn tel que 5 C Q et tel que la famille {0.}? recou-
o n o ^ 1 1 J 1 = 0 

vre Q. Soit {f^l^-o u n e partition de l'unité indéfiniment dérivable subordon

née à ce recouvrement. On considère les espaces : 

o l g | a | +j 

(ŒtJ) = ( u £ L 2 ( ^ ) , y 2
 D " , D J u € L 2 ( ( R ^ ) , J + ô|a|+j>o, | a |+j.<m}, 

\1^6 (fi) = {u <£ J>« (fi) , f>ou € H 2 m((R n) , f.u £ W ^ ô <jR°) , i = 1 ,. . . ,p} , 

l'appartenance à 5(IR+) s'exprimant en coordonnées locales, et on les munit 

de la norme canonique. 

En chaque point x de T9 x = (y',o) en coordonnées locales on suppose que les 

conditions suivantes sont vérifiées : 

Ej : pour tout (Çf,ç,X) £" (IRn 1 x (RxS) - {o} on a : 

I a .(y') ç ' V - À + 0 
• |a|+j=2m a J 

a+5|a|+jeiN 

E 2 : l'équation F(x 5p) = J V ( y ? ) P^P"*1) • • • (P""J + 1 ) = °> 
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n'a pas de racine à partie réelle Rep supérieure ou égale à - a - 1 / 2 . 

Si -a-m^l on considère de plus des opérateurs frontière B 5 j=o,. . . ,-a-m-l, 

qui sTécrivent en coordonnées locales : 

B,(yf,D ) - T b. o C y ' ) D 6

t D q , 

où les fonctions b. „ sont indéfiniment dêrivables dans IRn ' et où 

jqe • j 
On note K le compact de C n : 

K = (a) = ( S \ A ) , Ç ' C R 1 1" 1, À £ S, Y ^ + | A | l / m = 1 } , 

i=l 

On suppose que -cr-m est positif ou nul et que la condition suivante est véri

fiée : 

: Pour tous x e: F, oo = K, le problème 

f L 0

( x , w ) u , C l a. (y') t a + 6l al+J ç'X'A) u - 0 
|a +j$2m J 

a+S a|+jQN 

< B?(x,w)u(o) m( l b. (y») Ç' 0 D?u) (O ) = 0 , j-o,. . . ,-0-m-l 

u e L 2 ( R + ) , U'| t a + 2 6 m u £ L 2 ( i R + ) , t a + 2 m D 2 m u e L 2 ( ^ + ) 

n'admet que la solution nulle. 

On démontre le résultat suivant : 

Théorème 1 . 1 . Sous les conditions E . E-, E 0 , E 0 , il existe C > 0 , A > 0 tels 
— — _ _ _ _ O J z J o 

que pour A e S, |a| >y A q le résolvant (L-A) dans L (Q) deVopérateur L ayant 

pour domaine : 

D(L) - (u e W m («), B.u = 0 sur T , j = o,...,-a-m-l}, 
^ 3 0 J 
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2 
existe et vérifie : pour tout f £ L (fi), 

M a - A r ' f i i « . c | | f | , , 

On introduit ensuite la variable de temps t, o<t<T^et pour r>0, s^O on consi

dère les espaces d'évolution [f] : 

H r ' S ( r x ] 0,T[) = L 2 (0,T ; H r ( D ) n H S ( 0 , T ; L 2 ( D ) , 

munis des normes canoniques- Supposant de plus que le système {Bj}j^ Q

m ^ est 

normal sur r, c'est-à-dire que îrij f si j ï k et que pour tout x C r, 

x = (y?>o) en coordonnées locales, on a b. (y') / 0 pour tout j, on démontre 
J m j ° 

aussi : 

Théorème 1.2. Sous les hypothèses du théorème 1.1, si le système^ = {Bj}j= Q

m ' 

est normal sur Y et si le secteur S est le demi-plan Re X 4 0 , pour tous 

? -a-m-1 y . , v . -a-m.-l/2 
f £ L Z ( j 0 , T [ x î ] ) , { u o , g j } G r (fi) x T T H J J ( r x J 0 , T [ ) , Pj = J , 

2"»6 J=o 

-a-m.-l/2 
v_ . = -1 5 vérifiant les relations de compatibilité : 

R B J U q ( X ) = gj (x,o) pour x £ I\ mj < - £ - 1 

T . 1 
tfj* < f f I B.(V.u ) (y',~ a) - (ftg.) ( y f , T ) | 2 dy' ^<+oo, Si - Q 

est impair et m. = - %r - ~, en coordonnées locales dans 0. , 
w J ^ ^ -̂

il existe u e L 2 (0,T;W 2 m(fi))n H 1 (0,T;L2(fi)) unique vérifiant : 
0,0 

f L u + - ^ = f , o < t < T 
3t 

/ u(x,o) = u q 

B.u = g. sur r x ] o , T [ , o ^ j ^ -a-m-1 . 
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2 - ETUDE D'UN OPERATEUR DIFFERENTIEL SINGULIER DEPENDANT D'UN PARAMETRE SUR (R+ 

Cette étape est essentielle pour établir le théorème 1 .1 : 

On considère sur (R+ l'opérateur différentiel dépendant du paramètre a) €^ C N , 

n ^ 1 : 

L(u>) = L(u>,t,D ) = \ a k j(u) t

a + < 6 > k > + J DJ , 

|k|+j £m 
a+<ô5k>+jeflSf 

où me(N-{o}, &^&2:>' • • ^ ( 5

n

> 0 , cr = ~ m (^ n> a+meiN, a+ô^rnSN pour i = l,...,n, 
n 

k £ CNn, J Ê B , <ô,k> - l o.k., a, . (a>) e: C et a = 1 . 

On introduit les conditions : 

H : Pour tout t > o, l'équation en x : 

Lo(o),t,x) = l a k. (a,) t
< 6 ' k > x j = 0 , 

|k|+j=m J 

a+<ô,k>+jeîN 

n'a pas de racine réelle et il existe C = C(o))>0 telle que pour t ^ 1 , les 

racines x(a),t) à partie imaginaire Tmx(aj,t) positive vérifient : 

Imx(U,t) > C ( Y | a k o ( u 3 ) | t
< ô ' k > ) , / m 

I k| =m 
a+<6, k>£CN 

H. : il existe C = C(oj)>0 telle que pour tous k,j,|k|+j^m, a+<ô 5k>+je: IN on 

ait : 

[ k | 

|ay(o>)| t < ô ' k > « C ( I |a k o(o))|t
< < S' k >)m , p o u r t > 0 . 

| k| -m 

a+<ô,k>e (N 

' H 2 , o 3 : l f ë q u a t i o n : F(u>,p) = J a . (a,) (-i)j

 p( p-l) . . . ( p-j + l) = 0 , 

n'a pas de racine sur la droite Rep = - a - ~ . 
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L (o ) ) opère sur l'espace : 

w

a )(R+)
 = ^eL 2(IR +) ,a k_.(a))t

a + < 6 5 k > + : iDju€:L 2(Œl +) , | k| +j«m,cr+<6 ,k>+j£(N}, 

que l'on munit de la norme canonique. Pour chaque valeur du paramètre 03 on 

a alors le résultat suivant : 

Proposition 2. 1 : On suppose que l'opérateur L (o ) ) satisfait les conditions 

Hr> Hi et H 9 . Soit m. (o ) ) le nombre de racines de l'équation L (03,t,t)=0 

à partie imaginaire positive et soit r Q ( o ) ) le nombre de racines de l'équation 

F(o),p) = 0 de partie réelle supérieure ou égale à -a-1/2. Alors, considéré 

2 
comme linéaire continu de W^(iR+) dans L (IR+) , l'opérateur L (o ) ) est à indice 

d'indice m, (03) +r (o))-a-m. + x o 

Démonstration : La proposition se déduit, à l'aide de théorèmes généraux d'in

dice, de l'étude de L (o ) ) sur (0 , T ) et sur ( T , ° ° ) , pour T assez grand. 

a) Etude de L (oQ sur (0 , T ) : on note : 

W (0 , T ) = {uél L 2 ( 0 , T ) , a, . (OJ) t a + < ô ' k > + : iD;!u s: L 2 ( 0 , T ) , I k| +j*m,a+<ô ,k>+j £N] 
0) Kj L ' ' 

V ( 0 , T ) = {u £ H ~ a ( 0 , T ) , t a + J Dju €: L 2 ( 0 , T ) , -a$j«m} . 

et on munit ces espaces des normes canoniques. Puisque l'on a : 

V ( 0 , T ) = {u e L 2 ( 0 , T ) , t a + m D^ue: L 2 ( 0 , T ) } , les espaces W ( 0 , T ) et V ( 0 , T ) 

coïncident. 

D'après Bolley-Camus-Helffer [ Y ] , la condition H 9 implique alors que 
Z. , 03 

l'opérateur L ( o 3 ) , considéré comme linéaire continu de V ( 0 , T ) - W ^ ( 0 , T ) dans 

2 
L ( 0 , T ) , est à indice, d'indice -a+r (a)) . 

b) Etude de L(o3) sur (T,QQ) : on introduit la fonction : 

-i r i , vi <S,k>.1/m 
h(o3,t) = t !< l |a k o(o))|t ) 

|k|= m 
a+<6 ,k> e OST 
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Ibur t > 0, h(w,t) est non nulle d'après H q ^ et de plus on a : 

-1+6 

h( U,t) >, t n ( l |a. > ) | ) 1 / m , 
|k|-m k ° 
a+<ô,k>££N 

t 

donc, T = T(o)) restant à choisir, l'application : t — = h(a),x)dT, est 

T 

une bijection croissante de (T,00) sur (0,°°). 

On note : 

V w(T,«) = {u £ i)'(T,»), t 0 + T ( U ) t ) u £ L 2(T,»),t q + mD^ucL 2(T,»)} 

et encore : 

W (T,œ) = {ug:L 2(T , c o ) sl . (o))t a + < ô , k > + : iD|u€:L 2(T,«),|k|+j^m,a+<6,k>+jeiN} , 
a) kj t 

ces espaces étant munis des normes canoniques. On a de façon évidente l'inclu

sion W^(T,°°) C V^(T,°°) ; de plus , pour u C V^(T,«) , on a : 

t a + mh m~J(o),t) D j u e L 2 ( T , o o ) pour o$j«m. 

La condition H, montre alors qu'on a aussi V (T,«>) C W (T,«0 pour T assez 

grand. 

Pour u C W (T,«>) on note v(y) = t a^ m~ 1 / 2(a),t)u(t) ; l'égalité W (T,~) = 
(JL) (A) 

V (T,00) et la formule : 

(2.1) t a + mh m-J( W,t)D
Ju + h 1 7 2 ^ ^ ^ ) ^ 1 * . ,(«,t)DÎu = 

h1/2(a),t)(DJv+h"J(a3,t)Jj;,x. (w,t)D*v) 

y £ = 1 j,* y 

où les fonctions if- „ e t X- 0 vérifient : pour t > 0 , 

(2.2) |^. (w,t)I ^ C t J h (u,t) 

(2.3) | x. 0(o),t)| £ C t "
J + £ h£(o),t) , 
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permettent de montrer que l'application u £v est un isomorphisme de 

W (T,«) sur Hm(0,°°). 

Gardant les notations y = h(oj ,T)dx et v(y) = t a + m h m 1 ^ 2 (u) ,t)u(t) , on montre 

que : 

L(o))u(t) = h 1 / 2(o),t) M(o))v(y) = h 1 / 2 ( o),t) (MQ(a>) + Mj(a>))v(y), 

où : 
m-1 

M (a)) v = D * v + l A .(a),y) D J v 

m-1 

Mj(o>) v = ][ Aj . (a),y) v, avec 
j=o , J y 

A Q , ( (0,7) - I ayCo») t < ô (a), t) , 

|k|=m-j J 

a+<ô,k>+je: [N 

lD,r A n 4(^»y) ^ c (th(a),t)) pour o$j$m-l, o$Sl$m, y £ 0 
y w s J 

|A1 . (ai,y)| ̂  C (th(oa,t)) 1 pour o^j^m-l, y ̂  0 si T est assez 

grand. 

L'hypothèse H Q ^ se traduit alors par : pour tout y >, 0 l'équation en 

m-1 . 
M0(co,y,ç) - ^ + I A Q .(o),y) ?

] = 0 , 
j=o , J 

n'a pas de racine réelle et il existe C = C(co) > 0 telle que pour y > 0, les 

m + ( o ) ) racines ç(o),y) à partie imaginaire positive vérifient Im Ç'(o3,y) >, C. 

En choisissant T = T ( o j) assez grand on voit que l'opérateur M (o ) ) vérifie pour 

y 0 les hypothèses du théorème 3.1 de Visik-Grusin []l 0 J : M (o) ) est donc un 

opérateur linéaire continu surjectif de Hm(îR+) sur L
2((R+) et son noyau est de 

dimension n r j_(o j ) . On en déduit que L(oo) considéré comme linéaire continu de 

W (T,») dans L (T,«>) est à indice, d'indice m (a)) . Ceci démontre la proposition 
Cl) + 

2 . 1 . 
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On suppose maintenant que le paramètre oa décrit un compact K de (Cn et que les 

fonctions a^j (̂ ) sont continues sur K ; on va imposer à L ( a O , opérant sur 

W^(IR+), des hypothèses plus fortes pour obtenir un résultat d
T isomorphisme 

uniforme en u) (en ajoutant au besoin des conditions différentielles en 0). 

Plus précisément on introduit les conditions : 

H Q : Pour tout o> e K, H Q ^ est vérifiée et m + ( u ) ) = m + est indépendant de a ) . 

H : Pour tout u> e. K, H, est vérifiée. 

1 1 ,0) 

H2 : Pour - a^j^m a Qj (ca) = a Qj est indépendant de 00 et r Q ( u ) ) = 0 . 

Si le nombre x = m+""ni-a est strictement positif, on considère de plus des opé

rateurs différentiels Bj(a3,Dt), j = o,...,x-l, d'ordre.m», qui s'é

crivent : 

B.( u) = Bj îco,Dt) - l b. (a>) , 

où les fonctions b. sont continues sur K. 

jq 

On introduit alors la dernière condition : 

: le nombre x = ni+-m-a est positif ou nul et pour tout oj K le problème : 

fL(o>) u(t) = 0 

) Bj (w) u(o) « 0, pour O^j^x""1 , 

n'admet que la solution u = 0 dans W (R,) . 

On va démontrer le résultat suivant : 

•Théorème 2.2. On suppose que l'opérateur : 

{P(aO : u *{L(a>) u, (w)u(o) , j = 0,..., X-1}, 

vérifie les conditions H Q , Hj , et H ^ . Alors pour tout ca e K , tP(u>) est un 

2 

isomorphisme de W (R ) sur L (R,)xCX, et la norme de son inverse est bornée 

sur K. 
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On obtient ce théorème en étudiant le noyau de L ( u ) ) sur ( 0,T) et sur (T, 0 0), 

T assez grand, et en construisant un inverse à droite pour L ( o ) ) sur ( 0,T) , 

et un sur (T, 0 0), dont on sait contrôler la norme en fonction du paramètre oo ; 

lfhypothèse permet ensuite de conclure à 1!isomorphisme: 

Proposition 2 . 3 : Sous l'hypothèse E ^ , pour tout oo ̂  K, l'opérateur L(a>) con-

2 

sidéré comme linéaire continu de V ( 0,T) dans L ( 0,T) est surjectif et a un 

noyau de dimension -a. Ce noyau admet pour base un système {^j(w,t), t ^ C ^ O * 

t a *^P_a(w,t)}, où les fonctions <fj sont continues sur Kx[p , T J ainsi que 

toutes leurs dérivées par rapport à t, et vérifient if^ (̂ ,o) = 1 . 

2 

Démonstration : Pour co K, L ( o ) ) : V ( 0,T) > L ( 0,T) est d'indice -a ; en 

2 

particulier son image est fermée dans L ( 0,T) ; 1 'ellipticité de L ( o ) ) dans 

] 0 , T [ montre que cette image contient $ ( ] 0 , T [ ) ; L ( a O est donc une surjection 

2 

de V ( 0,T) sur L ( 0,T) et son noyau est de dimension -q. L'équation F(p) = 0 

n'ayant pas de racine entière supérieure ou égale à -a on peut trouver -a 

fonctions fj(oo,t), lsj^-a, analytiques dans ^ - 2 T , 2 T £ vérifiant fj(co,o) = 1 

et L (OJ) (t"3""1^ (oj,t) = 0 dans J - 2 T , 2 T [ . De plus les coefficients du développe-
k r i 

ment en série entière de D t ^ ( o ) , t ) , k e N , sont continus dans K x [0,TJ , (les 

-o-j-1 premiers coefficients du développement de vfj((J°>t) étant pris égaux à 1 ) , 

et ce développement converge uniformément sur K x [ 0 , T ] ; alors les fonctions 

D^vA sont continues en (o),t) dans K x [O,T\ ; d'où la proposition, 
t 'j 

Proposition 2 . 4 : Sous l'hypothèse pour tout w K, l'opérateur : 

%((d) : W ( 0,T) » L 2 ( 0 , T ) x <f° 

0) 

u s» ( L ( O J ) U , ( D J U ) ( O ) , j = 0,...,-a-l} , 

est inversible et la norme de son inverse est bornée sur K. 
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Démonstration : Puisque W^(0,T) = V(0,T) pour tout o) €: K, l'opérateur 11 (03) 

est linéaire continu de W (0,T) dans L 2(0,T)x«~ a. En utilisant la base du noyau 
03 ' 

2 

ker L (a) ) de L (o) ) : V(0,T)—*L (0,T) décrite à la proposition 2.3, on voit que . 

l'application : 

ker L(o))—» c " 0 

u >{(Dju) ( 0 ) , j - 0,...,-a-l}. 

est bijective. Ceci entraîne l'injectivité de et aussi la surjectivité 

2 
puisque L( est une surjection de W^(0,T) sur L (0,T). 

D'autre part L(co) ayant des coefficients continus sur K, on montre facilement 

2 ™"*o" 

que la norme de l'application inverse de U((JÛ) : V(0,T)—>L (0,T) x <C est 

bornée sur K ; la norme de l'injection de V(0,T) dans W^(0,T) étant aussi 

bornée sur K on en déduit le corollaire. 

Lemme 2.5. 

i) Pour T > 0, la norme de 1 'isomorphisme : 

V (T,-) > H m(o,~) 
03 

^ +.o~+mum-1 /2 , ^ N u > t Ti (o),t)u , 

est bornée sur K, ainsi que celle de son inverse. 

ii) Pour T > 0, la norme de l'injection de V (T,00) dans W (T,00) est bornée sur K. 
03 03 

Démonstration : ii) se déduit de i) à l'aide de On montre donc i): soit 

• 2 
t > o et soit u €1 V (T,°°) ; alors u £ L (T , co ) et il existe C > o telle que pour 

03 

tout o) C K on ait : 

||u|| 2 < c | | t a + V W ) u ! | 

L (T,«) IT(T,«) 

On en déduit que pour j = 0,...,m on a;avec C indépendante de iieK : 

l | t a + J Hw < c | M 1 v->-
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On a de plus : 

|D^ h""1 ( C J O , t) | £ C t^h" 1 (u), t) , pour t > o, w C K , 

et dans (2,2) la constante C peut être choisie indépendante de a> & K ; 

Aj.ors la formule : 

h V v = l C,.(hl)3%\-1)31 ... 
y . . . L . . t 

V i ] J l + . . . + i k J k = m 

J0+j,+...+Jk=m 

ipjp^o pour p=l,...,k,k^l 

i -1 

( D V 1 ) ^ ( t n v u + h 1 / 2 °i *. £ D £

t u ) , 
1=0 o' 

montre que l Ton ,a : 

I |Dmv| | 9 ^ C | | u| | ». ( T v , avec C indépendante de a) e. K. 
y IT(O,«0 V 1 ' ; 

Ceci démontre, puisque ||u|| « = I l v l I o > <l u e ^ a norme de l'applica-
LZ(T,~) L Z(0 , o o ) 

tion u > v est bornée sur K. 

enfin de la majoration : 

I | D J w|| 2 « C { ||w|| 2 + | |D™w| | 2 > pour w e H m(R +) , 
y L 2(R +) l/((R+)

 Y l/(R+) 

de la formule (2.1), et du fait que dans (2.3) la constante peut être rendue 

indépendante de 03 S. K, Q n déduit qu
!il existe c > o telle que pour tout 

a) & K on ai t : 

||t a + mh m- J( W,t)D
j;u|| , * C {||v|| 2 + N A M 2 > > 

IT(T,«) L Z(0 , o o ) u L (0,~) 

pour j = 1,...,m. 

Ceci démontre que la norme de l'application inverse de u >v est aussi bor

née sur K. 
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Proposition 2.6. Sous les hypothèses H q et Hj il existe T > 0, C > 0 tels 

2 

que pour tout w £ K le noyau de l'opérateur L(OJ) : W^(T,°°) (T,00) ad

mette une base {uj ( o ) , t) ,. . . 9u^ (o3,t)} de fonctions continues sur K x [T ,<»Q 

ainsi que leurs dérivées D^u pour j ^ m, 1 ̂  k ^ m +, et qui vérifient : 

l I I V t t ) H w (T,-) « C • k=l 03 ' 

Démonstration : D'après H Q , on peut choisir T assez grand de façon que l'opé

rateur M ( o ) ) vérifie sur K les hypothèses du théorème 3.1 de Visik-Grusin Qo] ; 

alors le noyau de M ( o ) ) : H m(0,~) »L (0,°°) admet une base ( V j (a>,y) ,... ,vffi (o3,y)} 

de fonctions continues sur K x [o,°° [ ainsi que leurs dérivées DyVfc pour j 3 m, 

1 £ k < m + et de plus : il existe C > 0, d > 0 telles que pour j £ m, 1 s k $ m +, 

ça e K, y ^ 0, on ait : 

l D^v k ( a),y)| $ C e ~ d y 

les fonctions . a(oo,t) et \. (oi9t) intervenant dans la formule (2.1) étant 

continues sur K x ] o , ° ° [ , on obtient la proposition en posant: 

u k(o),t) = t ° % m + 1 / r 2 ( o),t)v k ( o),y) 

et en utilisant le lemme 2.5. 

Proposition 2.7. Sous les hypothèses H q et Hj il existe T > 0 tel que pour 

tout o) G. K, l'opérateur : 

V(OJ) : W (T,00) >L (T,«) x (C + 

03 f 

u » (L(o))u, (DJU) (T), j -0,...,m +-l} , 

soit inversible et tel que la norme de l'inverse de ' \ ) r ( o 3 ) soit bornée sur K, 
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Démonstration : D'après Visik-Grusin, en choisissant T assez grand, l'opérateur 

m 

W(<d) : H m(0,«) »L (0,«) x C + 

v » {M(u)v, (Djv) (0), j- 0,...,m +-l}, 

est inversible pour tout u> £ K et la norme de son inverse est bornée sur K. 

La proposition s'en déduit en remarquant que le problème : 

Ç L (u)) u(t) = f (t) t > T 

(DJu) (T) = c. , 0 $ j « m - 1 , 

est équivalent à : 

TMCcù) v(y) = g (y) , y > 0 

I (Djv) (0) - dj , 0 « j < m +-l, avec : 

'g(y) - h " 1 / 2 ( u),t) f(t) 

d = T a + m h m ~ j " " 1 / 2 ( a ) , T ) c . + h~ j(o3,T) l * (03,T)C rh " j (a),T) l X,,(co,T)d , 

et en utilisant le lemme 2.5. 

Démonstration du théorème 2.2t La proposition 2.1 et l'hypothèse montrent 

déjà que pour chaque 03 £. K, 1 f opérateur ̂ P(oa) est un isomorphisme de W ((R+) 

2 y ~ 1 

sur L (1R+) x (C . Il reste à contrôler la norme de o (03) : 

Le problème aux limites : 

rL(oj) u(t) = f(t) , t > 0 

< Bj(o,) u(0) = gj , j = 0,...,x-l 

. u G W OR ) , 

se transforme grâce aux propositions 2.3, 2.4, 2.6 et 2.7, en notant : 
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u 1 ='U(a))"
1 (f| ( 0 j T ),0) , u

2 -1T((o) ' ( f l ^ ^ . O ) 

( U - U 1 ) (U,t) = I À k ( 0 3 ) tKyk+,(a),t) 
k=o 

-a+m+-1 

( U - U 2 ) (W,t) = .1 Xk(tO) \+a+]^,t) , 
k=-0 

en le système linéaire suivant : 

f -a-i u 

l B.(u>) (t\..(u,t)) (0) . X. (a>) - g. , j - 0,...,X-1 
k=o k J 

-a-1 . . - a + m

+

_ 1 . 
S E Dj(t k ^ + , (u),t))(T) Xk(o)) - l Dj(u k + a + 1 (u),t)) (T).X k( W) = 

k=o k=-o 

D J ^ C D - D J u ^ T ) , j=0,...,m-l . 

D'après H^, ce système admet une solution unique. Chaque coefficient de son 

déterminant D(uO , ainsi que D(oj) est continu sur K d'après les propositions 

2.3 et 2.6, donc sa solution {X q(cj) ,. . . >^- Q + m «jC 0 0)^ vérifie^avec C indépendante 

de ai £ K : 

X~1 m-1 . m-1 . 0 

« C {J |g.| + l IDJUVT)! + J | D J

t u
2 ( T ) | } 

j=o J j=o j=o 

« C {*îj g j| + I I U ' I I ^ T ) + Mu2MVT)œ)} 
« C { | | f | | 2 + Xl\sAï > 

LZ(tR+) j-o J 

ce qui implique : 

x-i 

MuMw-riR ^ * c {MfM 2 + l lgi' ' d ' o ù l e t h é o r è m e 2- 2-

W L (R +) j-o J 
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3 - RESOLVANTE DE REALISATIONS DANS L 2 POUR UNE CLASSE D?OPERATEURS ELLIP

TIQUES DEGENERES. 

Pour obtenir le théorème 1.1, suivant la méthode dTAgranovich-Visik, on étudie 

deux aspects des problèmes aux limites dans un ouvert borné pour l'opérateur 

L - À , |x| assez grand : les estimations à priori contrôlées en X et l'existence. 

Pour cela on déduit d'abord du point 2) un résultat d'isomorphisme danstR+ 

pour des opérateurs quasi-homogènes, opérateurs qui proviendront d'un figeage 

sur le bord des coefficients d'une partie principale de L : 

3.1. Problèmes aux limites dans tR^ pour des opérateurs elliptiques dégénérés 

quasi-homogènes. 

On considère dans R^ les opérateurs quasi-homogènes : 

T o t O / ^ \ v a+ôI a I+j _a j 
L s L (y ,D ) = ) a . y 1 1 D ) D J , 

J |a|+j^2m J n 

a+ô|a|+jSJN 

B? s B?(D) = T b. D * D J , j = o,...,-a-m-1 , où 

a . et b. rt sont constants et les scalaires m,a,ô vérifient les hypothèses de 1). 
aJ jqg 

On note yu la trace de u sur y n = o. lorsqu.'elle a un sens et H
S(ft), s > 0, 

les espaces de Sobolev usuels. La continuité de l'opérateur 

<JP; = {L°-X, y B?, j = o,...,-a-m-1} 

-a-m-1 u . -a-m.-l/2 

de W Ô0R+) dans L ( R J ) X TT H J ([R ) , u .= j , résulte du lemme 
°> j=o J 

suivant, dont la démonstration est laissée au lecteur1: 

Lemme 3.1. Soient a £lN n j £. (N tels que 6 I a|+j <-a-l/2. 
- a - j - o l a H / 2 

Si u e. W 2 m

r (IR
n) on a yD Œ, D j u £ H 6 (R n" 1) ; De plus il existe C > 0 

a,6 + y y 
n 

zm /roru 
telle que pour tout À > 0 on ait : pour tout u s: w • 
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g+j+ô 1 ot | -*- ï / 2 

| | Y D A , D J u|| a • | I / 9 + X 0 | | Y D " D J U | | 

" ? ?n " -a-j-6|g[-l/2 y y n l}((Rri-\) 

H 6 (tR n _ 1) 

^ C { | | y / + 2 V m u | | 2 n + ,1 ||y n

a + 2S;,u|| 2 . (1+X)||u|| }. 
n y n l/(fR*) |a|-2m n 7 L Z«R n) l/((Rn) 

Ce lemme montre de plus qu'il existe C > 0 telle que pour tout X s S on ait, 

pour u e W 2 m

ô (IR
n) : 

^ ° - » - i i l 2 a e ) * T < l l ^ " l ^ . ; w V J | l T B Î " 1 1 ^ ' 

' c « " ^ i i ^ * w L 1 1 ^ ' " 1 1 ^ + ( 1 + I M ) I W I ^ ; ) K 

cr+m. + l/2 
où v. = J 

J a 

Du théorème 2,2 on va déduire : 

Proposition 3.2. On suppose vérifiées les conditions E^, E2 et E^. Alors pour 

tout À £ S-{O}, l'opérateur : 

A a,ô + + j = o 

u ^{(L°-À)u, yB?u ,~ j = 0, .. . ,-a-m-l} , 

est inversible et il existe C > 0 telle que pour tout A £ S-{o} on ait : 

pour tout u W^.CŒl*1) . 
^ a,6 + 

( 3 .0 | | y n

a + 2 V m u | | 2 n + T ! | y n

a + 2 ô V , u | | 2 n . |x|.||u|| 2 

n y n i/OR*) |a|=2m n y l/(R*) l/(ffT) 

-a-m-1 V 4 o 
S C {||(L°-X)u|| „ n + l ( l l Y B ° u | | y + | X | J|| YB°u||) ) 

L 2 < ) j-o J H J (SR ) J L (R ') 

2 n *M n-1 
Démonstration. Soient f (R^), gj & H J (Œln ) , j = 0,. • i ,-a-m-l . On note 

î(£ f>y )> g-(Cf) les transformées de Fourier en y' de f et g... 
n j j 
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Pour (Ç',X )e (tRn_1 x S) - {0} on note r(Ç',X) l'unique réel positif solu

tion de : 

i a l 

I r Ç. + r |X| = 1 , 
i=l 

et w= (r ^Ç',r aX). Sous les hypothèses Ej, E2, les opérateurs 

L(w) = L°(t,r 5 Ç ' ,D t)-r
aA, Bj (co) = B? (r _ < SÇ' ,D t) vérifient les conditions 

H q, Hj, H 2, H 3 de 2), l'espace Ww(IR+) s 'identifiant à : 

{u e L 2((R +), t
0 + 2 m D 2 m u SL 2(1R +)} si V = 0 

{u S L 2((R +), t
C T + 2 Ô m u e L 2((R +), t

a + 2 m D 2 m u e L 2«R +)} si Ç' * 0. 

Une condition nécessaire pour que u €: W^111.(IR^) soit solution de c?°u = (f,g-) 

o , 0 + À J 

est que pour presque tout V £ R n 1 la fonction v(t) = u (£',y ) , avec 
n 

t = r(Çf,A)y^ vérifie : 

f (L°(t,r"6Ç',Dt) - r
aA) v(t) - r° fCç'.if't) 

(3.2) . J (Bj(r"°ÇT,Dt) v(t))( 0) = r
 3 gj (Çf ) , j - 0,. . . ,-a-m-l , 

v £ W QR ) 

L/ U) + 

D'après le théorème 2.2, (3.2) admet une solution unique ; ceci démontre l'in-

jectivité de <?° ; de plus la solution de (3.2) vérifie : 

| | t a + 2 V m v | | + l H ^ V - V A I I 2 + ||rCTXv|| 2 

C L (R +) |o|-2œ L (IR+) L 0R +) 

-0-m-1 -m. 

i C {||rCî(Ç1,r t)|| + I |r Jg.(Ç')|h 
L ((R+) j-o J 

avec C indépendante de Ç' et X. En revenant en variable y^ on voit que pour 

X C S, X ^ 0, v(r(Ç',X)y ) est la transformée de Fourier en y' d'une fonction 
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u eW 2 m.(IR n) qui vérifie<3*?u = (f,g.) et l'inégalité (3.1) ; d Toù la proposition. 
a, ô + a j 

3.2. Problèmes aux limites dans un ouvert borné pour des opérateurs dégénérés : 

estimations à priori. 

On reprend les notations de 1). Il résulte du lemme 3.1 que l'opérateur : 

2m 

= {L-X,yB., j = 0,. .. ,-a-m-l} est linéaire continu de (̂$2) dans 
-a-m-1 y. 

L (Œ) x 7T H J ( r ) , et qu'il existe C >0 telle que pour tout À C S , |x| > 1 
J=o 

on ait, pour u <E. W 2 m.(Œ) : 
Q ̂  Ô 

-o—m-1 v. 
| | ( L - X ) U | | + I ( I I Y B . U M + | x | J M Y B . U M ) 

L Z ( f i ) j-o J / j ( r )

 J i/(r) 

« C { | | u | | 2 + |x| | | u | | 2 > • 

On va montrer une inégalité inverse pour |x| grand : 

Proposition 3.3. Sous les hypothèses E Q , Ej, E 2 , E 3 il existe X Q > 0, C > 0 

2m 

tels que pour X ET S, |x| >, X q on ait pour tout u €: ^(ïï) : 

-a-m-1 

(3.3) ||u|| 2 + | X | ||u|| , N< C { | | ( L - x ) u | | 2 + I ( | | Y B . U | I 

w ^ 6 ( n ) ^ (a) i / (n ) j-o J

 R

u j ( r ) 

U T J I I Y B . U M 2 ) } . 
3 l / ( D 

Démonstration. D'après Agranovich-Visik, pour tout x e Q H O , , il existe un 

voisinage ouvert 0 de x contenu dans fiOO.,X > 0 , C > 0 tels que pour tout 

X 1 X X 

X ̂  S, |x| >, X^, et pour toute fonction u£-W 2 m^(^) à support contenu dans 0^ 

on ait : 

! | u | l 2m . , + U l - l l u | | 2 « C ||a - X)u|| . 
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Pour montrer une inégalité du même type si T O 0., on décompose les opé

rateurs L - A et B., en coordonnées locales dans 0. sous la forme : 

J i 

L - A = ( L ° - A ) + L 1 + L 2 , B. = B? + B ! , avec 
J J J 

L° = l a .(y) y Q + Ô l a l + j D*, D j 

| a | + J « m a j n y y n 
a+ô|a|+j£(N 

L = ) a .(y) y L 1 1 J > + D , D 
, . v 0 a j w / Jn y9 y 

a+5 a +j>0 
a+ô a +j£Î(N 

L 2 = l a .(y) D a, D j 

|a|+j*2m a j y y n 
a+ô|a|+j<0 

B % 7 b (y') D ^ D * , B? I b. (y<) D» D< . 

On note L°(x), B?(x) les opérateurs obtenus à partir de L° et B? en figeant 
J J 

les coefficients a ^ et bj^g a u point x. Ces opérateurs sont du type étudié en 

3.1. De la proposition 3.2 on déduit donc qu'il existe C^ > 0 tel que pour 

tous A ̂ S , | A | ^ 1 et ueLW 2 m^(^) à support dans 0^ O Q on ait en coordonnées 

locales : 

-a-m-1 

I M I 2m n + M I | u | | - 2 n .< C {|| (L-X)u | | 2 + J (||YB.u|| 

+ | X | V j " Y B j U , l

T 2 , ron-l>
 + V > J L (1R ) 

9 -a-m-1 . 
a v e c R = I I (L°-L°(x))u + L u + L u | | , n + £ (| |^-B?(x))u + Y B . u | | 

L (R+; J-o H J (Rn 

+ J x f j ||y(B°-B°(x))u + Y B ! U | | , , ) . 

J J 2 L (R ) 
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La majoration de va se déduire des lemmes suivants qui seront utilisés 

aussi par la suite et dont la démonstration est laissée au lecteur : 

Lemme 3.4. Il existe C > 0, y > 0 tels que pour tout À £ 1R, À ̂  1 les quanti

tés suivantes se majorent par : C A ^ {||u|| 0 + À ||u|| 9 } : 

i) | | D " , D I U | | , n pour u £ W 2 m

f i(R
n) si |a|+j^2m, a+<51 a |+j <0 

y y n 1TQBÇ) 

ii)|| y C a + 6 1 0 1 1 + Û + D

a , D J u|| pour u£W 2 m^(lR n) à support dans y N< 1 si 
/ | I J n y y n L (Œtn) ' 

a+ô|a|+j>0, a+ô|a|+j££N, |a|+j^2m-l. 

iii) || o+6(|a|+l)+j a j u | | || a+ô|a|+j+inf(1,6)Da j u | , 

" n y y n L 2 < ) n y y n L 2(R n) 

pour u e W^m^(R^) à support dans y^ £ 1, si a+6 |a|+jeiN, |a|+j$2m-l. 

Lemme 3.5. Si 0 S £ s 2> il existe C > 0, y > 0 tels que pour A £ R, A >, 1 

S 2 n-1 
on ait pour u S. H ({R ) : ^ g 

l | U | | . + X ~ | | « | | 2 n_, s< C \~~̂  { | | u | | 

H ' (iRn~ ' ) L (R ') H^OR»-») 

+ X " A | | U | | 9 . } • 

L 2(R n _ 1) 

Ces lemmes donnent alors : il existe un voisinage U de x contenu dans CK et 

2m — 
C > 0 tels que pour A £ 1 et u S. ^(Q) à support dans J] o Q9 on ait : 

l|L 2u|| 2 N + ' ° T , ( M Y B ! U | | + > j
 | | Y b ! U | | 2 

< C X _ Y (||u|| 0 + X [ |u|| 0 ) . 

"w 2 m

f l(R
n) " L

2 < ) 
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Pour tout e > 0 il existe un voisinage ouvert U £ de x contenu dans U,il 

2m — 
existe C > 0 tels que pour X >, 1 et u G-W ASl) à support dans U n fi on ait : 

O , 0 £ 

-a-m-1 

||(L0-L°(X))u + l/u|| „ + I (||^?-B?(x))u|| u 

L 2 < ) j-o J J H J ^ " 1 ) 

+ X V j
 | | Y ( B ? - B ° ( X ) ) U | | 2 ) < (e + C A~ Y) . (||u|| 2 m n

 + X ||u|| 2 n ). 

Ceci donne une majoration de en fonction de e > 0, X > 1 et 

(||u||9

 + ^ I l u l I o ) p o u r u à support dans U O fi ; on choisit alors 
W a ? 6 < > L »;> 

e assez petit, X assez grand, on note 0 = U de façon que pour X > X et u 
X X £ X 

à support dans O n fi* on ait : x 

C..R . s< \ (| |u| | 2 + A ||u|| ) . 
1 U 1 W / m,(fR n) l/(R") 

a , o + + 

Alors on a aussi : 

-a-m-1 

2 M N

 + N l|u|| 2 n < C (||(L-A)u|| + l ( M Y B . U M 

V 

+ W J M Y B . U M 2 n _ , ) , 

J L (R ') 

2m — 
pour A C S, | X | >, X , u G W (fi) à support dans 0 n fi. 

X 0", o x 

De la famille des ouverts 0^ lorsque x parcourt fi on extrait une famille finie 

fu\...U X recouvrant fi et on considère une partition de l'unité {^...^ } su-<~ i q-» i q 

bordonnée à ce recouvrement. Il existe donc C > 0, X̂  ̂  1 tels que pour tous 

À G S, Ixl ^ X, et u e w m

x(fi) on ait : 1 1 a,ô 

H I M I 2 m

 + M l k k

u l l o * c l l a - A ) a u ) | | , 

0", ô 

si U, C fi, 
k 
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J l ' V ' 1 2m n + N " V i l 2 n < C {| | (L - X ) «, u) | | 

-a-m-1 V . 

- .1 ( | | Y B . ( * k « ) M y . , + N J M Y B . U I I 2 ) } , 

Si H r 0, en coordonnées locales. 

On montre facilement que si C Q on a, en notant A B - B A = [ A , B ] , 

||&.-X . * J u | | 2 S C | x | 2 m (||u|| 2 m + . M M u i l 2 ) , 

De plus les lemmes 3.4 et 3.5 donnent dans le cas U k n r # 0 : 

-a—m-1 V • 

- < c N - ( l l x k U | | H M I I v l l ) 
a , 0 + + 

où 0 < y ^ -—̂  et est une fonction indéfiniment dérivable dans CRn à support 

dans et égale à 1 sur un voisinage du support de . 

Une sommation sur k donne enfin pour | x | ^ Xj : 

M U M 2 m

 + M ||u|| 2 C {||(L-X)u|| + T ' ( M Y B . U H + 
L ( Q ) L (Œ) j-o 3

 H

y j ( r ) 

| X | V J | | Y B . U | | 2 ) + I M" Y(||u|| 2 m + | X | | | u | | , ) I , 
J L Z ( D W2m.(îî) L Z(^) 

a, o 

d'où la proposition 3.3 en choisissant X q assez grand. 

On montre maintenant une réciproque de la proposition 3.3: 

Proposition 3.6. Si la conclusion de la proposition 3.3 est vraie alors les 

conditions E q , Ej, sont vérifiées pour X £ S. Si de plus pour tout x E. T 
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l'équation F(x,p) = 0 n'a pas de racine sur la droite Rep = -a-1/2 alors 

E 2 est aussi vérifiée. 

Démonstration. On suppose donc que (3.3) est vérifiée pour | x | grand. Les 

mêmes techniques que celles utilisées dans la démonstration de la proposition 

3.3 montrent que pour tout x e: Q il existe un voisinage ouvert 0 x de x, 

C x > 0 et > 0 tels que pour tout y e S, |y| >y y^ on ait : 

( 3 . 4 ) ||u|| + |u|.||u|| , « C 11(7 A (x)D%)u|| , 
HZm(fi) Lz(fl) X |a|=2m a 

si x £ Q, pour u <E W 2 m ^ ( n ) à support dans 0^. 

( 3 . 5 ) ||u|| + |y|.||u|| 2 . « C {||(L°(x)-y)u|| . 
W ^ ô ( R

n ) l/(!Rn) x L2((Rn) 

+ ° l 1(||YB?(x)u|| u + |y| V j|| YB°(x)u|| n_, » . 
j = ° H ((Rn~' ) 2 L <* > 

2m 
en coordonnées locales, si x C r, pour u £ ^ support contenu dans 

0 x 0 fi. La nécessité des conditions s'obtient en appliquant (3.4) et (3.5) 

à des fonctions test : 

Nécessité de E Q : (3.4) implique E q pour X ^ 0 d'après Agranovich-Visik. De 

plus si dans (3.4) on fixe y on obtient, pour tout u G.£(0^) : 

l|u|| 2 m « C (y) {|| l A (x)Dau|| + ||u |4 } ; 
H 2 m(0 ) a =2m " l/(0 ) l/(0 ) 

X 1 1 X X 

il est bien connu que cette estimation implique 1'ellipticité de L dans Q 

c'est à dire E pour X = 0. 
o 

Nécessité de E : Soit x G r ; d'après (3.5) il existe e > 0, u q > 0, C > 0 

tels que pour tous y S S, |y| >, Mq9 U S : W^ f i(R+)
 à support dans 
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2 2 
{ I Y- < £ > Y > £ M ) on ait : 
i=l 

(3.6) llv 0 + 2 m D 2 m u i l „ + Y lly a + 2 ô m D a ,u „ + u u „ 
. " n y n L2(iRn) |a|=2m ' n * L 2«R n) L 2 ^ ) 

* C | |(L°(x)-u)u|| 9 . 
L Z(Rj) 

Ej est trivialement vérifiée pour (Ç',ç) = 0 ; si (Ç'£) î4 0 et si X ¥• 0, on 

2m 
applique (3.6) avec y = p X , p > 0 assez grand, à la fonction 

n-1 

• i P ( ; I y^i+y^) 

(3.7) u p(y) = <f(y') *(y n) e
 1 - 1 

où f E^(lR n * ) , i|; £ ((R) , le support de est contenu dans { ^ y? < £ 2, y > e/4} 
i=l 1 n 

^ = T au voisinage de 0 ; puis on fait tendre p vers +°° dans l'inégalité obtenue. 

On obtient : 

I M . 1 1 * 1 1 2 < C || Y a ( x ) y / + ô l a l + ^ ^ ç ^ X H | | 
l/(0,3e/4) |a|+j=2m a J n l/(Œ 

a+6 |a|+je:<N 

On applique cette nouvelle inégalité à la fonction : 

(3.8) * p(y n) = ^ ( y ^ * 2(p(y n-e/2)) , 

où p > 0, îjj-j; G *0(R), i |> 2 e - D QR) , CO) ^ 0 , * est à support dans]]e/4, 3e/4[, 

à valeurs dans [p, f] et égale à 1 dans [e/3, 2e/3] ; puis on fait tendre p vers 

ce qui donne Ej pour X ï 0. 

Pour montrer Ej pour X = 0 on applique (3.6) avec y fixé à la fonction p p défi

nie par (3.6) et on fait tendre p vers +°° ; ceci donne : 

((T^m^2m) lUM 2 *C(y)||( I a a . ( x ) y n

a + Ô l a l + j ^ \ 3 H | | 
i-1 1 l/(e/4,3e/4) |a|+j=2m aJ n

 L

2 ( ^ ) 
a+ô|a|+jé:CN + 

Cette inégalité appliquée à la fonction * p définie par (3.8) donne Ej pour X = 0 

faisant tendre p vers +00. 
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Nécessité de E.̂ : Soit x s. T. Dfaprës (3.5) il existe e > 0, y > 0, C > 0 tels que 

pour tout y £ S, | y | £ y o, u £ W ^ (!R+) à support dans { £ < e } on ait : 
5 i=l 

(3-9) , I ||y n

0 + 2 6 mBÏ ' u | | + | » | . | | u | | 2 . n .< C {||(L°(x)-y)uM 2 n 

|a|=2m n L 2 ( |R°) L 2 ( s £ ) i / g r J ) 

* " T ' d l Y B ^ x J u M u + |y | V j | | Y B ? u | | ) } . 
i-o J

 H V - , }

 J L ((R ) 

Soient u = (Ç',X) G K et v G W , f e ^ d R 1 1 " " 1 ) , ij, £J)((R) tellejque le sup-

n 2 2 
port de fij; soit contenu dans { £ y- < e }, ^ = 1 dans un voisinage de 0, 

i=l 
* = 1 dans [0,e/2] . 

Pour X ̂  0 on applique (3.9) avec y = p ° X à la fonction : 

ip l y^i 
(3.10) U p ( y ) - W ) Y ( y n ) v(py n) e

 1 1 

en distinguant les deux cas Ç ' fi 0 et ç f = 0 . On effectue le changement de 

variable z = py puis on fait tendre p vers Ceci donne E« pour X fi 0. 

Pour X = 0 on applique encore (3.9) avec y fixé à la fonction u p définie par 

(3.10), on effectue le changement de variable z = py^ et on fait tendre p 

vers +°°. 

Nécessité de IL^* Soit x <£ T . On suppose en plus de (3.3) que lTéquation 

F(x,p) = 0 n !a pas de racine sur la droite Rep = -a-1/2 ; la condition Ej 

étant nécessaire pour X = 0 , dfaprès Bolley-Camus-Helffer [5] l'opérateur 
n-1 0 o v 2. * 

L (x,o)), où a) = (Ç',0) avec \ Ç. = 1 , considéré comme linéaire continu de 

2 1 = 1 1 . . . 
W (IR ) dans L ((R ) est à indice d'indice -a+r -m ; la condition E~ étant aussi 

Q) + + o j 

nécessaire pour X = 0, le noyau de L°(x,co) est au plus de dimension -a-m. Ceci 

donne bien r = 0 c'est à dire E_. 
o 2 
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3.3. Problèmes aux limites dans un ouvert borné pour des opérateurs dégénérés : 

existence. 

On garde les notations de 1). Le théorème 1.1 est un corollaire immédiat de 

la proposition 3.3 et du résultat suivant : 

Proposition 3.7. Sous les hypothèses E Q , Ej, E 2 et E^, il existe \ q > 0 tel 

que pour X G. S, | x | > XQ l'opérateur : 

9m 9 -a-m-1 y. 
: WZI\(fi) » LZ(fi) x TT H J (fi) 

X a > 5 j-o 

u »{(L-X)u, Y B j U , j = 0,. ..,-a-m-1} , 

admet un inverse à droite. 

Démonstration. A l'aide du lemme 3.5 on déduit facilement de la proposition 

2.2 le résultat suivant : 

Lemme 3.8. On suppose les conditions Ej, E 2 et E^ vérifiées pour X £ S et pour 

les opérateurs à coefficients indéfiniment dërivables dans : 

fL°(y,D ) - A a a j ( y ) y r | o | ^ . 4 
y |a|+j^2m J y yn 

a+ô | a| +j £ N 
< 

B?(y',D ) = Y b. 0(y') D^T D
q , j = 0,...,-a-m-1 . 

J 7 âlBlïq-m. J q 6 7 y n 

Il existe e > 0, X > 0, C > 0 tels que si on a : 
o 

|a^4(y) - a .(o)| < e , |a|+j*2m , a+ô|a|+J£ïN 

< 

l b n n û ( y f ) " b ^ n « ( o ) l < £ > « 131 +q = m. , j = o,...,-a-m-1 , 

l'opérateur : 

o o -a-m-1 y. 

S>? : W 2 m . O R » ) » L (iR̂ ) x 7T H ^ (fRn~ ) 
A a,o + + 

u > {L°(y,Dy)u, YBj(y',D )u, j = 0,...,-a-m-1}, 
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admet un inverse à droite j ? ° pour X £ S, | x | £ X qui vérifie : pour tous 

y 
f £ L 2 ( R ^ ) , G J <£ H J ( R N - 1 ) , j = 0,...,-a-m-l , 

(3.11) ||K°(f,g.)|| 2 m _ + N ||&°(f, g j)|| 2 *C{||f|| 
A 3 W 2 M , ( R N ) I / ( R * ) I / C R ? ) 

j-o H * j w n - I , J l V ) 

Ce lemme 3.8 et un résultat analogue d'Agranovicft-Visik dans iRn montrent qu'il 

existe un recouvrement {IL.}^ de fi plus fin que {0.}^ , une partition de l'u-
k k-1 1 i-1 

nité { ^ i . } ^ subordonnée à ce recouvrement et une famille { x i _ } ^ de fonctions 
k-1 k k-1 

à support dans égales à 1 dans un voisinage du support ^ tels que : 

Si C fi il existe un prolongement à R n de l'opérateur L qui vérifie 

L k ( x k u ) = L ( x ku) dans U k et, l'opérateur A £ - XG^ë (H2m(iRn) , L2((Rn));où A£ est 

la partie homogène de degré 2m en (D ,...,D ) de L, , admet pour | x | ^ X un 

X , X K . O 
o 2 n 

inverse à droite $ ° tel que : pour tous f S L ((Rn), X E S, | x | >, X , 
K . , À O 

\ K X f N 2m n + l À N ^ ° A f H 2 n C ||f|| 2 n , 
K ' A ITm((Rn) K ' A L (R ) l/(tRn) 

avec C indépendante de X et f. 

Si U. n r ï 0 il existe un opérateur = {-L, , B. , , j = 0,.. . ,-a-m-l} du même 

type que {L,Bj} en coordonnées locales qui vérifie ̂ (Xfc.u) = ^o^k u^ e n c o o r c*on~ 

nées locales dans U k et tel que l'opérateur c P 0 ^ , ^ = B j k' ^ = ® 9 ' * * >"a"*m""^ 

linéaire continu de W 2 m^(lR n) dans L2((R^) x ^Tjf" 1 H J(IR n"" 1), admet un inverse 

0,0 + + J-o 

à droite$° ^ pour | x | >, X q qui vérifie (3.11). 

On note alors, pour | x | assez grand, 

$?(f,g) - l xk&°k x V ^ k S . ) + l x k f c j x(\f) 
u, n r ^ 0 k' A k. J o, c s K k l A K 

k k 
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Des lemmes 3.4 et 3.5 on déduit que l'opérateur est inversible pour | x | 

assez grand. A l o r s ^ ° ( 3 ^ ^ ) 1 est un inverse à droite pour lF^ pour | x | assez 

grand. 

4 ~ RESOLUTION DU PROBLEME D'EVOLUTION PARABOLIQUE NON HOMOGENE 

La terminologie et les notations sont celles de Grisvard [6] ou Lions-Magenes 

[7]. D'après [7] ou [l] , par transformation de Laplace, dans le cas ou le sec

teur S est le demi-plan ReX £ 0, le théorème l.î permet de résoudre de façon 

unique le problème : 

r T ^ 3u -
L u + Jt = f 

u(o) = u 
o 

BjU = o sur r x]0,T[, j = 0,... ,-a-m-l 

us L2(0,T ; W^ m

ô(Q)) H R
l(OyT ; L2(fi) , 

pour f donné dans L ( J 0,T[xfi) , T > 0, et U q dans [D ( L ) , L (fifjj^-

2m 2 

Pour passer au cas non homogène et déterminer l'espace [w^ g(fi), L (^)3j/2> 

on étudie les traces sur r x ] O , T £ et en t = 0 des éléments de l'espace 

2 2m 1 2 
L (0,T ; g(n)) H H (0,T ; L (fi)) ; ces espaces étant locaux il suffit 

d'ailleurs d'étudier le cas fi = IR̂ , T = +<» : 

t e ^ O ^ C désignant la variable d'évolution, pour r, s >/ 0 on considère l'es-

^ s -r r 2 s 2 
pace : H ' (fixJa,bL) = L (a,b ; H (fi)) n H (a,b ; L (fi)) , muni de la norme 

canonique. Les scalaires m,a,6 vérifiant les hypothèses de 1 , on montre faci

lement le résultat de trace sur x = 0 : 

n 

Lemme 4.1. Pour q g <Nn j s IN, <5|a|+j <-a-l/2 3 l'application 

x x u(x ,o,t) 
n 
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- g ,-a 

est linéaire continue de L 2(0,~;H Ô ( ^ " ^ ( o ^ ^ n H 1 (o,°°;L2((R^) dans l'espace 

-q-6lal-j-l/2 -g-6[a[-j-l/2 

H 0 (Œtn 1 x (O,»)) . 

Ce lemme, avec un résultat de Grisvard [ô] montrent que l'application : 

g : u >{u(x,0) , X? u(x',0,t), j = 0,.,.,-a-l} , 
Y n 

est linéaire continue de L2(0,«> ; W 2 m

ô(IR^)) 0 H*(0 ,oo ; L2(IR^)) dans le sous-

espace du produit : 

-a-m-1 -«-1-1/2 , ZSZ^Ul 

[ W 2
m

ô ( R

n ) , L 2 ^ ) ] x TT H 6 (tR n H x (0,»)), 

j=° 

des {u Q,gj} qui vérifient les relations de compatibilité : 

V u (x',o) = g.(x',o) si j < f - i 
n J z z 

^ t l D i u (x f,r) - g.(x f,x G ) | 2 dx T — < +oo s i -a est im-

° (R n _ 1 n 

a l 

_pair et j = - -j " j~ 

On montre alors le résultat de relèvement : 

Proposition 4.2. L'application f : L 2(0,~ ; W 2 m

ô(IR+)) 0 H
1 ( 0 , « ; L 2 (Rj) ) — > F y, 

est surjective. 
Démonstration: Soient {u ,g.} €! F et v £ L 2(0,~ ; W 2 ™ ( Œ Ô ) 0 H ^ O , " ; L 2(d£)} 
—————————— O J Y 0 , 0 + "r 
telle que v(o) = u . Si on note : V? v(x',o,t) = h.(x',t) pour j $ -a-1, on 

o x n j 
a {o,hj-gj} €- F^ donc, avec les notations de Lions-Magenes \j] : 

ç -q-j-1/2 

hj"gj€ H Q ~° (0,oo ; L2((Rn"~* )) si j < - | - i 

hj—gj e H ^ 2 (0,oo ; L 2 ( R n ')) si - g est impair et j = ^ - • 
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Le prolongement Q par imparité de L2(0,«>;L2 (R n ])) dans L2(lRn) : 

Qu(t) = r u(t) si t > 0 

^-u(-t) si t < 0 , 

étant continu de HJCO,00 ; L2(Rn""1)) dans H 1 (IR,L2flRn~1 )) on a , par interpolation: 

- q - j - i / 2 

Q(hj-gj)S H ~° (R^^OR 1 1" 1)) pour tout j = 0 , . . . , - a - l . 

Alors, pour j £ - a-1, la fonction Wj définie par sa transformée de Fourier Wj 

en (xf,t) : 

d n 1 - 1 

où i|)£j)(Q),<»Q vaut 1 dans un voisinage de zéro, vérifie : 

f w. e L 2 ( C R , w*m.(iR?>) n H V , L 2 ( I R J ) ) 

, Ço si k ^ j , k ^ -a-1 
S x w.(xf,o,t) -4 

n J LQ(hj-gj) (xf,t) si k = j 

Wj (x,o) = 0 , 

-a-1 
En considérant u = v - £ w. on démontre ainsi la surjectivité de l'applica-

j=o J 

On va démontrer un résultat du même type, les D"̂  étant remplacés par un sys-
n 

tème d'opérateurs normal sur {x n = 0} : 

On considère un système * Ê = {B.}^ d'opérateurs différentiels de la forme : 
J j=o 

B.(x',D ) - l b. ft(x') D
6

f D q , 
ô|6|+q^m_. J ^ n 

où 0 ^ m. $ -a-1 et les fonctions b. n sont indéfiniment dérivables dans ÎRn 

J j q e 
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On suppose que m. f m, si j ^ k et que b- = 1 pour tout j. 
J & jm: o 

Il résulte de Grisvard [6^ que l'application : 

^ : u > {u(x,o) 9 BjU(x T,o,t) , j = 0,...,p} , 

est linéaire continue de L2(0,°° ; W^ m

r(R**)) 0 H
1 (O,00 ; L^CiR*1)) dans le sous-

O y 0 + + 

espace Fg du produit : 

[w^(CR n) , L 2 ( R n ) ] ] / 2 x W H ^ V ' 1 x (0,-)) , 

j=o 

des {^ 0>gj} qui vérifient les relations de compatibilité : 

r Bj u Q(x',o) = gj (x',o) , si mj < - y - ^ 

^ < |B., U ( X ' , t ) - g. (X ' , t C r)f 2 dx' — < +oo si -a est im-
5 J J J ° J T 

° R N " " 

- a 1 
pair et mj = — ~ j 

On a encore : 

Proposition 4.3. L'application ^ Q : L
2(0,°° ; W 2 m ( Œ Ô ) 0 ^ ( 0 , » ; L 2((R n)) > F^ , 

est surjective. 

- a i 
Démonstration; a) On traite d'abord le cas m_. ^ ^ 2" pour tout j. On complète 

le système $ à l'aide de en un système ̂ T = {B!} 0 ^d'opérateurs de la forme: 
x n J j=o 

B ! (x',D ) - T b! Q(x') D
6 , D q , avec b'. . = 1 , 

J X 6|e|ïq^j J q 6 X X n J J ° 

pour lesquels on a les formules : 

f i • j _ 1 

n J s=o J 

j_j i 0 s j £ -o-l , 

B : = D j + y A ! D S 

J x L n j s x 
J n s=o J n 
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où A. , A! sont des opérateurs différentiels en x' d'ordre inférieur ou égal 
js' js r & 

On convient que A.. = A!. = 1. 
J J J J II -a 

Soit alors {u o,gj}G et ^ e L2(0,» ; H 6 ' dRn-1x(0,<»))) O H 1 (0,oo;L2((R")) 

vérifiant ̂ (x,0) = u„(x). Pour j £ -a-1 on note h- = T A- g', avec : 
° J s=o J 

f g^(x',t) = gj(x*,t) si s = mj 

g'(x',t) = (x',o,t) si s Ï m. , s s? -a-1 
n J 

v, 
- £ _ 1 
2 2 

Puisque B î _ a i = D

x

 s*" ~ a e s t îmPa:*-r> o n a ^ u

0'kj} ̂
 Fy » donc d'après 

— - j n 

la proposition 4.2, il existe u e L2(0,°° ; W ^ O R * ) ) /? H 1 (0,°° ; L2((R^)) vé

rifiant^ u = {u ,h.}. Alors on voit facilement qu'on a aussi ̂ su = (u ,g.K 

y o' j \B ° J 

b) On suppose maintenant que -a est impair et qu'il existe j tel que nij = - y. 

En complétant le système^ comme en a) on peut supposer que p = -g-1 et nu a j 

pour tout j. Soient {u ,g.} B F et ^ relevant u dans L2(0,°° ; H 6 (R n 'xCO*»))) 
O J o 

HH^O,» ; L 2((R n)). Si on note : 

" B " = H. et gV = 8 j pour j ^ I | - I 

1 i 
BV = D 3 et g" = D 3 <f (x',o,t) P o u r j = ^ . - ^ , 

n J n 

On a {u ,g'.'} 6 F .,, donc d'après a) il existe u,£ L 2(0,«;W 2™ (R n)) 0 H^O,»; 

L2((R^)) vérifiant : 

" u ] (x,o) = U Q ( X ) 

i BÏ Uj(x f,o,t) = gj(x',t) , 0 ^ j ^ -a-1. 

• j J 
1 R ^ S 

En écrivant encore D J - £ A. B , B • = l A! D , on voit que pour 
X I S S J J S X 
n s=o J s=o J n 
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-a 1 
j = 2 " 2 e t s < J ' o n a : 

-a/2+s+l/2 ,„ , — i — — L - t -a/2+s+l/2 
A j s U ] s IT(0,« ; H flRn-1

X(0,»))) 

-a/2+s+l/2 

/ I H "° (0,« ; L 2 ^ ) ) 

donc, d'après Grisvard [èj : 

fj I B s Ajs V X'' T> - A j s g s ( x ' , T - 0 ) | 2 dx' fi < +- . 

Une sommation sur s ̂  j , en utilisant aussi la relation intégrale de 
O 

vérifiée ;par u et g., donne : 
o 6j 

f | D £ u (x',x) - ( l A g ) ( x ' , T " a ) | 2 dx' | I < +«, pour j - f 
j o J

 f

 x n ° s=o J S s 1 z 

j 
Ce qui montre que {U q, £ A. g } appartient à F . Un relèvement u donné par 

0 s=o J S s Y 
la proposition 4.2 vérifie alors ̂ u = {u Q,gj}. 

Proposition 4.4. On a l'égalité [w2m.((R^5, L 2((R ^ 1 1 / 0 = W*
1 (R*) . 

Y 5 

Démonstration: D'après Bolley-Camus ( [Vj dans le cas 6 = 1), il existe un opé

rateur A non borné dans L 2(R^), auto-adjoint positif, de domaine D(A) défini 

par : 

D(A) = W 2 m

ô(lR^) si 0 < -a s< m 

4 

D(A) = {u£ W 2 m

ô((R^) , B.u = o, j = 0,. . . ,-a-m-1} si m+1 ^ -a 2m, 

où = {B_.K^ o

m ' est du type étudié ci-dessus, avec m ̂  nu ̂  -a-1 pour tout j, 

2m n 

et associé à une forme sesquilinéaire coercitive sur l'espace W ((R ) . La pro-

position 4.4 est donc immédiate dans le cas -a £ m. Si -a > m+1 on a toujours : 
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< ) - [Dtt). L 2 « R ; ) ] 1 / 2 C [ W ^ < ) , L 2 < ) 1 | / 2 . 

Pour démontrer l'inclusion inverse on applique la proposition 4.3 : 

si f £ |w 2 m

ô((R"), L
2(R^)J 1 / 2 puisqu'alors {f,o} S , il existe u e. L 2(0,« ; 

D(A))n H^O,» ; L2(iR^)) vérifiant u (x,o) = f (x) . Cela donne bien f £ w j ((R+) . 

Des propositions 4,3 et 4.4 on déduit que l'on a : 

[ W 2 l > ) , L 2 ^ l , / 2 " < <«> > 
7 ' 

et que, si le système S = { B ^ } ' décrit en 1) est normal sur r, pour tous 
J -a-m-1 \i. v. 

{u ,g.} appartenant au sous-espace du produit W111 (Q) x TT H J > J (rx]0,T [), 
J f,5 j-o 

T > 0, défini par : 

B^u Q(x) = g^(x,o) pour x £ r, m, < ~ 2 _ 7 

T 

I f f lB;(ftu)(yV~ 1 / C T) - (f.g.) (y',t)| 2 dy' 

si -a est impair et m. = - y - en coordonnées locales dans CK, 

il existe u <= L 2(0,T ; W 2™ (Q)) f} H 1 (0,T ; L2(fi)) vérifiant : 

O y Ô 

" u(o) = u Q 

4 

-BjU = gj sur r, j = 0,...,-a-m-1 ; 

Ceci, avec la rêsolubilité du problème homogène, démontre le théorème 1.2. 
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