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C ARACTE RI S AT I ON DES RAYONS DE CROISSANCE MINIMALE POUR UNE REALISATION D'UN 

PROBLEME ELLIPTIQUE DEGENERE. 

I - NOTATIONS ET HYPOTHESES. 

Soit Q un ouvert borné de tRn, de frontière T. On suppose que Q est 

une variété à bord de classe C°°. On se donne une fonction C°°(Rn;R) qui vé

rifie : 

r o - ( x e tRn ; <f (x) > 0} , 

< r = { x € i R n ; <f(x) = 0} , 

u ^ (Vx e r) (grad if (x) + 0 ) . 

Soit L = L(x;D x) l'opérateur différentiel défini sur 0, par : 

Lu(x) = L(x;D x) u(x) = f )' { f ( x ) q ( m ~ r ~ h ) u ( x ) }, 

h=o 

où m et r sont deux entiers tels que 0 < r ^ m, q est un réel >1 tel que 

q(nr-r) 6 IN et où : 

(i) pour h = 0,...,m-r, P m ^(x;D x) est un opérateur aux dérivées partielles à 

coefficients indéfiniment différentiables dans Ô, d'ordre inférieur ou égal 

à m-h : 

_m-"h, _ v r m—h, x _ot 
P (x,D x) - I p a (x)D x , 

I a I <:m-h 

avec : D - (1-J_ , . . . , 1 - L . ) ; (si q(m-r-h) é. IN, P m" h(x,D ) est, par défi-
X 1 dX 1 1 oX * X 

1 n 
nition, l'opérateur identiquement nul). 

(ii) P m(x;D x) est un opérateur d'ordre m, elliptique dans Î2, c'est-à-dire que, 

pour tout x Q e H et tout £eiR n M0}, on a : 

P m(x ;Ç) = 7 p m(x ) e ¥ 0 . 
I a I =m 

m*™ ti 
Pour tout h = 0,...,m-r, on notera P , (x;D ) la partie principale d'ordre m-h 

y m-h x 

de P m - h ( x ; D x ) . 
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On fait alors, sur l'opérateur L(x;D x>, l'hypothèse "d'ellipticitë 

générale" suivante : 

-Pour tout x o € , r , tout x e fi et tout Ç £.R n \ { 0 } , on a : 

(C){ m _ r 

» l Ch < V Ç > « T û O * 0 ™ * 0 * 0 . 
h=o 

Cette hypothèse implique en particulier que l'opérateur P ( X»D X) 

est elliptique sur T, c'est-à-dire que, pour tout XQ £ T et tout C E E N O}, on , 

P^(x o;Ç) * 0 . 

On suppose que de plus que P r est proprement elliptique d'ordre r = 2s sur T. 

On définit alors s opérateurs frontière, à coefficients C°°(fi) : 

B 5(x;D x) = 7 b. ( x ) D« , j -1 s , 

où, pour j = l,...,s, m. est un entier inférieur ou égal à r - 1 . On note 

yB = (yBj ; j al,...,s), où y est l'opérateur restriction à T. 

On suppose que le système (Bj ; j=l,...,s) est normal sur F, c'est-

à-dire que : 

a) la frontière T est non caractéristique aux Bj en chaque point} 

b) les ordres des Bj sont tous distincts. 

On fait enfin l'hypothèse de "recouvrement" habituelle : 

'"Pour tout x e T, soit v la normale à T en x et Ç f 0 un vecteur tan-
o o 

gent à T en Xq. On suppose que les polynômes en T: 

( C ) J B?(XQ;Ç+TV) = T b . ( x O ) ( Ç + x v ) a , j =l,...,s , 

|a|-nij J 

sont linéairement indépendants modulo le polynôme : 

M (x ;Ç,V,T) = n (T-T, ( Ç,v)) , où x, ( Ç,v) sont les racines à 
k=l R . 
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• r 
partie imaginaire positive de P r ( x Q ; Ç + T v ) = 0. 

On dit alors que le problème aux limites (P ,yB) est régulier. 

On démontre alors (cf. [8]) le résultat suivant : 

THEOREME 1.1. Sous les conditions (C) et (C')à i l existe une constante CQ > 0 

telle que3 pour tout u e ^ ^ ^ / ^ j o n o£t l'estimation a priori : 

||«|| <C0{\\Lu\\ + X \^BDUW r-m-i + ' M ' 2, } 

Pour une définition de l'espace W m (fi), voir Tôl. On démontre 
q,m-"r u «J 

aussi dans [ô] un résultat de régularité analogue à ceux obtenus pour les 

problèmes aux limites elliptiques. 

II - ENONCE DU RESULTAT PRINCIPAL. 

On définit 1 Tespace avec poids suivant : 

w^ m_ r(fi) = (ueH r(fl) ; < f q ( m ~ r ) . u e H m ( n ) } . 

C'est un espace de Hilbert si on le munit de la norme : 

« I » l l » | | a = { | | u | | 2

r + | | < f q < n - r ? u | | 2

n > 1 / 2 . 
w ^ > m _ r ( Q ) H r(Q) H m ( a ) 

2 
On désignera par L2 l'opérateur non borné dans L (fi) défini par : 

rLe domaine de L 0 est D(L 0) = {u G-tf* (̂ ) ; yB.u = 0, j=l,...,s} 2 1 q,m-r j 

I L 2u = L(x,D x)u, pour u E D ( L 2 ) , 

où L(x;D x) est l'opérateur introduit au paragraphe I. 

2 

On dit que L 2 est la réalisation de L dans L (fi) sous les conditions 

aux limites homogènes y^ j U = 0, j=l,...,s. 

Il est clair que l'opérateur L 2 est fermé. D'autre part, le théorème 
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1 .1 montre que le noyau de est de dimension finie et que son image est 

fermée. 

Ainsi qu'il est fait dans Q } , nous allons considérer une sous-

classe de problèmes aux limites (L,yB) pour lesquels le spectre de sera 

discret ; et on obtiendra de plus des estimations pour la croissance du ré

solvant RCA;!^) = (Al-I^) ' ^ e ^ o n § ^ e certains rayons du plan complexe. Pour 

cela rappelons la définition suivante : 

DEFINITION 2 . 1 . Un rayon arg À = 6 du plan complexe est appelé rayon de crois

sance minimale de R C À ; ! ^ ) si le résolvant existe pour tout X assez grand tel 

que arg X = 0 et si, de plus, pour de tels À, on a : 

||R(X;L)|| , 

N 

C étant une constante > 0. 

Nous allons pouvoir déterminer les rayons de croissance minimale du 

résolvant associé aux problèmes (L,XB) introduit au paragraphe I. Plus préci

sément, nous allons montrer le résultat suivant : 

THEOREME 2.1. Pour que le spectre de soit discret et que le rayon arg X = 6 

soit un rayon de croissance minimale de R(X;L^)3 i l est nécessaire et suffisant 

que les conditions suivantes soient vérifiées : 

f'L (x ;x;V -A 
di) (Vxn e r j (vx e n ; (v$ &(Rn\{o}) -Â-S -n- * e h 

o \\L0(x0;x;V\ J 

f^Pour tout xQ^Y3 soit v la normale à Y en Xq et Ç ^ 0 un vecteur tangent 

à Y en xQ. Notons T^(^jX) les s racines à partie imaginaire positive du 

j polynôme en T: 
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°û ^ es~t u n complexe tel que arg X = 0. Alors les polynômes en T: 

B0^(xq;^TV) , j ^ l , . . . ^ ' j 

^ sont linéairement indépendants modulo le polynôme : 

t t ( i ; \ ) = "fr CT-TÎ (ï;X)) . 
^ k=l K 

COROLLAIRE 2 . 1 . S'il existe 0 e IR tel que les propriétés (i), (ii) et (iii) 

du théorème 2 . 1 soient vérifiées, alors l'opérateur L2 est à indice de ^(^2^ 

2 
dans L (Œ), d'indice nul. 

III - DEMONSTRATION DE LA CONDITION SUFFISANTE. 

Pour montrer que les conditions (i), (ii) et (iii) sont suffisantes, 

il faut montrer qu'elles impliquent : 

(a) Pour tout u e D ^ ) et tout X assez grand tel que arg À = 0 , on a : 

I N I 2 * - m - lla 2-AI)u|| 2 

IT(n) lAl 1 L Z(Q) 

2 
(b) Pour X assez grand tel que arg À = 0 , l'image de (L 2~ÀI) est L (Œ) . 

Pour démontrer cela, nous allons introduire une nouvelle variable 

réelle y et considérer le nouvel opérateur différentiel défini par : 

A = A(x,D x,D y) = L(x;D x) ~ e
1 Ô D * , 

1 9 

avec : D = — — • 
y . 1 3y 

L'opérateur A est défini sur le domaine cylindrique : 

Q x R 

dont le bord est : 3 Ï = T x E , 
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III- 1 - LE RESULTAT POUR LE PROBLEME AUX LIMITES (A,yB). 

La condition (i) du théorème 2.1 implique que l'opérateur A est un 

opérateur d'ordre m, elliptique dans^ 7. 

Notons Q (x;D ,D ) l'opérateur : 
x y 

Q r(x;D D ) = P r ( x ; D ) - e i e D ™ . 

x y x y 

Cet opérateur peut s'écrire sous la forme suivante : 

Q r(x;D x,D y) = l Q - ) g ) ( x ) DJ>J . 

|a|t£s<r 

La condition (ii) du théorème 2.1 implique la condition "d'ellipticité générale" 

suivante pour l'opérateur A : 

Pour tout x Q e r , tout x € Ô et tout (Ç,n) 6 IR n + 1 V o } , on a : 

m-r -1 , f , N 

(D)j h = ° 
q 

ion : Q^(x o;Ç,n) = l Q ^ 6 ) ( X Q K V . 

|o|+^6-r 
1 m 

r » • • 

La condition (D) implique que l'opérateur Q est quasi-elliptique sur 

8 Si et la condition (iii) est équivalente à la condition de "recouvrement" 

( C ) , mais pour le problème aux limites quasi-elliptique à n+1 variables 

(Q ,yB). Notons (D') cette condition de "recouvrement". 

Posons a = — et pour tout entier s g IN définissons l'espace : 

H S , Q ( ^ ) = { u ^ L 2 ( £ ) ; d V u 6 L 2 ( Ç ) pour |a|+aS<s et |a|+gsm}, 

muni de la norme canonique. 

On définit alors l'espace : 

C l r < * > - {u€5H r ' f f CS0 ; ( ^ m - r ) u € H
m ^ ( ^ } , muni de la norme 

canonique. 
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La démonstration de (a) découlera du théorème suivant : 

THEOREME 3.1. Sous les conditions (D) et (D')3 i l existe une constante C > 0 

telle que, pour tout v e JD(&) tel que nr = 0 pour \y\ £ 1 et : 

yB .*r= 0 sur 8Îf 3 pour j = l 3 . . . 3 s ô 

3 

on ait : 

III - 2 - ESTIMATION A PRIORI DANS LE CAS DU DEMI-ESPACE R ^ + 1 , POUR LES COEF-

FICIENTS CONSTANTS. 

III ~ 2.1. NOTATIONS ET RESULTAT. 

- Ici : (x,y)e R n + 1 = (Rn X IR avec : 

x = (x',t) € (Rn = 0R n _ 1 xlR + 

et : y <E R . 

On considère l'opérateur A défini sur IR n +' par : 

A ( t ; D x , D ) - Y Q m - h ( D x , D ) { t ^ ^ } , 
y h=o y 

où m et r sont deux entiers tels que 0 £ r ^ m, q est un réel >1 tel que 

q(m-r) £ IN et où : 

(i) pour h = 0,...,m-r, Q m ^(D ,D ) est un opérateur aux dérivées partielles 
x y 

à coefficients constants, de la forme : 

1 1 m 
|a|+e<m 

a v e c : D x • I Ŵ ' T l t > e t °y ' T l y > ( S i < K « - r - W ^ « , 



VIII - 8 

m—h 

Q ^ x

, C y ^ e s t > P a r définition, l'opérateur identiquement nul). 

Pour tout h = 0,...,m-r, notons : 

Q^" h(D ,D ) - Y q ^ h o ^ D a D B . K x' yJ L 4(a,g) x y 

I a I+^B=m-h 
m 

|a |+6=m 

(ii) A est un opérateur d'ordre m, elliptique sur c'est-à-dire que, pour 

tout t > 0, et tout (Ç,n) El (R n + 1 v { 0 } , on a:.; : 

A 0(t;ç,n) = Y Q*" h (Ç,n) t q ( m " r " h ) + 0 . 
h=o 

A 
On fait de plus, sur l'opérateur Q(t;D ,D ) , l'hypothèse "d'ellipticité généra-

x y 

le" suivante : 

rpour tout t ) 0 et tout (Ç,n) e R n + I M 0 } , on a : 

A(t;ç,n) = l Q m~ h(ç,n) t q ( m - r - h ) + 0 
V h=o 

r 
Cette hypothèse implique en particulier que l'opérateur Q (D ,D ) 

x x 

est quasi-elliptique, c'est-à-dire que, pour tout (Ç,n) G fR n +' s{0}, on a : 

Q r(ç,n) * 0 -

On suppose que Q est proprement quasi-elliptique d'ordre 2 s . On définit alors 

s opérateurs frontière à coefficients constants : 

B.(D :D ) = Y b . , Q . D a D 6 , j = l,...,s . 
J x 5 y' £ j(a , 6 ) x y J 9 

a +i6=m. 

où, pour j • l,...,s, nu est un entier inférieur ou égal à r - 1 . On note 

yB = (yBj ; j = l,...,s), où y est l'opérateur restriction à £Rn. 

On suppose que le système (Bj : j = l,...,s) est normal et l'on fait 

alors l'hypothèse de "recouvrement" habituelle: 
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r Pour tout (Ç',n) £tR n\{0}, les polynômes ent : 

', a 

B . ( ç f , T ; n ) - . I b., . Va x n n , j = i,...,s , 
J a' +a +6=m. n a ' * J ' 

^ i sont linéairement indépendants modulo le polynôme : 

+ " ® ' + + 
M (Çf,n;x) = II (x - T k(Ç

f,n) > où x k(Ç
?,n) sont les racines à partie 

k=l 

imaginaire positive de Q (Ç,,T;TI) =
 0» 

Définissons alors, de la même façon que dans le paragraphe III-1, les 

espaces H S > a ( l R n + 1 ) et W * ^ ( R n + 1 ) . 
+ q,m—r + 

Définissons aussi, pour s € Œt, l'espace : 

H s' C T((R n) - {u6^'(lR n) ; f (l + | ç'| 2+n 2 / C T) s|u (r,n)| 2dÇ'dn < + ~> 

V 
muni de la norme évidente. On a alors le résultat suivant : 

PROPOSITION 3.1 « Sous les conditions (Dj) et(Dj), il existe 6 > 0 et C > 0 

tels que, pour tout u ^^*^_ r 0
R + + ^) avec supp u C (Rn ' x [o,ô[ x (R, on ait : 

s 

H U M m < r n+1 ^ C {| |Au| | + I | I y B . u | | J . + 

Wq!m-r ( I R+ > L K } J = I H j 2>a((R ) 

. + 2 n +l
 K 

L 2(R+ ) 

Avant de commencer la démonstration de cette proposition, remarquons que l'on 

• a les propriétés de quasi-homogénéité suivantes : 

(3.1) A ( | ; X
q Ç , X a q T i ) = X q rA(t;Ç,n) ; 

qm. 

(3-2) Bjtt'ç.x^n) - À JB.(?, n) . 

Pour démontrer la proposition 3.1, on va se ramener à une étude à 

une variable, la variable t, sur un intervalle [p,<5[, et ceci pour transforma

tion de Fourier tangentielle qui change A(t;D ,D ) en : 

x y 
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A(t;Ç ' , n,Dj = T A ' ^ B t ) { t ^ ( r r - h ) . } , 
c h=o 

avec : 

„m—h. ., „ s v m—h _ t o.1 £ n 
Q U f , n , D t ) - I q ( a f B ) n D t , 

|a f|+a m-h 
1 1 n m 

et qui transforme les B.(D ,D ) en : 
j x y 

B j (ç',n,D t) - l * i i a M ( • • • A " » • 

1 1 n m j 

Pour | ç T | 2 + n 2 ^ a assez grand, la démonstration utilise le découpage de [ o , 6 [ 

en'deux zones [p,!^ et £T2,Ô[ dépendant de (Ç f,n), comme cela a été intro

duit dans [gî] . 

III - 2 . 2 . ETUDE SUR [o,Tj"]'. Pour ô j > 0 , on posera : 

x , = « , i\v\W,a)'^ • 

On va, sur [ 0 , T j ] j , montrer que A(t ; Ç , n,D t) est approche par Q
r(Ç',r)>D t) oM(t;D t) 

avec : 

m-r 

(3.3) M(t;D ) = l a- DJ' { t q j . } , 
j=o 

o ù : a j = q(0?...,0,r+j,0) * 

Comme a = q, n n %^ 0 , on peut supposer que a = 1 . 

On a : ^f 

5 n 

M(t,x)x r = A(t;0,0,T) 

La propriété d fellipticité générale (Dj) implique alors que, pour tout t £ 0 

et tout T e R \ { 0 } , on a : 

M(t,x) * 0 . 
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m o * ^ 
De plus, a m _ r = <l(o,.. . ,o,mp) =

 A O * 0 * 0 » 1 ) 5e O, d'après (ii) , (ellipticité de 

A ) . 

On sait alors (cf. [7] , théorème II.2) qu'on a le résultat suivant : 

PROPOSITION 3.2. L'opérateur M(t;D t> est surjectif et à indice de m _ r ( ° >
T ) 

sur H r ( 0 , T ) , 

ou : (0,T) = { u € H r ( 0 , T ) ; t

q ( m ~ r ) u e H m ( 0 , T ) } . 
q ,m-r 

Posons maintenant Î6(Ç',n)u = (Q r(Ç 1,n>D t)u, yB(Ç
 f ,n,D t)u) . 

On a alors le résultat suivant : 

PROPOSITION 3.3. L'opérateur ', n) est un isomorphisme de H r((R +) sur 

L 2 ( R + ) x <CS. 

De plus, il existe une constante C > 0 telle que, pour tout 

(Çf,ri) e R n\{0} et tout u 6 H r ( R + ) , on ait l'inégalité : 

(3.4) l (U ' | V / Q ) i ( r" h )l|D^u|| 2 .< C {||Qr(Ç',n,Dt)u|| + 
h-o L Z(1R +)

 t

 L

2 « R + ) 

s o o/rr K r - m . 4 ) 
+ I (W\W/a)? J 2 |B.<ç\n,D t)u(0)|>. 

J 

DEMONSTRATION : La propriété de "recouvrement" (Dj) montre que le problème 

aux limites (Q (Ç f

5n*D t) , yB(Ç f,n,D t)) est régulier, c'est-à-dire que le pro

blème aux limites sur £R+ : 

"~Q r(ç f , n , D t ) v ( t ) = 0 

-
Bj ( Ç',n,D t) V(0) = 0, j = l,...,s 

n'admet, dans ff (IR+) , que la solution nulle, pour tout (£',n) £(R n N{0}. 

Pour (£',ri) G (Rn\{0} fixé, le résultat de la proposition 3.3 est 

classique ; et l'inégalité (3.4) a lieu avec une constante C(£',ri). Mais, 

comme dans le cas elliptique, on montre facilement que l'application 
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(£f,ri) | >C(Ç f,rj) est continue de (RnMo} dans tR+, donc bornée sur tout com

pact. 

Par conséquent, l'estimation (3.4) est vraie avec une constante C 

2 2 
ne dépendant pas de (Ç ' , n ) tels que | ç f | +n = 1 . 

n n— 1 
Pour tout ( Ç ' , n ) e R = DR- x 1R, on posera : 

(3.5) e<ç' fn) - i\ï\W/a)ï/2 . 

Soit alors (Ç1 ,n) S <Rnv{0} quelconque. Il existe X > 0 tel que : 

a) = U j ,o)2) = (xç
1 ,xan) 

vérifie : 

. , , 2 A 2 . 1 / 2 _ , 
|u)| = (o)j + 0)2) = 1 . 

Alors il vient : 

(3.6) e(o> l fa>2) - A 9 (Çf,n) 

Soit u ) . On définit >irpar : 

«KO = X" r u(Xt) 

On a : 

Qr(o)1,a)2,Dt)n/(t) = £Q
r(Ç 1 ,n,D t)u] (Xt) 

et : m.-r 

Bj (a ) , ,a) 2,D t ) ^ 0 ) = X J B.. (Ç 1 ,n ,D t) u(0) , j = l,...,s. 

On écrit l'inégalité (3.4) pour /y et <o = (cOj,(jo 2) : 

l e < V a ) 2 ) ( r " h ) | | D £ M , ( C { | |Q r (a),,^,D ) V | | 
h=o . C IT ( R + )

 Z IT ( R + ) 

1 
s r-m.~j 

) J Z|Bj( U l,a> 2,V t)v ( 0 ) | } . 

D'où, en revenant à u : 
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t 9(0. a) ) ( r _ h ) A 2 l|Dt ull L2 f | R r < C.{X 2||Q r(Ç',n,D u|| + 
h=o 1 2 C L ( Œ V t L

2((R +) 

s r-m. —-m.-r 

+ l 9(0) u ) J J |B . ( Ç ' , n , D t)u(0)|}. 

j = l J 

On en déduit que l'inégalité (3.4) est vraie, en utilisant l'égali

té (3.6). La proposition 3.3 est donc démontrée. 

Des propositions 3.2 et 3.3 on déduit la : 

PROPOSITION 3.4. Il existe une constante C > 0 telle que, pour tout ue«2)(lR+) 

tel que supp u c [ Ô , T j £ , on ait, pour tout (Ç1 ,n) S IRn\{0} : 

Tl|Dfk{t<}|| 2 + l 9 ( ç ' , n ) r ' h | | D \ | | , 

k*o L ^ ( 0 , T j ) h=o c ^(O.tj) 

1 

s r-m.-y 
$ C {ftQoMuN „ + I e(Ç',n) J Z|B.(Ç',n,D.)u(0)|}. 

L Z ( 0 4 l ) j-1 J 

Pour simplifier, on utilisera la notation suivante : 

IMo.vll, - T l l D ^ C t ^ u } ! ! + l 9 ( ç ' , n ) r - h | | D \ | | 

k=o Z L ^ ( 0 , T j ) h=o Z l / ( 0 , T j ) 

Pour obtenir une estimation a priori relative à l'opérateur (A,yB), 

il faut maintenant évaluer la norme de l'opérateur A-Q oM. On va montrer que 

cette norme est petite à condition de prendre ôj petit et B assez grand avec 

>n) ^ B. Ceci va se déduire immédiatement des deux lemmes suivants : 

LEMME 3.1. Pour tout e > 0, il existe B > 0 et 0 < 6^ < 1 tels que, pour tout 

u g $ ( J R + ) avec supp uc[b , T [, on ait, pour 0(Ç f,n) ^ B : 

||(A-DVQ r-D!)u|| 9 * e \\U;(0,T )\\ . 
t • L Z ( 0 , T l )

 1 1 

DEMONSTRATION, Les termes de (A-D^M-Q r-D^)u sont de la forme : 
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avec : 

(3.7) I 0 $ h < m-r 

la1 I + -g + a = m-h 
1 1 m n 

a < m-h 
n 

L 

Deux cas se présentent pour les termes de la forme (3.7J: 

a n ^ r* Alors on écrit : 

« t M ^ ( « n , q ( m - r - h ) ) a _. 
D n ( t q ( m - r - h ) u } = £ Q , fcq(m-r-h)-j n u < 

J=o J 

Or, pour tout j = 0,...,min(a n,q(m-r-h)), on a : 

/ - •> . , „ a -j m - r - h — -i(l-q) x^(a -j) a 
| t q ( m - r - h ) - J ç t a ' n e D t n ^ ^ [ t q 9 ( ç ' , n ) ]

 q

v 9 ( ç ' , n )
q v8<Ç',n) ° 1 ^ " 

/ i \ * —(1-q) r-(a -j) a -j 
s < ô i q ( m - r - h ) - J < B q ^ > e ( ç l f n )

 l n J ' | D t n
J

u | 

r-(a -j) a -j 

S e . e(Ç',n) n . | D t

n u| , 

à condition de prendre ôj assez petit et B assez grand, car 1-q < 0 et si j = 0, 

alors q(m-r-h) > 0 car h < m-r. 

21 a n > r. Alors on écrit : c*n = r+tt, k = 1,... ,m-r-h-l. Et D t

n { t q ( m ~ r " h ) u } 

est combinaison linéaire de termes de la forme : 

l 

(3.8) tq(m-r-h-l)-(k-l) Dr+l { tq _ } , 1 = 1,... ,k 

et : 

(3.8/ tq(^r-h)-(k-l)-J Dr +l-J u ^ ! . l f . . . f k . 1 « j « min(r +l,q*). 

Pour les termes de la forme (3.8), on a : 

| { . . ^ « t « ( ^ l ) - f t - l ) D « l l ^ o ) | < [ t q e ( ^ ^
W ^ e ( s . i n )

J T < ' - 0 -

.|Df 1{t« Su>| < e . l D f ^ t ^ u ) ! , 
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pour ôj assez petit et B assez grand. 

Pour les termes de la forme ( 3 . 8 / , on a : 

| ç,a' n6 tq(m-r-h)-(k-l)-J Dr +l-J u | ^ [ ^ e (Ç S n ) f ' ^ " " ^ . e (Ç ' , n ) ^ " ( ' " ^ . 

. e ^ . n ^ l D ^ u l .< e . e a ' , n ) r - ( r + 1 " j ) | D ^ + 1 - J u | , 

pour ôj assez petit et B assez grand. 

Le lemme 3.1 est donc démontré. 

LEMME 3.2. Pour tout £ > 0, il existe B > 0 et 0 < ôj < 1 tels que, pour tout 

u e$(R^) avec supp u c [ o , T j [ , on ait, pour ô(Çf,n) > B : 

| |(Q roM - D^M - Q r + DJl)u| I 2 * e | |U;(0,T,) | | j • 
L ( 0 , T j ) 

DEMONSTRATION. Les termes de (Q roM - D^M - Q r + D£)U sont encore de la forme 

(3.7). La démonstration est donc exactement la même que pour le lemmé 3.1. 

On déduit alors évidemment de la proposition 3.4 et des lemmes 3.1 

et 3.2 la : 

PROPOSITION 3.5. Il existe C > 0, B > 0 et ^ > 0 tels que, pour tout 

u G. avec supp u c [ p » T j D o n a i t > pour 0(Ç f,n) ^ B : 

1 
s r-m.-r 

||U;(O,T )|| ^ c {| |A(t;Çf ,n,D )u| | 9 + Ie(ç',n) J Z | B . (e» ,n ,D )U(O) | ) 
1 1 * L Z ( 0 , T j ) j-1 J 

III- 2.3 - ETUDE SUR [j 2,ô]. Ici la condition "d
fellipticité générale" (Dj) 

vajjouer un rôle essentiel. 

Ayant choisi B et ôj de façon que la proposition 3.5 soit vérifiée, 

on prend &^ (°<<52<ôj)
 e t ° n p o s e : 

x 2 = 6 2.9(ç
,,n) q . 
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Pour 6 > 0 (indépendant de (£f,n) et que l'on choisira plus loin), on prendra 

toujours B assez grand pour que : 0 < < < ô. 

On posera : 

m q(m-r)— , N n — - . 

||u;(x 2,6)|| 2 - I ||t
 m.[t q ( m - r ) | c ' | m

 + ea-,n)rJ m D J

t u | | 2 

j-o L (T2,6) 

Pour comprendre pourquoi on définit cette norme, faisons un schéma représentant 

l'opérateur A(t;D ,D ,D )• Ce schéma est une pyramide ABCDE à l'intérieur de 
x t y 

laquelle se trouve les triplets (|af|,a , 6 ) d'ordresdes dérivations dans A. 

On calcule alors : |a'| + ag + c*n = m-h 

D'où l'on déduit h et la puissance de dégénérescence q(m-r-h) corres-

T • ' a 
pondant à D a , D D _ n . r x y t 

n 

\ " ' ' I 

La face BCE correspond à la partie principale d'ordre m A° de A puisque, sur 

cette face on a : Iç'l + a + 6 = m. 
n 
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La norme ||.|| 2 majore tous les termes de l'opérateur A (ceci décou

lera de la démonstration suivante). 

L'estimation a priori s u r ^ T ^ ô ^ v a utiliser un théorème de Qf] 

sur les équations différentielles ordinaires à coefficients "peu variables". 

Pour se ramener à ce théorème, on va faire un changement de variables adapté 

à l'opérateur. Le résultat qu'on veut montrer est le suivant : 

PROPOSITION 3.6. Il existe C > 0, B > 0 et 6 > 0 tels que, pour tout u e<#(£R) 

avec supp u c3T 2,Ô£ O N
 pour 6(£',n) B : 

I|U;(T2,Ô)||2 $ C ||A(t;Ç',n,Dt)u|| 2 

L (T2,Ô) 

DEMONSTRATION. Posons, pour tout t ^ 0 et tout (Ç f,n)€ R n : 

• q(m-r)i M m , , } r 

h = h (ç', n,t) = i I + 9 ( * » n } 

tqOn-r; 

On fait alors le changement de variables : t — > s défini par : 

ds = h(£',n:,t) dt . 

Ecrivons d'abord quelques estimations qui serviront par la suite. On a : 

hm= | g t | » + e(g'.n)r • 
, s > 1

 tq(m-r) 

On en déduit que, pour tout entier l € I N , on a : 

i 1 m N I „ -1 , m 
|D (h )I ^ C x t h . 

Or, si u est une fonction de t ne s'annulant pas, on a, pour a ̂  Et et tout 

entier 1 > 1 : 

(3.9) D J ( u
a ) = XV a" P {, l*** ( D t u ) J r } * 

P - r |j|-P r-l 
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1 

avec : |j| = £ j ; (la démonstration se fait par récurrence sur 1 ) . 

r=l r 

En prenant : u - h m et a = —, il vient, pour tout 1 € I N : 

(3.10) |D*h| ^ C x t**1 h . 

On a aussi : 

D h t " p h V ) = \ (J) 6. t - ( p + 1 - J > DJ(h V) . 

j=o 

D'où, en appliquant à nouveau (3.9) avec u = h, v - a et en utilisant (3.10), 

il vient, pour tout 1 S IN : 

(3.11) |Dj(t" V ) | .< C x t ~ ( p + 1 ) h V . 

De la définition de h, il est clair qu'on obtient : 

(3.12) t qh > ( t q 6 ) r / m * 6 ° 2

q , pour t >, x 2 . 

D'où : 

q 6 ° q 

t h 2 ^ 
(3.13) th - — — ^ — — , pourra être rendu aussi grand qu'on veut à 

t q 6^ 

condition de prendre 6 petit, puisque q > 1. 

On a enfin : 

(3.14) 9 r

 N< t q ( m " r ) . h m 

et : 

(3.15) |€'| « h . 

On montre, par récurrence, que l'on a,pour j £ 1 : 

(3.16) D J u = h J ( D J u + l x 4 v D J u) , 

k=l 

avec, en utilisant (3.10) : 

(3.17) |x j k(ç',n,t)| « c k (th)" k 
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Inversement, on a, pour j 1 : 

• • . j-1 , . . , 
(3.18) D J u = h" J D^u + T h*'2 D J " k u , 

s C k-1 J k 

avec : 

(3.19) |* j k(ç*,n,t)| < (th)" k . 

-1/2 

On multiplie l'équation : A(t;Ç',n,D t)u(t) = f(t) par h (Ç',n,t) et on fait 

le changement de fonctions : 

[ w(s) = t q ( m - r ) h"" 2 u(t) 

4 
g(s) = h 1 f(t) . 

Alors l'équation : 

A(t;ç', n,D t)u(t) - f(t) 

est équivalente à l'équation : 

P(s;D g) w(s) = g(s) , 

avec : 

P(s;D s) = P 0(s;D s) + P,(s;D s) 

où : 

m-r n n • , 0 a -m a. 

° S ft=o a 1 +ag+a «m-A ( , S ) 

ii 

et P.(s;D ) est combinaison linéaire de termes de la forme : 
i s 

R a' 8 a n ~ m a n 
^(r* a\ t q £ ? • r )* h n • D n a v e c l a ? l + a3+a = m-R , v,cx j p j s n 

ou les f o n c t i o n s > ( a • vérifient, pour th ^ 1 et 0 < 6 < 1 : 

Î k w ) ( C ' . n , t ) | ^ C ( t h ) - 1 

ou : 

l * ( a t B ) « ' , n , t ) | * C^*'l) 
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Donc, si 6 est petit, ces fonctions sont petites sur [j 2,ô] . 

Montrons maintenant que les coefficients de P (s;D ) sont bornés. 
^ o v 9 s 

Pour cela, nous allons revenir à la figure de la page 16 qui montre que les 

points A,B,C,D,E ont les coordonnées respectives suivantes : 

(r,0,0) , (m,0,0) , (0,m,0) , (0,r,0) , (0,0,m). 

Tout (|a f|,a n,g) correspondant à un terme de ^(s^Dg) est un barycentre de 

ces cinq points ; c'est-à-dire qu'il existe cinq réels positifs 0., i = 1,...,5 

5 
avec Y 0. = 1 et tels que : 

i - i 1 

| ot• | = e r + e 2m 

a n = 8 3 m
 + V 

3 = 6^m • 

On a alors : m-ft = |a' | .-•+ ~g +*'-a = (0j + 0^ + 0 5)r + (0 2 + 0 3)m 

D'où : = (0 ] + 0 4 + 0 5) (r-m) 

et : a -m = -(0. + 0 C + 0 o)m + 0.(r-m) 
n l o i 4 

Ecrivons : a' = aj + a 2 avec : |a 2| = 0 2m . 

Alors : 

A ni a r T m |«A I O . + e )r (0 1+0 /+0.)q(r-m) 0.(r-m)-(01 + 09+0_) 

U ' a n 6 t q l h n h < c|ç'| 2 -.e(çin) 1 5 ' 1 4 5
 h 4 1 2 5 

/ \ 9 , + 9 _ 1 ô o m 9/(r-m) 
« C ( 0 V q ( m " r ) h " m ) 1 s . i W l h 1 ) 2 . ( t % ) 4 

D'après (3.14) et (3.15), il vient : 

t Q 0 a -m . . 0,(r-m) ^ 0Acrq(r-m) 

| ç ' a . n B t " q * h n . | .< c. (t qh) 4 * c ô 2

 4 < C . 

On en déduit que les coefficients de l'opérateur P Q(s;D g) sont bornés | 
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et, en utilisant les inégalités (3.20), on en déduit aussi que les coefficients 

de Pj(s;D g) peuvent être rendu aussi petit que l
fon veut à condition de prendre 

6 assez petit et B assez grand. 

Etudions maintenant les dérivées des coefficients de P (s;D ) . Pour 
o ' s 

tout entier k = l,...,m, on a, pour |a'|+ag+a n = m-ft : 

s s 

n 1 a -ir t h a -m 

= ca A k D ^ ( t -
q h n > 

, 0k-l 1 1 1 1 fia -~m 
+ £ n L *vi h Di- (t n h ) . . 

1=1 K i z 

On utilise (3.11) et (3.19). Il vient : 

| r a ^ V k D ^ ( t ^ h V m ) | * C U ' a ^ ^ " ^ h V m | ( t h ) " k < C"(th)" k 

et : 

Les dérivées des coefficients de P (s;D ) peuvent donc être rendues aussi pe-
o s 

tites que l'on veut à condition de prendre 6 assez petit. 

Pour pouvoir utiliser la proposition (2.1) de |j8] sur les équations 

différentielles à coefficients "peu variables 1 1, il reste à vérifier qu'il 

existe une constante C > 0 telle que, pour tout S(T2) ^ s < (ô) , les racines 

ç v(t;£',n) de P Q(s;ç) = 0 vérifient : 

(3.21) |lm ç v (t;Ç f ,n)| >, C . 

Tout d'abord, le coefficient de D m dans P (s;D ) est : 
' s o s 

N ^ 0 , en vertu de 1'ellipticité de A. 
(o,...,o,m,o) 
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On peut donc supposer, dans toute cette section, qu'il est égal à 1. Reve

nons aux racines de P Q(s;ç) = 0. 

Le polynôme A(l;£',n»z) est elliptique. Donc, si z (t;Ç f,n) dési

gnent les racines de A(t;£',rj*z) = 0, on a : 

(3.22) |lm 2- (l;£ f,n)| £ C ( | V \2 + n 2 ) 1 / 2 , pour (|ç' | 2 + n V / 2
 >. A , 

avec A assez grand. Cette inégalité est donc vraie pour 0(Ç',n) £ A f , avec 

A f assez grand. 

Mais d'après l'hypothèse "d'ellipticitë générale" (Dj), A(l;Ç',n,z) 

ne s'annule pas pour 6^ ^ 0(Ç',n) ^ A'. Donc l'inégalité (3.22) reste vraie, 

quité . à changer la constante C, pour 0(5',n) £ ô^* 

Or, on a : 

P 0(s,ç) = t -
q ( m ~ r ) t f m A(t;ç» fn,hç)-

et : 

A(t;ç', n,ç) = t"
q r A ( l ; t V,t C T qn,t qç) . 

Les racines de P Q(s,ç) = 0 vérifient donc : 

|lm ç v ( t ; Ç ' , T , ) | = h - 1 t " q |lm z v ( 1 ;t qÇ',t 0 qn) | 

» C h" 1 t" q (|tqç'|2 + |t a qn 2 ) , / 2 , 

pour e(t qç',t a qn) n j , 

c'est-à-dire : ( t 2 q | ç ' | 2 + t 2 q n 2 / C ) 1 / 2 - tq6(Ç',n) > 6 q ; 

_\_ 

soit : t ^ 6 2 9(Ç',n) ^
 = T 2 » c e e s t balisé puisqu'on travaille sur 

Pour démontrer l'inégalité (3.21), il reste donc à prouver qu'il 

existe une constante C telle que : 
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(3.23) t qh * C ( | t V | 2

 + ( t a q n ) 2 ) 1 / 2 . 

on a : 

( t q h ) m = (t q|ç'|) m

 + (t qe) r . 

bien sur : 

<t«|ç»|) n« c [ ( t q U ' | ) 2 + ( t % ) 2 ] m / 2 . 

D'autre part : 

< t q e ) 2 r = [(t q|ç'|) 2

 + ( t % ) 2 / ( 7 ] r 

- I <•) ( t q | ç ' | ) 2 r " 2 j ( t % ) a 

j=o J 

[ ( t q|ç'|) 2 + ( t % ) 2 J m = l (?) ( t q | ç ' | ) 2 m - 2 j ( t a q n ) 2 j 

j=o 

* I c. ( t q | ç ' | ) , / C T ( 2 r " 2 j ) ( t a q n ) 2 j / a 

j-o J 

2 ( l 4)(r~j) 2q ( l 4)(r~j) 
(t qU'|) s < C « 2 

car : 1 - 1 - £ll N< 0 et t q|ç'| > ^ ô q . 

L'inégalité (3.23) est donc prouvée, donc aussi l'inégalité (3.21J. 

On peut maintenant appliquer le résultat de la proposition 2.1 de 

[8\. Il existe une constante C > 0 telle que, pour tout w(s)c*D(IR) avec 

supp w C ] s ( ^ ) 9 s ( 6 ) on ait : 

(3-24) ? ||D w|| , < C ||(P +P,)w|| 2 

j-o LZ(S(T2),S(Ô)) ° IT(a(T 2)s(5)) 

On revient alors à la variable t. En utilisant les égalités (3.16) et (3.18) et 

les inégalités (3.17), (3.19) (3.20) ainsi que les majorations des coefficients 

de P et P., il vient : 
o 1 

||U;(T2,Ô)|| * C ||A(t;Ç',n,D )u|| 2 

L (T2,Ô) 
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ce qui est le résultat annoncé dans la proposition 3.6. 

III - 2.4. ETUDE SUR [o , 6 ] . On choisit 6j > 0 dans la proposition 3.5, puis 

0 < ^ 2 ^ 1 > ensuite on prend 6 > 0 assez petit et B > 0 assez grand de façon 

que les propositions 3.5 et 3.6 soient vérifiées pour 0(Ç',n) > B. 

On va faire une partition de l'unité. Soit avec $ j = 1 

sur un voisinage de [ 0 ,62 ] et supp $j CT^ljô j [\ On pose alors : $ 2

 = ' $j 

et, pour j = 1,2 : 

fj(t) - ^ (t.9(ç',n)q) . 

Soit ueJ)(R^), avec supp u c [ p , 6 Q Alors : 

u - u + f 2 u . 

Pour/irec0(lR+) , avec supp/trc:[o,ô Q on définit : 

l k ; ( 0 , 6 ) | | 3 = 1 1 ^ , ( 0 , 6 ^ 1 ^ + \\ati (T 2,Ô)|| 2 . 

On a les deux lemmes suivants : 

LE MME 3.3. Il existe une constante C > 0 telle que, pour tout u eJD(R+) avec 

supp uC[b,â£et pour tout j = 1,2, on ait : 

I If. u ; (0,ô)| | 3 * C | | u ; (0,6) | | 3 . 

DEMONSTRATION. Sur [T 2 ,TJ] les normes ||u ; ( T 2 , T J ) | | J , | | U ; ( T 2 , T J ) | | 2 

et I) u ; ( T 2> T])|l3 s o n t équivalentes à la norme : 

II u ; (x T - ? e ( r,n) r- h ||DJ U | | 2 

«=o L (T^TJ) 

Pour démontrer le lemme 3.3 on utilise alors le fait que les fonc

tions ^ 1 , 2 ) sont égales à 0 ou 1 sur les intervalles (Ojt^) et ( X j j â ) 

file:////ati
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et satisfont, sur ( T 2 » T j ^ -*-es inégalités suivantes : 

(3.25) |D* <fjl S C..HV 

< C j.e(^
l,n) 1 , j = 1,2, (car q > 1 ) . 

LEMME 3.4. Il-existe une constante C > 0 et une constante X > 0 telles que, 

pour tout u € o 9 ( R + ) avec supp uC [o,ô[et tout (Ç;f,n) € I R n \ 0 } tel que 

6(5f,n) £ B, on ait : 

l|(A« -<f.A)u|| 9 « c Q U ' . n ) ^ ||u ; <o,ô)|L , j = 1 , 2 . 

* J L Z (0,6) J 

DEMONSTRATION. Elle découle encore du fait que les dérivées des sont nulles 

sur ( 0 ^ 2 ) et (TJ,Ô) et que, sur (T2>TJ), on a les majorations (3.25) pour les 

dérivées des <fy 

On peut prendre-X = < 0 , car q > 1. 

On déduit alors des propositions 3.5 et 3.6, en utilisant les lemmes 3.3 et 

3.4, la : 

PROPOSITION 3.7. Les nombres 6 > 0 et B > 0 ayant été choisis comme précédem

ment, il existe une constante C > 0 telle que, pour tout u g 5 ) ( R + ) , avec 

supp u C [ 0 , ô [ et pour tout (Ç f,n)e £R nN{0} tel que 8(Çf,n) ^ B, on ait : 

| | u ; (0,6)11 * c {| kt;5 f,n,D )u| | 2 

3 C L Z (0,ô) 

1 
s r-m. — 

+ l Q(V ,n) 3 |B.(Ç !,n,D t)u (0) | . 

j-1 

III - 2.5. ETUDE POUR e(gf,n) < B. 

j PROPOSITION 3.8. Pour tout B > 0 , il existe ô > 0 et C > 0 tels que, pour tout 
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(£',n )e R n avec 9(Ç',n) ^ B et tout u €#(IR +) tel que supp uc[p,ô[, on ait : 

T l | D r k { t * u > N 2
 + I H D t u M 2 < c||A(t;Ç'.n,D )u|| 2 

k=o Ê IT(0,Ô) h=o C IT(0,Ô) IT(0,| 

DEMONSTRATION. Pour simplifier l'écriture on notera : 

' M » ; (0,8)11", - T | | D f k { t ^ u } | | 2 + l ||DJ«|| 2 
1 k=o IT(0,ô) h=o IT(0,6) 

Considérons à nouveau l'opérateur : 

M(t;D t) = Y a. D* {t*.} 
c k=o k t 

r + k 
avec : a f c - q ( 0,..., 0,r+k,0) * 

On remarque que D^oM(t;D t) représente exactement les termes de l'o

pérateur A qui ne contiennent que des dérivations par rapport à t (c'est-à-

dire l'arête DC sur la figure de la page 16). 

Pour tout u e JÊ) (E +) avec supp uc[û,{[, on a, à condition de pren

dre 6 > 0 assez petit : 

| |u| | * C | |DJÎ u| | - , où C > 0 
H R(0,6) L (0,6) 

ne dépend pas de u ni de 6. 

Si l'on applique cette inégalité à M(t;D t)u, il vient : 

||M(t;D.)u|| N< C | |D'oM(t;D )u| | -

C H R(0,6) C C IT(0,Ô) 

Maintenant on utilise la proposition 3.2. Il vient : 

(3.26) | |u ; (0,6) | |'' £ C | |D' MU| | , 
1 L Z(0,6) 
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Pour finir la démonstration de la proposition 3,8, on remarque que 

A(t;Ç f,n,D t) - D toM(t;D t> est combinaison linéaire de termes de. la forme : 

Ç ' a V D ^ t q ( m - r - h ) . } 

avec : ph = 0,...,m-r 

/ |ç'| + ag + a n = m-h 

Pour majorer ces termes on distingue deux cas, comme dans la démonstration 

du lemme 3.1. Et on utilise le fait que 0(Çf,n) ^ B, t ^ 6 (6 pouvant être 

pris aussi petit qu'on veut) ainsi que les inégalités : 

M V 1 ^ H 2 • « Ô J H D t n U H 2 >J = °""*n • 

i / ( o , Ô ) z ir(o,&) 

pour u e tel que supp ucQ),ôQ; tout ceci permet de montrer que, pour 

6 assez petit on a, pour tout u e 5) (R +) tel que supp uC[o,{[, et pour 

6(Ç*,n) < B: 

| | (A(t;Ç',n,D ) - D*oM(t;D.))u|| „ * e | | u; (0,6) |'|" . 

C . C L Z(0 ,Ô) 1 

L'estimation annoncée dans la proposition 3.8 résulte alors de l'inégalité 

(3.26J. 

III - 2.5. DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 3.1. Il suffit de faire la démons

tration pour u € d D 0R+**) ' 

Soit u €S((R n + 1) avec supp u C I R 1 1 " 1 x [ o , « [ x E . 

On définit /ire2)((R+) par : 

v ( t ) = û (ç',t, n) , où T désigne la transformée de Fourier par 
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rapport aux variables x f et y. On écrit les inégalités obtenues dans les pro

positions 3.7 et 3.8, pour /iKt) . Il ne reste plus qu'à intégrer en (Ç',n) en 

séparant les deux cas 0(Çf,n) >/ B et 6(Çf,n) £ B. Et l fon obtient immédiate

ment le résultat cherché. 

III - 3. ESTIMATION À PRIORI DANS LE CAS DU DEMI-ESPACE , POUR LES COEFFI-

CIENTS VARIABLES. 

On considère l'opérateur A défini sur lR n +* par : 

A(t;(x,y);D x,D v) = Y Q m " h . ( x , y ; D x , D ) { t q ( m " r " h ) . } , 
X 7 h=o x 7 

où m et r sont deux entiers tels que 0 ^ r <: m, q est un réel >1 tel que 

q(m-r) € IN et où : 

m—h 
(i) pour h = 0,...,m-r, Q (x,y;D ,D ) est un opérateur aux dérivées partiel-

x y 
les à coefficients C°°, de la forme : 

1 1 in 

|a|+6sm 

avec : D v = f4- -r^- 4- — i — , 4-|~) et D = 4- | - ; (si q(m-r-h) élN, 
x \ i 3xj i ^x n -_|

 J i 3t/ y i 3 y , v ^ v ' r~ 9 

QM4 1(x,y;D ,D ) est, par définition, l'opérateur identiquement nul), 
x y 

Pour tout h = 0,...,m-r, notons : 

Qm~î;(x,y;D ,D ) = J q T \ , (x,y) D" D 3 

xm-h 9 J ' x y L (a,g) 9 J x y 
I a I -K^B=m-h 
1 1 m 
|a|+g<m 

^m-h, N r m-h , N a 8 
Q (x,y;D ,D ) = > q. n. (x,y) D D 
Tn. x y L (a,g) 9 J x y 

| a | ^ m - h 

|a|+g=m 
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|a |+^6=m-h 
m 

|a |+6=m 

(ii) A est un opérateur d'ordre m tel que A(t;0;D ,D ) soit elliptique d'or-
x y 

dre m pour t > 0, 

c'est-à-dire, pour tout t > 0 et tout (£,n)S R n + 1 N { 0 } , on a : 

A m(t;0,ç, n) - T Q f N o ^ . n ) ^ ^ ^ 1 0 i 0 . 
h=o 

On en déduit que, pour tout t > 0 et tout (Ç,n)e lR n + 1\{0}, on a : 

A°(t;0;ç,n) - Y C h J°lZ.ri^m~r~W * 0 . 
h=o ' 

On fait, de plus, sur l'opérateur A l'hypothèse "d'ellipticité générale" 

suivante : 

y^Pour tout t > 0 et tout (Ç,n)e. IR n + I\{0}, on a : 

(D 2) J m^r 

A o(t;0;ç, n) - I ( £ * <°^>n) t q ( m " r " h ) * 0 
^- h=o 

Cette hypothèse implique en particulier que l'opérateur Q (x,y;D ,D ) est 
x y 

quasi-elliptique, c'est-à-dire que, pour tout; (Ç ,n) €=. R n +*\{0}, on a : 

(0;ç,n) * 0 . 

r • • • — • • 
On suppose que Q est proprement quasi-elliptique d'ordre 2s. On définit alors 

s opérateurs frontière à coefficients C**: 

B. (x',y;D x,D y) - J ^ ( x ' . y ) D* , j - 1 ...... . 

où, pour tout j = l,...,s, nij est un entier inférieur ou égal à r-1 . On note 
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yB = (yBj ; j = l,...,s) où y est l'opérateur restriction à IRn. 

On notera B*! la partie principale quasi-homogène d'ordre m. de B,. 
3 «3 J 

On suppose que le système (B. ; j = l,...,s) est normal et l'on fait alors 
J n 

l'hypothèse de "recouvrement" : 

^Pour tout (£' ,n) e CR n\{0}, les polynômes en T: 

B? (0 ; Ç ' , T,n) = I b ( a , 6 ) ( 0 ) ^ = l,---,* > 

l a ' | + a +£g=m. 1 1 n m j 

(D^) ^ sont linéairement indépendants modulo le polynôme : 

+ s + + 

M ( ç',n» T ) = II (x - T V(Ç
f >n)) > où T v ( ç',n) sont les racines à par-

k=î K * 

^ tie imaginaire positive de Q r(0;Ç',x,n) = 0 , 

On a alors le résultat suivant : 

PROPOSITION 3.9. Sous les conditions (D 2) et ( D p , il existe Ô > 0 et C > 0 

tels que, pour tout u S ^ ' ^ _ r 0 R +
+ ^ ) avec supp u G B ( 0 , S ) , on ait : 

I M I ^ o • „ +i < C { | M | 2 - n + 1 + ! | | y B . U | | , + I M I 2 n + l
} -

DEMONSTRATION. On applique la proposition 3.1 à l'opérateur à coefficients 

constants : 

(A Q(t;0;D x,D y) ; yB?(0;D x,D y) , j = l,...,s) . 

Il reste ensuite à évaluer la norme des différences : 

(A(t;(x,y);Dx,Dy) - A(t;0;D x,D y))u 

et : 

y(B.(x',y;D ,D ) -B.(0;D ,D))u , j = l,...,s 
j x y j x y 
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et de montrer que, pour tout e > 0, il existe 6 > 0 et C £ > 0 tels que, pour 

tout u avec supp u C B ( 0 , S ) , on ait : 

||(A(t;6c,3fcD D ) - A(t;0;D ,D ))u| | « e | |u| | + C | |u| | 
X y X y l / < Œ C ) W*1' (R? ') £ L (R^ ) 

+ q,m-r + + 

et, pour j = 1,..., s : 

||y(B (x',y;D x,D ) - B (0;D x,D ))u| |
 < £ l | u M a r n j n + K

+ C

£ I M I T 2 ^ + 1 

/ " J " " 2 " ' V ) * > * - ^ + } ( + ' 

Ceci se fait de façon classique (cf. £6] par exemple), en utilisant les pro

priétés des espaces et en remarquant que, à condition de prendre ô > 0 petit, 

les coefficients des opérateurs varient peu dans B(0,ô). 

III - 4. ETUDE SUR = Q x iR ; (démonstration du théorème 3.1). 

On reprend les notations des paragraphes I, II et III-1. On a vu 

que.les conditions (i), (ii) et (iii) du théorème 3.1 impliqueat,pour l'opéra

teur A = L - e l ô D y , l'ellipticité dans îf , la condition "d'ellipticité géné-

raie" (D) et, pour le problème (Q ,yB), la condition de "recouvrement" (D'). 

Par "cartes locales" et partition de l'unité, on se ramène, pour 

démontrer le théorème 3.1, à la situation du paragraphe III.3. Et l'on démon

tre (cf. [j6]) qu'il existe une constante C > 0 telle que, pour tout AT 

tel que = 0 pour |y| >y 1, on a : 

I H I . „ < c <||A«|| 2 • f||YB«r| | . | M I ), 
W ^ _ r < « ) L 2 ( © :-> ' ^ - n . - i , c ( 3 g l L ( R 

1 1 

où H J (3#) est défini de façon habituelle à partir de H J (R ) par 

"cartes locales" et partition de l'unité. 
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On en déduit évidemment le résultat du théorème 3.1 pour les fonctions ir telles 

que yBj W = 0 pour j = 1,..., s. 

III - 5. DEMONSTRATION DE LA CONDITION SUFFISANTE. 

Ayant l'estimation du théorème 3.1, la démonstration suit celle uti

lisée dans [l] . Soit ç(y) une fonction fixée C°°, telle que ç(y) = 0 pour 

|y| ^ 1» C(y) = 1 pour |y| ^ y • Etant donné une fonction u g (Œ) telle que: 

yBjU » 0 sur r, j = l,...,s , 

on définit : 

^ ( ^ y ) - ç ( y ) e l p y u(x) , y g R . 

Pour tout r > 0, notons V r = {(x,y) € ; |y| < r}. Le théorème 3.1 peut 

s'appliquer à v . Il vient : 

(3.27) I ftry| | a « C {||Av || + | | i r | | } . 

Mais A v = ç ( y ) e i y y ( L - p m e i e ) u + une combinaison linéaire de dérivées en v 

d'ordre S m-1 de e i y y u(x). On déduit alors de (3.27) l'inégalité : 

(3.28) M u e i w y | | <f M a t M 

CIU< ri/2> V » r<*1> 
q,m-r 1/z q,m-r 1 

« C {||(L -yV )u|| 2 +

m î , | y | m ' 1 " J l k l l P 0 i l 

IT(ft) j-o h L c t j J ( ! 

où Qjj] est la partie entière de oj. 

Or : l|ue i u y|| * | | u e i y y | | 

V " ' 0 (if ) H r ' ° r ^ ï 

V Y. | | D > ( x ) . D 3 ( e i y y ) | | 

|a|+a3=r X 7 L < ^ / 2

) 
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d foù : 

m 

(3.29) M u e 1 " " ! ! >, C \ j M r
J | | u | | r .-, 

* ï W u i j-° h L J ( B ) 

On déduit de (3.28) et (3.29) : 

j M m - J M u | | r - , .< C | | ( L - y V 9 ) u | | 2 + -fa "\ | p \ ^ | | u| | 

j-o H L 0 J J (Î2) LZ(Q) | P | j-o H L a j-fe 

Ceci donne : 

(3.30) (1 - C ) ^ | y |
m - i | | u | | - - 4 C ||(L-u me i 9)u|| . 

Iyl j=o HLaJi(îî) i/(fl) 

On pose alors X = y m e l 9 . Il résulte de (3.30) que, pour tout u € 3) (Q) telle 

que YBjU » 0 sur r , pour j = l,...,s et pour tout ft"sur le rayon argX = 6 

tel que |x| , / m = |p| > 2C, on a 1 inégalité suivante : 

m-j 

(3-31) l |x| m- || u|| r n S 2C | | (L-A)u| | 2 . 

j-o H L a j J ( ^ ) IT(ft) 

Par densité, cette inégalité reste vraie dans D ( L 2 ) . Prenant j = 0 dans l'iné

galité (3.31), on déduit que pour tout u ^ D(L 2) , et pour tout X assez grand 

tel que argX = 9, on a : 

(3.32) ||u|| « - m - ||(L2-A)u|| 2 

C'était la propriété (a) que l'on voulait démontrer. L'inégalité (3.32) mon

tre en particulier que, pour tout X assez grand tel que argX =0 , l'applica-

2 

tion ui > (L 2-A)u est injective de D(L 2) dans L (ft). Pour compléter la dé

monstration de la condition suffisante du théorème 2.1 on doit encore montrer 

la propriété (b) c'est-à-dire que l'image de l'application : u| > (L 2~X)u 

2 . 
est L (ft) tout entier pour X assez grand tel que argX =0. Ceci résulte de 

* * . >s 
l'existence d'un problème adjoint formel (L >Y Bj) q u i vérifie les mêmes pro-
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priêtës que le problème (L,yBj) (cf. K l ) . De plus, ce problème vérifie les 

conditions (i), (ii) et (iii) du théorème 2.1 par rapport au rayon conjugué 

argA = -9. 

La condition suffisante est donc complètement démontrée. 

IV - DEMONSTRATION DE LA CONDITION NECESSAIRE. 

On se place sous les notations et hypothèses du paragraphe I. On 

doit montrer que si l'inégalité (3.32) est vérifiée pour tout u ^ D(L 2) et 

tout A assez grand tel que argA — 0, alors les propriétés (i) , (ii) et (iii) 

du théorème 2.1 sont vérifiées. 

Montrons tout d'abord que l'inégalité (3.32) implique l'inégalité 

plus forte (3.31). On a, pour tout u g C°°(Q) tel que yBj = 0, pour 

j = l,...,s et pour tout X assez grand tel que argA = 0: 

(4.0 | | u | | * T r r lla-Mull 2 • 

Or, d'après le théorème 1.1, on a : 

<4-2) ||u|| S C o {||Lu|| 2 • ||u|| 2 } 

Wq^,m-r ( n ) L L ( Q ) 

« C {||(L-X)u|| + (1 + | X | ) | | U | | 2 } 

$ C. ||(L-A)u|| 9 , pour X assez grand tel que 

L (0) 

argX = 6 . 

Maintenant, pour tout j = 0,...,m, on a (cf. [£] » par exemple) 

i - M - kH 

(4.3) ||u|| r . 4 C ||u|| 2

 r || U|| ^ 
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ML 
r r 

s< c i|u|i . | | u | i . 
L (£2) W* (a) 

q,m-r 

Utilisant (4,1), (4.2) et (4.3), il vient alors que pour X assez grand avec 

argX = 9 et tout j = 0,...,m, on a : 

(4.4) ||u|| ... S C | x | J / m \ ||(L-X)u|| , . 

H | a j |(fl) i/(0) 

Cette inégalité implique l'inégalité (3.31). De la même façon, on démontre : 

(4.4') | | (p q ( m" r )u|| . .< C |x| J / m" !.||(L-X>|| 2 , pour j = 0,...,m. 

H J(a) iT(fl) 

Considérons alors ir(x,y)€ fë°°0£)5 tétant périodique en y, de période 2ir et 

vérifiant yB^nr- 0 sur 9 ^ pour j = l,...,s. 

Soit : v{x,y) ^ J u (x)e l n ^ le développement en série de Fourier de V , 
— o o 

On a : u n e C°°(â) et Y^ j U ^ = 0 sur T pour j = l,...,s. 

On a aussi les développements en série suivants : 

+<x> . . 

(4.5) 0° D W - l D a u . ( n ) J e i n y 

x y L

m x n 
* — 0 0 

et : 
+ o o ^ ^ 

(4.6) A(x;D x,D ) ~ £ (L(x;D x) - n V ) u n(x).e
l n y . 

* — o o 

De plus, d'après (4.4) et (4.4'), on a, pour j = 0,...,m et pour n >, N q : 

(4.7) ||u || r . 1 * C |n|J- m||(L-n me i e)u n|| . 
n H L J J ( Î 2 ) L (fi) 
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et : 

(L 8Ï ||(pq(m-r) i, 4 C |n| J~ m| | (L-nV" )u || „ 
(4.8) | | Y - n l l ^ ^ L 2(Q) 

Pour n v< N , on a : o* 

( 4 - 9 ) " " " " h * , « * C . < H ( I ~ " , i l , ) , , J 1,2,0,
 + « ' « o J H ' S . I I ^ » >• 

W m (Q) L (Œ) L (fi) 
q,m-r 

On déduit alors des développements (4.5) et (4.6) et des inégalités (4.7), 

(4.8) et (4.9) que orsatisfait l'inégalité a priori suivante sur Sg^i 

(4.io) l k . l l ™ « c' { | | A 4 r | | 7 , + i k i i 9 * > . 
- V * ( ? ) L * ( £ ) L 2 ( £ ) 

q,m-r *ÏÏ V TT v ir 

Par cartes locales, on déduit de (4.10) qu'il existe p > 0 et C > 0 tels que, 

pour tout *r G W m , a (R^ + 1) avec supp *r C B (0,p) et yS. *r= 0, j = l,...,s, 
q,m-r + j 

on a : 

où et sont des opérateurs de la forme de ceux définis au paragraphe 

III-3. 

Soit alors : nr g w ^ * ^ r G
R + + 1 ) a v e c supp v C B(0,p) et yJ8_. ir= 0, j = l,...,s. 

On pose, pour X > 0 : 

tr x(x,y) -V(Àx,À
ay) . 

Pour tout h = 0,...,m-r et tout (a,g)e CN n +' tel que |a|+ag<:m-h, on a, en 

posant |a|+a6 = m-h-s : 

http://lk.ll�


VIII - 37 

On en déduit, en appliquant l'inégalité (4.11) à ^ , en simplifiant par 

r_n+<r 

A et en faisant tendre À vers +°°, l'inégalité : 

( 4 - , 2 ) I W I r a n+1 ^ C {| | Q^(0;D x,D W | I + | H | } . 
H r ' a ( R ; + 1 ) r X 7 L 2(lRj + 1) L 2 0 R j + 1 ) 

Comme dans [î] , on en déduit que Q r(0;D ,D ) est quasi-elliptique et que 
x y 

(Q*(0;D ,D ) , y3°.(0;V ,D )) vérifie la condition de recouvrement (D') . On 
r x y j x y z 

en déduit que, pour tout ( x Q , y o ) € 3 ^ , Q
r ( x Q , y Q ; D x , D y ) est quasi-elliptique 

et que la propriété (iii) du théorème 2.1 est vérifiée. 

Pour la fin, on s'inspire des méthodes utilisées dans [3]* 

Soit maintenant (x Q,y o)cfe
7. Soit alors G un ouvert relativement 

compact dans et contenant (x ,y ) • De l'inégalité (4.10) on déduit que, 

pour tout /tre«2)(G), on a : 

(4.13) | H i .< C {| | A*r| | 2 + I M I 2 > • 
H (G) l/(0) IT(G) 

Soit çSo2)(©). On suppose que ç = 1 sur 0' où G' est un ouvert relativement 

compact contenu dans G et contenant ( x

0 > y Q ) - Soit alors w e £ f ( t R n + 1 ) et suppo

sons qu'il existe (ç,n) € CR n + 1\{0} tel que : 

A°(x o;Ç,n) = P™(x o;C)(f ( x o )
q ( m - r ) - n V e - 0 . 

Posons alors, pour X > 0 : 
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* x ( x , y ) - ç(x,y) 4 x - x o ) X ^ , ( y - y o ) À
4 ) e i A ( x Ç + y n ) , 0<J<11. 

On applique l'inégalité (4.13) àv: , et dans les intégrales, on fait le chan-
à À A 

gement de variables : (X,Y) = ((x-x )X. , (y-y )X ) . Il vient, pour A1£ : 
o o à 

llAtrJI 2 «CX 2 | | ç ( X o + x A , y o + X - ^ ) { f ( x 0 + X ^ x )
q ( m - r ) P ^ ( x 0 + X ^ x ; Ç ) -

1* (0) 

- n m e i ( W , Y ) | | + R, 
l/((R n + 1) 

où R est somme de termes faisant intervenir des dérivées de w jusqu'à l'ordre 

m et ayant en facteur une puissance de X strictement inférieure à r 1 1 ^ ^ A . 

Quand X^ » +°°, <f(x
 +x""^x) q^ m~ r^ P m(x +x"^;ç) converge uniformément vers 
o m o 

On évalue de même | |<ir \ | et | |ir. | | 0 . Puis on simplifie par m - n * 1 A 
A H m(G) À L 2(0) 2 

et on fait tendre X vers +«. Il vient : 

(4.14) (|ç|2

 + n 2) m / 2||w|| 2 4 C |A°(xo;ç,n)|.||w|| . 

Ceci étant vrai pour tout w€£f( i R n + * ) , on en déduit que : 

( U | 2 + n 2) m / 2 « C |A°(x 0;ç.n)| . 

On a donc une contradiction avec le fait que l'on a supposé que A°(x ;£,n) = 0. 
o 

Par conséquent, pour tout ( x

0>y Q) S ^ et tout (Ç,n) G R n + * \ { 0 } , on a : 

A°(x o;ç, n) ï 0 . 

Ceci prouve l'ellipticité à l'intérieur de A. Pour montrer la propriété (i) 

du théorème 2.1, il reste à montrer l'ellipticité au bord. Pour cela, on va 
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de nouveau se placer dans le demi-espace IR^ + 1 et utiliser l'inégalité (4.11) 

pour montrer que, pour tout t > 0 et tout (S,n) S P n + 1 \ { O l , on a : 

m-r , / ,\ 

* n(t;0 ; ç , n ) = I « T h ( O ^ . n ) ^ ^ 1 0 * 0 . 
h=o 

En fait on peut choisir les coordonnées locales de façon que l'opérateur j 4 

s'écrive : 

(4.15) ^(t;(x,y);D x,D v) = ^ V ^ x j D ) [ t ^ ^ . } - e i 9 D » . 
x y h=o m x 7 

Par conséquent, on a : 

( 4.16) ^ n ,(t;(x,y);D x,D y) = < ^ ( x ; D x ) { t
q ( m - r ) . } - e ^ D * . 

On a aussi, et cela servira plus loin : 

(4.17) ^ o(t;(x,y);D x,D ) = { t
q ( m - r " h ) .} - e i 9 D * . 

* h=o 

Prenons ç&2)(lR n + 1) avec supp ç cB(0,p),ç = 1 sur B(0,p/2) et 0 ^ ç N< 1. 

Soit alors w G o 9 ( i R ^ + 1 ) . Pour (£,n) S l R n + \ { 0 } et X > 0, on définit : 

h , n , , ,4 / n i(XxÇ+X vyn) , 
^ ( x , y ) - ç(x,y)w(xX ,y^ ) e 

avec : (~0 < A < — 
q 

J v - 1 - q(l-o)<d 

] 0 < A* < v 

On utilise l'inégalité (4.11) pour AT ; on fait le changement de variables 

A Ak 
(X,Y) =(xX ,yX ) . On obtient pour dv^ : 

M " C ( ^ , y x " J 0 X ^ q ( ^ r ) V l ( T ; ( x x - 4 , T x " y ) ; ç , n ) + R , 
À 

où R est composé de termes ayant en facteur une puissance de X strictement 
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inférieure à m-q(m-r)J. On évalue de même les autres termes de l'inégalité 

(4.11). On simplifie par X q 2 2 et on fait tendre X vers +°°. 

Il vient : 

(4.18) U | m | | T q ( m " r ) w | | +n
m||w|| .<C|^m(T;0;Ç,n)w|J 

l/(B(0,p/2)) l/(B(0,p/2)) " L 2 © 1 1 " 

Soit maintenant t Q € B(0,p/2) et soit p' > 0 tel que B = B(0, t Q,0;p') C 

B(0,p/2) (1 On considère ç e # ( t R ^ + 1 ) tel que supp ? C B(0,p/2), ç = 1 

sur B et 0 ̂  ç ̂  1, Pour w G^flU 1 1**) , on pose, pour X > 0 : 

w x(x,y) = ç(x,y) w(x',(t-t Q)X,y) . 

On applique 1'inégalité (4.18) à . Il vient : 

U | m | , t q ( m - r ) w ( x , j ( > y ) | | + n » | | w ( x . , ( t - t ) X f y | | .< 
° l / ( B ) ° I T ( B ) 

« C |i4 m(t;0;Ç,n) w(x',(t-t)X,y) | | . 
° l / ( C R n + 1 ) 

D'où, en faisant le changement de variables : T = (t-t Q)X : 

| ç H l < V A - 1 T ) * ( , , , - r ) w ( x \ T , y ) | | + rT| |«| | , 

i / ( B ( o , P ' ) ) i / ( B ( o , p ' ) ) 

$ C | |^rm(t +X _ 1T;0;Ç,n)w| | n + , • 
° L ( R ) 

En faisant tendre X vers + 0 0, on obtient : 

( | Ç , « q ( m - r ) + n m ) | | w | | <C^ m(t o;0;Ç,n)|.||w|| . 

° L 2 ( B ( 0 , p ' ) ° L Z ( R N + 1 ) 

On en déduit que, pour tout (Ç,n) 6 (R n +'\{0}, on a : 
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Soit maintenant t > 0 quelconque et (Ç,n) £ I R n + 1 \ { 0 } . Il existe A > 0 tel que : 

t = At . 
o 

On a : 

^ m(t;0;ç,n) = A ^ ^ t ^ d A ^ ^ A ^ n ) * o . 

Ceci achève de démontrer la propriété (i) du théorème 2,1. 

Il ne reste plus qu'à établir la propriété (ii) du théorème 2.1. 

Cette fois-ci, étant donné ç avec supp u C B ( 0 , p ) , ç = 1 sur B(0,p/2) 

et 0 S< ç s< 1, on pose, pour w S2)(|R n + 1 ) , (Ç,n) S. fcn+1N{0} et X > 0 : 

v x(x,y) = Ç ( x , y ) w ( x X
< î , y X 4 , ) e i ( X x S + X a ^ > 

avec : 0 < A% < a = — 
m 

On utilise encore l'inégalité (4.11) appliquée à 4f. Il vient : 
A 

(4.19) T l 5 | m _ h l l T q ( , a ' r " ^ | | 2 +n m||w|| , 
h=o IT(B(0,p/2)) l/(B(0,p/2)) 

« C | |* (T;0;Ç,n)w|| „ . 
° L (CR ) 

On en déduit alors, comme pour le cas précédent, que, pour tout t > 0 et tout 

(Ç,n)€ lR n + 1v{0}, on a : 

^ o(t;0;Ç,n) * 0 , 

ce qui démontre la propriété (ii). 

Ceci achève la démonstration de la condition nécessaire et donc du 

théorème 2.1. 
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V - DENSITE DES FONCTIONS PROPRES ET DISTRIBUTION ANGULAIRE DES VALEURS PROPRES. 

Commençons ce paragraphe en énonçant un théorème qui se déduit d'un 

résultat beaucoup plus général de Dunford-Schwartz [9] sur la croissance des 

résolvants d'opérateurs compacts. Ces résultats sont énoncés dans [f]. 

THEOREME 5.1. Soit Œ un ouvert borne de iïP possédant la propriété du oône 

2 
strict et soit T un opérateur compact défini dans L (SI) et tel que : 

(5.1) TL2(Q) C fl^fn; 3 

où r est un entier $1. Alors3 pour tout z > 03 i l existe une suite de nombres 

positifs convergeant vers 0, telle queô R(\;T) = (XI-T) existe pour tout 

\ tel que \\\ = p^j avec : 

n 

(5.2) (VieW (\\R(X;T) \ \ s exp(\\\ r ) , pour \\\ = p .) . 

Reprenons maintenant les hypothèses et notations des paragraphes I et II. Con-

2 
sidérons à nouveau l'opérateur non borné dans L (Œ) , noté de domaine D ^ ) . 

Si l'ensemble résolvant de L 0 est non vide, prenons z dans cet ensemble. Po-
2 r o 

-1 2 
sons alors T^ = (L^-z^^I) ) . Il est clair que T^ est compact dans L (Q) car 

il envoie L2(ft) dans VC>H r(Q) . 

Si la suite des valeurs propres de L^ est {A^ ; k ^ C N } , les valeurs propres de 

sont données par : 

1 

\ = A - z * 
k o 

Et entre les résolvantes de L^ et de T^, on a la relation : 

R<5Tr£- ; T 2 ) = (X-zo)I - ( X - z q )
2 R(A;L2) . 

2 
On dit qu'une fonction non nulle $ 6 L (Q) est un vecteur propre généralise 



VIII - 43 

(ou fonction propre) de ^correspondant à la valeur propre si on a 

( T 2 ~ \ I ) J $ = : 0 P o u r un entier j > 1. Le plus petit de ces entiers est appelé 

l f indice de $. 

On sait que l'espace des vecteurs propres généralisés correspondant à une va

leur propre y^ est de dimension finie ; cette dimension est appelée la multi

plicité de y^. 

2 

Nous noterons sp (T2) le sous-espace fermé dans L (Œ) engendré par tous les vec

teurs propres généralisés de 

On a des définitions analogues pour les vecteurs propres généralisés $ S ^(L^) 

2 

de L2 ainsi que pour sp ( L 2 ) , sous-espace fermé dans L (Œ) engendré par tous 

les vecteurs propres généralisés de I^. 

Nous allons maintenant pouvoir donner le résultat principal concernant la den-

2 
s i t e des fonctions propres de dans L (Œ). 

THEOREME 5.2. On considère le -problème aux limites (L3yB) défini au paragraphe 

I. On suppose que les conditions (C) et (C1) sont vérifiées. Supposons qu'il 

existe des rayons arg\ = 9 .3 j = 1 3 . . . jN dans le plan complexe tels que l'on 

3 
ait les propriétés suivantes : 

(a) Ces rayons divisent le plan complexe en angles strictement inférieurs à 

n 

(b) Les conditions (i) 3 (ii) et (iii) du théorème 2.1 sont vérifiées pour 

3 

Alors le spectre de l'opérateur associé est discret. De pluSj les fonctions 

2 . 2 
propres de sont denses dans L c'est-à-dire que sp(L^) = L (il). 

En fait, comme le théorème 2.1 caractérise les rayons de croissance minimale à 

l'aide des conditions (i), (ii) et (iii), le théorème 5.2 est le corollaire d'un 

théorème plus abstrait. 
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THEOREME 5.3. Soit L un opérateur non borné dans L2(Q)j de domaine D(L) C+if (tt)3 

2 

avec r un entier >I et D(L) dense dans L (9.). Supposons qu'il existe des rayons 

argX = 9 .3 j = lj...>N dans le plan complexe qui soient des rayons de croissance 
3 

minimale pour L et qui divisent le plan complexe en angles strictement infé-

v ^r 
rzeurs a — . 

Alors, le spectre de L est discret et les fonctions propres de L sont denses 

dans L2(Qr>. 

La démonstration est faite dans jj] (théorème 3.2) ; elle utilise le principe 

de Phragmen-Lindelof dans les angles déterminés par les rayons argX = 6j, en 

se servant de l'inégalité du théorème 5.1. 

On a aussi un résultat sur la distribution angulaire des valeurs propres. 

THEOREME 5. 4. Soit L un opérateur non borné dans L2(iï) 3 de domaine D(L) C+H**(0.)3 

avec r un entier ^1. Supposons qu'il existe deux rayons de croissance minimale 

argx = 9̂  et argX - 6^ pour avec 0 < 9^ - 9̂  << 2^, tels que : 

(a) 9 9 - 9 7 < — • 

(b) Il existe QQ avec 9̂  < QQ < 9^ tel que le rayon argX = 9^ ne soit pas un 

rayon de croissance minimale pour L. 

Alors L possède une infinité de valeurs propres dans l'angle 9̂  < argX < 9^. 

En utilisant le théorème 2.1 on a alors un théorème concernant la distribution 

des valeurs propres pour l'opérateur associé au problème aux limites (L,yB). 

Le théorème 5.4 se démontre en utilisant le théorème 5.1 et en raisonnant par 

l'absurde de façon à pouvoir utiliser à nouveau le principe de Phragmen-Lindelof. 

(cf. théorème 3.3 de |j]). 

On dira qu'un rayon argX = 0 Q est une direction de condensation des valeurs 

propres pour un opérateur si, pour tout e > 0, l'angle |argX ~ 8 | < e contient 

une infinité de valeurs propres. On déduit du théorème 5.4 le : 
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2 r 
COROLLAIRE 5.1. Soit L un opérateur non borné dans L (fi), de domaine D(L) £^.H (fi), 

avec r un entier >y\. On suppose que le rayon argÀ = 0 q n'est pas un rayon de 

croissance minimale pour L et qu'il existe ô > 0 tel que, pour tout 0 ^ 0 q avec 

|0-0 q| < 6, le rayon argÀ = 0 soit un rayon de croissance minimale pour L. 

Alors le rayon argA = $ est une direction de condensation des valeurs propres 

de L. 

VI - CAS PARTICULIER - PROBLEMES AUTO-ADJOINTS FORMELS. 

On dira qu'un problème aux limites (L,yB) du type introduit au para

graphe I est formellement auto-adjoint si l'opérateur associé de domaine 

D ( L 2 ) , est auto-adjoint. Dans ce cas, on obtient immédiatement, pour tout 

u e D ( L 2 ) et tout À non réel tel que argA = 0 : 

(6.1) || u|| 2 < - \ — ||(L 2-Al)u|| 2 • 
Lz(fi) | sine | • | A | L LZ(fi) 

Ceci implique que tout rayon argÀ - 0, avec 0 < j ©| < ÏÏ, est un rayon de crois

sance minimale pour L 2 . On en déduit, en particulier, que le spectre de L2 est 

discret. 

En'.utilisant des procédés analogues à ceux de la fin du paragraphe IV, on montre 

que, si (L,yB) est formellement auto-adjoint alors : 

1) pour tout x e fi et tout Ç 6 R n \ { 0 } , P m(x ;Ç) est réel ; 

o m o 

2) pour tout x e T, tout t > 0 et tout Ç 6 I R n \ { 0 } , L (x ;t;Ç) est réel. 
r o 0 0 

Nous supposerons maintenant que ces quantités sont strictement positives (elles 

sont non nulles en vertu des conditions données au paragraphe I.) 

Il résulte alors du théorème 2.1 et du corollaire 5.1 que l'opérateur L2 admet 

une infinité de valeurs propres positives. 

Et comme les propriétés (i) et (ii) sont vérifiées pour À < 0, suivant que la 

propriété (iii) sera vérifiée ou non pour tout À < 0, l'axe réel négatif sera 
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un rayon de croissance minimale pour ou une direction de condensation des 

valeurs propres de L^. 

Enfin, on aura les mêmes résultats que précédemment pour tout problème aux 

limites (L,YB) qui ne différera du problème précédent que par des termes non 

principaux, puisque les conditions (i), (ii) et (iii) ne font intervenir que 

les termes principaux. 
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