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COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DES VALEURS PROPRES POUR UNE

CLASSE D'OPERATEURS ELLIPTIQUES DEGENERES

Monique SABLE-TOUGERON

U.E.R. Mathématiques
Avenue du Général Leclerc

35031 RENNES CEDEX
FRANCE

INTRODUCTION.

Ce travail généralise et améliore les résultats de PHAM THE LAT [ﬂﬂ'
Par 1'étude du noyau de la résolvante, méthode employ&e par S. AGMON, on obtient
un équivalent avec estimation du reste pour les valeurs propres d'un opérateur
non nécessairement auto-adjoint, d'ordre 2m, elliptique 3 1'intérieur, dégénérant
d 1l'ordre k (k entier, 1 < k < 2m~1), sur 1é bord d'un ouvert borné régulier de ®".
Dans le cas auto-adjoint et 3 l'ordre deux, le comportement asymptotique
des valeurs propres a été& déterminé, pour un opérateur particulier, par N. SHIMAKURA
[li] pour la boule unité, puis par C. NORDIN [li] pour un domaine général ; et pour

un opérateur plus général, par L. VULIS et Z. SOLOMJAK []8]. Pour une bibliographie

plus compléte sur ce sujet on renvoie 3 []8] et aussi [153 .
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1. NOTATIONS ET HYPOTHESES.

Soit Q un ouvert borné de [Rn, de frontiére 1, tel qu'il existe une fonc-
. 0 n ¢ e
tion (P de classe C dans R qui vérifie

f

fxe B, (x) > 0}

r

(xe ®", @& =0}
grad @ (s) #0 pour s €T

Pour m, k € IN, on considére les espaces de Sobolev avec poids

W20 = tue D@, g2 uer’ (@), pour |a] < ml,
n | a _ ol %a 3
ol g = (a],...,cxn) e N7, ion| =ap foees g, D™ = D] Dn avec Dj = - 15;; .
Wk/Z(Q) est un espace de Hilbert pour la norme ( IIL?k/Z p® ull2 )1/2.
m 2
|af<m L7 (Q)
Si m-k/2 > 0, on a Wl;/Z(Qj C LZ(Q) avec injection compacte, et WI;/Z(Q) est dense
dans LZ(Q).
De méme si on note (Ri_1 = {x = (x',xn) er", x > 0}, on utilise les espaces

20RD = e D), x2 0% ue LY@, pour |a] <ml.

On considére la forme sesquilinéaire

a
a(u,v) = f qk(x) z aaB(X) D u(x) DB vix) dx
Q lal, 8] <m

Pour s € I', on note TS 1'espace vectoriel des vecteurs tangents en s a T, ST la

s
n
sphére unité de T et v_ = grad p(s) , =l = ( E xz.)]/2 désignant la norme
s s I grad q)(s)ll ;o 1

euclidienne d'un vecteur x = (x ,...,xn) de R". Alors pour tout s €T, w € ST

S

1

on associe 3 a(u,v) la forme

oy k o] 8
bs’w(u,v) = f t 2 aae(s)(w + Vg Dt) u(t) (w + Vg Dt) v(t) dt,
0 |a|=[8]=n
R
avec Dt = 1 Y
On fait les hypoth&ses : | < k < 2m-1 et :



H 1) Pour tous a,B, a8 appartient 3 1'espace () des restrictions 3 Q de fonc-

. o n
tions C dans R,

Pour |o| = [B8] = m, x € Q, aaB(X)EIR et aaB(X) = 35, (x).

.. k/2 o . . .
H 2) a(u,v) est fortement coercitive sur Wm/ (), c'est-d~-dire : il existe a > O

tel que pour tout u € Wk/2

0 () on ait

2
Re a(u,u)_z odt ull
wi/z(g)

D'aprés R. PAVEC (non publié) et P. BOERO-R. PAVEC [3] dans un cas parti-
culier, H 2) entraine
il existe une constante ¢ > O telle que pour tout x€ Q et £ € ®"

on ait

L a,m > aa’™
la|=]8]=m

.. k/2
, b est fortement coercitive sur W (R).
TS S, m +

. pour tout s €T, we&€ S

2. ENONCE DES RESULTATS.

D'apré&s P. BOLLEY-J. CAMUS [6], [7], 1'opérateur A non borné dans LZ(Q)

P . k - .
associé 3 a(u,v) a un domaine D(A) contenu dans Wzm(Q) ; D) étant dense dans

k . P . - e .
Wm/z(Q), on dira que A est la réalisation de Neumann de 1l'opérateur différentiel
8 k _a
6LD) = ] D"(a g <" D)
la],]8]<m

Avec les données et les hypothéses de 1), le spectre de A est constitué d'une in-

finité dénombrable de valeurs propres (Aj) telle que pour tout € > 0, il n'y

jem’

a qu'un nombre fini de Xj en dehors de la région {u € €, |arg ul < g}. Alors, les

A. étant rangées par ordre croissant des modules, si on note N(}) = E 1, on a
] Re A;<A
THEOREME 2.1 Si n < 2m/k, on a :
, n-0
2
NOO = [ e dax . V2R 002,
our tout O vérifiant OQ< 0 < _ 2mkn avec
pout tou bm-kn-2k °
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dg.

<1

(2.1) o) = @0 e I f
) a,g(x)E

ol =[8lem ©

- - - 2 AP .
De méme 1l'opérateur Bs L? bon borné dans L ((R+), assoclé a bs’w(u,v) a un domaine
2

a+R

k . . PR .
dira aussi que B est la réalisation de
D(Bs,w) contenu dans Wzm([R+), et on q 5w

Neumann de 1'opérateur différentiel

o
= 7 a () (+v_ D) (5w + v D).
S,Ww |a|=|8|=m oB s t s
De plus, s €T et w E.ST gtant fixés, (BS
s
dans Lz([R+) d'aprés H 1) et H 2) ; si (uj(s,ou))j€£N désigne la suite des valeurs

0’ D(BS w)) est auto—adjoint positif
? ]

propres de Bs L alors
3

THEOREME 2.2 Si n > 2m/k, pour tout s € I', w € ST » la série 2 p.(s8), ol

1-n ] j>1
_ 1. 2m-k
(2.2) pj(S) = =73 é uj(s,w) duw,
T
S

est convergente et sa somme est bornée sur T.

THEOREME 2.3 Si 2m/k < n < 4m/k - | on a :
n-1 n-1 _ O
N = [ C(s) ds . A2mK g fmk 2mopo0y,
' r
pour tout O vérifiant o0 < inf (1/2, (szt?Ziizm))
. 4m
et sin>-—~-1ona
k n-|] n=1 _ O
N = [ C(s) ds . AR 4 g2k 2my
r
pour tout O vérifiant 0 < 0 < ——— et O < 1/2, avec
3m—k ~
k(i-n)
1- 2m-
(2.3) C(s) = (2m) n I grad <p(s)l m-k 2 pj(s).
izl

Remarque 2.4

i) Si A est auto-adjoint on peut supprimer les contraintes © < 1/2 dans
1'énoncé du théoréme 2.3.
ii) Si 2m/k est entier et si n = 2m/k, d'aprés [Kﬂ, en adaptant la méthode

de [14], on montre gque



N(A) = f B(s) ds . Al/k Log(kl/(zm_k)) + O(Al/k), avec
r
§(s) = (@M grad p(s)1” / IPRRY L
aaB(S)a <1

lal=[8]= m
iii) Le théoréme 2.1 est vrai aussi pour toute réalisation auto-adjointe semi-
bornée (A,D(A)) de QO.(x,D) dans LZ(Q) telle qu'il existe q € N, (2m-k)q > n et

pat) c wlz‘iq(sz).

3. OPERATEURS BORNES DANS L2(R), (resp. L% CRf:)), A IMAGE DANS wlzcm(sz),
k n
(resp. w2m( R+)).

LEMME 3.1 Si m > n/2, toute fonction u € WE/Z(Q) est continue dans Q2 et

il existe une constante ¢ > O telle que pour u € W;/Z(Q), X € Q on ait
_kn o T
2 2
(3.1) lu)| < ¢ P ey E/z colur o,
Wm () L7(Q)

Démonstration. On utilise la méthode de [Ha.

2 N
1 . 1
On note T"O,J,Q a norme de T dans é@(L (Q),H (), "T"O,Zm:k,Q

norme dans ﬂg(LZ(Q),ng(Q)), (E et F &tant deux espaces de Banach, é@(E,F) désigne

sa

. . . . . A n
1'espace des applications linéaires continues de E dans F). De méme pour m4.

Alors on a :

PROPOSITION 3.2 Soit T un opérateur borné dans LZ(Q) tel que son image et celle

* ) - .
de T soient contenues dans wgm(a), avec 2m~k > n. Alors T est un opérateur 1Inté-~

gral dont le noyau T(x,y) est continu et borné sur Q x Q et vérifie : il existe

une constante c > 0 telle que pour tous X,y € Q on ait

n n
——— ] = ———
* 2(2m-k) 2m—k
(3.2) |T(x,y)| < cUThy snie ' 1o 2mik, o) T 0a
_kn B .
4m * 4m .2—15
. | . .
(3.3) |T(x,9) | 2 el (x) @ (¥)) Tl e, - ' Yo omek, o) 1Tl 5.0

_ - o - n P
(On peut énoncer la méme proposition avec 2 remplacé par (R+ et (P(x) remplacé par

xn).
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Démonstration. Le début de la proposition et (3.2) résultent d'une proposition de

[12] et de 1'inclusion lecm(ﬂ) C Hzm—k(ﬂ). Pour montrer (3.3) on utilise (3.1) et

des inégalités de DZJ .

. - . 2 .
PROPOSITION 3.3 Soit T un opérateur borné dans L (ER+) tel que son image et celle
. k ; .
de T* soient contenues dans Wzm( m+) ; soit T(t,T) son noyau ; alors si 2m~k > |

il existe une constante ¢ > O telle que pour tous t,T G(R+ on ait

2 i T y1/2

-k
(3.4) IT(t’T)I Se (D) 0,2m:k, R, 0,2m:k, R,

Démonstration. Comme pour (3.1) on montre qu'il existe ¢ > O telle que pour -

/
uGWI;'z(ﬂ{+), t > 0 on ait :

k/2

lu(e)| <c £ qu ,
‘ w2 (R,)

puis on utilise 1'inégalité suivante qui résulte de DZ] :

< am T y'2 s

Tl
(R,) 0,2m:k, R, 0,2m:k, R (wz/z(m+))'

w2
m

pour f € LZ(CR+)

PROPOSITION 3.4 Soit T un opérateur borné dans LZ(II{+) dont 1'image est contenue

dans lecm( m+) avec 2m~k > 1 et k > 1. Alors T est un opérateur nucléaire au sens

. 0
eu\]’ Iu]!iluzli Z.IUJI';:‘: 4

de ses valeurs propres vérifie : il existe une constante ¢ > O telle que pour j > 1

de Gohberg et Krein Eﬂ, et la suite (up.).
J 1

on ait

(3.5) IuJ| <c . jmk .

/2

. - . * . .
Démonstration. D'aprés [13] 1'opérateur Q = (TT )] borné dans LZ((R+) a son

image contenue dans lecm(m+) ; soit Q(t,t) son noyau ; (3.2) donne l'intégrabilité
de Q(t,t) au voisinage de O et (3.4) la donne au voisinage de +». Si (Sj)j c N est

la suite décroissante des valeurs propres de Q, 1'inégalité

flu.lf_z s. ,

LE B TS N
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démontrée dans Bﬂ et 1'égalité

2 s. =f Q(t,t) dt,
>t 30
montrent que T est nucléaire.

Pour montrer (3.5) on applique (3.3) et (3.4) au noyau Q)‘(t,T) du résolvant modifié

de Q, Q = QI + Q" , >0

. c
Puisque “Q)\"O,O,CR+ <3 et "Q)\"O,Zm:k,m+ < CIIQIIO,Zm:k,R+’ (3.4) donne
‘ -1+1/k
f’;/k Qx(t,t)dtf_ck / y
4 1k
et (3.3) donne une majoration identique pour é QA(t,t) dt. De 1'égalité
1
) o= = 1 oye0 de,
il sj +A R,
on déduit alors
_]; I <c A]/k » pour XA > O.
s, <A

Ceci implique 1'existence d'une constante ¢ > O telle que, pour j > 1, on ait :

552 ¢ ik ;
Alors (3.5) s'obtient 3 1'aide du résultat de [:9] suivant : pour tout r > O et

neEWN on a :

=R
=

(1 +r lujl) <

(1l +rs.).
I ] J

1

A ce stade on peut déjd démontrer le théoréme 2.2
on se place donc dans le cas n > 2m/k et on peut supposer 2m~k>n, (sinon on consi-
= q — - t q k‘q
dére Bs,w avec q(2m~k) > n, les techniques de [4] donnan D(Bs,w) C Wzmq(m+)).

I et ST 8tant compacts et les données réguliéres, la proposition 3.4
appliquée 2 BS w donne l'existence d'une constante c¢ > O telle que pour tous s € T,
bl

wEST,jilonait:
s
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X -8

I-n 2m-kn

r—— -1

2m~k . 2m-k
Uj(s’w) i c J

La série z p.(s) est donc convergente et sa somme est une fonction bornée sur I.
izl

4, ENSEMBLE RESOLVANT DE (A,D(A)).

Dans ce paragraphe on donne les calculs qui permettent, grace 4 une for-
mule de A. Pleijel utilisée d'abord par S. Agmon Eﬂ, de déduire le comportement
asymptotique de N(A) de 1'étude du noyau de (A-A)—l.

On note p(A) 1l'ensemble résolvant de (A,D(A)). On a :

PROPOSITION 4.1 Il existe K > O tel que la région

1

l_—-—-

' 2m
Rz=(uec, Reu <0t U {uee, [Im| > RU+|u]) }
soit contenue dans p(A) et il existe une constante ¢ > O telle que pour p € Fo

u # 0 on ait, d{(u) désignant la distance de p 3 R,

%.1) O R O

Démonstration. Elle est identique 3 celle de []6] : on utilise la forte coercivité

de a pour montrer (4.1) pour Re u < O, puis on considére l'opérateur A' non borné

dans LZ(Q), de domaine D(A') contenu dans W;m(Q) associé 3

(4.2) a'(u,v) = f c?k(x) 2 aas(x) % u DB v dx
Q

la|=]8|=m
on démontre l'estimation : il existe ¢ > O telle que pour tous § > 0, L €N,

0<% <2m, ue W?m(ﬂ) on ait :

ol <e ™ aw w8 qu, )
Wl(Q) Wzm(ﬂ) L7 ()

On utilise alors un argument de perturbation d'Agmon E{] pour montrer l'existence

de R et l'estimation (4.1) dans cette région.

PROPOSITION 4.2 Pour tout u € p(A), (A—u)_l est compact dans LZ(Q) et pour tout

€ >0, il n'y a qu'un nombre fini de valeurs propres de A en dehors du secteur

{ue ¢, |arg u| < el.



Démonstration. Comme dans ElS], elle utilise la compacité de 1l'injection de Hzm-k(Q)
dans LZ(Q) et la proposition 4.1.
PROPOSITION 4.3 Si 2mk > n il existe une constante ¢ > O telle que
n-1|
2m-k
1 c £%LT sin > T?
“ 1omhrey poue v €
321 J >
c iid—- sin <2
d(u) k
1
Jy 7@
: 1 1 u 1
(4.4) ; —_ - Z <c . ; pour u € @b lul > 1
s .= . A-ul — b .- ’ —
g1 Re AgTh S5y Ay d(u) i3 27w

Démonstration. Comme dans [ld], i 1'aide de la proposition 4.2, (4.4) se déduit de

. : . - * .
(4.3) dont la preuve suit ; soit Gu = (A-u) I et Qu = (Gu Gu)l/2 5 Qu est continu

dans LZ(Q), son image est contenue dans ng(Q) et d'aprés [Kﬂ,

1Q 1 < IG 1
u

no0,0,Q — 0,0,Q

Alors (4.1), (3.2) et (3.3) donnent :

0 < Q (x,x) < ¢ X
— u —
» pour u € G%

A
[e]
£
P
L
5]
5
[a 'l § o
~~
El Bls

0 <Q (x,%) <

. 2m .. .
Si n < —, la seconde inégalité donne

k’
I
2m
U
é QU(X’X) dx < ¢ la%zy—
-1
. 2m N . A 2m-k . s
Sin > = » en intégrant la seconde inégalité sur Q ([u] ) et la premiére sur
-1
2m-k N
2 = a(|ul ), ol

2(p) = {x€Q, @(x) > p} , pourp > 0,

on obtient
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n-1
2m-k
u
é Qu(x,X) dx < ¢ %1—(-17 H
la majoration }‘ )\l—u < fQu(x,x) dx, démontrée dans [9], donne alors (4.3).
j>1 j Q

On note enfin, comme dans D 6] :

(4.5) £ = | gy o pour n ¢ R,
izl i
(4.6) I0) = o= | £(u) du , pour A > O,
L(A) .

1= =—

. - . s . 2m . ~
ol L(A) est une courbe orientée de € joignant X = ia A & son conjugué, ne

rencontrant pas R_ et oi a, @€R, a > 0, 0 < 6 < 1.
]

= =

2
(4.7) ?Ya ={u€¢, Reu<o0lu {p€c, |Imul > RU+|n]) M}, pour 0 < @ <1
Alors on a :

PROPOSITION 4.4 Si 2m~k > n, pour tout 9, 0 < @ < 1, il existe a > 0O, ¢ > 0, A, > O
l_

tels que A + ia A o appartienne i '(R’@ pour A > Ao et tels que :
n-o
|- 9 A Zm ) , si n >ZL-?
4.8) |N)-I)] <cr ™3 ! |+ a-1 o , pour
— . €] T T 5 A>A
j>1 1- == 2m~k Zm) . -0
- 2m) A , S1n >—1-(-

A.=(A+ia A
J

Démonstration. Pour a > 0, © E]O,l[, A >0,d'aprés la formule de A. Pleijel citée

dans [16] par exemple, on a :

" 7m -2
[N = IT()] < a [£(A+ia A ) |
=2
On note £ = X + ia A ; © étant fixé on montre facilement qu'il existe a > 0,

)xo > 0 tels que pour A > }\0 on ait § € 8’@ et |£[ > 1. Alors (4.3) et (4.4) donnent :

ey
oL ks sin <22
1 £ 2 Zm
If(g)] < IJZ] )\j_gl + c (d(E)) 151 X n-1 s
- lglzm_k sin, 20

d'ol (4.8) par une majoration immédiate.
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5. DEMONSTRATION DU THEOREME 2.1 : n < 2m/k.

L'estimation de N(A) s'obtient ici, comme dans le cas non dégénéré traité

-

par S. Agmon [2], par une &tude du noyau de la résolvante i 1'intérieur de Q.

5.1 Cas od 2mk > n.

. 1z . n -
Pour x€Q on note Fx u(y) la solution élémentaire dans R de l'opérateur

-

3 coefficients constants

a+
@é(D) -y = Cf(x)k Z aaB(X) D B _ U, oﬁ11¢ R,
lof = 8] =m
on a, avec la notation (2.1) 0
-1 -1+ —
= DT (gip BT - 2m
Fx,u(O) =5z (sin52)  w(x) (=)
_l+§l_1_
od (-u) ™  est la détermination holomorphe dans € - R, qui est positive

sur le demi-axe négatif.
~ -1
Pour u € p(A) on note Gu(y,z) le noyau de l'opérateur GU = (A-u) et pour x € Q
(z . - _ . ' 2m, n

on note J X la restriction 3 Q de 1'opérateur inverse de ((ak(D)—u,H (R))

’
dans L2(£Rn).
Le résultat essentiel pour montrer le théoréme 2.1 est obtenu par application de

la proposition 3.2 et constitue la proposition suivante

PROPOSITION 5.1. Soient 6 > 0, B > 0, 0+ B8 > 1. Il existe des constantes c¢ > 0,
a >0, u_ > 0 telles que pour tout x € Q on ait
o o n B8
S-kny ko 2t T 7n
. 2m 2m u
lc, (x,x) = F (O] < ¢ @x) _I_J_2 ;
’ dm)
_ 2m~k
8

pour u € ﬁ%e’ aolul > Cp(x) , Jul > My -

Démonstration. Le schéma de la démonstration est classique

e . . 2
pour x € Q on considére 1l'opérateur borné dans L (Q)

T = Cx,r(Gu - Sﬁ )

X,U,T %0’ Cx,r

P (x) )
rad cf(y)H

>

o wEp(A), r€ R vérifie 0 <r <inf(l, P&x), 7=

y EQ

~ . o3} n N
et od Ly est une fonction C dans [R, a4 support contenu dans
b4
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B(x,r) = {y € @, ly=xl < r}, 3 valeurs dans [0,1], valant 1 en x et vérifiant

I - s
1% ¢ I <cr | I, ol ¢ est indépendante de x et de r.

X,Tr Lm(ﬂ) -

On écrit :

= = - .
Tx,u,r Tl * T2 Cx,r Gu r]x,r(ca'x )(B'Sc,u Cx,r * Cx,r GuEnx,r’CL:I &x,u -

ol la fonction n
X,T

nx,r Z;x,r T Cx,r'

possé&de les mémes propriétés que . et vérifie de plus
b

Une inégalité d'interpolation classique appliquée 2 Q(:%Q-{l , la majoration

EIPN = o Mul et (4.1) donnent :
( 0 ) Wzm(ﬂ)
. kj .
- = /2m
2m u J
(5.1 e £l . <c (x) ' i £ll s
W) 40m) (@)
pour f € LZ(Q), u € 87- {0}. D'oti :
k =2 ’
(5.2) I Ty,r Gu"O,Zm:k,Q i% , pour |u| > @(x) .t S e ®- to}.
D'aprés [3] on a aussi
_kj 1/2m
2m U
(5.3) u?ox’uuo,mi ¢ @ (x) L.Ld(u) , pour ¥ ¢ R, -
on en déduit, en &crivant
k
k a+f k-h o
@fy,D) = a (e (y) D7+ ) CONNED) (¥) D,
|al=|8]=m o8 A h=1 ¥ |a| <2m-h “hya

' Julr g?_(x)_l k -2m

"nx,r(@x—o")ﬁx,u ‘r’x,r“0,0,Q <c. 0D , pour |ul > px).r T, u¢CR+.

Cette derniére majoration, (4.1) et (5.2) donnent alors l'existence d'une constante

¢ > 0 telle que pour u € (Ba, ]u[ > C-P(x)k.r.-2m on ait :

-1 2 -1
1T o< c L ACO N ST X pmie g < € o] 900 v
> d(w) T d(u)
Pour estimer T, on introduit pour p € W - {0}, des fonctions (-PZ,...,CPP, ayant
les mémes propriétés que Cx,r 3 on pose C?l =N, Lo c'?p+l = Cx,r et on 1impose
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q} (Pj+1 B LPj+1 pour | < j < p. On montre facilement que l'on a :
Ser Gl 0@ == 5 a0 @] ¢ [ow g 1...cl@,q].

k=h T oo v(DY P D", (5.1) et des

k
En é&crivant BDL, .| = '
’ CFJ] hzo ° Y

]jja|§2m-h 2% ytv=a
[vl>!

majorations simples donnent :
1

5= -1
- i k -2
I [a,cpj] GUHO’O,Qf_ CE'(-‘L‘I-)L (x(p(x) k {u|)2m> , pour yey [ul > ptx) . "

De méme, en utilisant (5.3), on obtient une majoration analogue pour

I . imati . '
IIEZ” qn] 5ik,u Cx,rIO,O,Q Alors ces estimations, avec (5.2), montrent que pour

tout p > | il existe une constante ¢ > O telle que :
i

- 2m. |
I, i < Ll (oo™ [u)H2™ )P -
2 0,0,0 d(u) d(w) 1 , pour eﬁb ]U, _>_q>(x)k-r 2m

| - 2m.-1.p
I ciu u k
Tl o, om0 < a6 Gy QOO S 5
. . . *¥ . * L. . ——
On sait donc estimer T et aussi T puisque A est associé 3 a (u,v) = a(v,u)
Xy, XyH,T
/

A k/2 .
donc aussi & une forme W (R)-coercive.

m

On applique alors (3.3) : pour tout p > 1, il existe ¢ > O telle que

kn B
T 5o 2m -1 _ a—=1p
-4 !GH(X’X)_FX u(0)| =€ CP(X)zm L (lul SACM SR EY (r(p(x) klulzm) ) )

d(u) d(u) d(u)
pour tous X € Q, 0 < r < inf(l,cp(x), 7 sup ;gi:é q>(Y)H)’ U E(Et, Iul_z c?(x)k.r Zm.
ye
k _ 8
. . . 2m 2m .
Soit maintenant 8 € R, B > 0. Om fait r = P(x) |u| dans (5.4) ; on obtient

il existe My > 0, a, > O tels que pour tout p > 1 il existe une constante ¢ > O qui

vérifie :
0 B g-1
kn k — ] 2m-k 8 1+5—
-1+ = 2m 2m =l 2m
_ 2m 2m |u 2m - 2m u T
(5.5)[6, (x,%)-F, (0)] < eep(x) Y (1+@(x) ™ |1 4w gy )
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~Em-K)
pour tous x € &, U E?b vérifiant |u| > u, et aolu] > (%) B

Soit enfin 9 € R, O < 9 < 1. Pour @ + g < |, on peut choisir p de fagon que la

quantité entre parenth&ses de (5.5) reste bornée indépendamment de x € Q et de

u € 8:@ 3 ceci donne bien la proposition 5.1.

COROLLAIRE 5.2. Soit 0 € R, 0 < 0 < =2 KD __ 17 oxiste ¢ » 0, u_ > 0 tels que
n 6m-kn—-2k o
“t o
I f Gu(x,x) dx| <ec m pour u € ?% lu| > My
Q

Démonstration. Soit B > 0, © + B > 1. De la proposition 5.1 on déduit

. H% lul—_z_n—l Log|u| sin-=1
f ’ |.-Gu(x,x)---FX U(O)‘ dx < ¢ -]---l———]‘1 5 X 8 o
Qlp) ’ d(u) - m(l’ °2—I£)
8 lul sin>2
T Tk
pour u€ R, [u] > u s avee p=(a|ul)
k
D'autre part (4.1) et (3.3) donnent : -2%1— - E%E“' ﬁ)
f 6 (x,x)| dx <ec Lu{d(u) , pour u €&~ {0}.
a-a() ¥

Enfin on montre facilement 1'analogue de cette dernidre inégalité& pour FX U(O)
. bl

avec u § R, . Ces trois estimations impliquent :

‘n -
y * o M 2m Log|u| sin=1
(5.6) |£ (G, (x,)~F  (0))dx| < ¢ g~ x 8 - km

2m-k 2m
[l
pour u € R@, lul > g -

© étant fixé, la meilleure majoration de | f Gu(x,x) dx| par une puissance de |u|
Q

dans ﬁ% est obtenue s'il existe B, 0 < @ + B < 1, tel que B > 200mk) sin=1,
¢] 2m-kn
g > 20(2m-k) si n > 2, ce qui donne bien le corollaire 5.2.
~ 2m-kn -

Démonstration du théoréme 2.1. Puisque, d'aprés S. Agmon [:1] » pour 1 € p(A) on a :

(5.7) [ e Gm dx= ] = ,
f izl ]
le corollaire 5.2 et la proposition 4.4 donnent : pour O < @ < __2m-kn
6m-kn—-2k °’
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il existe ¢ > 0, Ao > 0 tels que pour A i.ko on ait

_n_ 9
(5.8) INQD - I()| <ca®™ |
Il reste 3 étudier I(A) dans ﬁi avec 0O < __2mkn On note
e’ 6m-kn-2k °
_ om . nm, "1l
%on " 7m (sin 2m) f w(x) dx.

9]

(4.3), (4.4), (5. 7) et (5.6), en prenant B trés v0151n de 1-0, donnent :

a 1+ 2 1 @( kny e
14— 2m 2m-k 2

2 .

(5.9) |f@)-o_ _(-n) m| <c lﬁl__ , pour u € g% , |ul>u_, e>0.
m,n 2 e} o
d(uw)
On choisit la courbe : 5
'~ %a 2.1/2
L(A) = {pE€C, u = A+iy, a A §_|y| f_ax} U{neeg, Iul = (1+a") <A, Re u < Al

Pour A 2 A L(X) est contenue dans Eie N {{u| > uo} ; 1l'intégration de (5.9) sur

L(A) donne alors, avec la notation (4.6)

n 1-0, kn. ©
-1+ R 7 TR Ittt e

(-u) 2m du | <c A , pour A > A

LV ‘
Enfin un calcul simple de variable complexe donne :

n n 0

..]+.__ — —_————

f (-v) 2m du - f w(x)dx . A

l
21ﬂ LY a

(5.8) et ces deux derniéres majorations donnent alors le théoréme 2.1.

5.2 Cas ol 2m~k < n.

. 2 - .
On considére A“9 avec 2(2m~k) q > n ; avec les mémes techniques que dans
. 2 2
Bﬂ on montre que le domaine D(A q) de A“Y est contenu dans Wi;:(ﬂ). Des calculs
simples dans les espaces avec poids décrits dans Bﬂ montrent que

2q

_ ar29 : 2kq 2
@S -t e fw, 0@, L@).

2q . U . .
A'“Y dtant associé 3 une forme fortement coercitive sur D(Aq), on en déduit, comme

dans la proposition 4.1, l'existence d'une région

=401~
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1

o ——
Ryg = e, dw 2k G+ b M

contenue dans O(Azq) et telle que pour u GS%Qq on ait aussi (4.1) avec A remplacé
2
par A 4,
. . - . 2q -1
Alors la proposition 5.1 et le corollaire 5.2 sont vrais pour le noyau de (A" 7-u) .

On montre facilement aussi 1'analogue de (4.3) et (4.4) dans G%Zq ; alors (4.8) est

. c. = A29 . a
vraie pour qu(l) = Y 2 1. La fonction w associde a A“Y &tant la méme que
Re A.)“9
( J

celle associée 3 A on en déduit encore le théoréme 2.1.

6. PRELIMINAIRES A LA DEMONSTRATION DU THEOREME 2.3.

6.1. Un probléme variationnel dans R, > 3 paramétre.
1

/

- {0}, on considére sur Wﬁ

g désignant un paramétre de &Y z(m.)><w§/2(m
+

la forme :

k .
c(ww) = [T 5 ] cua®0) Mu (6,0)° v at,
0 la]=|8]=m
ot k, m& N, 1 <k<2ml, cp€R, cppy=cps D, = - it

On fait 1'hypothése

: « ~ _ n-1 ..
pour tout w appartenant 34 la sphére unité Sn-2 de R, Cy est fortement coercitive

sur Wﬁ/z( 84).

On note (Cw’D(Cw)) 1'opérateur non borné dans L2(R4) associé a c, et (uj(w))jE o

la suite croissante des valeurs propres de C,. On va démontrer le résultat suivant :

PROPOSITION 6.1 On suppose m n < 2m—k. Pour tout § € fRn-l

” - {0}, pour tout

u ¢ [R+ , le probléme

(6.1) cs(u,v) - u(u,v) 9 = (f£,v) 9 , pour tout v € Wk/z( 84),
L°(R,) LY(R,) "

k/

2 : . . . 2 e .
admet, pour £ € L (m+) une solution unique u, dans wm 2(CR.+) qui s'écrit 3 1l'aide

d'un noyau :

uu(g,t) = fm r(g,u,t,t) £(1) dr,
0

ol r(¢,u,t,r) est une fonction qui posséde les propriétés

-402-
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(6.2) pour tous u¢ R, , t,T >0, £+ r(f,u,t,T) appartient i L](mp—])
(6.3) pour tousli¢ R+, t >0, (¢,T) > r(¢,u,t,T) appartient 2 Lz(mf)
(6.4) pour tout U¢ R+, (g,t) > r(g,n,t,t) appartient 3 L](RE) et :
' —1+ n-1
- - -1 =
6.5) [ re,up.t)de de = TBTD (o 1D oy oy 2k
2m-k 2m~k . 3
IRn j>1
I-n
- _ 1 2m-k
oud pj =07 f uj(w) dw
S
n-2

Démonstration. La coercivité forte de c, Sur W k/2 (B.) implique 1'inclusion de

o . -1 :
D(Cw) dans W?m(m}) et l'existence du résolvant (Cm u) pour u ¢ R, - De plus il
résulte de la compacité de Sn—2 qu'il existe une constante ¢ > O telle que pour

w € S e [R+ on ait :

n-2’

-1 1 -1 ' C'U‘I
- c -
: (Cw w "0,0,ER_‘_ hl € et I( w w I'O,Zm:k,m+ = d(u)

Alors (3.2) et (3.4) donnent pour le noyau r(w,p,t,t) de (Cw_U)_] 1'estimation :

il existe une constante ¢ > O telle que pour tous w € Sn—2’ u ¢ R,, t,T >0 on ait :
1

l |2m—k _k

u 2

(6.6) lr(w,U,t,T)’ <c - et ]r(m,u,t,'r)l <c (t1) .(11_12{7

on fixe maintenant u ¢ m4. Pour & G(Rn_l - {0}, le changement de variable z = Ig|t,

avec les notations w(g,z) = u(g,t) et g(z) = f£(t) transforme le probléme (6.1) en :

—2m+k -2m+k

(w,v) (g g,v) ,
2r) LA(R,)

+

C€r€|_] (w, V) - ulg|

pour tout v € W_ k/2 (R

Pour f donné dans L> (R, > 1'unique solution A de ce probléme dans W k/2 (B.) est

donnée par :

v (ey2) = [el T T rcefel T ulel T, 2, 2 g2y a2
0

Ceci d8montre 1'existence et l'unicité de uu et donne aussi la formule :

_1—2m+k+1 -2m+k
Igl ‘ >

r(E,u,t,1) = rglel ™!, ule lele, lelo.

-403-
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Alors les estimations (6.6) se traduisent par :

-k/2 I |-2m+1

lr@,u,e,0)] < cu) et |r,u,t,1)| < clu) (t1) £

Ces majorations permettent de montrer (6.2), (6.3) et (6.4) et donc aussi d'appli-

quer le théoréme de Fubini pour &crire :

[ et dgac= [ el [T wele] T ulel T, 2,2 a2 a

m; R 0
-2m+k 1

= [ _, lel , — d

R 21w Glel b= gk
n-1

N

= ( - - dr) dm
2m~k 3 o i>1 r uj(w)-u

n-2

La proposition 3.4 donnant uj (w) > ¢ jk pour tous w € sn-2’ j> 1, on a aussi :

n=-1|

1 © 7 2m=2
el A

] 0 r - ——t

uj(w)

_l+

1
f r(E,u,t,t)dE dt =m .z

n J>
R 2

1

/
Sn

-2

~l+a
r l+a Tr

dr = (-U)- sin To

ce qui, 2 1'aide de la formule fm
0
O<ac<l,ué¢ R _, donne (6.5).

, valable pour

6.2. Etude de la résolvante d'un opérateur modéle dans LRE.

Sur kﬁlz(&{il) X W};/Z(IRE) , on considére la forme -

c(u,v) = f x:: E CaB 0% u DB v dx ,
]" lal=]8]=m
+

avec encore k, m€ N, 1 <k < 2m~I, c € R, g = C

aB B Ba’

On suppose que pour tout u < 0, c(u,v) - u(u,v) 9 . est fortement coercitive
k/2, n L (ﬂ’\_'_.)‘ . L. -
sur Wm ((R+). Alors pour w € Sn-—2 la forme c, associeée de maniére &vidente 3 ¢
C . k/2
est fortement coercitive sur Wm ([R+).

On note (C,D(C)) 1'opérateur non borné dans LZ(IR_I:) associé 3 ¢ ; pour u ¢ ﬂ{+ le
o -1 . . N
résolvant Fu = (C-u) existe et a son image contenue dans Wl;m([Ril) .

Si de plus 2m~k > n, la proposition 3.2 donne 1l'existence d'un noyau Fu(x,y) pour Fu.
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On note enfin Fu(xn’xn) au lieu de Fu((O,xn), (O,Xn)).

De la proposition 6.1, en utilisant les notations de 6.1, on va déduire :

COROLLAIRE 6.2. On suppose %?- < n < 2m~k. Pour p ¢ Bg_, on a :

: n-|

- : - ~1 -1y ! R -
6. [T R Goxdx = @n! T IEED (oin BEDy (T o
0 i1

Démonstration. Comme dans PHAM THE LAY Eﬂﬂ, on calcule Fu(x,y) :

n
on montre que pour tous X,y € R, on a :

Jlx'-y' e

(6.8) FoGy) = @m'T T(E 1k Ly ) &

"
mp—l
les notaqions étant celles de 6.1

Pour N1 Eg)([R:_l) , la fonction uu(x) = f Fu(x,y) CP(y) dy vérifie en particulier :

n-1 Rr"
pour presque tout £ € R s +
{Gu(g,.) szlz([R_'_) et

c (4, (&,.),v) = u(@ &,.),v = (@ (E,.),v) >

et " LA(w,) LA(R,)
pour tout v € Wi/z(m4), ol
ol é}(g,xn) = (2m) 2 f Coe X ’€>Cf(x',xn) dx' est le transformé de

n-1
R

Fourier partielle en x' de <.

D'aprés la proposition 6.1 on a donc :

n-l
2 f ei<x',g>

w (x',x) = (2m) (g” r(E,u,x_,y ) (E,y )dy_)dE

(6.3) et le théoréme de Fubini donnent :

n-1
' _ 2 e i<x',g> L
uu(x 9Xn) = (2TT) j ( f e r(E,U,Xn,Yn)LQ(E,Yn)di)dyn
0 mn-l

(6.2) et ce méme théoréme donnent ensuite :

(e . TR B |
uu(x',xn) = (27) (n=1) f dyn f (f XY ’£>r(g,u,xn,yn)d;ﬁf(y',yn)dg dy’
0 Rn—l [Rn—l
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on a donc montré 1'égalité dans ‘5)'([1{[_:) de Fu(x,.) et de

. 1! n .
I e1<x y',6> r(E,1,x ,Yn)dgs pour presque tout x € R_. Ces fonctions de
n

[Rn- 1

' . n .
(x,y) étant continues dans lR:.1 X [R+ , on a bien (6.8).

Enfin (6.8), (6.4) et (6.5) donnent immédiatement le corollaire 6.2.

Sur le noyau Fu(x,y) on a aussi le résultat suivant, conséquence immé-

diate de la proposition 3.2.

PROPOSITION 6.3. Il existe une constante ¢ > O telle que pour tous u¢ R, et

€ > 0 on ait

n
. 1- % lulﬁ
(6.9). fm lFu(xn’xn)l dxn <c € ETen) .

€

On donne maintenant des estimations sur 1'opérateur Fu qui seront utilisées dans
1'étude des commutants pour la démonstration du théoréme 2.3. Ces estimations sont

basées sur un lemme, essentiel pour améliorer les résultats de PHAM THE LAI [16] :
Pour r > 0 on note : B _(r) = {x € {'Rn, ixl < r, x> O}, et pour 2, k€ W ,

k (g LN 2 . .

Wy (B, (r)) = {fue D'BI(r)) 5 x, D w€ LB (r) ; |a| <2}

on munit Wl;(B_*_(r)) de la norme

lal = (7 1S 0% w? 172

ol n 2 )
WL(B+(r)) o —<_91

L*(8, (r))

On a :

LEMME 6.4. Soient k, m € NN, k < m. I1 existe une constante c > O telle que pour

tous 8§, r, 0 < 6§ <r <1, pour tous uEWE(B+(1)) et RE N, 0 < & <m, on ait

ol <e (6" nal R L }
2(B+(r)) Wm(B+(1)) L (B, (1))
Démonstration. D'aprés [8], vl X est quivalente & lei vl . si k > &
Wz(B+(1)) H(B, (1))
s k .
et & {ivl o=k + "Xn vl . }osik < 2.
H™ 7(B_(1)) HY(B (1))
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Un résultat classique d'interpolation donne alors dans les deux cas l'existence d'une
constante ¢ > O telle que pour tout p, O < p <1, tout 2 € N, 0 < 2 <m, tout

k .
v € Wm(B+(1)) on ait

vl <cte™r T Pt T S EATIN I M
W, (B, (1)) g [=m L7, (1)) fylemk LB, (1)) L (B (1
I P }
(s, (1))

Soit alors 0 < r <l et u € w§(3+(1)). On sait y = rx, v(x) = u(rx) dans cette iné-

galité ; on obtient, pour tout a, ]u[ < 4

plol=2y gk pey <clen™ T mPetwr s 7 Y, y +
L7 (B, () |8}=m S LB, () lylEmmk LT(B (X))
o), + o0y, b,
L*(8, (r)) | L% (8, (r))

d'oli le lemme.

Pour 0 < € < 1/2, on introduit une fonction Ze possédant les propriétés

®_
. € C(R), O0cx< . < 1, z. = 1 dans Ixl < ¢

(6.10) le support de . est contenu dans lxl < 2¢, et

o ~|q]

ID I <ce

L
S A €5

Du lemme 6.4 on va déduire :

PROPOSITION 6.5. Il existe une constante ¢ > O telle que pour # R, » 0 <e<1/2,

lu] > ¢ ™K on ait

o Lul

(6.11) "CE FUHO,Zm:k,Eﬁ}-i d(p)
u -2m+k -1.1/2m
(6.12) e, %j-ﬂﬂoxh aﬂ-ic a0y (¢ tul ™5

Démonstration. Il existe une constante ¢ > O telle que pour u # B¥ on ait :
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(6.13) IE i -f-d(c et IF I f_c-l—u-l— pour O < h < k.

b
" 0,0,R] M " 0,2m-h tk-h, R d(w)

(@
| A
=
I A
N
8
[}
oy

2
Ces majorations et le lemme 6.4 donnent pour f € L (CRS) », 0 <h <k
et 0 < § < 2¢

C {62m-h—2 |U| + -£ k-h k-h

8, (2)) ~ 40 2

1
k-h lulf])2m~h

(6.14) I £l <
WZ

'
£
—~
=
N’

on fait alors § = (e avec § < g€ ; (6.14) devient :

L
(6.15) I £ 1oy e T ™ R,
wy (s, (2e)) T 40 L* ()
-2m+k

_pour |u| > €

De cette estimation on déduit alors facilement (6.11) et (6.12).

7. DEMONSTRATION DU THEOREME 2.3 : n > 2m/k.

7.1. Cas oG 2m-k > n.

D'aprés P. BOERO-R. PAVEC [5], pour chaque point s de I' il existe un
voisinage 1Y de s dans R" et un difféomorphisme 9 de V" danms B(1) = {xeRr®, Ixl<i}
qui posséde les propriétés :

( .@(s)k=0,@n((U’-ﬁQ)C{XEB(l),x >o},e(‘?fﬂr)C{xeB(1),x =0
s s e n S - n

. 1'image par 0, de la normale en s & T est contenue dans {x € R, x' = 0}

iéme

. pour tout X eV 1an coordonnée de @S(x) est <P(x) .

. si J(x) désigne la matrice jacobienne de ‘@s en x, J(s) est une isométrie

de T sur T = {x € R" , x_ = 0}, t:J(s) est une isométrie de T sur T et

(7.1) < s n s
. t

1'image par J(s) de (0,...,0,1) est lgrad Q?(S)ll Vg

. si Pq désigne la valeur absolue du déterminant jacobien de 6;1, I' étant

compacte, 1l existe €45 0 < e, < 1, tel que la boule {x € [Rn , 1=l < so}

soit contenue dans @S("lf) pour tout s € T et tel que l'application

(s,h) — pS(O,h) soit continue sur T x [O,eo_].
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On note W =U'N Q et U= OS(UQ. Par le difféomorphisme OS la forme a est transformée

. . k/2
en une forme c¢ fortement coercitive sur l'espace des fonctions de W /

n (CR:) i support

dans U : la restriction 3 W de Gu = (A"u)_l est transformée en un opérateur Au con-
‘ ; k s 2,
tinu dans LZ(U), a4 image dans Wzm(U) qui vérifie : pour £ € L7 (U),

' k/2, n, . : —
c(Hu f,v) - u(Hu £,v) 2 = (f,v) 9 pour tout v € Wm (Eg) 3 support dans U.

L (U) L7 (u)
Alors pour 2m-k > n, Gu et Hu sont des opérateurs intégraux dont les noyaux Gu(x,y)

et HU(X’Y) sont 1liés par la relation :
-1 -1
B (x,y) =G (6, (x), 6, (¥)) p (3.

Pour étudier Hu(x,y) et par 13 méme Gu(x,y) on va se ramener 3 la situation de 6.2 :
on a

k : -1
c(u,v) = f X z a o0 P (x,D)u P_(x,D)v dx,
U " |a|,|8|§m o8 s ¢ s

avec (Pa(x,D)u) o @S = Da(u o OS) ; Pa(x,D) est donc-un opérateur différentiel d'or-
dre lal ; on note P&(O,D) la partie homogéne d'ordre |a| de Pa(x,D),les coefficients

étant figés en 0 et

cluv) = [ “SD) 844 (s) PL(0,D)u PI(O,D)v dx
n lo|=]8]=m
R,
r ' . k/2 n
Pour tout u < O, cs(u,v) - u(u,v) 2 . est fortement coercitive sur Wm (34) R
‘- L7 (R))
+

- . . - 2
C; étant l'opérateur non borné associé a c; dans L (RE), pour 2m~k > n on note
. -1
alors Fu(x,y) le noyau de l'opérateur (Cé—u) , U E ﬂ{+ .
On va utiliser d'abord 1la fin du paragraphe 6.2 pour démontrer le résultat de com-—

paraison suivant

PROPOSITION 7.1. On suppose ZE-< n < 2m-k. Soient O, B € R,, 9 +8c< 1 ;3 il existe

k
u, > O tel que pour s € T, W€ 5{b’ lul > u on ait : |
. ' 1+ 2L _ 8
| f|ul (G (e_l(o,h),e_](o,h))p (0,h)=F (h,h))dh| < ¢ | 2m~k  2m-k
° S i ) " a?
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Démonstration. Pour O < g < 60/2 on considére deux fonctions Cz—: et e vérifiant

(6.10) et de plus Ne G T &g Pour u € p(A) on note

= -F
Te,u ge(Hu u) be

si € et i-?'s désignent les opérateurs différentiels associés 3 c et c; respectivement,

on a :

= . 21 - B = ]
T e Fu ne((gs (Q)Hu e e FuL—ne’(gs‘-] Hu Ce T, +T

£,1

Pour estimer T] on écrit cg; - € sous la forme

k k

hZO xi"h |al_2<_2m-h(qh’°‘(X)-qh’°‘(0)) D” + ZO xi—h |a|_§_2m-h-l Py D"

alors on a : pour f € Lz(tRz),

. ' k

(7.2) In (B -8B ¢, flleaR:) < el ¢, f"wlz( - + hzo e, ¢ £l & (26))}
m 2m~h—l

D'aprés (4.1), H vérifie des inégalit&s identiques i (6.13) pour u ER— {0} donc
aussi les indgalitds (6.15) avec f € LZ(U) et u ER— {0}

Ces majorations, (7.2) et (6.11) impliquent :

2
(7.3) IITIII , 2 z(“) et IIT]II 0 ii‘f_ﬂ? » pour u E% ful > e—2m+k
0,0,[R, s 0,2m:k, R,  d(n)

pogr estimer T2 on introduit encore sz"'.’('?p vérifiant (6.10) et (-? ('FJH = LPj+1

pourlijipavect{)l=n€et Lep+]='z;€.0na:

. 080 = - ¢, Fu{_ﬁ;,cep] Fu[ﬂgé,cep_]]... FUL%;,C?]].
De plus H]-1 C‘s vérifie aussi une inégalité de type (6.12) pour u € ﬂ) IUI 5 €-2m+k.

Alors, avec (6.11), (6.12) on obtient : pour tout p > I il existe ¢ > O tel que pour

—mk .
uE& on ait :

( '-2m+k |L!l—l)lr/2m)p

T,
2 0,0,RE o(u)
(7.4)
. c ul u -2m+k -1.1/2m,p
1T, <30y (3% (e ul " H ™

O,Zm:.k,[Ri1
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Ayant des majorations identiques pour 1l'adjoint (7.3), (7.4), (3.2) et (3.3) montrent
£ :
que pour tout p > 1, il existe ¢ > O tel que pour O < € f-?f" X, vy € [RE , UE G%,

|u[ > €-2m+k on ait :
M m-k [u‘ m =2m+k ]/2m
T W] 2 ety Qoy *t Qoy - © W17
4m QL_L —=2m+k 1/2m
T, o] <o Gy ™ Gy d(u) C ul ™ EmP
__EL_
Soit alors B > 0 ; on fait € = |u|2m_k dans les inégalités ci-dessus ; en notant

H ((0,h),(0,h)) = Hu(h,h), de méme pour Fu, on obtient : pour !u| > Hy > 1, u € §L

-8
0<h < |u Zm-k ’
2m-k -l — 2m
IHu(h’h)-Fu(h:h)l f_ c -LU—I-_Q—__— (1 + lul Zm-k d(u) . ‘l—d—.l(_)——
d(u) _
|8, (h,0)~F (h,b)| < ch 2o ——|—- 2 Tk (1+|u l 2y (4 )(—-H— ) )
d(u)

Soit enfin O € R, 0 < © < 1. Comme en 5.1, ces deux derniéres inégalités montrent

qué pour © + B8 < 1 on a :

14078
2m-k
|H (h,h)-F (h,h)]| < ¢ Lul
u u - 2 .
d(p) pour U € @@, lul > ug,
-xn l+§% - Eﬁéﬁ ‘ ';;ik
|H (h,h)=F (h,h)| < c h 2@ Jul 0 <h < [ul°
g g - a(u)?

=1

P . . . 2m—
On intégre alors la premiére inégalité sur (O, iul m-k

-1 -8B
2m-k I u i 2m-k

) et la seconde sur

qm

) ; on obtient la proposition 7.1 puisqu'on peut choisir u
prop puisqu'on p o

indépendant de s.

COROLLAIRE 7.2 On suppose %? <n < 2m-k. On a
n-1

-1+

f Gu(x,x)dxl = O(]u! 2m—k) dans G%b avec
Q
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m(kn—-2m) ., 2m 4m
2 AL
L Gok) (kn—m) o8 Tk "X
(7.35)
m . 4[11
0 < = s1 n > = - 1

t -1 o
Démonstration. Pour £ € R” on a Pc;(y,E) = ("J(O S(y))E) donc pour w & Sn—Z’ en

notant w_ = t:J(s) (:)),' on a d'aprés (7.1) et avec des notations analogues a celles

de 6.2 :

[} ek . o] B
Cs,w(u’v) =é x [alzlel:m aae(s) (ws+ugrad CP(S)"\)saxn) u (ws+|| gradcp(s)ﬂ\)SBXn) vdxn

La jleme valeur propre de c; est donc |j grad LP(S)llk Uj(s,ws), ol uj(s,ms) est la

. W
jleme valeur propre de BS N Alors le corollaire 6.2 donne, avec la notation (2.3)
y0
° 1 -1+ n-l
o - . 1) 2m-k
0 : ‘

_ m(n-1) . m{n-1),"1

On note Yo,k,n - 2mk (sin T ) i’“ C(s) ds. .
T 2m-k

Les propositions 6.3 et 7.1 impligquent alors : pour ‘ul > Moo M € 3;@, avec o=[u|

n-1 i 8 . ko

-1+ 2m-k 2m 2m-k 2m
|/ 2ok oo lul +J__L“) }

G(x,x)dx - v (=u)
a-2(o) m,k,n aGw)? d(u

Ce qui, joint 3 la majoration déduite de (4.1) et (3.3)

2 _8 () -kn
2m 2m~k 2m
lf G (x,x)dx| < ¢ _L_l_d“ , pour u € /%o,
20y " - (n)
donne enfin : pour Iu[ > uo’, u IE 336:
£ Lacl8 n 8 ko
_]+2_r;:1¥<_. 1 2m-k | |2m 2m~k (1 2m)
(7.6) | [ G (x,x)dx - v (=) | < orlel 5 + b }

0 &tant fixé, la meilleure majoration de | Gu(x,x) dx| par une puissance de |u|
Q
dans 9’@ est obtenue s'il existe B, 0 < ©@ + B < 1| tel que

2m~k 2m-k
© m g < kn-2m

0,

et ceci équivaut au corollaire 7.2.
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Démonstration du théoréme 2.3. Le corollaire 7.2 et la proposition 4.4 donnent :

n~1 _ ©

2m-k  2m .
IN(X) - I(A)I <c A m-k o pour A > AO, @ appartenant aux 1in-

tervalles (O,@n) décrits en (7.5) suivant les valeurs de n.

On &étudie encore I(A) : (4.4) et (7.6) donnent, pour UEEQ%O, Iu|’> Moo 0<0+8 <1
n-1 o1 -B

n-l 1—-—* —-— kn-2m
-1+ 2m-k 2m - —(1-8) ~—r 8
£ - v, () o Ll Pl T wmaEe
m,k,n : ¢ T d(u) d(u) ’
On choisit L(}) du méme type qu'en 5.1. Alors pour X assez grand :
n-1 n-| (1-0) -8 9 kn-2m
Y -l - - E v 2 —(1-pSBm
II(A)- _E;ELE f (=u) 2m-k du| < c >\2m k{A 2m +}\Zm k Zn+k 2m(2m%¢u))
2imw = )
L)
Enfin le méme calcul qu'en 5.1 donne pour A assez grand :
¥ _,, n-li . n-l n-1 0O
‘ méﬁén I (-1) 2m~k du - f c(s) ds. AZm—k <c XZm—k 2m
L(}) r-
On a donc : © vérifiant (7.5), pour tout B, 0 < O + 8 < I, pour X assez grand :
n-1 n-1 _ 6 -({-9) B8, 9 ~(1-8) kn-2m
IN(A) - f c(s)ds KZm kl <ec AZm-k O 2m \ 2m. +2mk o 2m 2m(2m—k%@gk
On note f£()) la parenthése de éette dernidre inégalité et on fait
- g =K o+ (1m0 (1-8) , pour 0 <a < 1,
2m
-8
dans’ £(2). Alors f(XA) j_c A 2m pour A assez grand si O < 1/2 et si
. . 2m(4m~k-kn) 0 2(m-9(3m~k))
€
il existe o € J0,1[, Gy on ety < * ¢ Zm=0 (4n-k)
c d £ 5B _ | et seulement 0 {kn-2m)
ette con ition est toujours vérifi&e si n > x et seulement pour @ < (2m—K} (kn—m)
sin< %?-- 1 ; mais dans ce dernier cas on voit facilement que pour © < 1/2 et
: -2
m(kn-2m)

e <

2
2 2210 (kom) on a f(A) <c A o Log A.

Ceci démontre le théoréme 2.3 dans le cas 2m-k > n.

7.2 Cas ol 2m-k < n.

On procéde comme en 5.2 pour se ramener & 1'étude du noyau de (Azq—u)

avec 2q(2m—k) > n, et on compare ce noyau a celui de (B;zq—p)—l,
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