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Marche aléatoire sur un demi-groupe de matrices n x n

GOéran Hognés

O. INTRODUCTION

Regardons un produit (aléatoire)

1,

de matrices nx n non forcément réguliéres, c'est-d~-dire un produit
d'opérateurs linéaires de R™ dans lui-méme. Alors le rang de Sy

est décroissant, et il va 'vraisemblablement" atteindre une limite.
Soit maintenant S le sous-demi-groupe de M(n,n) engendré par les Xy
M(n,n) étant le demi-groupe multiplicatif de matrices réelles n x m.
S1 1'on s'intéresse au comportement asymptotique de Sqcs il convient
d'étudier

T, ={ x € S |rang(x) ¢ b}

b
ot b = min {rang (x)| x € S}-
Tb est un idéal, c'est-d-dire STb, TbS L Tb ; en particulier,

Tb est un sous-demi-groupe de S.

Déf.: Pour x € S on notera N(x) le sous-espace
{ NeR" x(N) = 0} et R(x) pour x(RY).
Si x,y, € Tb on a Xy, yx £ Tb d'od Vx,y € Tb

N(x)n R(y) = {0}



Autrement dit, R" est somme directe des sous-espaces
N(x) et R(y) de dimensions n-b et b, respectivement. Or, si
NO et RO sont de tels sous-espaces, l'ensemble

G(Ry,N)) = {x € M(n,n)] R(x) = R, N(x) = N}

est un groupe ! (= GL(b,R)). Tb est alors un sous-ensemble d'une
réunion de groupes (isomorphes)

dé

iFh
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T, & Y U SRN) T,
R N
En fait, on peut dire plus
Soient x € G(R., N.) iii' G.. et e.. 1'élément neutre
1 ] 1) 1)
de ce groupre. Alors
x= e. e X e e . = e. X e .
io "o Y0 0] io 0j
ol x=e xe €G
00 00 00.

On pose E = {e. }, F={e .}, G=G__. Alors
io 0j 00

T', = EGF ( ~ ExGxF)

La multiplication s'écrit de la maniére suivante

X= e. X e

io 0i> ¥ T Ci1o Y 0j'
AR P eOJ_ ? itg oj'
EG
EG

T'b est un demi-groupe dit complé&tement simple (sans zero)

Exemple 1 Un demi-groupe de matrices 2x2 de rang . 1.



c cu
S = A,u, C € R
AC ACu

S contient "la plupart" des matrices de rang 1.

TN TN et cru
X = y =
AC  Acwu Ate! Alctu!
' J t )
fe(1+urt)c? c(1+ur)c'p't
Xy =
SAac(1+ur’)c! Ac(1+px)c'u!
\ )
xy # 0 == cc' # 0 .et 1+ur' # 0
Si x # 0 alors N(x) ={(t1,t2) € R?| t, +ut, = 0}
et )
R(x) ={(t1,t2) € R?| t, = Aty }

R(x) "N(x) # {0} ( &=R(x) = N(x)) <==>  1+ud= 0
Si x2# 0 alors x appartient & un groupe, d'élérent neutre

1 v

CT+ua T+ua
A HA
T+uX T+uA

Remarques
Notre description de Tb ne servira pas @ grand-chose
si Sk n'atteint '"presque jamais" Tb’ c'est-a-dire

Y Pr{skeTb}=o



Alors on regarde T_ (b<agn) ou

a = min {rlz Pr { Sy € Tr} > 0} . Mais les éléments de
Ta ne sont pas aussi faciles a décrire que ceux de Tb. Dans
le cas discret Ta = Tb et dans le cas compact on sait aussi

utiliser Tb méme si Tb n'est pas atteint.

Si dans le cas S discret on ajoute une condition de
récurrence (3 préciser) Tb est lui-méme de la forme EG'F avec
G' sous-groupe de G'(MARTIN-LGF). En outre G' est un groupe

récurrent (LARISSE).

Dans le cas général (avec des conditions supplémentaires)
on peut démontrer que Ta est "p.s." un demi-groupe complétement
O-simple (avec une représentation analogue 3 celle vue plus
haut, 3 ceci prés que

i %o € G {0}).Le demi-groupe S de

1'exemple 1 est complétement O-simple.

I DEFINITIONS ET NOTATIONS
) i n?2 X
M(n,n), muni de la topologie de R (qui est localement
compact 4 base dénombrable), est un demi-groupe topologiaue,
c'est-a -dire, la multiplication est une application continue

de M(n,n) x M(n,n) dans M(n,n).



Soit S un sous-demi-groupe localement compact de M(n,n),

engendré en tant que demi-groupe par une probabilité réguliére

sur S
s= U s
k>1
; P q _ 7 7k k B}
ol S; est le support de u . Si 1'on pose v =) 2 u, S =S.

V)

k=1

p— -

Si on suppose S fermé dans M(n,n) les calculs se simplifient.
On ne le supposera pas dans cet exposé. (GL(n,R) n'est pas fermé

dans M(n,n))

Soit

T .= {x € S| rang (x) s r } (O<r<n)
Tr est un idéal fermé de S. De plus, v (Tr)> O implique

u k (Trc) Sdk (d <1, k assez grand.)

On a

Tr ={x € §| tous les mineurs de x d'ordre > r+1 sont 0}

donc Tr est fermé.

; oy deéf
| Pour BE€E S, x €S, x B = {s€S|xSE€EB.
| Maintenant x | T; =@ si x € T,

; c T¢ si x € TS ;
; . o T ,

| On en déduit que !
k - |
| T RD QR R o GRep wRah

C
L Tr —



Soit a = min {r[u(Tr)> O }. v-presque tous x€T T _,
satisfait 38 la condition suivante
} =0

v {y] xy ouyx € T__,

On va introduire maintenant la condition de récurrence

suivante pour x € S

(*») Pour tout voisinage Vi de x

t ~18
=
-~
—
<
A
n
8

k

On désignera par H 1l'ensemble des points satisfaisant a (%)

DANS CE QUI SUIT ON SUPPOSERA TOUJOURS QU'ON A : H % @
La condition de récurrence positive s'écrit
(%x*) Pour tout Vx : lim sup un(VX)> 0
On désignera par H' les points qui satisfont 3 (*x+).
Exemple 2 Dans le cas du demi-groupe multiplicatif S=[0.=)
on peut facilement trouver des probabilités Hyskoshzs t.q.
H=0 si MEU

H'

{0}, H=S si M=,

H

H' = {0} si u= Mg

On montre assez facilement que H est un idéal fermé de S,

contenu dans Ta'

S discret : H = Tb complétement simple sans zéro



2. CAS ABELIEN

Dans cette section S est donc commutatif. Notons qu'un demi-
groupe abélien complétement simple est nécessairement un groupe.
Dans le cas discret H = Tb est un groupe abélien de matrices

de rang b.

Exemple 1a : Dans le demi-groupe S de Ex.1 on a
0 # xy = yx = u=p', A=2r'!
Ies sous-groupes abéliens les plus grands sont alors de la

forme

[ c Cu \ . |
%(Ac Acy c €R ‘{O%f avec 1 + Ay # O

Si x € T_ tel que v {y| XY €T } =0 (cette

o] a a-1

condition-1a vaut pour p.tt X € Ta) alors on définit

C={y € Tal x 'y € Ta‘ Ta }

-1

Théoréme : ou ng_Ta_1 ou H = Ta = CuT et C

a-17?
est un groupe abélien localement compact. En particulier, celd

est le cas quand v(H)> O.

Ta-1 peut trés bien €tre vide

i
|
|

|



Démonstration (en gros) : La commutativité entraine que les

matrices de C ont toutes méme noyau et méme image. C est un
demi-groupe, donc un sous-demi-groupe abé&lien d'un groupe G loca-
lement compact. D'autre part, C est fermé& et dense, dans Ta‘ Ta—1
3
donc égal a T_~ T .
a a-1

Si Hc<T, 4 il n'y a rien 3 prouver.

Soit alors x € HnC. Si VX est un voisinage de x, €crivons

) un(Tg) < e

= n = o i
Vi © fo\C. yoow (V1x) puisque L

k>1

Soit maintenant S, = Xka_1...., X, Xy, une marche aléatoire
sur S de loi p» . On peut démontrer que

-1
P(Sk e v,V

1x V1x O C infiniment souvent(i.s.))= 1

[ A~ = {_J Ab - J. I1 s'ensuit que Cx -fermeture dans le

groupe G bEB

est un idéal minimal de C {la démonstration fait
appel d'une maniére eSsentielle a 1'indépendance des v.a {Xk}

et au fait que G est un groupe topologique] . La théorie des
demi-groupes nous dit qu'alors C contient un groupe abélien qui,
en fait, est égal 3 C. C est localement compact et dense dans C,
donc ouvert dans C . Un demi-groupe ouvert et dense d'un groupe

est lui-méme un groupe. C'est un groupe topologique puisque 1la
topologie est localement compacte [théoréme d'ELLI§': La mesure

U (.e_1) restreinte 3 C engendre, en fait, la marche aléatoire

sur C.



La théorie des marches aléatoires sur les groupes donne,
pour tout x € C, Px (Sk € Vx infiniment souvent) = 1
(on note cela : x »x 1i.s.) . C étant dense dans Ta on a xe = X

pour tout x € Ta’ ce qui entraine le

Corollaire : Si H = Ta alors x »x i.s. pour tout x € Ta'

Remarque : Sous 1'hypothése que le noyau de transition pour la

marche aléatoire ait une composante continue non-triviale au point

x € H [ notion introduite par TUOMINEN-TWEEDIE équivalente 2

I
-3

1'étalement de u dans le cas d'un groupe | on obtient que H et

que C est un groupe UigTa_ne s'applique pas).

1
Quant & la récurrence positive, on a le résultat suivant:

Théoréme : ou H'g_Ta_1

ou H' = C qui est alors compact et égal 3 T, c'est-

a-dire T,1 = ?.
5. CAS NON-ABELIEN

On revient 4 la situation de la 1&re section, c'est-d-dire
S n'est plus forcément abélien. Regardons les matrices de rang a
d'un peu plus pré&s. Soit T'.={x € M(n,n) | rang (x)s 1 }

On définit alors [quotient de REES| le demi-groupe
T'a/&, (que 1l'on appelera S') de la facon suivante

a-1 S' =(T'_~T'__,) {O}et la multiplication



-10

devient : xy (dans S') ={é si xy (dans T'a) € T'a_1
Xy sinon
Autrement dit, on identifie T .4 avec O. S' est un demi-
groupe algébrique mais la multiplication n'est plus nécessaire-
ment continue au point (x,y) si x ouy =0 @auf si Ta-1 est
compact] . La topologie de S' est celle induite par M(n,n). T

a

sera considéré comme un sous-espace de S'.

Soit e= e2 un idempotent # O de S'. Alors on peut montrer
que eS'e ™ {0} est un groupe Ge’ Désignons par Ee les idempotents
# 0 de S'e et par Fe les idempotents #0 de eS'. Le demi-groupe

Ee Ge Fe v {0}

est alors un demi-groupe complétement O-simple. Malheureusement,
Ee Ge Fe dépend fortement du choix de e et, en général, n'épuise

e )
pas S [En effet, Eg G, Fo ={ X € S'| xe, ex # 0} .]

Cette représentation de '"la plupart" des éléments de Ta
nous permet toutefois de démontrer [preuve assez technique avec

8 lemmes] le résultat suivant

Théoréme : Si uv(H)> O alors H = Ta' I1 existe un idem-
potent e# 0 tel que
(Taf\Ee Ge Fe) v {0}
soit un demi-groupe complétement O-simple dont le complément

dans Ta est de v -mesure nulle.
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L'ensemble des x € Ta’ tels que x-¥x 1i.s. dans la marche
d droite et 1la marche & gauche, contient Taf\ Eg Ge F et

est donc dense dans Ta'

Cet exposé contient les résultats sur les marches aléatoires
. . * . .
de Hégnds-Mukherjea : "r - invariant measures and recurrent
random walks : two problems on matrix semigroups" ; 25 pp,

manuscrit soumis au Zeitschrift filir Wahrscheinlichkeitstheorie.



