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Structure et Estimations de Coefficients d'Erreurs 

J e a n Me i nguet 

1. Introduction, 

Les erreurs étant inhérentes à tout processus 

d'approximation, il est évidemment essentiel de pouvoir les 

estimer quantitativement. Ceci suppose en fait l'existence 

de méthodes générales, capables d'assurer une précision 

suffisante a un cou t • accep t. ab 1 e . La recherche d'un compromis 

à cet égard en analyse numér i que (linéaire) nous a c o nd u i t 

à introduire récemment (cf. [ 4 , 5]) une méthode générale de 

majoration réaliste des erreurs d'approximation. Ainsi que 

les quelques résultats déjà publiés (cf. [ 4 , 5] et: [î, 3]) 

le montrent, cette méthode permet notamment l'estimation 

p r a t i q u e des diverses consiantes génériques que l'on rencontre 

à propos des méthodes d'é1é m e n t s finis (cf. en part i c u1i e r 

[ 2] , Théorèmes 2 > 4, 5, 6) . 

Le présent travail poursuit 1 élaboration s y s t e m a-

tique de cette méthode de majoration quantitative des erreurs 

dont les idées maîtresses sont dégagées ici à la fin de la 

Section 2, laquelle est consacrée à un résumé des éléments 

essentiels de l'analyse abstraite s o u s-j a c e n t e que nous 

avions développée et explicitement motivée dans [ 5] . On 

sait que la théorie des opérateurs linéaires dans les espaces 

vectoriels normes fournit un cadre naturel à cette analyse, 

qui se réfère par ailleurs à ces outils classiques que sont 
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le Peano kernel theorem et sa généralisation connue sous 

l'appellation de Bramble-Eilhert lemma. 

Les deux dernières sections traitent de deux 

grandes classes d'applications particulièrement importantes 

en approximation linéaire mu 11 i v a r i é e , à savoir la classe 

des approximations ponctuelle s ou uni formes dans des espaces 

de fonctions continûment dérivables (Section 3) et la classe 

des app r o x i m a t i o ?i s e n m o y e n n e q U. a dr a tique dans des espac e s 

de Sobolev (Section 4 ) . N o t r e b u t est ici de contribuer 

directement à l'obtention ultérieure de majorations quanti

tatives des erreurs d'approximation (et pas seulement 

d'interpolation) dans des situations concrètes, en fournissant 

un jeu de majorations clefs. Ainsi que nous l'avons montré, 

dans [ 4 , 5 ] , de telles majorations résultent aisément de la 

forme intégrale du reste de la formule de Taylor (pour 

autant bien sur qu'elle soit applicable ! ) . Dans les 

espaces de Sobolev, il faut en fait recourir à une m o d i f i c a 

tion fondamentale de cette formule de Taylor. Celle que 

nous proposons à la Section 4 s'avère particulièrement 

naturelle et commode; en dépit de similitudes apparentes, 

elle diffère profondément de. la version proposée et exploitée 

dans [ 1 , 3] et échappe d'ailleurs totalement à la limitation 

soulignée dans [l] (cf. Remarque 2-3 ̂  p . 1 6 ) . 

2. Structure des coefficients d'erreurs. 

Les problèmes de majoration qui nous intéressent 

ici relèvent d'inégalités de la forme très générale, suivante : 

(1) l l R f I L < c l l U f i l 7 , Vf G X , 
^ Y 

où c doit être une constante numérique finiey X, Y et Z sont 

des espaces vectoriels donnés (sur <R ou sur C ) , H . l l ^ et 

I I . Il ̂  sont des normes données sur Y et sur Z , U : X •> Y et 
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R : X Z sont des app 1 i ca t i on s tincaires données, U étant 

toujours supposée sur^écrive (ce. qui revient à 1 a.définition : 

Y := U ( X ) ) • On notera que (1) peut aussi bien s'écrire 

sous la forme : 

( 1 bis) | | R f || < c q (f ) , Vf G X, 
ù x 

où q (.) est une semi-norme sur X. Sous l'hypothèse naturelle 

( H 1 ) R continue par r a p p o r t à U , 

la majoration (1) d'une norme de Rf (considérée comme inconnu) 

en fonction d'une norme de U f (considéré comme connu) n'est 

évidemment satisfaisante que si la majoration du coefficient 

théorique d1 erreur 

(2) c := sup llRfll / Il U fil min {c G (R vérifiant (1)} 

° f e x 

Uf^O 

par le nombre c est réaliste. Le problème q u e•n o us nous 

posons en définitive est dès lors celui de la détermination 

quantitative de "bonnes" majorations pour C.Q . 

Une expression intéressante de c^ s'obtient 

aisément à partir de la relation d'inclusion 

(3) K = Ker U C Ker R 

entre sous-espaces vectoriels de X, relation qui résulte 

trivialement de (1) sous l'hypothèse, (H1) . En vertu d'un 

théorème de factorisation élémentaire (provenant pour 

l'essentiel de la théorie des e n s e m b l e s ) , il existe alors 

(et seulement alors) une et une seule application Q : Y •> Z 

telle que 
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( A ) R = Q U ; 

on sait en outre que Q est linéaire, surjective ssi R est 

surjective, injective ssi Ker l) =. Ker R. Etant donné 

1 ' équivalence cl assique (moyennant: 1 ? axiome de choix) entre 

les propriétés de surjectivité et d'inversibilité à droite 

d'une application, équivalence dont la factorisation qui 

précède résulte en fait directement, il existe au moins 

une application V : Y X (éventuellement non-linéaire mais 

toujours injective) telle que l'on ait 

(5) U V = 1 , 

où 1^ désigne l'application identique de Y. Il s'ensuit que 

Q admet les représentations explicites : 

(6a) Q - RV, VV : Y -> X vérifiant ( 5 ) , 

d'où l'on déduit finalement le résultat annoncé, soit 

'(7) C : = |[Q|| = llRVll, VV : Y + X vérifiant ( 5 ) , 

où 

(8) HQll := sup l l Q g l l / l t g l l Y 

s'interprète classiquement comme la norme de l'application 

linéaire (continue) Q : Y -> Z. 

Une autre conséquence importante du théorème de 

factorisation est à rappeler ici. A savoir le fait que 

toute application T d'un ensemble E dans un ensemble F 

admet une décomposition canonique 3 laquelle peut se repré

senter (en notations mnémoniques ) par le diagramme suivant : 
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T T T . 
(9) E ^±_> E/T 1_> T ( E ) F; 

T désigne ici la relation d'équivalence dans E associée à 

T (c'est-à-dire la relation 11 e G E, e ? e E, T e ] = T e 2 " ) , 

T ^ s est la surjection canonique de E sur l'ensemble quotient 

E/T, est la bijection associée à T, est \*injection 

canonique de l'image T(E) dans F. Comme exemple directement 

utile d'application de ( 9 ) , relevons que (6a) peut se 

récrire c o mm e s u i t : 

(ôb) Q = R iT 1 avec R - RVU, , 
q b q b 

(6c) Q = R V, avec R = R V ., 
x r b r ci 

où R : X/K -> Z n'est autre que Inapplication quotient 

issue de la factorisation d e R : X Z par U : X -> X/K = X/U 
k c s 

tandis que R^ : V(Y) -> Z est simplement la restriction de 

R : X Z à la partie VU(X) de X. 

Sauf dans le cas particulier (mais import a n t !) 

où les espaces Y et Z sont préhilbertiens, pour lequel une 

approche v a r i a t: i o n n e lie directe peut s'avérer préférable, 

il semble que la connaissance explicite de Q : Y Z soit 

requise pour pouvoir évaluer c ̂ . En fait, l'expression 

cherchée de R f en fonction de U f peut s'obtenir assez 

simplement : étant donné l'identité fondamentale (résultant 

de (4) et (6)) 

(10) Rf = RVUf, Vf e x , 

il suffit d'appliquer R à V U f , où V : Y ->• X peut même être 

choisi librement pour autant qu'il vérifie ( 5 ) . Fort 

malheureusement, cette abstraction de l'idée maîtresse du 

Peano kernel theorem 9 si elle est évidemment susceptible 
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de conduire en définitive a une majoration de c ̂  , ne permet 

qu'exceptionnellement de déterminer le coefficient d'erreur 

lui-même; ceci en raison de la complexité des possibilités 

de résonance entre "fonctions" Uf et "noyaux" RV. Le 

caractère foncièrement théorique de c ̂  se trouve encore 

r e 11 forcé du fait que ce coefficient dépend non seulement de 

X, Y, U, données essentiellement fixes pour lesquelles une 

véritable standardisation s'est imposée (U est typiquement 

un opérateur différentiel et X un espace fonctionnel tel q u e 

C m(.Q) ou H i n(f2)), mais aussi de R, donnée essentiellement 

V a r i a h le ( R est typique m e n t d. é fini comme l'erreur associé e 

â l'approximation d'un ope ra t e u r spécifique p a r un a u t r e ) . 

Cette discussion motive l'intérêt pratique qu'il peut y 

avoir à se restreindre à la s o u s-c1 a s se suivante d'inégalités 

de type (1) : 

(11) llRfllz < llRll d IIUfllY, Vf G X, 

où d doit; être une constante numérique finie- et indépendante 

d.e R : X -> Z ; ceci n'a un sens que si X est muni, d'une 

norme II .1! telle que 

(H2 a) R est continue, 

(H2b) il existe au moins un inverse à droite borné V de U, 

cette double hypothèse devant ici s'ajouter à (111). Le 

problème fondamental qui se pose dès lors est celui de 

l'estimation réaliste du coefficient pratique dferreur 

(12) d Q := inf {d e 61 vérifiant ( 1 1 ) , VR G L(X; Z)} 

pour divers choix standards des données fixes; quant à 

l'évaluation quantitative de la norme II Rll , elle constitue un 

problème essentiellement spécifique et doit être traitée 

en conséquence. 
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Il se trouve que d ̂  est la solution commune d'un 

problème de miniraisaiion et de son dual, ce qui suggère 

entre autres une technique naturelle d'encadrement. Compte 

tenu de ( 1 0 ) , on peut écrire parallèlement à l'inégalité 

triviale 

(13a) I! R f 1 1 _ < llRll II fil v , Vf e x , 

l'inégalité généralement distincte 

(13b) Il Rf II „ < llRll llVUfll.,, Vf e x , 

ù A. 

d'où résulte une inégalité de type ( 1 1 ) , soit 

(13c) ||RfH z < llRll || Vil IIUf|!Y, Vf 6 X, 

pour tout inverse à droite borné de U (même si un tel V est 

non -linéaire, sa norme H V II doit être interprétéeici confor

mément à la définition ( 8 ) ) . Il apparaît dès lors que d ̂  

est la solution du problème de minimisât ion 

(14a) d Q = inf II Vil, VV vérifiant ( 5 ) , 

lequel est équivalent, au problème de min-max 

(14a bis) d n = inf sup IIVUfliY, 

° V l l u f l l Y = i
 x 

où l'on peut en fait toujours supposer que V est homogène. 

Par ailleurs, la majoration fournie par (13a) peut être 

améliorée grâce à ( 3 ) , l'optimum à cet égard étant réalisé 

par 

(13d) Il Rf II „ < ||R|| q(U f ) , Vf E X, 
Z i es 
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où 

(15) q(U f ) := inf I! f - kll 

n'est autre que la semi-norme dont est naturellement muni 

l'espace vectoriel quotient X/K (on sait que q(.) est une 

norme ssi. K est fermé dans X, donc en particulier si K 

est de dimension finie ou si U : X -->- Y est continue). 

L'identité U = U * U conduit des lors à une définition 
es b 

de dç comme solution du problème de max-min 

(14b) d n = I I U " 1 ! ! = sup i n f l l f - kll y , 

° b H U f | | y = l kGK * 

que l'on peut en fait récrire sous la forme 

(14b bis) d n = sup inf ||VUf||Y, 
° I I U f l l Y = l V x 

d ua 1e de (14a bi s) . En définitive, les inégalités (13c) 

peuvent être considérées comme résultant d'un affaiblissement 

de deux inégalités optimales et généralement distinctes, 

à savoir ( 1 3 d) et 

(13e) llRfllz < llRVll IIUfllY, V f G x . 

Il est manifeste que diverses équivalences 

conditionnelles entre normes ont à jouer ici un rôle 

essentiel, notamment celles qui peuvent résulter des inéga

lités optimales suivantes (cf. [ 5 ] , p. 314) ; 

-si U est bornée (ou continue)3 alors 

(16a) lllïfl! < H u l l q(U f) , 
i es 
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(17a) | | u f | l Y < I I V b

, | | liVUflix < Il XJ II I I V U f l l x ; 

- si V est un inverse à droite borné de U, alors 

(16b) q ( U . f ) < l l u T ' l l I! U f II „ < Il Vil I I U f l l v , 

C S D l 1 

( 1 7 b ) Il VU f II x < Il Vil 11 U f II 

— si l'application composée VU est borriêe3 alors 

(18a) II VII f i l „ < l l V U l l q(U . f ) , 

A C S 

tandis q u e, de toute façon, 

(18 b) q(U f) < HVUfll v . 

CS A 

L'importance t îi é o r i q u e et p r a t i q u e d e c e s comparaiso n s 

entre normes est d e f a c i. 1 i t e. r u n e c o mp r é h e n s i o n profonde 

des diverses possibilités de généralisation du "Peano kernel 

theorem", en particulier du célèbre "Bramble-Hi1bert lemma" 

(dont la f o r m u 1 a t i o n a bs t: r a i. t e correspond en fait à la s i t u a -

t i o n où les applications U et V liées par (5) sont t o u t e s 

deux linéaires et continues), 

Notons encore que si l'on pose 

(19) f = Pf + VUf, VfGX, 

V est un inverse à droite homogène ( r e s p . linéaire) de U 

s s i P est un projecteur homogène (resp. linéaire) de X 

d'image K. Les relations (16b) et (17b) impliquent alors, 

pour autant qu'il existe un inverse à droite borné de U, 

l'existence pour tout f G X d'un élément de K (noté Pf) 

tel que 
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( 2 0 ) inf lif - kll < Iil - Pfi! Y < d !!Ufllv, 
k e K

 x x Y 

o u ci (S-'-d Q ) est une c o n s t a n t e fi n i e ; c e t t c présentât i o n 

a b s t r a i t e , qui. met l'accent sur 1 1 app 'r r x v' ,v;an t Pf t K de f 

plutôt que sur l ' erreu r a s o e i ce V U f , se réduit en fait, 

par une part icular i.s ati on a p p r o p r i. é e dos données f i x e s 

(X et Y : e s p a c e s de S o b o1ev, U : o p é r a t e u r d i f férentiel) , 

à 1 a prés e. n t a t i o n cl a s s i q u e du " L e mm e t e c h n i q u e 11 dont le 

k e m m e d e B r a m b 1 e —II i 1 b e r t e s t une c. o n s é q u e n c e d i r e c t e . Si 

K e s t de d i m e n s i o n L i n i e (co mm e c'est 1 a régi e e n p r a t: i q u e ) 

il existe nécessairement un proj eete-îr de me il 'Le lire 

approximation (associé par ( 1 9 ) à un inverse à droite 

V Q d e U ) , q u i peu t e t r e n o n -1 i n é a i r e b i e n qu 'ho m o g è n e 

(u n e xe mp1e no n-1i n é a i r e fami1i e r e s t celui du pr o j e ct eu r 

d c m e i 1 1 v u r e a p p r o x i m a t i o n p o 1 y n o m i a 1 e a u s e n s d e T c h e by c h e f f ) ; 

o n ob t i c n t alors pour d ̂  une ex pr c s s i o n plus c o n c r ate q ue 

( 1 4 ) , a savoir 

( 2 1 ) d n : = I I V J I | | ( l v - P A ) V ||, v v : Y -y X vérifiant ( 5 ) , 
U U A U p p 

En conclusion de c e t t e a na 1 y se, d é g a ge o n s les a x e s 

de la méthode générale de majoration quantitative des erreurs 

que nous voulons proposer. On c o mm e n c e par c b o is i r ( c e 

qui est toujours possible si K est. de dimension finie) 

une décomposition de l'espace norme X en une somme directe 

topologique de la for m e 

( 2 2 ) X = K © X ; 

ceci équivaut à choisir une. formule de représentation de. 

type. ( 1 9 ) , où V est un inverse à droite de U et P un pro

jecteur de X d'image K, ces deux applications étant linéaires 

et continues. On décompose ensuite la restriction R à 
_ r 

X '-- YU(X) de l'application linéaire spécifique R : X -> Z 

(qu'il s'agit en définitive d ' " e s t i me r ") en une s omme f i. n i e 
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(23) R = Z S . 
r . j 

J 

d'applications linéaires standards : X Z, de façon 

telle que chacune des applications composées S_.V : Y Z 

soit continue (il est dans la nature des choses que de 

telles décompositions soient possibles dans la pratique 

courante). On procède à l'évaluation de constantes d. 

J 
telles que 

(24) I I S . V U f I L < d. I I U f l i v , V f e X , 
j Z j Y 

soit directement, soit en recourant à une collection 

élaborée par ailleurs de majorations clefs ayant trait 

nota mm ent aux opérations courantes de dérivation, d'inter

polation, d'intégration et à leurs composées. On obtient 

ainsi finalement la majoration quantitative annoncée 

( 2 5 ) l l R f l l 7 < (E d.) I I U f H v , V f e X , 
Z j 3 Y 

et cela sans avoir jamais du tenter l'évaluation de II Ri! ; 

il importe de noter que l'hypothèse ( H 2 ) , en particulier 

la continuité de R, n'est nullement essentielle ici, à 

la différence de l'hypothèse ( H î ) . 

m "~ 
3• Exemples de majorations clefs dans C 1 ( Q ) . 

Soit fi un ouvert borné (non vide) de <R n tel que 

son adhérence fi soit étoilée par rapport à un point noté a 

(la dernière restriction pourrait être levée assez facile

ment, pour autant que fi reste connexe, mais elle est en 

fait m i n e u r e ) . En matière d'approximations ponctuelles ou 

uniformes, il est à la fois naturel et commode de prendre 

comme données fixes X et U, respectivement : 
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- l'espace C m(î2)(avec m entier 5* 1 ) des fonctions numériques 

f qui sont uni fermement continues dans il ainsi que toutes 

leurs dérivées partielles 3 af d'ordre |a| ^ m (nous 

utilisons ici les notations mu 11i-indicie11es classiques); 

muni de. la famille de semi-normes uniformes 

(26a) |f!. = max max | 3 a f ( x ) | , 0 < j < m, 
3 - |a|=j xGfi 

équivalente à la norme de Tchebycheff 

(26 b) Il fil = max I f I . , 
m 0<j<m J 

cet espace est de B a n a ch. 

- l'opérateur D™ de dérivation d'ordre m au sens de F r é c h e t ; 

le noyau K de U dans X est dès lors l'espace vectoriel 

P , , de dimension 
m - 1 

(27a) N = ( n + m " ' ) , 
n 

des polynômes à n indéterminées (à coefficients réels) 

de degré total < m - 1 ; quant à l'espace Y := D m ( C m ( f " 0 ) , 

muni de la norme 

(28) H D m f U Y = | f | m , 

il peut s'identifier par l'isomet rie naturelle D m f 

H* {9 af : | a | = m} à un sous-espace fermé de (C^(^7)) N où 

(27 b) N = ( n + m ~ 
m 

Pour le terme X dans la décomposition ( 2 2 ) , il 

s'avère particulièrement intéressant de choisir l'espace 

v e c t o r i. e 1 
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(29)- C m(fl) := {f G C m(iï) : 8 a f ( a ) = 0, 0 < j et} < m } ; 
cl 

ceci revient à choisir pour (19) la formule de Taylor 

d'ordre m relative au point a, le projecteur P de C m(fi) 

d'image P , étant dès lors défini par 
m -1 

m -1 
(30a) Pf(x) := I 3 af (a) (x ~a ) a / a ! 

| a | = 0 

et l'inverse à droite V de D™ par 

1 , . m —1 

(30b) V ( D m f ) ( x ) := J 12—12 D mf( a + t(x-a)) . ( x - a ) m d t , 
0 (m-1 ) ! 

ainsi qu'il résulte de la forme intégrale du reste pour 

tout x £ fi . On vérifiera sans peine que 3 a ( V D m f) , dérivée 

partielle quelconque d'ordre < m d'un élément arbitraire de 

C m(fi), peut semb1ab1ement s'exprimer sous la forme intégrale 
a 

1 / t Nm-1- a il il 

(3 1) 3 (VD f ) (x) = J • • D 1 '3 f( a+t (x-a)) . (x -a) 1 1 dt, 

0 (m-I-|a|)! 

en fonction seulement de (certaines) dérivées partielles 

d'ordre m de f G C m(fi) ou, ce qui revient au même (puisque 

f - V D m f e P J , de V D m f e C m ( f i ) . 

m- 1 ' a 

On sait que toute expression du type D m f ( y ) . ( x - a ) m 

(où y £ < R n ) s'interprète simplement comme le produit de 

la matrice ligne formée avec les coordonnées du tenseur 

symétrique D m f ( y ) par la matrice colonne formée avec les 

coordonnées du produit de Kronecker (x - a ) m , ces coordonnées 

se rapportant à la base canonique de &l(u ^ (pour une 

analyse algébrique détaillée, cf. [ 4 ] , Section 3 ) . Compte 
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tenu de cette interprétation matricielle , les majorations 

clefs annoncées résultent directement de (31) par une sim

ple application (sous le signe J ) d'un cas limite de 

l'inégalité de Holder (pour les so mm e s ) ; pour tout 

f £ C m ( Q ) et tout a £ W n d'ordre |a| ^ m, on obtient en 

définitive les inégalités (précises) suivantes : 

(32a) |3 aVD mf(x)| < (llx-al!1;1 I a l/(m-|a|)!}|f| m, Vx e 

(32b) l]8aVDmfll0 < |VD mf|| a| < { h™ " l a l / ( m - | a | ) ! } | f | m 

où l'on a posé 

(33) h : = m a x II x-all . , 

Il . Il désignant ici la 1-norme de Holder sur < R n. Il s'ensuit 

globalement l'inégalité de type (17b) : 

(34) ||g|| < I I V|||g| avec l l v l l < d = max (h^/j!), Vg G C ™ ( « ) , 
m m 0<j^n 1 a 

laquelle permet de préciser quantitativement 1% équivalence 

sur C m ( Q ) des normes l.l et 1 1 . 1 1 . Quant à l'application 
a 1 1 m m 

concrète des majorations ( 3 2 ) , elle a été abordée dans 

[4] (cf. Section 5) à propos de l'intégration numérique 

raultivariée et de l'interpolation bidimensionne11e de 

Lagrange sur un triangle; nous ne rappellerons pas ici 

les résultats obtenus à cette occasion. 

4. Exemples de majorations clefs dans H m ( Q ) . 

Soit Q un ouvert borné convexe (non vide) de ( R n 

(il existe ici également diverses possibilités de généra

l i s a t i o n ) , de diamètre euclidien h et de mesure (de Lebesgue) S 
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Nous prendrons comme données fixes X et U, respectivement : 

- l'espace de Soboiev R m(fi) (avec m entier ^ 1) des 

(classes de) fonctions numériques f £ I^C^) telles que 

daf £ L^(Q) pour | oc | < m, les dérivées 3 0 1 f étant prises 

au sens des distributions sur fi; muni de la famille 

de semi-normes 

2 1 / 2 

(35a) |f| = ( Z ^ j | — B ^ f O O — | d x ) % 0 < j < m , 

i ......i. = 1 fi Sx. ... Sx. 
i J i, i. 

équivalente à la norme 

' m 1/2 
(35b) ||f|lm = ( Z |f|t) 

H m(fi) est un espace de Hilbert dans lequel C m(fi) est dense. 

- l'opérateur de dérivation totale d'ordre m au sens des 

distributions sur fi; comme fi est connexe, le noyau K de 

U dans X est à nouveau l'espace de polynômes ^ m - 1 ' 

quant à l'espace Y : - D m ( H m ( f i ) ) , muni de la norme-

nature 1 le 

(36) llD mf|l v = |f| 
Y 1 ' m 

définie par ( 3 5 a ) , il peut s'identifier par 1'isomorphisme 

(non isométrique ici !) D m f K { 3 a f : |a| = m } à un sous-

espace fermé de (L^(fi)) N. 

Pour le projecteur (linéaire continu) P de 

H m(fi) d'image P , et l'inverse à droite V de , à associer 
m - 1 

dans une formule de représentation de type ( 1 9 ) , nous pro-
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posons ici les définitions suivantes : 

m-1 

(37a) Pf(x) := = S T \ {9 af (a) (x-a) a/a!} da, 

| a|=0 fi 

m-1 

(37b) V(D mf)(x) := S*"1 j 1 { J D

m f ( a + t ( x~a)) . ( x - a A a j d t , 
0 ( m-1)! fi 

lesquelles résultent tout simplement de l'intégration sur fi 

par rapport à a des expressions respectives (30a) et (30b) 

où x £ fi et f £ C m(fi). Il est manifeste que la définition 

(37a) se prolonge par continuité à H m(fi); il en va de 

même de la définition (37b) ssi la condition 

(37c) m > n/2 

est vérifiée (cas particulier du Théorème d ! i m m e r s i o n de 

S o b o l e v ) . Comme les raisons qui justifient l'introduction 

de (31) à partir de (30b) sont également d'application ici, 

nous pouvons considérer (37b) comme un cas particulier de 

1 . . m - 1 - | a | 

(38a) 9 a ( V D m f ) ( x ) = S 1 J 11-12 . 
0 (m-1 - | a | ) ! 

{ J D m ~ | a ! 9 a f ( a + t ( x _ a ) ) ^ ( x . a ) « - | a | d a } d t j 

fi 

la condition (37c) devant alors être remplacée par 

(38b) | a | < m - n/2. 

La concrétisation par (37) de la formule générale (19) 

n'est pas strictement nouvelle, encore qu'on ne la rencon

tre guère dans la littérature (une exception notable : 

c*f. [ 6 ] , p. 79) et que jusqu'à présent elle ne s emb 1 e 
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jamais avoir été exploitée pour obtenir des majorations 

q u a n t i t a t i v e s ; d' autres*partieu 1 aris ations de ( 1 9 ) , et donc 

de la décomposition de H™ (fi) en une somme directe topologi

que de type ( 2 2 ) , sont apparemment plus connues (cf. entre 

autres [ 9 ] , p. 50 et [ 8 ] , p. 1 1 1 ) , bien que leur exploita

tion pratique soit beaucoup plus difficile; sans doute 

est-ce du à la complexité apparente de la définition 

m - 1 — | B I .o 

(39) X := {f e Hm(fi) : I J { 3 a ^ f (a) (0-a) a/a! }da, 0 < | B | <m-l, 

| a |=0 fi 

impliquée par ( 3 7 ) . 

Compte tenu de 1 1 interprétation matricielle que 

nous avons rappelée lors de la recherche des inégalités 

(32a, b ) , il est facile de déduire de ( 3 8 a ) , pour tout 

f £ H m(fi) et sous l'hypothèse- ( 3 8 b ) , les majorations 

suivantes : 

(40) |3 aVD mf(x)| < { S 1 / 2 h m l a l / [ ( m - | a | - l ) ! ( m - | a i - n / ^ ] } | f | m , Vx G fi; 

il suffit en fait d'appliquer l'inégalité de Cauchy-Schwarz 

sous le signe J et de majorer uniformément par h la 

norme euclidienne de x-a, d'opérer ensuite le changement 

de variables a H* y = a + t(x - a) de jacobien (1 - t ) n , 

d'appliquer l'inégalité de Schwarz à l'intégrale ainsi 

transformée en notant bien qu'elle est à prendre sur 

1'en s emb1e 

(4 1) fi := {y = a+t(x-a) : a e fi, (x,t) fixé dans fi x [0,1]} 
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de mesure (1 - t ) n S (qui est l'image*de fi par une homothétie 

de centre x et de rapport 1 - t ) , de procéder finalement à 

l'intégration par rapport à t. Comme le recours à l'inéga

lité de Schwarz dans cette méthode (déjà utilisée dans 

[ 6 ] , cf. p. 79) n'est pas intervenu en tout dernier lieu, 

il est clair que le résultat (40) n'est pas optimal. 

Il est donc naturel de songer à intervertir les intégrations 

dans ( 3 8 a ) ; en exploitant alors correctement le fait 

(suggéré par (41)) que l'intégrale "double 1 1 (38a) sur fîn x (0,1) 

est à prendre sur le cone ouvert de base Çl x {0} et de 

sommet (x, 1 ) , on obtient en définitive, pour tout 

f £ H m ( Q ) et sous l'hypothèse ( 3 8 b ) , les majorations 

optimales suivantes : 

, « -1/2, m-lai « . 1/2 
(42) |3 aVD mf(x)| < | D l a l v D m f ( x ) | < ^ Ï L ^ ( ^ d £ l ) |fj , Y x 6 B, 

(m-|a|)! m-|a|-n/2 m 

qu'il y a lieu de substituer définitivement aux majorations ( 4 0 ) . 

Le fait que le projecteur F de H m(fi) d'image 

- 1 s o ^ t toujours continu, que la condition (37c) soit 

satisfaite ou non, implique l1 équivalence sur le sous-espace 

vectoriel X défini par (39) des normes de Sobolev 

I • I m """m définies par (35a, b) (démonstration par 

l'absurde, exploitant le Lemme de compacité de Rellich, 

très semblable en fait à la démonstration classique du 

"Lemme technique" dont il a été question à propos de 

l'inégalité ( 2 0 ) , cf. notamment [ 6 ] , p. 86 et [ 8 ] , p. 1 1 1 ) . 

Il y a donc a priori un sens à vouloir majorer les normes 

| . | j d e V D m f £ X, pour 0 < j < m - 1, en fonction de la 

norme |.| de V D m f ou, ce qui revient au même (puisque 
f - V D m f 6 P . ) , de f G H m(ft). On obtient en définitive, 

m - 1 * ' 
à partir de ( 3 8 a ) , les majorations suivantes : 
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(43a) | V D m f | j < d(m, n, j ) { h m ~ j / ( m - j ) ! } | f j m , 

valables pour tout f £ H m ( Q ) et 0 ^ j ^ m - 1, où 

f (l-t) / pmin[t n , (1-t) n]dt 

(A 3b) d(m, n, j) := (m - j) "tain { — } " ; 

p 2m - 2j - 2p - 1 

il suffit en fait d'appliquer l f i n é g a l i t é de Cauchy-Schwàrz 

sous le signe dans (38a) et de majorer uniformément par 

h la morne euclidienne de x - a, d'appliquer ensuite 

l f i n é g a l i t é de Schwarz au carré de l'expression (38a) 

(intégrale "double" sur le cyclindre fi x (0,1) de ( R n x ( 0 , 1 ) , 

interprétée comme produit scalaire par rapport à* la mesure 

(1 ~ t ) ̂  d t , où 2p > - 1 ) , d'opérer enfin à propos de 
m 2 

J J |D f ( a + t(x - a))| dx da le changement de variables 

fi fi 

a -> y = a.+ t(x - a) (resp. x -> y = a + t(x - a ) ) • s i 

t ^ 1/2 (resp. t ^ 1/2) de sorte que cette intégrale se 

trouve être majorée simplement par min [t n , (1-t) n ] S | f ] 2 . 

On peut donner de la constante d(in, n, j) diverses m a j o r a 

tions, notamment les s u i v a n t e s : 

(43c) d(m, n, j) < 2(m - j ) 2

n / 2 / 2 m ~ j , 

?n-l _ 1/2 
(43d) d(m, n, j) < (- -) =L rjj si m - j > 2, 

n - 1 (2m - 2j - 2 ) 1 / Z 

2iv-l . 1/2 
(43d bis) d(m, n, j) < (2 -) si m - j = 1, 

n - 1 

sans oublier celles qui résultent trivialement de ( 4 2 ) , 

à savoir : 
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1/2 

d(m, n, j) < [ (m - j ) / (m - j - n/2)] si m - j > R e 

considérons pour terminer, en guise d'illustration 

L'application des inégalités clefs (42) et (43) 

^ration en fonction de | f j 9 de la semi-norme |-|. 
2 

ÏUV d'interpolation f - TTf de f G H (fi), où 

>t ici un triangle quelconque de sommets 

, 2, 3 ) , p a r le polynôme 

3 
TTf (x) := l f (x.) p i ( x ) , x G fi, 

i= 1 

1 qui interpole f aux points x ; on sait que les 

p ̂  ( x ) £ Pj de la base de Lagrange se réduisent 

oordonnées barycentri.ques de x par rapport aux 

ie Pj C Ker (I - FÏ), ..il vient directement à partir 

les générales (23, 24, 25) et des majorations 

3 
|f - TTf| < |VD 2f| + E |VD 2f(x.)| |p | 

i=l 1 

< 2 1 / 2 h | f | 9 + ( S -
1 / 2 2 - , / 2 ) h 2 ( E |p.| ) | f L ; 

i=l 1 

iscussion géométrique élémentaire, on peut 

ue 

l |p | = 2 S , / 2 / p , 

i=l 1 

gne le diamètre du cercle inscrit à Çl. D'où 

t l ' e s t i ni ation c h e r c h é e : 
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(46) |f - TTf | j < 2 3 / 2(h 2/p)|f | 2 , Vf e H
2(fi), 

qui n'est que 25 % moins précise que celle obtenue par 

Natterer dans [ 7] (cf.son Théorème 1.2) pour un triangle 

q u e l c o n q u e ; pour le triangle rectangle standard par contre, 

le coefficient de | f | 9 dans (46) doit être remplacé par 

3/2 1/2 . 
2 ( 1 + 2 ) et est donc nettement supérieur à celui 

obtenu par Natterer (soit 0-81) suite à une étude fort 

ingénieuse mais essentiellement spécifique, qu'il ne semble 

guère possible dès lors de généraliser, à la différence 

des résultats présentés ici. 
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