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Nouvelle procédure d'estimation d'erreur relative à la méthode des éléments 

finis et applications. 

P. Ladevèze 

Institut de Mécanique Théorique et Appliquée 

Université Pierre et Marie Curie - Paris 

La méthode des éléments finis est une approche numérique extrêmement 

utilisée, notamment en Mécanique, Un des problèmes importants est certainement la 

détermination du degré de confiance que l'utilisateur peut accorder à la solution 

numérique obtenue. C'est ce problème qui est traité dans cette étude. 

La qualité des approximations par éléments finis a été très étudiée sur le 

plan mathématique DU C*l C M M CS"\ £61 Ml ... Les estimations d'erreur 

obtenues ne sont à vrai dire, que des évaluations du taux de convergence. Certes, ces 

informations sont intéressantes : elles permettent de dénoncer les raffinements 

superflus (en regard de l'erreur obtenue) et de classifier les éléments. Néanmoins, 

elles n'apportent pas de réponse au problème posé : elles utilisent la solution 

exacte qui n'est évidemment pas connue (excepté les estimations a posteriori intro

duites par Aubin Ml ), et des constantes numériquement beaucoup trop grandes. 

En calcul des structures, une autre approche de cette question a été proposée 

et utilisée par Fraejs de Veubeke et Sander. L'idée de base est classique ; elle 

consiste à résoudre numériquement les problèmes primai et dual, ce qui donne un enca

drement de l'énergie exacte. Cette démarche est satisfaisante quant au résultat obtenu 

mais présente de sérieux inconvénients car elle nécessite la résolution de deux pro

blèmes différents. De ce fait, elle est rarement utilisée. 
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La méthode d'estimation d'erreur décrite dans ce travail débouche sur de 

véritables critères, caractérisant lTerreur due à 1 approximation par éléments 

finis. Elle est pratique dans le sens où on ne résoud pas de nouveaux problèmes 

numériques ; sa mise en oeuvre ne nécessite que la mise en mémoire au niveau de 

lTélément dTune "matrice élémentaire d'erreur". Evidemment, nous utilisons la solu

tion "éléments finis" usuelle. Sur le fond, ces estimations peuvent donc être qua

lifiées dTestimations d'erreur a posteriori. 

Pour ne pas compliquer outre mesure l'exposé, nous considérons le problème : 

approximations par éléments finis triangulaires (interpolation linéaire) d'un problè

me de thermique (conduction anisotrope). Dans ses grandes lignes, la méthode est 

la suivante : 

La solution (>U* 0 # ^ du modèle de référence est constituée d'un champ de 

température X t ^ et d un champ de flux de chaleur C^Q définis sur le domaine I L 

occupé par le milieu. La solution du modèle approché est la colonne composée 

des valeurs aux noeuds de la température. 

La méthode , qui dans son principe est très générale, consiste à comparer 

\ A X Q t C^o) à un couple ( A l 0 f C J 0 } de même nature mathématique et "représenta-

tif" de 0 ^ . [ J(x.01 C|o^ appartient à l'ensemble des couples V X \ W qui 

d'une part sont admissibles, et qui d'autre part prolongent en un sens précisé ulté-

rieurement, la solution "éléments finis" Qy^ . En outre, ( < A l 0 9 C | Q ^ minimise 

l'erreur en relation de comportement sur V X ̂ / . Ce problème est a priori 

défini sur le domaine tout entier ; un point fondamental est q'uil se 

ramène à des problèmes "types" définis sur les éléments "types". 

Le modèle approché sera "satisfaisant" si («Alo $ ^ o ) vérifie de façon 

"satisfaisante" la relation de comportement du modèle de référence. Différents 

critères peuvent être introduits ; par exemple, le modèle approché sera Q -

satisfaisant si l'erreur relative en relation de comportement § associée à 

X L'approximation du domaine géométrique n'est pas comprise dans ce que nous enten

dons par approximation par éléments finis. 
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(ÀL0/ C^O) e s t telle que 

C te 

C sera la précision imposée par 1 utilisateur. 

La mise en pratique de ce critère consiste à déterminer une majoration de 

G , explicite en fonction des données et de Gĵ  . Nous obtenons également 

une procédure de maillage automatique adaptée à une précision imposée. 

Pour exprimer le plus clairement possible les idées essentielles, le cas 

monodimensionnel est d'abord traité. L'erreur 6 est explicite en fonction 

"seulement" des données : elle permet donc d'apprécier numériquement la finesse 

de la méthode d'estimation d'erreur. 

Le cas des éléments triangulaires ne peut être traité ici dans son détail 

( voir {AU) , seules les étapes essentielles seront exposées. 

Cette vue de la méthode des éléments finis élargit son domaine d'utilisa

tion habituel. Par exemple, dans le cas monodimensionnel, nous montrons que e r O(K 

ce qui est nettement meilleur que l'erreur relative au couple (^fo i Q^y) déduit 

des fonctions d'interpolation, erreur qui est de l'ordre de QCV\^ • Ce point est 

la source de développements qui feront l'objet de travaux ultérieurs : lien entre 

grandeurs extraites de 0 ^ et "superconvergence" - amélioration d'une approxi

mation par éléments finis... 

) Notations 

Tous les espaces vectoriels sont réels. Sî X désigne un espace vectoriel, 

L(X) est l'espace des endomorphismes de l'espace des endomorphismes 

symétriques et C l'ensemble des endomorphismes symétriques définis positifs. 

La transposition euclidienne est notée par un trait : T " (produit 

scalaire des vecteurs V/# W • V W ) 

1. Méthode d'estimation d'erreur : généralités 

Le modèle de référence est un problème plan de conduction thermique. Le 
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modèle approché est l'approche numérique du modèle de référence associée à des 

éléments finis triangulaires et tels que la fonction d'interpolation soit linéaire. 

1.1. Le modèle de référence 

Le domaine CL est un ouvert à bord lipschitzien de 1Tespace euclidien 

orienté à deux dimensions ; M désigne le point courant. Sur une partie 

T^Çi de la frontière la température est imposée. En outre, le milieu 

est soumis à une charge thermique notée j£ 

- ensemble des champs de température admissibles : A\*c * 

M0 est un champ appartenant à Ĥ lJX̂  9 prenant sur lei 

valeurs imposéesj *}JL m ( Ax \ AJL G H4tfC> , 4M «ol D'autre part, nous 

l 04£L J 

posons :

 T s | ^ a < u l J u c U ^ { E | E € # £ C L*(A^ 

- ensemble des champs de flux de chaleur admissibles : t 

La charge thermique ^ est une forme linéaire sur *\\, , supposée 

continue • CJÔ est une solution particulière appartenant à (£L} de 

l'équation d'équilibre. 

3 * ° est l'orthogonal de T par rapport à la forme bilinéaire 

( q , e ) , „ J 

y*. 6 *• R\ 

où = { < ^ | cy c E^f" , € \*m\ 

Physiquement, le champ de flux de chaleur est - <̂  ; c'est par com

modité que nous utilisons son inverse. 

- relation de comportement (loi de Fourier) : (^1^1^ — K 0 . ^^od^X» 

K 0 est le champ d'opérateur de conductibilité défini sur SX ; Ko 

appartient à l ( fLj^i J . D'autre part, nous supposons : Ko, Kq* € \JT*(fL) 
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Dans le cas particulier des matériaux homogènes isotropes, K oVf0 sfécrit : 

M * ) = *d 

- formulation du problème 

^ • i C|o I , ou A t a est un champ de température 

et cji un champ de flux de chaleur, tel que : 

( ! ) a . € ÀJLo • <U- (équation de liaison) 

b _ C|o € G|o + (équation d'équilibre) 

G_ cjo s Cj l^o^i (relation de comportement) 

1.2. Erreur en relation de comportement et erreur en solution 

A une solution approchée du problème , qui est par définition un 

couple ( ^ i ^ ^ , appartenant à ^ X o + ^ l ^ + T ° ) , on associe la 

quantité C| - CJ(XJi) qui caractérise le degré de vérification de la relation 4 - C 

Nous appelons erreur en relation de comportement associée au couple ( A - * * - } ) cette 

quantité. 

L'introduction de cette notion est motivée par la remarque classique sui

vante : si les équations de liaison et d'équilibre sont rigoureuses par rapport à 

un cadre d'hypothèses très générales et bien structurées, la relation de comporte

ment m contraire, est l'aboutissement d'une modélisation assez arbitraire à laquelle 

s'ajoutent des erreurs de nature expérimentale. Il y a donc lieu d'imposer aux solu

tions approchées du modèle de référence de vérifier exactement les équations de 

liaison et d'équilibre, c'est-à-dire de faire porter le doute sur la relation de 

comportement qui, par sa nature même est la moins sure. 

DTautre part, la quantité C j - C J l ' U } est une véritable erreur : si l'erreur 

en relation de comportement est "petite" , l'erreur en solution est également 

"petite". C'est ici qu'interviennent les limites des moyens mathématiques actuels. 

En effet, les relations entre les deux erreurs utilisant des normes plus fines que 

celles associées au cadre de régularité naturel, mettent en jeu des constantes 

numériquement grandes (surtout pour les modèles du type "élasticité") ; de ce fait, 

elles sont sans intérêt sur le plan pratique. 
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Nous pouvons maintenant énoncer le théorème de comparaison classique, qui 

est une forme du théorème de 1rhypercercle de Prager et Synge : 

o. 

où V : Q v. * I S 
1 XL 

$ » ^ 

est appelé : erreur quadratique en relation de comporte

ment associée au couple (jU^C|^ 

Remarque : Pour le modèle de référence considéré ici, les normes [[ \\ 4 et 

Il tty nTont pas de sens physique. 

1.3. Le modèle approché 

1.3.1. Notations-hypothèses 

Les éléments sont désignés par E . Nous supposons que l'adhérence de SX 

est la réunion des adhérences des Ej^ . En outre, nous imposons à la partie *ùASX 

du bord où le déplacement est imposé, d'être vide ou réunion de cotés d'éléments. 

L'ensemble des noeuds est ici l'ensemble des sommets noté I ; les inconnues 

au noeud sont la valeur du champ de température. 

^ est la fonction de base relative au noeud M; ; elle est telle que 

fetn^ro pour Mj € I , M i 

1.3.2. Formulation du modèle approché 

Trouver i^lO t e l <l u e 

U ) • (,VJUC V ) 1 % cjroa^ = Ji*) 

Cette formulation est à vrai dire une formulation intermédiaire. C'est 
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la formulation équivalente suivante qui est en réalité le modèle approché. 

Trouver Q 80 •* ©fc minimisant la restriction 

(3) de 6 i » | §tce -F6 à e ^ t §vi 

K est la matrice de conduction et f" ^ a charge thermique généralisée. 

Pour appliquer des critères de dimensionnement, le praticien a besoin des champs de 

température et du champ de flux de chaleur. 

Le problème (jb) donne une information suffisante du champ de température 

(valeurs aux noeuds). Par contre, la description retenue du champ du flux de chaleur 

est déduite de CJ^ par une procédure de lissage ; est discontinu et de 

ce fait difficile à interpréter sur le plan mécanique. 

1.4. Schéma de la méthode d'estimation 

L'élément qui représentera la solution 9^ du modèle approché appar-

tiendra à l'ensemble V X W des prolongements admissibles de : 

où s j -u | « s î 9; f c i \ 

1 V 

En d'autres termes, les grandeurs significatives extraites de 0^ ne 

sont pas , mais 

- les moyennes de Àly^ sur les cotés des éléments : J 

les moyennes de : [ 

Il s'introduit deux erreurs en relation de comportement, intrinsèques de 

l'approximation par éléments finis : 4 

r r • « 1 
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l'élément représentatif de Q[y est naturellement le prolongement 

admissible optimal. Par définition, ce sera la solution du problème de minimisation 

associé à & A . Soit t Xi0 / q 0 ")' cette solution. 

On pose : - A/^ 

6 S —- • —~ 

et on a : © ^ 6» &. & & 

Le modèle approché sera satisfaisant pour l'utilisateur si 

e te* 

où g est la précision imposée, précision qui ne peut être inférieure à l'erreur 

relative physique sur les coefficients de la relation de comportement, erreur qui 

est de l'ordre de à 1 0 / d a n s les problèmes concrets. 

2. Etude du cas monodimensionnel 

Le domaine XL est un rectangle ; les données sont telles que le champ de 

température ne dépend que de la coordonnée X. . On se ramène donc à des problèmes 

définis sur un domaine J% qui est un segment ouvert. 

La composante de CJ sur l'axe X est encore notée C| . Le milieu 

est supposé isotrope homogène : K 0 s fec Ï J [ . La densité de charge thermique sur 

A est notée F ; F est affine sur chaque élément. Cette dernière 

schématisation peut être considérée comme suffisante pour la plupart des problèmes 

concrets. 

2.1. Construction du prolongement admissible optimal ( > U 0 | Cfo^ 

Cette construction est ici considérablement simplifiée, car les frontières 

les éléments et les noeuds coïncident. 

S ° ^ t U n ê l é m e n t arbitraire défini par J Mĵ  ^ • e s t l a 

ionction définie sur les sommets de telle que 
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Considérons deux éléments adjacents E j ^ . E f c / d e s o m m e t c o m m u n Ml . 

Des conditions 

on tire » » * ' 

H 

Compte tenu des équations d'équilibre du modèle "éléments finis", on obtient 

que CjolMh') est égal à j où 

-A ^ 

Dans le cas des éléments bords, on obtient des expressions semblables. V X W 

est alors défini par : 

V = \ XL | XI * Me* M , Vl JU W > r 6i \ 

W = { q | q € q« + T° , Vi. q tw'O = < \ 

Le prolongement admissible optimal, c'est-à-dire le couple ( X L o^o^ qui 

minimise ( ^ I O I * J l <} - %o • e s t a Priori 

V X >N » 

défini par des problèmes aux limites sur le domaine tout entier. Un point 

remarquable est qu'en fait, ces problèmes aux limites se découplent : la restriction 

V**ofc t ^ © O de C -^o#S 0 ' à l'élément t j^ est solution de problèmes aux 

limites définis sur E ^ . Ces problèmes ont même structure ; on est donc conduit 

à la résolution de problèmes types définis sur l'élément type. 

. & 0 ^. 0t ( tx = - ̂  • qov « \ < 3 U 
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En utilisant un système de coordonnées locales de 

*• % < * 

et en posant ^ = <J f c X • » o n o b t i e n t : 

* t =
 t o * £ t C > ^ 

2.2. Erreur en relation de comportement 

avec ^ 

Sur le plan opérationnel, notre méthode consiste à introduire en mémoire au 

niveau de l'élément, les fonctionnelles explicites £ j , ^ j , -La solution "éléments 

finis" étant calculée, on détermine \̂  

L'approximation par éléments finis sera satisfaisante si & C • 

2.3. Essais numériques 

On suppose que la température est nulle sur le bord de /t • 

1er cas : fĵ  Z constante 

L'erreur 6* est nulle. Cette propriété remarquable et bien connue signifie 

que 0^ est égal aux valeurs aux noeuds de la solution exacte. 

2ème cas : p linéaire ; F = o sur l'axe des extrémités de fà 
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Pour des éléments égaux, on obtient : 

nombre d'éléments 

2 0,095 
1 

3 0,043 

5 0,016 

10 0,004 

2.4. Commentaires sur 

L'erreur vi est O^h ) ce qui est bien meilleur que l'erreur O^hi 

associée au couple -̂̂ |\ , ^ • La conception de la méthode des éléments finis 

que nous proposons permet donc de diminuer assez fortement le nombre d'éléments 

réalisant une précision donnée. Sur le plan mathématique, elle repose sur le fait 

que les grandeurs extraites de 0 ^ sont bien meilleures que le couple (^h,^^. 

En effet, on a : 

i %. n \ - * 

^ ^ ^ où L-t - K T avec Mi noeud commun à 

2.5. Procédure de maillage automatique 

Supposons qu'un premier calcul ait été effectué. L'erreur Q^ est 

supérieure à la précision imposée. 

L'idée de base dans la procédure de maillage automatique est d'utiliser les 

valeurs de 

Supposons que l'élément Ej^ soit divisé en éléments • E n Pre

mière approximation, la contribution à la nouvelle erreur des e s t 

1 Hi. 
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^'autre part, on imposera une condition d'uniformité de l'erreur, à savoir 

que la quantité précédente soit inférieure ou égale à & . _ K • E n résumé, 

le critère s'écrit ^ 

e x e ^ l e 

6 La précision imposée est 2/jqq . Un 

premier calcul (3 éléments égaux) a 

\ ^''S^ été effectué ; l'erreur est 

8 / 1 0 0 • 

(-0 

; ^ £ V ) r fc\y> * M 4 c T v £ ^ = 0 

L / » V* 

Le critère s'écrit : 

- élément (1) Z [ _ U e ] 5 é: Af^ = > 6 s 3 

élément (2) pas de conditions 

- élément (3) T. [ " ] S 4/ »„ î 

La solution est: 1 » I * *. (7 éléments) 

Remarque : Le critère s'étend au cas où le nouveau maillage n'est pas une subdivi

sion du premier. 

3. Etude des approximations par éléments finis triangulaires 

3.1. Notations - hypothèses 

. r s \ 

' normale unitaire extérieur à *i 

est une famille de fonctions indexée par ; /p^ \ P ^ 

est constant sur chaque coté appartenant à T ; elle est nulle sur le 

complémentaire de *bEj^ . En outre, j . ^ - . . 4 . avec 
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. 3 £ est l'orthogonal de \ S J °>r«à* \ « l H\Etf\ 

Cette étude sera menée dans le cas où 

• q r o d ^ o l , K o | ; ^ | s o n t d e s fonctions constantes 
e i , U H 

14 « est une fonction affine 

Ces hypothèses de schématisation des données sont peu restrictives vis-à-vis 

des problèmes concrets. 

3.2. Schéma de la méthode de construction de (AJL0, 

Définitions : 

Une P - densité de température est admissible si 

Une r - densité de flux de chaleur F est admissible si 

r\* - H 

Les ensembles correspondants sont notés + 4^ et |J i ^ ' U n e 

condition nécessaire et suffisante pour que ^ U , V x W est : i 1 existe 

1 $ ' F ) 6 (^0+ * l * + IF) tel que : 
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Au couple > o n associe l'ensemble des solutions des équations 

précédentes : G * * $ f c , * ^ f c , ^ * ^ ^ F f c * "^t^ ' c e détermine un sous espacé 

noté V . x W _ de V x W , 

La minimisation sur x Wp- de l'erreur quadratique en relation de 

comportement conduit à associer à ((j f F ^ le couple (AJL̂  , ^ solution de ce 

problème. Un point important est que ce problème se découple : les restrictions 

^>U^^ ̂  s o n t solutions de problèmes définis sur £ ^ ayant même structure. 

On est donc ramené à la résolution de problèmes types définis sur l'élément type. 

Le problème fondamental est donc de trouver (|0|.̂  ) I f l o * ty> X (f& • F ) ) 

tel que ^ 0 | ^ = ( ̂ J o / ^ V 1 • 

3.3. Explicitation de <Jû t ^ e t ^ 

Pour , nous prendrons jp 

Au contraire, la détermination de n'est pas du tout triviale. C'est 

certainement l'une des difficultés essentielles. Dans , on démontre que 

Fo sr À (données, 9 ^ ) 

où X est une fonction explicite. 

3.4. Propriétés du prolongement admissible optimal 

La difficulté des problèmes déterminant l , dépend du choix de 

V X W et donc de ^ 0 • fl et £ + (F • S o u s l e s seules conditions (C 0 ) , 

ces problèmes sont globaux. 

Plusieurs possibilités sont en présence. Celle que nous suivrons ici con

siste à introduire dans V X W des conditions supplémentaires {G+\ telles 

q u e l ^ i F i ) soit égal à ( ^ 0 | f b V 

^ ^ 1 / ^ où x> est le champ de vecteurs unitaires 

vc4) ^ e i n t X l u ^ a l 
défini sur les cotés d'extrémités H ; tel que 

• V le coté C € r # ? \ s o n t a f f i n e s 

' o c 
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La condition (C^) n !a pas de sens physique : c'est une hypothèse 

d'approximation. 

Remarque : Les quantités sont duales sur le plan mécanique. Un point 

intéressant est de noter que ( ^ o i^ô^ est solution approchée d'une formulation 

hybride-primale du modèle de référence £ AZt ] . 

3.5. Construction de ( * ^ o , 

Cette construction se ramène à la résolution de deux problèmes types 

définis sur l'élément type. 

Soit E l'élément type ; M* t M* , M $ désignent les sommets. (3 

est le centre d'inertie. 

Trouver 4 l £ £ H\E) tel que 

^ ( C ) ) _ dw ( K o < j r a J J i » e ^ = _F 

Trouver W e fe C ^ 6 = K o - ^ r a d V t f g ^ 

Les données sont telles que : 

- S r o d : constant sur £ 

: linéaire sur les cotés de OE 

e e 

( : opérateur de rotation de 2L ) 
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Toutes les quantités intervenant dans j ^ C ^ sont explicites en fonc

tion des données 5)g et de la géométrie de E , excepté 1& et tf' 

Ces deux fonctions, qui sont des caractéristiques de la géométrie de E et de K o > 

appartiennent à H o l £ } e t vérifient 

cUaj [Koc^roàr) =: _ T R L * O L D'w L \ c$Ya6ï\ r _ T V £ « 0 * 1 

Dans le cas isotrope, elles sont égales à la fonction des contraintes du 

problème de torsion d'une poutre de section triangulaire. 

3.6. Applications ï # V 

Dans l'expression de l'erreur, interviennent les quantités | V y j 
E £ 

Pour réaliser notre objectif, de bonnes minorations de ces quantités sont seulement 

nécessaires. En outre, elles doivent être explicites en fonction de caractéristiques 

élémentaires de la géométrie et de K 0 

Soit les caractéristiques choisies. Les applications $ ; ) É sont 

telles que : I R A ^ \ S 

E 

Il est à noter que l'ensemble | ̂ " E \ e s t relativement restreint : dans 

les problèmes concrets, les éléments et K 0 ne sont pas complètement arbitraires. 

Cette étape peut être résolue numériquement en tenanVdes estimations connues 

3.7. Expression de l'erreur 

On montre que : 

Hg est la matrice élémentaire d'erreur ; elle est définie explicitement 

en fonction de caractéristiques élémentaires de la géométrie et de KO • F£ E S T 

également une fonction explicite. [JtA t Jt^ , -fc^L^ n e dépendent que de ^ F | 

(explicitement) 
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3.8. Procédure d'évaluation numérique de l'erreur 

1ère étape : 

Calcul de [ ̂ .^/^"li (quantitiés définies explicite-
• c 

ment en fonction des données 

et de 6^ ) 

calcul de 

2ème étape : 

. calcul de [ e ^ l , ^ ( - ^ f c , Ffc , >*wO 
L'erreur £ est alors majorée par : 

r 1 

L'approximation sera satisfaisante si g, • 

3.9. Commentaires 

La procédure du maillage automatique, décrite dans le cas mono-dimensionnel 

se transpose aisément dans ce cas. Le champ CJo (ou une approximation de celui-çi) 

est une bonne solution approchée de C|o s ^ C f: €» ; la méthode présentée 

propose donc en particulier une procédure de lissage de CJjy^ 

On peut démontrer que 6* — O V, W") . \ 

La méthode d'estimation d'erreur décrite dans ce travail est très générale. 

Dans le cas particulier des approximations par éléments finis de type primai, elle 

est basée sur la résolution de deux problèmes techniques : 

- détermination de « f0 » 

lé des applications du type de 44. tf", V~ >? 

Le premier problème est résolu dans 1 pour tous les éléments de plaque. 

Dans tous les cas, les expressions de C< Ste >? sont formellement identiques à 

celles obtenues dans le cas traité ici. 

Les fonctions du type & ^ / 8'>7 qui s'introduisent dans la résolution des 

problèmes types, dépendent du modèle de référence et du choix des éléments. La déter

mination d'applications qui majorent ou minorent certaines normes de ces fonctions 

ne pose pas de sérieuses difficultés. Elle peut être faite numériquement en tenant 

compte des travaux portant sur la majoration des constantes qui s'introduisent dans 

lfétude des problèmes aux limites 
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