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REMARQUES SUR LE RAYON SPECTRAL

D'UNF MARCHFE ALEATOIRE

Yves Guivarc'h

Cette note compléte la partie D de l'article intitulé
"une loi des grands nombres pour les groupes de Lie' paru dans le

séminaire 1976.

On reprend les notations de cet article.

Avant d'é€tablir un théoréme analogue au théoréme 2, pour les
groupes semi-simples, 3 centre fini, montrons quelques résultats prélimi-

naires.

Soit G = KAN une décomposition d'Iwasawa de G et fixons
un ordre sur les racines de A dans G , de facon que 1'algébre de Lie
N de N soit somme directe des sous-espaces propres correspondant aux
racines positives. Notons par M et M' le centralisateur et le norma-
lisateur de A dans K et soit W = M'/M 1le groupe de Weyl de G.

" Pour une forme linéaire réelle A sur 1l'algébre de Lie /3 de A
notons h la mesure relativement invariante sur AN qui s'écrit

A

h, = h.e)_g oi h est une mesure de Haar 3 droite fixée de AN et

A
e est la demi-somme des racines positives comptées avec leurs multi-

-A+
plicités. Notons que h, * &, = e “(t) hx pour t € AN .

PR A *
Pour un élément ws de w et un élément A de A posons

wh = A o Adw |

SOitc% A le sous-espace propre-de‘f# correspondant 3 A .

Ecrivons alors



et soit Nw

Haar de N
wr

le sous-groupe
Notons aussi

vons que w(n ) = wNuwr ' )

w

n = k(n)

correspondant de N , n

N le sous-groupe oppos

N Posons enfin, pour

a(n ) n(n)

avec k(n ) , a(n ) , n(n ) dans K , A , N
Le calcul donne alors la formule
h, P Uw_“‘”A * hy,
oll " est la mesure concentrée sur K donnée par
wh oo ) e TWe [a(n )] s _dn ol dn es
w(N)M N wk(n )
c'est-a-dire 1'image par n +1uk(n_) de la mesure

pour densitéd e ** " f[a(n”)]

de w(N)M N~

par rapport 3 la mesure de Haar

une mesure de
e

€ a4 N et obser-
n ¢ N
t la mesure w(n _1)
s
sur w{N)M™ N ayant
w(n _1)
wr

La masse de cette mesure est donc égale 3

J
w (N)INT

D'aprés [13]

(NP N e " la(mT)] dn”
w f 17

<u)o¢>

Killing
-1

w 'y <0.

En particulier,

Pour résumer la discussion précédente, notons

<=r,a> > 0. S1 a > 0,
de B noté To en [15]
(g e G, k e K)

g, (g,k) =

—w) -
f e

soit positif pour les racines a

c'est-a-dire si

“fa(n™)] dn~

une intégrale de la forme

2)

est finie pourvu que le produit scalaire de

A
w

-

le cocycle défini nar

e  fla(gn)]

vérifiant a > 0

est une mesure de Radon d&s que

o, (8,

et

appartient au sous-ensemble



et o la représentation de G dans l'espace des mesures du Radon sur K

A

définie par
0,(8) 18] = o,(g,k) sgk

-~

représentation qui correspond 3 l'action par translations 3 gauche de G
sur les mesures de la forme Vv * hA ol Vv une mesure portée par K

On a alors 1la

Proposition

- . A )
Pour X eGo , la représentation et la mesure wr fuwel)

P

satisfont la relation d'entrelacement suivante

0,(g) [v] *wt = o (g) [v *-»"]

wi
Remarque : Prenant g =t ¢ AN , , = 5 on a
_____ - e
oy (1) [Ge] = e—x—e(t) 8, et donc la relation de "droite fixe" suivante se
trouve vérifiée par IJA
~-A-¢€ A A
e () = (1) [w?]
w)

Cette relation détermine la densité < de 1¢Aﬁu#e) par

rapport 3 la mesure de Haar de K

WA ~€
[$]

Fhek) =5t () [a(tk)] e 7%(t) ot t.k e K est

transformé de k ¢ G/AN = K par 1l'action de t .

Disons que la probabilité p est 3 décroissance exponentielle
si pogr une fonction de la forme GV et pour toute constante ¢ > 0 on a
IG eC V(g)dp(g) < +o . Ceci est réalisé pour les probabilités d'un semi-
groupe associé a un opérateur elliptique invariant & droite sur G d'aprés
[7]. Si de plus p a une densité continue positive en e , les onérateurs
px(p) sur K peuvent &tre défini 34 1'aide d'un noyau continu

P (k,k') > 0 et il existe, pour X donné, une unique mesure de probabi-

1lité v et un unique scalaire positif noté P(3) tel que
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o, () [v,] = 50y,

A

Dans ces conditions, il est clair que
Blwir) = p(N) ,
A
-.-”.(K) .V = Vv * wr ()\EJ’ )

WA A 20

d'aprés la relation d'entrelacement. On va en déduire le

Théoréme 3

Si la probabilité p admet une densité continue, positive

en e a décroissance exponentielle, la fonction #(A) est strictement

o P ~ o . o
convexe sur &  vérifie Vwoe W Phrd) = H(1) , atteint son minimum
pour X = 0. Ce nombre H(0) est €gal au rayon spectral de la nrobabi--

lité p et aun rayon spectral de l'opérateur de convolution par p

sur LZ(G)

Preuve

La stricte convexité de P est analogue 3 celle rencontrée
dans la démonstration du théoréme 2 et la relation Dhor) = (1) a
été justifiée lorsque ) appartient 4 To . Par continuité, elle reste
vraie sur i% et comme w(% o) = " , €lle est vraie pour tout
Comme dans la démonstration du théoréme 2, on a donc, par convexité,
p(0) < P(»). D'aprés le principe de majoration de Herz [6 |, le rayon
spectral de p dans LZ(G) est €gal au rayon spectral de 1l'opérateur -
aséocié a p dans la représentation quasi-réguliére de G dans
G

G =
/an = K

/MAN donc de G dans
Cet opérateur n'est autre que oo(p) et en raison de la con-
tinuité de son noyau, il est compact et son rayon spectral est €gal 3 la

valeur propre DP(0)
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Les théorémes 2 et 3 admettent une généralisation au cas
d'un groupe dé Lie quelconque. Pour une exponentielle A sur G notons
@y » la mesure de densité A par rapport d la mesure a (ax = a . 1)
et observons que

oy * By = (a * B),

Il découle de ceci que si u vérifie p * w <k u , u, véri-

fie Py * v < ko et l'ensemble des nombres k ainsi obtenus ne dépend

A
donc pas de
Notons o, le rayon spectral de 1'opérateur de convolution

défini par P, sur l'espace LZ(G). On a alors 1le

Théoréme 4

Soit G un groupe de Lie connexe et p une probabilité sur
G admettant une densité continue 3 décroissance exponentielle. Alors
le rayon spectral de p est égal 3 la borne inférieure des nombres oy

lorsque A parcourt 1l'ensemble des exponentielles sur G

-

Du principe de majoration déj3 utilisé a la fin de la preuve

du théoréme 3 découle le lemme suivant

Lemme

Soit G un groupe localement compact, H un sous-groupe moyen-
nable et q une mesure positive bornée sur G. Alors les normes des
opérateurs de convolution associés 3 q dans les représentations régu-

liéres de G dans LZ(G) et LZ(G/H) sont égales

Preuve

Notons t et t' 1les deux représentations étudiées et obser-
vons que,en raison de la moyennabilité de H , t' est faiblement con-
tenue dans t . Il en découle que x' et y' ¢&tant donnés, vecteurs
unitaires de LZ(G/H) , 11 existe pour tout ¢ > 0, deux vecteurs uni-

taires x et y de LZ(G) tels qué
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|<t'(q) x',y'> - <t(a)x,y>] ¢ ¢ etdonc [[t'(@)]] < e+ |[t(@]] ce
qui fournit 1'inégalité ||t'(q)|] < |lt(q)|]. L'autre inégalité est
indépendante de la moyennabilité de H et découle du principe de majo-
ration de Herz. La représentation de G dans LZ(G) €tant induite par

la représentation réguli&re de H dans LZ(H) on majore en rempla-
cant cette derniére par 1'identité, ce qui conduit a la représentation -
de G dans LZ(G/H) : pour deux éléments x et y de LZ(G) unitaires
on peut trouver deux éléments unitaires x' et y' de LZ(G/H) tels

que [<t(g)x,y>| < <t'(g)x',y' (g € G). Ceci donne

l<t(@)x,y>] < <t'(q)x',y'> < ||t (@) ]] et donc [|t(q)]] < |[t'(q)]]

Preuve du Théoréme

Soit u mesure positive et k un réel minimum vérifiant la

relation p * u < k u . La preuve du théoréme 2 montre que 1'on peut
supposer que W vérifie .
TR Gt = 2(t) u

pour une exponentielle A sur le radical R de G qui est G-invariant
par automorphismes intérieurs. Cette exponentielle et la fonction modu-

laire 6 de R se prolongent en des exponentielles sur G , notées

encore * et ¢ et 1l'on peut donc considérer la mesure u' = My, g aqui
vérifie
.“’ * 8, 0= 8(t) !
On aura alors,
Pygs * b’ o< k!
€quation qui se réduit a une équation analogue sur G/R en raison
de la relation
' = '
wtox 8y §(t) wu
Notant p,, 1la projection de p sur G/p et w'  la mesure
sur G/p correspondant 3 u' on a ﬁ;g * U' <k u" oll k est encore

le plus petit réel vérifiant une telle relation pour 5;;
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D'aprés le théoréme 3, k est égal au rayon spectral de 5;g sur

2 .
L (G/R), donc 3 celui de sur mZ(G) d'aprés le lemme. On a donc,

Pys
Tim [pn(V)]1/n = Tim [p? (v)]1/n  C'est-a-dire p < o, ,
n n

puisque p

la relation p = Inf o

A
AEG*

On particularise ici au cas des mouvements browniens quelques
résultats obtenus précédemment. En fait, dans ce cas, a cause des pro-
priétés de symétrie, certains résultats deviennent évidents.

Considérons une métrique riemannienne invariante & droite sur

G et désignons par &(g) 1la fonction modulaire de G définie par

dg * p = §(g)u ol u est une mesure invariante 3 droite, par exemple
la mesure riemannienne. On obtient alors | 7] 1le laplacien 4 sous
la forme
n 2 n
A = ; X5y - ; (xié)(e) X3
i=1 1=1
oli les x. sont des champs de vecteurs invariants a droite, formant

1

en e une base orthonormée de 1'espace tangent. Le semi-groupe associé
a8 A est alors un semi-groupe de convolution a8 gauche par des mesures
de probabilité pt . Notons St le mouvement brownien correspondant et
d la distance riemannienne @ e que 1'on sait &tre une jauge princi-
pale ["JJ. Précisons le comportement asymptotique de d(st) et pt(v)
pour un voisinage compact v de e ainsi que la croissance de pt par
rapport 4 la mesure riemannienne suivant les propriétés de G et celles

de la métrique choisie.

Notons d'abord le

Lemme
= d(st)
Lorsque t tend vers 1'infini, la limite de --——2_ existe pP-D-
t
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Preuve
Montrons que Sup d(s,) est intégrable et pour celd consi-
0<t<
dérons une fonction r , indéfiniment dérivable, majorant d et égale

-

d d en dehors d'une boule de centre e . Ecrivons r(st) 3 l'aide

d'une intégrale stochastique par rapport au mouvement brownien unidi-

mensionnel bg(w) |17]

r(s.) = fg | |grad r(se)Hdb8 + IB Ar[éej de

Le premier terme au second membre, noté a, , se majore 3

1'aide d'une inégalité classique de surmartingale exponentielle [10],

puisque ]lgrad ri| est borné : Sup @, est intégrable.
O<tc<l

Pour majorer le second terme, notons que Ad est hornée 3
1'infini ; ceci découle de la comparaison [{4] avec les espaces 3 courbure
constante, ol la propriété est vraie, puisque la courbure sectionnelle
est bornée sur le groupe G . Il en résulte, puisque r est ¢”  sur
la boule oli i1 diffeére de d , que Ar est bornée sur G . Alors
fg Ar(sg)dé est bornée et d(s,) est intégrable comme r(st) , puisque
d(st) < T(st). Pour achever la démonstration du lemme, écrivons,‘pour
™)

N et posons

1A

t<n+ 1 (neN) d(sy) s d(s) *d(s o 8

F = Sup Sg - Alors : d(st) < d(sn) + F o om
0<6<1

d(St) d(Sn) , Fo o™
t - n n
d(s_) n
Pui n F oo .
ulsque ---=- converge vers y et que ———-— converge vers zé&ro,
o d(sy)
F étant intégrable, on a lim -—— < ¥y
tre t

On a de méme 1'inégalité contraire. Examinons maintenant i

quelles conditions p = p1 est centrée.
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Lemme
-1/2

-~

Notons e 1'exponentielle égale & § et p

i
o]
1)

Alors la mesure P, est symétrique.

Preuve

Considérons 1'opérateur de convolution 3 gauche par p sur
l'espace LZ(G) des fonctions de carré intégrable pour la mesure rie-
manienne, opérateur que l'on sait €tre symétrique. On obtient une iso-
métrie de LZ(G) sur 1l'espace LZ(G; des fonctions de carré intégrable
pour la mesure de Haar & gauche § * 4 en posant pour f G_LZ(G)

£ro=f . 8 /2

En effet, on a flf'lz(d.du) = f|f|2 du et en vertu de la

relation

P x £, = (p * £),

€ €
1'opérateur associé a p sur LZ(G) correspond 4 1l'opérateur associé
t
N 2. . \ < P . .
a p_ sur L7(G). Cet opérateur est donc symétrique et ceci implique

la symétrie de la mesure p
€

I1 découle en particulier de ce lemme que la prohabilité

1 P, est centrée et donc, puisque ces propriétés ne dépendent que
p(e)

de la projection de p sur le plus grand quotient ahélien de G , le

minimum de D(r) = fk(g) dp(g) est atteint pour A = ¢ . FEn particu-
lier, si G mn'est pas unimodulaire, p(e) < 1 et p mn'est pas cen-

trée. On a aussi, dans ce cas, par convexité

J Log e(g) dp(g) < Log P(e) <1 et [ Log s(g) dp(g) >

relation qui avait déja été obtenue en [ 8]. Au contraire, si G est

unimodulaire, p est centrée. Donc si G est royennable et unimodulaire,
les théorémes du chapitre II impliquent

d(st)

e = 0

lim
t >

t
P - . . . R L v -
La symétrie de p 1implique aussi, dans ce cas, lim —95—%—L—l 0

| AU
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Sinon ces deux limites sont non nulles. Il est possible de
préciser la valeur de la deuxiéme limite a partir de la structure de G
et de la donnée de A . Puisque cette quantité ne change pas lorsqu'on

remplace p par p_ et que p_  est symétrique on a

lim [bt(v)11/t = 0,

trw

~

ou o est le rayon spectral de P dans LZ(C)i Si G est moyennable

ce rayon spectral n'est autre que la masse de P_ > c'est-a-dire P(e)

Ceci fournit, en détaillant le calcul, l'expression du rayon spectral

pour le laplacien canonique sur un espace symétrique de type non compact, -

puisque un tel espace s'identifie a un groupe de Lie résoluble.

La relation [Log &(g) dp(g) > 0 implique d'aprés [4 ],

l'existence de fonctions harmoniques bornées non constantes solutions de

J£ (y x) dp(y) = £(x)

Par suite, d'aprés la démonstration de [1 ], la croissance de
pt par rapport a la mesure de Haar 4 droite de G doit €tre stricte-

ment positive. Si G est non moyennable la mére conclusion vaut tandis
d(s,)
que si G est moyennable et unimodulaire, la relation 1lim — tt =
torx

montre que la croissance de pt est nulle. La trivialité des limites
€tudiées se trouve donc réalisée simultanément et seulement dans le cas
ot G est moyennable et unimodulaire. On peut se démander dans quelle -
mesure ceci s'étend aux variétés riémaniennes complétes. Le cas de la

-
courbure sectionnelle négative majorée par une constante négative a été
étudié par divers auteurs (12 ;,[1n],[12],[14]) ainsi que celui de 1la
courbure de Ricci positive [5]. Ohbservons que, d'aprés [3 | un aeroupe
de Lie 3 courbure négative non nulle, est résoluble non unimodulaire

et les quantités étudiées ont donc des valeurs non triviales. Les hypo-

théses de courbure sont donc susceptible d'€@tre affaiblies.
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