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SUR LA CONVERGENCE D'UNE SERIE

LIEE A UNE EQUATION FONCTIONNELLE

J.P. Conze

1 - Introduction

Soit o« un nombre irrationnel. Soit Ta la rotation définie
par X > Xx*ta sur le cercle X = R/Z . Notons également Ta 1'opéra-
teur déduit de 1'action de cette rotation sur les fonctions définies
sur X

Plusieurs questions de théorie ergodique, par exemple 1'er-
godicité de certains produits gauches, des propriétés d'équirépartition,
sont liées @ 1'existence d'une solution mesurable non nulle 4 de 1'é-

quation fonctionnelle

T,¢ = of (*)

ot f est donnée.

Cette équation, pour des fonctions f assez régulidres, met
en jeu des propriétés arithmétiques de o . On sait montrer, dans des
cas variés, que 1'équation n'a pas de solution non nulle. Plus rare-
ment, il est possible de construire des exemples non triviaux pour
lesquels 1'équation a une solution non nulle (cf. W. Veech [1]).

Les €équations additives jouent également un rdle important.
I1 est clair que, si f est de la forme f = exp(2wih), 1'équation (%)

a2 une solution mesurable non nulle, d&s que 1'équation additive
Taw - ¥ = h (x%)

a une solution mesurable Y
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Nous nous proposons dans ce travail d'obtenir, dans un cas

particulier, 1l'existence d'une solution pour 1'équation additive (%%),

grace a 1'étude de la convergence d'une série de la forme

4
((ng)) . Ceci nous permet de retrouver partiellement le résul-’

n#0 nz('(not) ) z

tat de [1], et de répondre, négativement 3 une question formulée dans

[2].

Notations.

On note  1la mesure de Lebesgue sur le cercle.
Dans toute la suite, o est un nombre irrationnel fixé,
dont on note (ak) la suite des quotients partiels, et (pk/qk) la

sulite des convergents.

Pour tout réel vy , posons ((y)) = inf |y-p|
Nel

Rappelons (cf. [3]) qu'on a entre les (q ) et les (ay)
les relations de récurrence.
A1 = 3 e * Y » k21,

et que la suite (qk) vérifie les inégalités

((n@)) 2 ((q®)) , wour 0 < [n] <q . , k21,
et —1 ¢ ((qpo)) £ —— < — . k1
A * 4 1 Ag+1 ax 9k

Soit (bk) une suite d'entiers telle que |bk| < a
pour tout k > 1 . Considérons, comme dans [1], les &léments B8 e R/Z

a . Comme on a

qui peuvent s'écrire sous la forme g = § b, q

k
1
/qk < s

—~18

z ((by qp®)) < ) |bkl ((aya)) <

cette série définit bien un &lément du cercle
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2 - Convergence d'une série
Théoreéme :

Soit 8 =] by, qua , vérifiant la condition
1

w 4
4 ri ((nB))
b / < « ., Alors la série .
2 | k! ay n;O ;7??;;;;7 converge

]

Remarque : La condition du théordme équivaut a | lbk|4 qk/qk+1
1.

< o

I1 est clair qu'il existe une infinité non dénombrable de valeurs B8
satisfaisant 3 la condition du théoréme si et seulement si le nombre «
n'est pas de type constant, c'est-i-dire si la suite des quotients

partiels (ay) est non bornée.

Nous montrons d'abord une série de lemmes é&lémentaires de
majoration. Dans toute la suite, C désignera une constante 'géné-

rique''.

Lemme 1
Soit f une fonction positive intégrable au sens de Riemann

sur X . On a, pour tout N > 1

v 1 1
YV — f(na) < g [fdu
n=N n2 - N

Preuve : Supposons d'abord f continue. Soit 1 un entier. On a :

el o]

1-1
i : 1
. 5 f(na) < ) — ( )} f((N+kl+p)a))
nZN A kzo (N+k1) 2 pZO

D'aprés 1'unique ergodicité de la rotation d'angle ,, on a

3

uniformément en k

1-1
.1
l%m T z f((N+k1+pla) = [ fdu
p=0

Soit € > 0 . Pour 1 assez grand, on a, pour tout K

1-1
1 1 £((N+kl+pa) < [fdu * = ,

p=0
L fma) < 7 ——1(ffdure) <

d'ou : ) 5
N n k=0 (N+k71)

n

([fdu+e)

AR

H~18
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Le résultat s'étendimmédiatement par majoration aux fonctions intégrables

au sens de Riemann positives.

Lemme 2 : (Koksma)

Soit f wune fonction intégrable sur le cercle de variation
Var(f) finie. Soit q > 1 un entier tel que effgeF——+ . Alors

on a, pour tout Xx : \qd‘\,\< 4/‘{
q-1 v e oatin k/““'w-‘

| Z f(x+ka) - q [fdu| < Var(f)

=0 Krec 1

Lemme 35 : Soient p et N des entiers > 0
1 2

; — <
{(n>N , n:((na))g’/n}n2 T NP

) —_— < ER
N | n- 1 2 2 - N
{nzN, n:((na)) > /p} n”((na))
Preuve : La premiére somme s'écrit
1 . - . - -

nZN 2 1 - (na) . L'inégalité résulte du lemme 1 appliqué 3
: [57]
L1
[5’ ol

De méme, la deuxiéme somme peut s'écrire
p-2

1 1
; 5: -7 2 L 1 1+1 (na)
n>N 1=1 n® ((na)) 1:5, p]

D'aprés le lemme 1, cette somme est majorée par

P p, (21 P 1 p

Yo ox C/4) /. (V 5) =C*Yy .
144 N 1 P N 1é] l2 N
Lemme 4

{0<n<qy ; n: ((na)) > %} ((na))2 Cp(qk P)
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Preuve : La somme étudiée s'écrit
1 '~°§2
Y- 1 (na)
. 2 b 1 1+1
0<n<qy ((ma))” 1=1 [0, 5=
-2 2
2 P22 1
spt T S (7 1 L1y (a)) ¢ pP(K/,, +2)( /120 o
1=1 1 O<n<qy E— 1

d'aprés le lemme 2. D'oli, la majoration cherchée.

‘Tout entier n tel que Qe S0 < Qg > qui n'est pas de la
forme s s pour 1 < 1 < a, , s'écrit n = sq, + r , avec
qk = k k

15r<qk

Pour chaque valeur de s , 1 < s

A

a i1 y a au plus une

valeur de n , de la forme Sq v T, 1 <1 < Qe > telle que

((ne)) < § %; :

Preuve : S'il existait deux valeurs distinctes de la forme Squ*Tr;
i=1,2, avec (( (sqk+ri)a))< % %; , 1i=1,2, on aurait

((rga)) < % %; » pour un r, tel que 1 < ry < q - Mais ceci

contredit les inégalités

1 1 > 1
((rpe)) > ((qy_42)) > =
0 k 1 - 2 qk+qk+1 - qu

I1 existe donc au plus ay valeurs de n , tel que

Qe < B < Qpyq s de la forme Sq *r, 1 <1< Qe > vérifiant
((na)) <« % %~ . Nous allons montrer que ces valeurs sont nécessaire-
k

ment grandes.

Lemme 6
i P d 1 d.)) < _-.1_-
Soit n = sq * 1 , avec 1§r<qk , 1555ak . Alors la condition ((n iq

implique s 3-% Qs 1

Preuve : Posons s = ay - La condition ((na)) < 1%; entraine :

S__.< +—-__..
((ra)) < 4qk el O

D'autre part, on a, pour 1 <r < Qeq ¢



W) - 1 ,L
(LIQ)) o ((qk_zu)) .>. qk_1+qk—2 p qk
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1
Ct, pour  qy_y S gt ((re)) > ((qk_1“)) 2 ai;qk—Z qu

N 3 1 . .
Dans le premier cas, on obtient : A > 3/4 , d'ol squ*r>7 8 Qi 2 gd,q > dans

- ~ 1 1 =
le deuxiéme cas, on obtlent A > %, d'ot qu+rizﬂqu+riz(aqu+qk+1) 7T Ags1q

Proposition : Soit B

N bk Q. vérifiant la condition
£ 2 1 8))"
: b}\/ak < o . AlOI‘S cn a y ﬂﬂ___)_)_‘ < o, Otl

: n#0,nfJ n®((na))?

J = {n=sqk,s=1,...ak ; k=1,2,...,}

Preuve : Dans ce qui suit, il est comrode de supposer les bi >0,

les calculs n'opérant que sur les valeurs absolues. Remarquons que,

si B =B, + 8

. , s O oa ((rg)) < ((HBT)) + ((nsz)) ; d'ol i1 résulte

k-1
21 b; a;)((na)) , n

=18

((ng)) < 2 Sup (( by (la a))) .

1 1

Notons 1(k) 1le plus grand indice i < k - 1 tel que

b, #0 , et m(k) 1le plus petit indice i > k , tel que b, # 0

1
Soit j un indice tel que bj # 0 . La condition de 1la
proposition vérifiée par g 1implique qu'on a : ; bi/ai = Cq< @
d'ol ii1 biqi < qj(bj+bj-1/aj_1 + bj—2/aj_2 + ..? + b1/a1)
< qj(bj+c1)

Comme bj > 1 , on a donc : % bi q; < ch. g, , oi ¢ est

1 - ] 7]
une constante indépendante de j

o
De méme, si 1'on considére la somme ~ b.((gq.a)) , avec
> 1 1

bj # 0 , on a les majorations

b. b,
.X. bi((qia)) J/qj+1 + J+1/qj+2 o<

1=

1A

1
qj+‘1

A

b. b. b.
[bj + J+1/aj+1 + J+2/aj+2 + ...] < C ,J/qj+1

Ces inégalités, compte-tenu de 1'inégalité obtenue plus

haut, permettent d'écrire
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1

-~————— n) , pour tout
m(k) A gy

entier k .

De plus, il est clair que 1l'on peut remplacer dans 1la
majoration 1'un ou 1'autre des termes de la parenthé&se par 1, ce que
nous ferons 3 plusieurs reprises.

Ces remarques montrent que, pour prouver la proposition, il

suffit d'établir les convergences suivantes

2 2 1
(M = 37 b q < e
kfan’qkf“<qk+1 1(x) 1K) 2
ln: ((na)) < =
91 (x)
(z) = :37 e .
k[néJ,qk5n<qk+1 1(k) nz((na))2
In: Sp——
in: ((ne)) > 0
3) = :7317 b2 1 LI
k néJUJ'aqkerqk.,,] m (k) qri(k)+1 ((na))z
3 g o= L : 1 :
o J' = L ([q,q,,[MNn:(0)) < ) ;
2
(1) = ‘ ,7112§117 < o
neJ' n ((na))
On a, d'aprés le lemme 3
2 2 1
s Sl Y o T g
2 < clvi g sy

k

et d'aprés le lemme 4

(3) - ) bi(k) e 4 qg Ay, * )

Un (k) +1

tA
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< C J b e

k

La convergence de chacune des trois sommes résulte de

lhypothése

o) 2 ‘
Z bk / ap <

I1 reste a montrer la convergence de (4) . I1 suffit pour

cela de prouver

. 2 5 1
(5) = 2y b q 1.
k IZEJ:qksn<qk+1 1(k+1) 1(k+1) nZ
2 1 1
et (6) = : J J brke1) 2 .

k neJ',qusn<qy U (k+1) +1 ((na)) 2

D'aprés les lemmes 5 et 6, on a

4ak

5y = ] a’ )
1(k+1) 1(k+1) ap,,

< c b2 q2 / q

k  1(k+1) 1(k+1) 1(k+1)+1

Pour majorer (6), on observe qu'il y a au plus deux éléments

1+1
((HG))pour q, < nh < ( dans un intervalle de la forme 1 e
k = k+1 [qk+1 41
o0 1 est un entier . On peut donc écrire
. 2 1 2 ¢ 1
) = €} braeny T ey (Lo7)
k U (k+1)+1 1=11
q ar
N 2 k+1 2 ‘m(k+1)
C _mx+1)
= ) Pnaen /ey et = € Pmgkeny 2

‘m{k+1)+1
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La convergence de (5) et (6) résulte alors de L'hypothése.

Démonstration du Théoréme.

D'aprés la proposition, il nous suffit de prouver la conver-

gence
(men?t
neJ nz((noz))2
, = T (rsquen’
SO1t < ®©

: . 2 2 2
k=1 s=1 s qk((sqku))

En utilisant le méme type de majoration que dans la proposi-

tion, on se raméne i la convergence de

a
k
(1) = 7 bE g Lo 1) :
! 1(k) LK) ;E 521 52
ay SZqZ
4 1 Kk 2
et de (8) = : } b - ()] — ay,4)
L Pm(x) q;(k)+1 L o7 ke
On a
(7 Y qi K)/q2 C 5 bl 9 1)/
) < 1{ l(k) ( ) qk < Z 1(k) qk ’
2 2
4 A 9k k41 4 RIN
et (8 = C) by — g O bnag /Apage
(k) +1

La convergence de (7) et (8) résulte alors de

4
J/aj

< oo

1'hypothése ) b
j=1

Remarques: 1)Par des majorations analogues, on obtient facilement que

la convergence de ) ((nB))4/

2 2 résulte de 1'une des hypo-
n#0 n ((na))

théses suivantes



) by 2+€/ < o pour un ¢ tel que 0 < e < 1 ;

o0

Y bk3+€/ak <o , pour un e s 0

k=1 ’ ' i
De plus, la convergence de y bk2+€/ae » pour un e
k=1 k
0 < e <1 implique la convergence de
2+¢ . .
F Liﬁﬁll___, . 11 existe donc, pour tout e > 0, et pour tout o de

C 2
n#0 n ((na))z
type non constant, une infinité de nombres £ tels que la série

2+¢
, Léﬂéll—"i < ® converge
n#0 n” ((na))

2) Le cas e = (0 est exceptionnel de ce point de - :
2

: (gnB) 5 T Montrons
n#0 n” ((na))

suivant la méthode simple donnée dans [4] par Petersen, qu'on a nécessai-

vue . En effet, soit B8 tel que

b

rement B = pa , pour un entier p

Considérons 1a fonction h = 1[0 Bf—B . Ses coefficients de
’ N

Fourier sont . (e2ﬁ2n6—1) . L'existence d'une solution vy ¢ L2 de
27in
1'équation fonctionnelle T v - ¢y = h résulte immédiatement de la .
l Zﬂins_uz
convergence de la série ) ; 73 —5 , SO0lt encore de la conver-
n#0 n°le“" N1 e

2
gence de ) g(nB) 5 < = . On est donc dans le cas de 1'existence
n#0 n” ((na))

d'une solution mesurable ¢ de l'éQuation Taw - ¢ =h . Posons
¢ = exp (271i°y) . On a exp (2rih) = e"2ﬂ16’ d'oit Ta 4 = e-2n18 o
2miB

Ainsi e est une valeur propre de la rotation d'angle o et donc

B = pa pour un entier p
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Nous allons appliquer des raisonnements analogues a d'autres

équations fonctionnelles.

3 - Equations fonctionnelles

Soient Yy et deux nombres réels. Considérons la dif-

Y2

férence entre la fonction caractéristique de 1'intervalle 1[0 vl
*

et sa translatée par sur le cercle , soit

Y2

h = 1p- -1 .
|_0:Y1[ [Y27Y1+Y2[

Les coefficients de Fourier de h sont donnés par

h(n) = ——l——(eznlnY1—1)(e2WnY2—1). I1 est facile d'en déduire que
2win

1'équation fonctionnelle

T, ¥ - ¥ =h (**)

possé&de une solution ¢ ¢ L2

 ((ny,))2((ny,))?2
1 2

, S1 et seulement si la série

converge. D'aprés le théoréme, cette série
p

n#o0 nz((na))2
converge si les nombres v, et y, sont de 1a forme y biqia ,
. i=1
avec y bi4/a < » (ou sous les conditions de la remarque 2). Si
i=1 i

o est de type non constant, il existe donc une infinité non dénom-
brable de valeurs de Y4 et de valeurs de Y, telles que 1'équation

(%#+#) ait une solution ¢ ¢ LZ(X).

Ceci répond, par la négative, 3 une question de [2] :
l1'existence d'une solution de (#%%*) dans L2 n'implique pas que
Y{ ou v, est de la forme pa , avec p entier (cf. remarque 2)
Par contre, on sait, d'aprés [S] , que l'existence d'une solution

dans L° de (%) implique que Yy, ou est un multiple entier

Y2
de «a.
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L'équation (#*#*) peut 8tre utilisée pour résoudre 1'équation

multiplicative T ¢ = of  (*)

avec f(x) = T, 0sx <zt oi t est un réel fixé
-1, 2t < x < 1 0 <t < 1-
On a f = exz Wl'(1[0’t[ - 1[t$2t[) . I1 résulte donc du -
théoréme que, si t = 2 biqia , avec y bi4/a < o , 1'équation (%)
i=1 i=1 i .

a une solution mesurable non nulle. On retrouve ainsi, partiellement
(par exemple si les b. sont bornés), le résultat de W. Veech 1l ,
qui établit 1'existence d'une solufion mesurable non nulle ¢ vpour
1'équation (*), sous la condition _§ |bﬂ/a_ < .

1=1 1

On peut demander si 1'existence d'une solution mesurable de

a.

1'équation additive (*%) résulte de la condition ) bi/ < « . Une
i=1 i

réponse positive montrerait que la solution de 1'équation multiplica-
tive est 1'exponentielle d'une solution de 1'€quation additive, sous

1'hypothése utilisée dans [1].

Remarque : Soit g définie par

g(x) = 1[0,5[ - 1[5,1[ + 1L0,t[’ avec t = 1 -~ 2s(mod 1) . On a encore

exp nig = f , et 1'équation fonctionnelle Ta - =g z une solu-

tion ¢ dans L2 si et seulement si la série ~éi£§ll»? ¢ w
n”((na))

compte-tenu de 1'inégalité §2eZﬂins + eThmins 31 < 16 sin‘mns
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