
PUBLICATIONS MATHÉMATIQUES ET INFORMATIQUES DE RENNES

J. P. CONZE
Sur la convergence d’une série liée à une équation fonctionnelle
Publications des séminaires de mathématiques et informatique de Rennes, 1977, fasci-
cule 3
« Séminaire de probabilités II », , p. 1-13
<http://www.numdam.org/item?id=PSMIR_1977___3_A4_0>

© Département de mathématiques et informatique, université de Rennes,
1977, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la série « Publications mathématiques et informa-
tiques de Rennes » implique l’accord avec les conditions générales d’utili-
sation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou
impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie
ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=PSMIR_1977___3_A4_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


SUR LA CONVERGENCE D'UNE SERIE 

LIEE A UNE EQUATION FONCTIONNELLE 

J.P. Ccmze 

I - Introduction 

Soit a un nombre irrationnel. Soit T la rotation définie 
a 

par x -> x+a sur le cercle X = R/JL . Notons également T^ l'opéra­

teur déduit de l'action de cette rotation sur les fonctions définies 

sur X . 

Plusieurs questions de théorie ergodique, par exemple l'er-

godicité de certains produits gauches, des propriétés d ' équirépartition, 

sont liées à l'existence d'une solution mesurable non nulle $ de l'é­

quation fonctionnelle 

Ta4> = <|>f (*) 

où f est donnée. 

Cette équation, pour des fonctions f assez régulières, met 

en jeu des propriétés arithmétiques de a . On sait montrer, dans des 

cas variés, que l'équation n'a pas de solution non nulle. Plus rare­

ment, il est possible de construire des exemples non triviaux pour 

lesquels l'équation a une solution non nulle (cf. W. Veech [î]). 

Les équations additives jouent également un rôle important. 

II est clair que, si f est de la forme f = exp(2ïïih), l'équation (*) 

a une solution mesurable non nulle, dès que l'équation additive 

T * - # = h (**) 
CL 

a une solution mesurable * 
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Nous nous proposons dans ce travail d'obtenir, dans un cas 

particulier, l'existence d Tune solution pour l Téquation additive (**), 

grâce à l'étude de la convergence d !une série de la forme 
4 

y l^ n g) . Ceci nous permet de retrouver partiellement le résul-
n^O n ( ( h a ) ) z 

tat de [l] , et de répondre, négativement à une question formulée dans 

M-

Notations . 

On note y la mesure de Lebesgue sur le cercle. 

Dans toute la suite, a est un nombre irrationnel fixé, 

dont on note (a k) la suite des quotients partiels, et ( Pk/q k) la 

suite des convergents. 

Pour tout réel y , posons ((y)) = inf |y-p| 
peZ 

Rappelons (cf. [3]) qu fon a entre les e t * e s (ak^ 

les relations de récurrence. 

qk +1
 = ak qk + qk-1 . * > 1 , 

et que la suite (qk) vérifie les inégalités : 

C(na)) > ((qk«)) , pour 0 < |n| < q k + ; ] , k > 1 , 

et 1 < C(qka)) < — — < — - — , k > 1 
qk + qk+1 qk +1 ^ ak qk 

Soit u n e s u i t e d'entiers telle que | b^ | < a^ , 

pour tout k > 1 . Considérons, comme dans [1], les éléments 3 e R/Z 
oo 

qui peuvent s'écrire sous la forme g = £ q^ a . Comme on a : 

\ C-(bk q k«)) <_ l |bk| ((qka)) < J < - . 

cette série définit bien un élément du cercle . 
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2 - Convergence ¿Pune serie 

Théorème : 
oo 

Soit 6 = l t>k q k a , vérifiant la condition 
00 ^ 4 
y lbvi 4 / Í , < 0 0 • Alors la serie J - X Í M l L — converge. 

1 k a k n¿0 n ¿ ( (ncO) 

oo 

Remarque : La condition du théorème équivaut à £ l^jj^ ^fc/q^-j < 

H est clair qu'il existe une infinité non dénombrable de valeurs B 

satisfaisant à la condition du théorème si et seulement si le nombre a 

n'est pas de type constant, c'est-à-dire si la suite des quotients 

partiels (a k) est non bornée. 

Nous montrons d'abord une série de lemmes élémentaires de 

majoration. Dans toute la suite, C désignera une constante "géné­

rique" . 

Lemme 1 : 

Soit f une fonction positive integrable au sens de Riemann 

- sur X . On a, pour tout N > 1 : 
oo 

l \ f(na) < \ Jfdu 
n=N n 

Preuve : Supposons d'abord £ continue. Soit 1 un entier. On a : 

l K~£{nh.) < l ! 7 ( y f((N+kl+p)oO) • 
n=N n k=0 (N+kl) p=0 

D'après l'unique ergodicitê de la rotation d'angle a , on a, 

uniformément en k : 

1 1 - 1 

lim 4- l f((N+kl+p)al = J fdu . 
1 p=0 

Soit E > 0 . Pour 1 assez grand, on a, pour tout k : 

1 1 - 1 

Y l f((N+kl+pla) < /fdu + z , 
1 p=0 

oo ^ oo 

d'où : J Ij f(na) < y — ' 5l(/fdu + e) < ¿ (/fdp + e) . 
n=N n k=0 (N+kï) " 
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Le résultat sTétendinimédiatement par majoration aux fonctions integrables 

au sens de Riemann positives . 

Lemme 2 : (Koksma) 

Soit f une fonction integrable sur le cercle de variation 

Var(f) finie. Soit q > 1 un entier tel que q((qa) )—*—f- . Alors 

on a, pour tout x : j 0 ^ 1 \ < 1/^ 

I l f(x+ka) - q /£dy| < Var(f) * 1 ' 
k = ° " <¡ . 

Lemme 3 : Soient p et N des entiers > 0 . 

v 1 2 

{n>N , n:((no))< / p}n NP 

J ] < ÇP-
{n>N , n>((na)) > 1 / p } n 2 ( ( n « ) ) 2 ' N 

Preuve : La première somme s'écrit : 

Y ^-j 1 (na) . L'inégalité résulte du lemme 1 appliqué à 
n>N n z

 r 2 1"! 
L p'pJ 

1 1 1 • 

De même, la deuxième somme peut s'écrire : 

P - 2 i 1 

n>N 1=1 n¿ ((no)) 

LP p J 

D'après le lemme 1, cette somme est majorée par : 

Lemme 4 : 

y , r , 1 - 2 < Cp (q k

+p) 
{ 0 < n < q k ; n:((na)) > 1 } ((n«)) / K k 
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Preuve : La somme étudiée s'écrit : 

î p " 2 

l 1
 j ^ 1 rl 1+1 r ( n c 0 

0<n<q k ( M ) Z 1=1 L - ^ l 

< P 2 V A H ]rl l + 1 , -
( n a ) ) - P 2( q k/p + 2 h V V l 2 ) ' 

1 = 1 1 0<n<q k [£,A_!L 1=1 

d'après le lemme 2. D'où, la majoration cherchée. 

Tout entier n tel que q k < n < q^ + 1 , qui n'est pas de la 

forme sq^ , pour 1 < 1 < , s'écrit n = sq^ + r , avec 

1 < r < q k . 

Lemme _5 : 

Pour chaque valeur de s , 1 < s < a^ , il y a au plus une 

valeur de n , de la forme sq^ + r , 1 < r < q^ , telle que 

((na)) < j i- . 
4 q k 

Preuve : S'il existait deux valeurs distinctes de la forme s clj c

+ ri » 

i=1,2, avec (( (sq k+r i)a))< | ~- , i=1,2, on aurait 
K 

((rQa))
 < Y q~ ' pour un r Q tel que 1 < r Q < q^ . Mais ceci 

contredit les inégalités 

« v » - « « * - , - » >- \ : A 

Il existe donc au plus a^ valeurs de n , tel que 

q^ < n < q k + ^ , de la forme sq^ + r , 1 < r < q^ , vérifiant 

1 1 

((na)) < -r — . Nous allons montrer que ces valeurs sont nécessaire-

ment grandes. 

Lemme 6 : 

Soit n = sq k + r , avec 1<r<qk , 1<s<ak . Alors la condition ((na)) < 

implique s > j q k + 1 . 

Preuve : Posons s = a^ . La condition ((na)) < entraîne : 

D'autre part, on a, pour 1 < r < q ^ : 



u«xn : ((q k_ 2

a)) i a—h— y- ¿ 7 6) 

k L qk-1 qk-2 qk 

ot, pour Mk_-, < r < q k : ((rcO) > ((q^a)) > > ̂  • 

3 1 
Dans le premier cas, on obtient : X > 3/4 , d'où sqk+r>^- a k q k > ̂ q k + 1 ; dans 

1 1 1 r ï - 1 le deuxième cas, on obtient : A > ? , d'où sq k+r>^ kq k+r> Tla kq k+q k + 1J TT 4 k + 1 

CO 

Proposition : Soit $ = £ b

k vérifiant la condition 

7 1 2 
T b k / a k < 0 0 • A l o r s 0 1 1 a : î! (

9

( n 6 ) )
 5- < - , où 

1 n^0,n^J n Z ( ( n a ) ) Z 

J = (n=sq k,s=1,...a k ; k=1,2,...,} . 

Preuve : Dans ce qui suit, il est commode de supposer les > 0 , 

les calculs n'opérant que sur les valeurs absolues. Remarquons que, 

si 3 = $ 1 + 3 2 , on a : ( ( n e ) ) < ((n^)) + ( ( n s 2 ) ) ; d'où il résulte : 

k-1 

((n3)) < 2 Sup (( y b- q-)((na)) , n Y b.((q.a))). 
i=1 1 1 i=k 1 1 

Notons l(k) le plus grand indice i < k - 1 tel que 

b i t 0 , et m(k) le plus petit indice i > k , tel que b^ f 0 . 

Soit j un indice tel que b. f 0 . La condition de la 
J 00 

proposition vérifiée par 3 implique qu'on a : y i/a. = c-< » 
j ï 1 

d'où J b±q± < q j ( b j +
b j - 1 / a j ^ 1 + b j - 2 / a ^ 2 + ... + Va.,) 

< q-Cbj + c-,) . 

Comme b. > 1 , on a donc : ^ b • q. < cb. q - , où c est 
J -j 1 1 ~ J J 

une constante indépendante de j . 
CO 

De même, si l'on considère la somme y b.((q.a)) , avec 
i = j 1 1 

bj f 0 , on a les majorations : 

00 

J. b . U q . a » _<
 bj/qj + 1 + V l / q j + 2 + ••• < 

<- q f ^ Cbj + bJ + 1/ aj + 1
 + bJ + 2 / a

j + 2
 + ••'] < c bj/qj + 1 . 

Ces inégalités, compte-tenu de l'inégalité obtenue plus 

haut, permettent d'écrire : 
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((ne)) < C sup ( b 1 ( k ) q 1 ( k ) ( M ) , b m ( k ) n) , pour tout 

entier k . 

De plus, il est clair que l'on peut remplacer dans la 

majoration l'un ou l'autre des termes de la parenthèse par 1, ce que 

nous ferons à plusieurs reprises. 

Ces remarques montrent que, pour prouver la proposition, il 

suffit d'établir les convergences suivantes : 

[n: ((ncx)) < —' 
ql(k) 

(2) - I l b2
 - y — ? ^ < " 

k | n / < J,q k < n<q k + 1

 i W n ^ ( ( n a ) ) Z 

l n : ( ( n a ) ) > 
q K k ) 

(3) = : Y l bmrk1 ~T~^ " 2 < °° ' 
k n M j J',q k < n<q k + 1

 m ^ q ^ ( k ) + 1 ( M ) Z 

Où J ' - jÛ , ( [ q k , q k + 1 [ n ^ : a n « ) ) < 4 ^ > > ; 

(4) - : l -jUSS!^-
neJ' n ((na)) 

On a, d'après le lemme 3 : 

( , ) * c p H k ) • 

(2) i C l b \ m

 q l(k)/q k 

et d'après le lemme 4 : 

(3) < C y b 2 - ^ - U - 4 q k ( q k + 1 + qfc) 
K qm(k)+1 
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< C Y b . — 
k m ( k ) qm(k) +1 

La convergence de chacune des trois sommes résulte de 

lhypothèse : 

\ bk 1 ak < ~ 

Il reste à montrer la convergence de ( 4 ) . Il suffit pour 

cela de prouver : 

<5) = : l l yi bl(k +1)
 ql(k +1) "4 < " ' 

k ncj;q k<n<q k + 1

 K J ( J n 

et (.6) = : y y h2 V — : < ~ 
k n EJ\q k<n<q k + 1 q m(k+1) +1 ( M ) 2 

D'après les lemmes 5 et 6, on a : 

? ? 4 a k 
(5) < Y b 2 q 2 

k l(k+1) l(k+1) q£ + 1 

C l b 2 q 2 / q 

k l(k+1) l(k+1) !Ck+1)+1 

Pour majorer (6), on observe qu'il y a au plus deux éléments 

r i 1 +1 r 

v(na))pour q, < n < q W l dans un intervalle de la forme |- > ~ L > 
K - K+I 4 K + 1 H K + 1 

°ù 1 est un entier . On peut donc écrire : 

<6> <- c l. b

m ( k + i ) 2 1 «k + i c L 4 ) 

k qm(k+1)+1 

2 
< C Y h 2 q k + 1 / „ C b 2 _ 5 L i i S î l i _ 
- L £ bm(k+1) 7%(k+1) + 1 - L

 v %(k+1) G 2 
k K qm(k+1)+1 
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La convergence de (5) et (6) résulte alors de L fhypothèse. 

Démonstration du Théorème. 

D faprès la proposition, il nous suffit de prouver la conver­

gence : 

y -iiniuJL < . 
• - 2 2 neJ n ((na)) 

- a k ( f s q k e ) ) 4 

soit Y y - y - j — - j < 0 0 

k=1 s = 1 s Zq£((sq kcOr 

En utilisant le même type de majoration que dans la proposir 

tion, on se ramène à la convergence de : 

a k 
a ) = : 1 b 2 ql(k) 4 ( i V 

k l(k) n k J q£ s = 1 s 2 

e t d e w = --l <w V — • 

K qm(k)+1 s - 1 s 

On a : 

(7) < C y b 2

( k )

 q 2l(k)/q2 < C £ b 2

1 ( k )

 ql(k)/q k 

2 2 
rai . r V h 4 a k q k qk+1 „ r v ,4 % . 

e t ^ C l bm(k) — 4 * C | bm(k) / % ( k ) + 1 ' 
K qm(k)+1 K 

La convergence de (7) et (8) résulte alors de 
oo 

v 4 
l'hypothèse /, b./ < 0 0 

Remarques : 1)Par des majorations analogues, on obtient facilement que 

la convergence de J> ((nB))^/ ? 9 résulte de l'une des hypo-
n^O n((na))* 

thèses suivantes : 



10) 

y e I < 0 0 Dour un e tel que 0 < g < 1 ; 
k=1 af 

) < °° ; 
k=i a k 

oo _ 

Y b v / a v < » , pour un E > 0 
k=1 K K 

00 

De plus, la convergence de \ b v V e > pour un e , 
k=1 K a k 

0 < e < 1 implique la convergence de 

y 11 Ll . II existe donc, pour tout e > 0, et pour tout a de 
n^O n ((na)) Z 

type non constant, une infinité de nombres & tels que la série 

r ( ( n 6 ) ) 2 + e 

j ^ ¿u < oo converge . 
n¿0 n ((na)) ¿ 

2) Le cas z = 0 est exceptionnel de ce point de 
2 

vue . En effet, soit 6 tel que 5! (( n B)) 2 c °° ' Montrons , 
n^O ri ((na)) 

suivant la méthode simple donnée dans [4] par Petersen, qu'on a nécessai 

rement 3 = pa , pour un entier p . 

Considérons la fonction h = 1 |-q ^ j— S . Ses coefficients de 

Fourier sont ( e 2 77 _ ̂  . L'existence d ' une solution \p e L 2 de 
2irin 

l'équation fonctionnelle T * - = h résulte immédiatement de la 

convergence de la série -L= ~—s '—^~ 9 soit encore de la conver-
n?0 n Ie -1 I 

2 
gence de y _IÎILË_ÎJ— < « . On est donc dans le cas de l'existence 

n¿0 n Z ( ( n a ) ) Z 

d'une solution mesurable $ de l'équation T i|; - $ = h . Posons 

<|> = exp (2TTi :i/;) . On a exp (2TTÍ1i) = e 2 T r * ^ d'où <j> = e 2 7 í ^ 6 ^ ; 

Ainsi e 2 7 F l 3 est une valeur propre de la rotation d'angle a et donc 

3 = p a pour un entier p . 
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Nous allons appliquer des raisonnements analogues à d'autres 

équations fonctionnelles. 

3 - Equations fonctionnelles 

Soient y -j et Y 2 deux nombres réels. Considérons la dif­

férence entre la fonction caractéristique de l'intervalle ^ [0 y [ 

et sa translatée par y 2

 s u r * e cercle , soit 

h = 1 [ 0 , Y 1 [ -
 1 [ Y 2 , V Y 2 [ ' 

Les coefficients de Fourier de h sont donnés par 

h(n) = — — ( e 2 7 T i n y 1 - 1 ) ( e 2 ™ Y 2 - 1 ) . Il est facile d'en déduire que 
2i r in 

1'équation fonctionnelle 

T o • - • = h (**) 

2 

possède une solution if e L , si et seulement si la série 

- ( ( n Y l ) l
2 ( ( n ï 2 ) )

2 

J j- * converge. D'après le théorème, cette série 

n^O n ((ncOr 
oo 

converge si les nombres y^ et y 2 sont de la forme y b^q^a , 
°° 4 * ^ 

avec y b. / < » (ou sous les conditions de la remarque 2 ) . Si 
i=1 1 a i 

a est de type non constant, il existe donc une infinité non dénom-

brable de valeurs de y^ et de valeurs de y^ telles que l'équation 

2 
(**) ait une solution <i e L ( X ) . 

Ceci répond, par la négative, à une question de [2 ] : 

2 

l'existence d'une solution de (**) dans L n'implique pas que 

y^ ou Y 2 est de la forme pa , avec p entier (cf. remarque 2) 

Par contre, on sait, d'après [S] , que l'existence d'une solution 

dans L°° de (**) implique que ou y 2 est un multiple entier 

de a. 



12) 

L'équation (**) peut être utilisée pour résoudre l'équation 

multiplicative T <|> = 4>f (*) , 

avec f(x) = J ~ ou t est un reel fixe 

( -1 , 2t < x < 1 0 < t < 1 • 

On a f = exp Tri (1 ĵg t j- - 1 2t[^ ' résulte donc du 

théorème que, si t = ][ b.q.a , avec J b. / < 0 0 , l'équation (*) 
i=1 1 i=1 1 a i 

a une solution mesurable non nulle. On retrouve ainsi, partiellement 

(par exemple si les b^ sont bornés), le résultat de W. Veech [i] , 

qui établit l'existence d'une solution mesurable non nulle (j> pour 

l'équation (*) , sous la condition y | il/ < °° 
i = 1 a i 

On peut demander si l'existence d'une solution mesurable de 

l'équation additive (**) résulte de la condition y i/ < °° . Une 
i = 1 a i 

réponse positive montrerait que la solution de l'équation multiplica­

tive est l'exponentielle d'une solution de l'équation additive, sous 

l'hypothèse utilisée dans [i]. 

Remarque : Soit g définie par 

g (x) = 1 [0 s [ " 1 |"s 1[ + 1 [0 t[' a v e C 1 = 1 " 2 s ^ o d 1 ) • 0 n a e n c o r e 

exp nig = f , et l'équation fonctionnelle T * - $ = g a une solu-
a . 4 

tion $ dans L si et seulement si la série y -~ÍJns.)•)— <: » y 

' n Z ( ( n a ) ) Z 

compte-tenu de l'inégalité | 2 e 2 T T l n S + e "
4 ï ï i n s - 3| <̂  16 sin 2 7 r n s . 
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