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SUR LE JEU DE SAINT-PETERSBOURG

Jon Aaronson

Abstract
partial sums of N-valued i.i.d.r.v.s.

we discuss the "fairness" of the Saint-Petersburg game.

Résumé

We prove a result on the asymptotic behaviour of the

On the basic of this result,

totique des

méme loi, i

Nous démontrons un résultat sur le comportement asymp-
sommes partielles variables aléatoires, indépendantes, de

valeurs dans N A partir de ce résultat, nous discutons

le caractére équitable du jeu de Saint-Pétersbourg.

Soit (9,a,P) un espace de probabilité et soit

X, : Q@ = N(n>1)

une suite de variables aléatoires, indépendantes, de

n
loi
P(xrl = k) = fk » n,k > 1
Nous utilisons les notations suivantes
Iyl c of f L(t) (L e qds , a(t) = £ et
S = X s ’= i s = ) = e
n oL Tk k ~ ofsq D Jo ~[s] L(t)
b(t) = a (t)



Z2)
Cette derniére est bien définie pour t grand, parce que

a(t) est une fonction strictement croissante continue.

La loi faible de grands nombres pour de telles variables aléa-

toires (non nécessairement intégrables) a été démontrée par W. Feller

(cf. [22])

Théoréme de Feller

S p
B b telle que BE > 1
n

ssi L(t) est une fonction & croissance lente.

Dans ce cas : bn v b(n)

-~

On dit que h(t) est (une fonction) 3 croissance réguliére

d'indice o si

h(xt) a
h(t)

toe

€ t que h(t) est & croissance lente si on a la condition pré-

cédente avec o = 0 .,

Il n'est pas difficile de voir que si L(t) est i croissance
lente, alors b(t) est @ croissance réguliére d'indice 1. Il résulte

donc, facilement du lemme de Borel-Cantelli que (résultat bien connu)

Proposition N

. Sp P
n .
]
alors Iim fE = © P.S
n>e bn

11 est démontré dans [%] que L(t) est 3 croissance lente

ssi

Log L(t) = x(t) + fg e(s)ds ou x(t) » x et e(t) =0(1/t) que t >



3)

Nous consid&rons la propriété plus forte

(x) Log L(t) = x(t) + fg e(s)ds ou x(t) » x et e(t) = o(1/tlog log t)

que t - ©

Nous démontrons le

Si L(t) - a la propriété (=), alors

mais avant celd, nous discutons

Le Jeu de Saint-P&tersbourg

Un tour du jeu consiste en la procédure suivante

-

Le joueur A jette une piéce jusqu'a la premiére apparition

de "face" et paye au joueur B

nombre de jets

2 piéces

. iéme
Si Xy est la sommc que A paye cu n tour, alors les

{x,} sont des variables aléatoires, indépendantes, de loi

p(x_ = Zk) = 2~k , et donc, L(t) ~ Logz t que t ~» o

n

Grace au théoréme de Feller

1 p
n Log,n *n

Une interprétation de ce résultat a été donnée dans [4] (ol
on peut trouver une autre démonstration ) : le
jeu de St Pétersbourg est '"€quitable au sens classique” si B paye a A
des '"droits d'entrée cumulés'" s'élevant a bn ~ n Log, n piéces pour sa

participation aux n premiers tours.

Notre résultat remet ce concept d''équitable'" en question,
parce que la proposition et le théoréme (Log2 t a la prorriété (x))

donnent
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1. 1i “n < Iim __i£~— = o S
e - ~im nLog,n - im nLog,n p-s.
no« N>

C'est-a-dire, avec le réglement ci-dessus, le joueur B est,

p.s., avantagégé.

Démonstration du Théoréme .

Pour commencer, nous réduisons le probléme 3 la forme intégrag -

ble (iv).
Soit
) ) I
eg = 1, e = 1 (n>1), u, = BE(e.) , v = Y e, et ¢, = AT
K21 [Sk—n n n n ke k X nzo € .
D'abord,si
. Yn
(1) I'im < e p.s.
n->o a(n)

nous avons, grice a4 la croissance réguliére de a(t) que ¥e > 0

b () s (1+§) e a(n) < a((l+e)en) ¥n > N(w,e) p.s.

et, parce que : s_ 210, y. =n , et b =a

Sn(w) Z T+

11 est donc suffisant d'établir (i)

Ensuite, soit wu(A) = E(¢,) = y uy Atoc() = y chy An
n=0 n=0
_ 1
et >\n~1"-ﬁ' . .
Grdce a 1'indépendance de {x,}
.. vy 1
(ii) u(r) = ((1-2) c(x))

et, en raison de la croissance lente de L(t)

(iii) c(A) ~ L(T%T que A + 1 (le théoréme de Karamata cf.LZJ )/



I1 est maintenant suffisant d'établir

Y
. T n
(1V) Lim a’w < 1 pP.S.
n-—+o
1.n
parce que u(An) ~ a(n) et ¢, > (1_5) Y n

n

Le reste de cette note est une démonstration de (iv) en

utilisant la propriété (%), et 1'inégalité de Tchebycheff.

Soit, pour p ¢ N, A e (0,1) : A(p,r) = E((¢A/U(X))p), et

pour M > 1 :p (M = [MLogn] + 1, A (M =Alp,(M,H)

Lemme : Si, pour tout M > 1 : log A (M) = o(log n) que n » =

alors (iv) est vrai.

Démonstration

Soit e > 0 . Par 1'inégalité de Tchebycheff

2
~€p (-“) 2
Plo, ze"u(rp)) <e "7 A (D
n
s A_(£)/n’
< n~3/2 pour grand n

Donc, p.s., ¢, 2 e u(xn) seulement pour un nombre fini.de n
n

Nous estimons maintenant le : An(M).

En raison de 1'indépendance de {x,}

. ) = u u_ N pour n, < n
n, m, N n n; "n,-n, np np_1 1 2

tA

et, en conséquence

P
E(6,P) < p! @ u(nk) Yp e N
' k=1
Soit L1(t) = c(1 - %), alors

ey - L1(Tt%i) L ()

O
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et donc, par (ii)

p k n,,-1
E(, ") < p! 1 (1.2 L, (B))
An K=1 n 1Yk
De plus, parce que Ap < e_”n
1 < ek/n . n ek/n
1-2K ek;n-1

Nous avons

p(p+1)
_wg___ p
E(o,?) <nPe " 1 (/L ()
n k=1
et, par (ii)‘:
p(g+1)
n b n
A(p,2y) < e T (/L )
Par (iii), l1la fonction Lj(t) a la propriété (), et donc
pn(M)2 pn(M) n
Log Ap(M) < - + ) (Log Ly(n) - Log L, ()
n k=2
2 p.(M) p (M)
p. (M) n n
s T ] o x(m) -x@I|+ I [ le(s)] ds
n =2 k= X

Il est clair que
>0 s By = olp,M) = o(logn) que n - =

pp,(M)

a
parce que 5 < o

En utilisant la propriété (%), nous avons

p, ()" D
Yo S Py (M) kz1 fn' le(s)] ds
k+T
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p,(M)" " n
=0 (M " y fK ds ) ue n >
= o(p, (M) K= n -5 Tog Iog s 4 ’
k+1

n
parce que - > ®
Pn

Nous terminons la démonstration du théor&me en montrant que

la derniére somme est bornée.

P,(M)-1 n p, (M)-1
n IE ds S ) 1 1
& s log logs - L k n
k=1 E%T k=1 log log 5
log pn(M)
< + 1 que n » =
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