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INTRODUCTION

Soit l'équation différentielle stochastique

dXt = a(t,Xt) dCt + b(t,Xt) th

ol C est un processus a variation bornée, W est une martingale de carré
intégrable et les coefficients a et b sont lipschitziens. Il arrive fré-
quemment que la seule méthode pour étudier les solutions d'une telle

éguation soit de procéder par simulation.

PP s oax n. .
Plus précisément, on considére un processus X qui est assez

proche de X et qui est facile & étudier ; par exemple, on choisit un

_65-

processus b qui adimet des discontinuités sur les dyadiques d'ordre n et
qui est constant ailleurs. C'est alors le processus Xn qu'on étudie par

simulation.

L'ocbjet de cette thése est d'étudier la précision qu'on peut
espérer obtenir par une telle méthode et, surtout, de donner une majora-

- P n
tion a priori de l'écart entre X et X .

Les notations et conventions générales sont précisées au pa-

ragraphe A. On y donne aussi quelques lemmes préliminaires.

Au paragraphe B, on étudie le cas ol les coefficients a et b
sont "avec mémoire", les processus C et W étant "presque" i accroissements
indépendants. La discrétisation est effectuée suivant les dyadiques

d'ordre n et on donne une majoration a priori de

qui semble assez fine ;

2
E § sup||x - ¥l
t



. n . . : P
Si les coefficients a et b sont continus & droite par rapport au temps, dans ce cas, la suite (X )n>o des approximations discrétisées converge en
on peut utiliser une discrétisation pure. Sinon, on utilise une

" N loi vers la loi du processus initial X. Dans ce cas, il n'a pas semblé pos-
semi-discrétisation".

sible d'obtenir de majoration a priori de 1l'erreur.
Dans toute la suite, & l'instant t, les coefficients a et b
ne dépendent du processus X que par l'intermédiaire de la valeur de ce

processus X & l'instant t (cas "sans mémoire”).

Au paragraphe C, on ne suppose plus que C et W sont "presque”

a accroissements indépendants ; la discrétisation est effectuée suivant

- : as X : N . n i a di i it & i
des temps d'arrét. L'idée essentielle consiste a exprimer z = (X"~ X) Je tiens a4 dire tout ce que ce travail doit & Monsieur J. PELLAUMAIL,
- s 1 . . : A
comme solution d'une équation différentielle linéaire (qu'on sait inté- Maltre de Conférences a 1l'Institut National des Sciences Appliquées de Rennes. ‘
y " ' i i i i i i i
grer) ol interviennent des "transformés” C et W de C et W, c'est-i-dire C'est lui qui inspira ce travail et qui, par ses conseils et ses encouragements
. S s i . :
des processus tels que constants, me permit de le mener & bien. Qu'il voie dans mes remerciements
1’expression de ma sincére reconnaissance.
1 A 2
= Y~ .dc et W, = Y~ aw : : s s
t s s t -~ s S Je remercie Monsieur le Professeur M. METIVIER d‘avoir bien voulu
]o,t] ]o,tj
présider le Jury, et Messieurs DARMON, JACOD et KEANE qui ont accepté d'en
2 PR ~ : X .
ou Y1 et ¥ sont des processus prévisibles bornés par 1. Cette technique faire partie.
semble intéressante en elle-méme.
Je remercie en plus Monsieur DARMON @'avoir bien voulu s'intéresser
. R . . a travail et de m'avoir nné 1 s i 18 i iffé-
Dans la premiére partie de ce paragraphe C, on étudie le cas ace e © donné quelques exemples pratiques d'équations diffé

= . . L. : :ax rentielles stochastiques.
& une dimension. Dans la deuxiéme partie, on considére le cas de proces-

sus a valeurs hilbertiennes. Dans les deux cas, on s'est limité au cas . . . -
' Je remercie enfin Madame J. MARTIN qui a eu la tadche ingrate de
des processus continus. .
P frapper de tels textes, ainsi que toutes les personnes qui ont participé a la

réalisation de ce document.
Les hypothéses adoptées au paragraphe D sont assez restric-

tives : processus a trajectoires continues, et “"presque" & accroissements
indépendants, coefficients a et b différentiables (sans mémoire). L'objet
du paragraphe est de préciser ce que peut apporter une discrétisation au
2e ordre, c'est-&-dire gque, dans la discrétisation, on fait intervenir
des termes qui sont des "infiniment petits d'ordre deux". Comme au para-

graphe B, une majoration explicite de l'erreur quadratique est donnée.

Au paragraphe E, les coefficients a et b sont supposés continus
(non nécessairement lipschitziens). L'objet du paragraphe est seulement de

vérifier, suivant la méthode désormais classique de Strook varadhan, gque,



A | GENERALITES

A.l -~ BASE INITIALE

Dans cette étude, on se donne une fois pour toutes une

probabilisée de processus, (Q,q(,P.(Qi)tc,T

droite, avec

T = [0,1] , intervalle unité de 1l'axe réel

(Q,GK,P) , espace probabilisé complet

), compléte, continue a

base

(@( ) est une famille croissante de sous-tribus de f;(

t'teT
telle que, quel que soit t élément de T,

€ -n &

et q;t contient tous les
n>o :
ensembles de mesure nulle de 4{.

t+1/n

. . oI
Cette base sera appelée la base initiale et scra notée B .

A.2 - PRODUIT TENSORIEL

Dans toute la suite, on se donnera également un espace

de

Hilbert H séparable. Le fait de supposer H de dimension finie n'aurait,

le plus souvent, pas apporté de simplifications notables. De méme,
poser H séparable facilite la présentation et ne constitue pas une

triction.

sup-

res-—

A
On notera H® H le complété, pour la noxme de Hilbert-Schmidt,

du produit tensoriel de H par lui-méme. Si x est un élément de H, on

@2 s X LA . < <1
notera x le produit tensoriel de x par lui-méme, considéré comme élé-

A
ment de H @ H.

A.3 - BASE CANONIQUE (définition)

; H . P -
Soit D l'espace des fonctions définies sur T et & valeurs

dans H.

: H . .
Pour tout €lément t de T, soit &Dt la plus petite tribu sur

DH qui rend mesurable les applications "coordonnées" w = xs(w) pour

sg£t. On pose $H =@§1 .

La famille To" x @,DY @‘{,(.‘Dz @ (t)teT) constitue wne
base de processus que l'on notera BB et que l'on appellera
la base canonique (pour les processus d valeur dans H et

relativement & la base initiale Bl ).

A.4 - REMARQUES ET CONVENTIONS

a - La tribu des prévisibles de la base canonique est engendrée par

les ensembles de la forme ]v,w} x J x F, avec
u,v et w éléments de T tels que u £ v < w

J={x: X € Ho} B Ho &tant une partie borélienne de H,

Fed
v

Ceci se déduit immédiatement de la définition de la tribu des pré-

B
visibles (cf. Dﬁﬂ) et de la définition de ﬁ)s ci-dessus.

b - Soit a(t,x,w) un processus a valeur dans un espace de Banach K,

. H
prévisible relativement & la base canonique B .

H
Soient {(t,w) un élément de T x } , x et x' deux éléments de D

tels que Xg = xé pour s<t ; on a alors :

a(t,x,w) = alt,x",w

En effet, w, t, x et x' étant fixés, la classe 1 des processus a
qui satisfont & cette propriété constitue un espace vectoriel et
est stable pour les limites simples. De plus, t? contient les pro-
cessus de la forme indiquée en a) qui précéde, donc % contient

tous les processus prévisibles a.

Autrement dit, il suffit de connaitre la “trajectoire" de x avant
1l'instant t pour que a(t,x,w) soit défini (puisqu'on peut prolonger
x comme on veut i partir de t). Ceci sera constamment utilisé dans

la suite.

19 -
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¢ - Dans le paragraphe B, nous aurons & considérer des processus
a(t,Xx (w),w) , od X est lui-méme un processus : ce sera le cas

"avec mémoire".

Pour alléger les notations, le symbole  sera omis. On écrira

donc seulement a(t,X).

Notons que, dans ce cas, si a est un processus prévisible relative-
= . H . P

ment & la base canonique B, et si X est un processus cadlag adapté
: = c s I

relativement 4 la base initiale B, a(t,X (w),w) est un processus

prévisible relativement a la base initiale (cf.[MP]).

d - Par contre, dans les paragraphes C, D et E, les "processus"
a(t,x,w) ne dépendront de x, & l'instant t, que par 1'intermédiaire
de la valeur %, @ ce sera le cas “"sans mémoire"™. Dans cez paragra-

phes, le processus X sera toujours & trajectoires continues.

Il faut noter que, si X est un processus continu & valeurs dans H,
PR 1 PP N
adapté a la base B, a(t,xt(m),m) définit un processus a valeurs

- I . . . .
dans K, adapté a la base B, & trajectoires continues, et

donc prévisible.

On le notera encore a(t,X).

A.5 - SOLUTION FORTE D'UNE EQUATION DIFFERENTIELLE STOCHASTIQUE

(définition)
Soient a(t,x,w) et b(t,x,w) deux processus & valeurs dans
D : 5 N H I
fi?(H,H) et prévisibles relativement a4 la base canonique B . (resp B

pour le cas "sans mémoire").

Soient C et M deux processus a valeurs dans H, continus et

adaptés a la base BI.

On dit qu'un processus continu adapté & cette méme base est

solution forte de 1'équation différentielle stochastique

dxt = a(t,xt) d c, + b(t,Xt) d M

et de condition initiale Xo .

- 10 -

si, pour tout élément t de T,
t t
= +
Xt Xo J a(S,XS) d Cs + J b(s,Xs) d Ms
o o
ces intégrales étant des intégrales stochastiques,(cf. [MP]).

(Pour alléger 1'écriture, le symbole w, qui apparait dans tous les

processus considérés, a été omis).

A.6 - PROCESSUS BORNES OU LIPSCHITZIENS (définition)

Soit a(t,x,w) un processus & valeur dans & (H,H), défini re-

lativement a la base canonique BH.

On dira que a est localement lipschitzien (resp. localement

borné) s'il satisfait 4 la condition suivante :

(1) (resp (ii)) pour tout réel positif 4, il existe une constante
Ld(resp Cd) telle que, si (t,w) est un &lément de

T X Q, si (x,x') est un couple d'éléments de DH,

avec
sup ||xs|| £4d et sup I[x'l[ € d
<t st °
alors, on a :
flatt,x) - alt,x')|| < Ly sup I[xs - xél]
s<t
(resp. I'a(t,x)|| £ Cd)

On dira gque a est uniformément lipschitzien (resp. borné)

siL < += (resp. €, <+ = ).

Dans la suite, on considérera des processus a et b uniformément

lipschitziens.

Pour le cas "sans mémoire", avec les mémes conditions sur x

et x', on aura la condition de Lipschitz usuelle :

_Zg_



lHatt,x) ~ ate,x") || < Ld]lx - x'llH

A.7 - PROCESSUS VARIATION QUADRATIQUE

Soit W un processus cadlag a valeurs dans l'espace de
Hilbert H {(en général, dans la suite, W sera une martingale dz carré

intégrable) .

Quand il est bien défini, on notera ﬁ le processus varia-
tion quadratique réel croissant associé a W, c'est-a-dire le processus
positif, croissant, cadlag, défini a l1‘'indistinguabilité prés par :

@

Q = lim z

| w - W -nll?
t o keo t A (k+1).270 tAk.27P

A
Ce processus W est tel que, pour tout processus prévisible b,
a valeurs dans Qf(H,H), si W est une martingale de carré intégrable, on

E‘wjtbsdwsll’ _— jt b 1% aw {

Si W est une martingale réelle continue, le processus va-
riation quadratique (continu) associé sera aussi noté <w,W> ou, plus

simplement, <W>.

A.8 - CONVENTION : [ = J’l]u v]
—_— ,

Dans les intégrales considérées par la suite (intégrales
stochastiques ou intégrales par trajectoires), le symbole fu As d Bs
signifiera toujours gqu'on intégre de o exclus & u inclus

{(u pouvant étre un temps 4d'arrét).
Autrement dit
u
J A dB_ = J A dB_ = Jl -.A .dB
s s s s s s
° Jo,u] Jouu]

P s
Le processus X défini par Xs = j Au d Bu pourra donc
0

étre choisi cadlag (quand il est bien défini}.

A.9 - INEGALITE DE DOOB

Soit M une martingale cadlag, a valeurs dans l'espace de

Hilbert H, de carré intégrable.

Pour tout temps d'arrét u, on a :
2
112

Si M est une martingale réelle, c'est 1'inégalité de Doob.

E% Sup ||Ms||2€s 4E
s§t

Si M est a valeurs dans H, il suffit de projeter sur une base ortho-

normale de H et d'appliquer 1'inégalité de Doob & chaque projection.

A.10 - CONVENTION : u = inf{...}

Etant donné deux temps d'arrét v et w et un processus Y,

on aura souvent & définir des temps d'arrét u par

u=‘mf3t/c>v,t<w vl > e

Dans ce cas, si w est un élément de (I tel que l'ensemble

ci~dessus est vide, il sera toujours convenu que l'on prend

u{w) = ww).

A.11 ~ INEGALITE DE "TYPE GRONWALD", CAS CONTINU

Soient a et b deux constantes positives. Soit f une fonc-
tion positive croissante, réelle, de variable réelle, telle que, pour

tout couple (t,At) de réels positifs, on ait :

£(e + ML) = £L8) o Ly pif(e + AL)
At = .

On a alors :

t
£ € £ ¥+ 2™ -1
ce qui implique, pour o £ bt £ 1 :

£(t) & E(o) + 2 bt [f(o) + i—]

_gg_



Démonstration

On peut majorer la fonction £ par une fonction croissante

dérivable g(t) telle que
g'(t) = a + bg(t) et g(o} = ff{o}
ce qui implique
bt a bt

g(t) = glo) e + g»(e - 1)

d'ol les inégalités annoncées.

A.12 - INEGALITE DE "TYPE GRONWALD", CAS DISCRET

Soient a et b deux constantes. Soit £ une fonction positive

définie et croissante sur les diadiques d'ordre n.
On suppose que, gquel gue soit l'entier k, on a

Ml 2™ - £x 2‘“)$ < a+bof{m 2]

(resp. « a+ b.flk 277

Soit t un dyadigue d'ordre n. On suppose que l'on a

1 .n
b <« S 2

On a alors :

f(t) < [f(o) + %‘a t] exp ( %’bt'

(resp. £(t) § [£(o) + at] exp (bt))

Pour le démontrer, il suffit de raisonner par récurrence

sur k, en remarquant gque l'inégalité donnée peut aussi s'écrire
n
)

flatn2™] - g 2™ < % 27" fa+bork 27N

B LISCRETISATION A INTERVALLES DE TEMPS
CONSTANTS, CAS “AVEC MEMOIRE”

B.1 - HYPOTHESES ET NOTATIONS

Dans ce paragraphe B, on considére les hypothéses et nota-

tions suivantes. Soient donc :

- un espace de Hilbert H.

- un sous—-espace :f;(H,H) de &L(u,H), ce sous—-espace étant muni 3'une

norme ||.

as [lem |l < Hell nllg

[ telle que, si k appartient a ;fa(H,H) et si h appartient

i I R
- une base initiale B" comme indiquée en A.1.

- C et W, deux processus cadlag, & valeurs dans H, définis et adaptés

I
relativement & la base B .

On associe respectivement & C et W deux processus Q et V,
cadlag, réels, positifs, croissants, définis et adaptés relativement &
I
B .

On suppose que W est une martingale de carré intégrable,

dont la variation quadratique, ﬁ, est telle que :

pour tout couple (s,t) d'éléments de T, avec s € t, et pour tout élément

wde 2, on a :

W (w) - W (W) < v, (W) - V()

t
De méme, si At = J d||CS|| désigne le processus variation
o
totale de C, on suppose que pour tout couple (s,t) de T avec s < t

et pour tout w de § :
AW ~Aa W £ QW - (W

On suppose que, pour tout couple (s,t) d'éléments de T, avec

s £ t, les variables aléatoires (Vt- Vs) et (Qt_ Qs) sont indépendantes

_Vg_



de la tribu Cg;, c'est-a~dire que, pour toute variable aléatoire X,

G{S-mesurable, on a :

elxtv- v)] = B0 E@W - V)
et Efx@- 0] = EMX E(Q - Q)

(si ces espérances sont bien définies).

-

On suppose aussi que pour tout couple (s,t) de T, avec s< t,

on a
E(Vt- VS) < v(t-s)
- & -
E(Q,- Q) £ q(t-s)
A <
(W 9
ou v, q1 et q2 sont des constantes. On posera g = qlqz .

Soient enfin a(t,x,w) et b(t,x,w) deux processus & valeurs

dans :fa(H,H), définis et prévisibles relativement & la base canonique

BH (cf. A.3), uniformément lipschitziens (cf. A.6}.

On suppose que pour tout élément £ de T, on a

lae [I? €a +a, sup ||l

be,o |17 <o, + 1, suwp [1x ]|

ou al, a2, b1 et b2 sont des constantes.

Notons que, sous ces hypothéses, l'équation différentielle

stochastique

dxt = a(t,Xt) dct + b(t,xt) dwt

admet une solution forte unique (cf.[ J).

- 16 -

B.2 - PROPOSITION

Soit Q un processus satisfaisant aux conditions indiquées

en B.l. Soit Y un processus prévisible positif. On a :

(t t t
E vy odo = L E(Y ) d{E(Qu)] < q L E(Y) du

Démonstration
L'égalité est évidente si Y est de la forme
Y=y Tv,)

avec H €.(§; et v et w éléments de T tels que v < w.

Elle est encore vraie dans le cas général, par linéarité

et densité (théoréme de Lebesgue).

L'inégalité se déduit immédiatement des propriétés de Q-

B.3 -~ MAJORATION PRELIMINAIRE D'UNE SOLUTION X

On considére les hypothéses et notations domnées en B.1.

o X NN s I
Solt X un processus cadlag, adapté 4 la base initiale B,

4 valeurs dans H , tel que
t
X, =X+ JO fats.x) ac, + bis,X) dws1

On a alors :

ol
E[ sup |[x [|2] < 3EU|X | exp 3(3aqq + 12 vDb )tg
s''H o 2 2
s&£t
3a1q + 12 v b1 sr 2
+ _SEEE—I_TE—;_B; [exp(u3a2q + 12 v sztg—l

Démonstration

Soit F le processus positif croissant cadlag, adapté a la

base initiale BI, défini pa:

-Sg_



2 r

£ 2
F_oo=3|x {17+ 3 a4 | Hlats,xy |17 ap_
o s

t o

! sl
Lo dbsxy |7 av
)O &

et soit f la fonction positive croissante définie par

£(t) = E(Ft)

On a

2

»
w
4
+
w
i
=

ksl

up [, |
s&t ) s§t ‘o

+ 3 sup >|( blu,X) aw
- u
S8t (o]

L'inégalité de Schwarz, appliquée "par trajectoires", puis
la propriété "majorante"™ de  donnent
il fS D N il
sup 3;J a(uxide il™ < g, Hawx ! ap
S&t o -

De plus, le¢ processus | Dbis,X) dW_ est une martingale
) . 3
. . o
(puisque W est une martingale et que bi{.,X) est prévisible}. On peut

donc lui appliguer 1'inégalité de Doob (cf. A.9), ce gui Awnne

o8 2 o IE ‘
E\ sup ;IJ b (u,X) dw‘1} z § 4E 81}5 pis,X) dw l“)
st o v \ { Jo ”
Ve
£ 4E /} Pois,x) 17 dw_
o
On obtient finalement
2
E } sup | [x_]] ' € f£(t)
' s<t \
Par ailleurs
(t+At 5 {t+At N
) B _ i . D e oy 112
Fone Fe = 39, I fla(s, )]} aQ_* IJJt ISR av_

En raison des hypothéses B.1 et de B.2, on obtient -

E(t+ht) - £(v) [
A § 3949, lagt e, f(t+At)]

12 v [by+ b, £(trat)]
On en déduit 1l'inégalité annoncée {(cf. A.11)

B.4 - COROLLAIRE
Soient n et k deux entiers fixés.

On pose

R = \t/k 270 <t < (k1) 2'“:

x\a'

On a alors, pour (2a,q + 8 v b,) & 2

\ b | 2'

£ osup [{x_ - x _pl|o0 € d(n)
lies & K H‘

avec d(n) = 4.27" (g a; + 4 v b))

On commence par appliquer B.3 en notant que, daneg le cas ou
E({{X 15') = 0, les chiffres 3 et 12 peuvent &étre remplacés respective-

. 1 L f.. U - ~
ment par 2 et 8. Ensuite on utilise 1l'inégalité e - ! & Zu pour u & 1.

B.5 ~ SEMI DIiSCRETISATION

On considére les hypothéses et notationz indiquées en B.l.
Soit X le processus tel que
& -
X =X + a{s,X) 4C_ + | Db{(s,X} aw
t o ] s / s
[ ‘o
Pour tout n, soit Xn le processus cadlag défini par récur-

rence sur k par

0 .
X =X

o o
X? = x" n pour tout s tel que ke " gos s (k+l)2~n

S k:“

n n (k1) 2n n n
A(k+l)2'n = sz-n + ka~n [a(s,X ) dCS+ b(s,x") dws]
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Pour alléger les notations, on pose

X}rclz—n - ){

Soit Jg; (resp. ng) la constante uniforme de Lip. hitz as-—

sociée au processus a (resp. b).

Alers, pour cout dyadique t Jd'oridre n

A

2
E sup ][XS— X:{IH &

r 1. \
oo I4d(n) an3+ 4vb3_!ts exp?4(qa}+ 4vb3)t
ave. a(n) = 4.2'“<qa1 + dvb))
Démonstration
1°/ On pose
Y. L2
yi(k) = 2q2Ef |la(s,x) - a(s,x™M) - dy
JO B
t
k v
oe] Mlibten - bisa™ ! av_
io E

alors, comme dans la démonstration de B.3, on obtient

. n.
E sup ]’XS— XS|{ £ yik)
s <tk
e [Tkt oy 2
20/ yk+l) - y(k) = 2q2EJ Hats,x) - ats,x)|]" ap
%
t
k+1, y
+ggj fbts,x) - b(s,xM | av_
Y
-1
€ 24q9,2 E sup !la(s,x)—d(s,xn)f§2
tkas&tkH
+8v2"E sup bis,x) = b(S,Xn)!#z
tkssstk+1

Posons pour simplifier, n et k étant fixés

K =3t/tk<t <ty !

/
|

- 20 -

et soit X le processus défini par

pour s £ t

—
|
7
1
>
w
.

,«\,
> |

s Xk pour s € K

alors
ats,x) - ats, X117 < 2 llats, % - a(e,X) !

+ 2 llals, X - ats,xM|l”

En utilisant la condition de Lipschitz et 1'inégalité B.4,

ainsi que 1'inégalité du 1°/, on a :

2
E sup ||a(s,x) - a(s,Xn)[| £ 2a3 [d(n) + y(k)]
S€K
0
On procéde de la méme fagon pour E sup ||b(s,x) - b(s,Xn)llh‘

SEK
Cela donne donc :

yik+l) - y(k) & 4.2'"(qa3 4V ) fam + yoo?

Et, d'aprés A.12, pour tout dyadique t d'ordre n

y ¢!

) d(n) t] exp :4(qa + 4 vhb \

y(ey € [4(qa; + 4 v b , ;

3

ce gui donne l'inégalité annoncée.

B.6 - DISCRETISATION

On considére les hypothéses et notations indiquées en B.l. On
suppose de plus que les processus a et b satisfont a la condition de con-

tinuité suivante

11 existe deux constantes a, et b4 telles que, pour tout couple (s,t}

H
d'éléments de T et pour tout x de D , on a

| lats,x) - a(t,x)“2 < a, sup |[x,- XSIIZ
sfust

|Ib(s,0 - bt [[* € b, sup |]x,- xSHZ
ssust



Soit X le processus tel que
ft
Xg =Xt [a(s,x) dc_ + b(s,x: aw ]
[¢)
. n .
Pour tout n, soit X le processus cadlag défini par rdcur-~

rence sur k par

, X =X

(o] (o]

n n - -r:
\ Xp = X ,on si k2 g e o 2"
f n n -n n -

+ a(k2 %) Ic

_ i
Xikt1)2-n = Xxo-n ke gy2n T Cppmna

KR oD M4 - 1
+ b(k2 ,X) Lw(k+1)2_n hk;"nu

Pour alléger les notations, on posera, comme dans 5.5

-n
= 2
tk k2
n n
et Xk = sz-n

Soient Va3 et ¢b3 les constantes uniformes de Lipgchitz as-

socides aux processus a et b

2 ]
(i.e. |[a(s,x) - a(s,y)‘lL FY sup >|x - e

. Yul: et de méme pour b)

On a2 alers, pour iout dyadique t Jd'orare n :

n; 2
E sup ||XS* XS[[H S[4(q34+ dv b4) d(n)t]:exp 4(qa3+ 4v b3)t€
st
“n
ave d{n) = 4.2 (qal + 4 v bl)

Démonstration
1°/ Pour alléger les notations, on définit les procescus a et o par

— -n
a(s,x) = a(k2 ,x) si L€ s <t

B(s,x) = bk2 ",x) si ot €5 <v

t
- n = n
Xn = Xn + J k Li(s,x ) dC_ + b(s,X )} 4dw ]
K s s
n et k étant fixés, on pose comme précédenment

K = 3t/tks t < tk+12

2°/ On pose
112

t —
v = 2q, EJ Kilats, 0 - ats, x| a9
(o]

t B ,
+ 8 Jk Hots,x) - bs,x™ || av_
o

Et on montre encore que

np(2 . .
E osup ||x - x [T« vx)
s € tk
. -n ' - n_ ;2
30/ v k+1) - y(k) & 2q2 E sup ]la(s,x) - als,x );[
seK 1
f— 2 2
+8v2"E sup| |b(s,x) - b(s,Xn)]l T
3€K
5
E sup |lats,x) - E(S:Xn)1! <
SEF

— 2 — —_ n 2
2B sup!‘a(s,x) - a(s,X)!‘ + 2 E sup}la(s,x)— a(s,X )|
K K

La premiére espérance se majore & l'aide de la continuité
de a et de 1'inégalité B.4, la deuxiéme & l'aide de la condition de
Lipschitz et 1l'inégalité du 2°/. Cela donne

- n 2
B sup||a(s,X) - ats,x ) ]|° < é[a4 d{n) + aq y(k)]
K

Et de la méme fagon

~ s g n 2 al

E s;p’]D(S,X) - bls,x) |7« ,5)4 din) + by y(k)]

Finalement.
y(k+1l) - y(kk) < 4.2 (qa4 + 4 v b4) d(n)

+ 4.2 (qa3 + 4 v b3} y (k)



d'ol en raison de A.12,

!

P N §
y(k) < [4(qa4 + 4 v b, dln) tk] exp Y4laa, * 4 Vb, ot |

Et 1'inégalité est démontrée.

B.7 - DISCRETISATION ADAPTEE

Bu chapitre suivant, nous verrons gu'au lieu d'cpérer & in-
tervalles de temps constants, on peut opérer & intervalles de temps alé-

atolres, ces temps successifs étant en fait des temps d'arrét.

On peut aussi procéder de cette fagon sous les hypothéses
indiguées en B.l, mais ceci ne semble pas apporter d'améliorations inté-

ressantes.

Plus précisément, dans tout ce qui précéde, on peut remplacer

t (k) par un temps d'arrét u(k}).

Ona loomdy inégalités que précédemnent si, pour tout k,
I:Ls sup | ]X_ - X llzéd(n)
’séu(k+1) s ulk)

ceci sera notamment le cas si, par exemple, on choisit :

2, a(n} /
p(futx) < t]) )

Coine Ve -
u(k+1) = inf (t'llxt Xu(k)

B.8 - CAS DE CONDITIONS DE LIPSCHITZ LOCALES

En B.1, nous avons supposé que les conditions de Lipschitz
étaient satisfaites globalement pour a et b, c'est-a-dire quels que soient

H
éléments de D .

En pratique, cette condition est rarement satisfaite rigou-
reusement et on a seulement des conditions de Lipschitz en restriction au

domaine

wp [l |l €n . swllxl]<n
s s )

pour les processus a et b.

Dans ce cas, pour tout £ > 0, on peut parfois déterminer n

en sorte que, si X est solution de

t
X, =%, o+ JO [ats,x) ac, + (s, av ]
alors Py Je s fx I =nlse.

On choisit donc ¢ compte-tenu de la précision que l'on sou-
haite, puis on se raméne a la situation du paragraphs L.l en considérant

les constantes 33(n) et b?(n).

On peut d'ailleurs vérifier, au cours de la simulation, que

la norme du processus X ne dépasse n qu'avec la probabilitd ¢ indiquée.

On peut amdéliorer ce qui précéde comne suit :

B.9 - PROPOSITION

ses en B.l,

et notations indi

T

1

(

On considire les hypoths 1
moins 1 hvpothese que a et b sont globalement lipschitzicens : on suppose

seulement qu'ils satistont & la condition suivante :

il existe uns suite de triplets de constantes (XK(K) ,a, (K),b,(k))
3 3 k>0

telie qu=, pour tout k,

sup I|XFI= < K(k) et sup \ixlgi < K(k) impliquent
54t ? s<t N
, 2
}}a(t,x) - d(t,x’)[l g 33(k) Sun !!xo— x[!{'
sct s s
. 2 2
et I[D(t,x) - b(t,x')!! < b3(k) sup f!x_— x{‘
st 7 s
(t
R ) r -
le processus wel gue Xt = XJ + J ta{5,X%) dCH + his,X) dWSJ
[}

que, pour toub k, on a :

proba § Ju ;i |]x

- 69



fini comme

Proba § sup
st

avee, pour

- 25 -

On a alors, pour tout k et pour tout o > o, si X est dé-
en B.6

J

2 1 '
||xs— X:' |H>u < k) + 5 am).t.g(3) explt.g(i)] s

o ]

TR

1
tout 3,

9(3) =4 [qa,(3) + 4 vb ] €G-

Démonstration

tigue I (k)

avec

Soit (u(k))k>o la suite de temps d'arrét définie par

u(o) = o

alk) = inf § t : x| = K (k) |

On raisonne alors comme en B.5 sur chaque intervalle stochas-

= Juk-1), utk)] , ce qui donne

2
I

n
E% sup |IXS— Xs H

g < [d(n).f(k).Akt] exp [£k) .4t ]
SET (k) K

£00) =4 [ga, ) + 4 v by(x)]

bt = ”[u(k) - utk-1)] dt @ ap(w) <t P 3 uk-1) < t z

ce qui donne finalement

Proba \sup||xs— XZ][
s

(

Probas sup I’X - XnH2 z Eg S L Eg sup IfX - Xn||2 g
serky ° s H @’ lserqy ° 5 H
2 Koy ny 2 '
g2og <pflatk) <]+ T op)sup  [lx - x| >0c€
=t lser ° s

P

< elk) + — i dm) gt explg(i t]'

1 )

(: lDISCRETISATION ADAPTEE

C.1 - HYPOTHESES ET NOTATIONS

Dans la premiére partie de ce paragraphe (C.1 a C.6) les

processus utilisés seront & valeurs dans (R.
On se donne donc

: I
- une base initiale B” (cf. A.1)

- deux processus réels, C et M, continus, définis et adaptés relativement
s oL
aB.
- deux autres processus réels, a(t,x,w) et b(t,x,w), définis et adaptés
. « oI : - . : .
relativement 4 B", uniformément lipschitziens. On est donc dans le

cas "sans mémoire" (cf. A.4 et A.6). On suppose que a et b sont con-

tinus 4 droite par rapport & la lére variable.

On appelle |C| le processus variation totale de C et on sup-

pose que

ale_| < + o
S

E J’
Jou1]
On suppose que M est une martingale de carré intégrable, de

variation quadratique <M>

Par convention, on dira que Z est une transformée du proces-
sus cadlag X s'il existe un processus prévisible réel H, uniformément

borné par 1, tel que :

Zt = J Hs dXS
Jout]
On utilisera alors souvent la propriété suivante :

<z> <X>
t £ <X t

Enfin, <Z,V> représente, comme d'habitude, le processus "naturel" a va-

riation bornée associé au couple de quasi-martingales (2Z,V).
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C.2 - PROPOSITION 1

Sotent z ¢t Vv deux quasi-martingales réelles continues.

1
On pos = -~ = <y>
pose W vt + 3 v N
t
et = -~ - AR
Y= exp (-W) JO exp (W) [az - a <z,v>_]

. t

alors Y =2, - +
t t Zo j Ys dvs

(o]
Démonstration

Soit ¢(x,y) la fonction réelle définie sur m2 par :

d(x,y) = xe ¥
Soi = - < >
cient Ut Zt <Z,V ©
t
t K =
e © J exp (WS) dUs
o

La formule de Ito appliquée 3 ¢(Kt,wt) donne

Y = K -
c b ( t,wt) nb(Ko,wo)
t 1 t
= - J KS exp (—WS) dWS + ) J KS exp (—WSJ d<w>q
[s} o -
t t
+ _ - -
Jo exp ( WS) dKS jo exp ( ws) d<KS,WS>

or <w>S = <v>S , et la somme des deux premiers termes est égale a :
t t
K. e - =
j 5 ©XP ( WS) dVS J YS dvs
o o

d'autre part

t
[ exp (-W_) dKS =0 -0 =32 -2 - <2,

‘o ~ ~ e

et <K > = < > = >
W exp (Wt) Ut,wt exp (Wt) <Zt'wt

t
- < > = <
Jo exp { ws) d Ks,wS Z,V>t
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on a donc bien

C.3 - DISCRETISATION ADAPTEE, CAS REEL CONTINU

On considére les hypothéses et notations indiguées en C.1.
On suppose de plus que C et M sont a trajectoires continues. Soit X le
processus contimnu, unique & 1'indistinguabilité prés, adapté a la base
initiale BI et tel que
t
X=X+ J lats,x) e, + bis,x) au ]
o
Soit € > o donné. On définit simultanément une suite (u(k))

< € :
de temps d'arrét et un processus X comme suit :

i) Soit (u(k))k>O la suite de temps d'arrét définis par récurrence
par
i
uf(o) = o

ity —ingd b € - €
u(k+1) _lnfk t : |a(t,XtAu(k)) a(u(k),X )I > e ,

|b(t,x ) - bl x| > e,

thua (k)
[

-c I > ——
t k
u (k) 2 sup(a3,b3)

law x5 1. |c

€ [T —_—
[blulk),x7) |, M Mu(k)I s
2 sup(aE,ba)

On suppose que P [1im u(k) < 1]
koo

[¢] (cf. C.6 ci-aprés)

ii) Soit X% le processus défini par récurrence sur k par

3 €
X w) = J [a(u(k) () x50 de_ ) + bluk) (@ X d.M((u)]
Jux) ,t]
+ x5 (W
) w
pour (t,w) appartenant & l'intervalle stochastigue [u(k), u(k+1)l
alors a) si on pose Yt = Xt - Xi ; Yt est solution d'une équation

différentielle stochastique du type Yt = eZt + jg Ys dvs
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et b) E sLog sup |X_- xs‘;] € Log € + (2ajt 1) E J ale |

( o,l
1/2
E<M>,

+ (S+D2EQL |+ 16(14/3) (2by+1)

1

Démonstration

Pour alléger les notations, on désignera par als,x,w) et

1
a(s,x,w) les processus définis sur la base B par :
ats,x, ) = aluk) W |

et a(s,x,w) = a[s’stu(k) ’ U)]

si (s,{l) appartient a l'intervalle stochastique ]u(k),u(k+1)]. On défi-

nira de méme b et b.
. P Y
Nous allons introduire quelques processus auxiliaires, Y, C,
g - . Py
M, V et Z, ces processus étant tous pris nuls en zéro. On pose donc :

= x - x°

Qe =

[
a(s,x) - a{s,x")] ac
t JJo,t] aBYS [ s
f 1
t Jo,t] b3Ys

=7
"

[b(s.x) - bis,xH] am_

= = [
z, = I—J fats, x5 -ats,x%)]ac_+ [o(s,x7)-bis,xD)] am
€ ]o,t
On vérifie alors facilement que l'on a :

Y av_+ €2
=3

e =J]o.t] :

t

D'aprés C.2, Yt s'écrit donc :

- - ~ < >
Yt = exp ( wt) J exp(ws) [édzs e d&<z,V S]
o,t
avec W, = -V_+ 1--<V v>
t t 2 L
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Pour majorer E 3Log sup ]Yt! 2 nous allons procéder en deux
étapes

N N

- étude des processus Ct' Ht' Vt et 2 (c.4)

t
- majoration finale de E :Log sup !Yt] % (C.5)

C.4 - ETUDE DES PROCESSUS UTILISES

y Y
Ct (resp. Mt) est une transformée de Ct

résulte en effet de la construction de ce processus et de la condition

(resp. Mt). Cela

de Lipschitz.

De méme Z est une somme de transformées de C et M. En effet

on peut écrire

Z = Z1 + 27+ 27 + 2

en posant :

1 J € - €
€Z, = [a(s,X } - a(s,x7)| dc
¢ o] e, 4
o
2 J Al E o €
£z = [a(s,x ) - 3(s.X )] dac !
t ]O,tl s
3 _ J [ € €
€z. = b(s,Xx) - B(s,x)] au
t ]O,tJ s
4 _ j [B(s,x5) - B(s,x"
€z, = (s,X7) b(s,x7)| am
t JOItJ ] S

4 , ~
Zt et Zt sont, par construction des temps d'arrét u(k), des transformées

de C et M. Par ailleurs, sur l'intervalle stochastique 1u(k), u(k+1)]:
(3 € |

X~ - x

€ -~ €
lats,x) - a(s,x) | < aglx; @ )

s

=a |J a(s,x") ac_ + bls,x) am |

3 s s
u (k)

< a3§ la@) x5 ] e
{

+ [bluk),x5) | [m
s

57 Cuks M|

Par construction des (u(k)) on a donc :

lats.x%) - a(s, x| < ¢



et de la méme fagon

Ib(s,x%) - b(s,x)| ¢ ¢

Au total, Z est bien une somme de transformées de C et M.

C.5 - MAJORATION FINALE DE E | Log sup |Y, ||

Notons d'abord que l'on a

t
- d< >
fo exp (ws) (dZs da<z,v s)'

exp(ws)
(dz_- d<z,v> )’
s s

sup exp(wu) J
ust

]o,t] sup exp(wu)

z,] + [T d|<Z,V>S|€

o~

$ sup exp(wu)
ust

ou EE est une transformée de Zt'

On en tire

- /
Log sup |Y ] £ Loge + 2 suplwt| + Log ‘sup ini + [ d|<Z,V>:]\
teT t { t ’ T -
E gLog sup|Y ]% £ Log £ + 2 E sup ’th + E sup |it! + E J di<z,v>cj
£ ° t t T =
or 2 E sup |wt{ & 2 E sup |th + E<V>1
t t

E sup |V ] € a, E sup |8 | + b,E sup Iﬁ |
£ t 3 £ t 3 £ t
SaBEJT dle | + 16 b0 + VD }E<M>1$1/2

D'aprés ce que l'on a vu précédemment, Z peut s'écrire

(H. dc_ + J_ am_]
s S s s

Z, =J
Jo.t]
ol H et J sont deux processus prévisibles uniformément bornés par 1.

+ E sup
t

o ags

p1/2
§

Alors E sup lit] £ E sup }J Hy dc,
t t o,t]

€ EJ ale_| + 1601 + V2) $E<M>1
]o,l
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Enfin, E f d|<z,v>S € E<Z> 4 BV £ (44 bi) E <M,
T

On en tire alors 1'inégalité annoncée.

C.6 - ETUDE DES TEMPS D'ARRET

On va donner une condition suffisante pour que
P [lim u(k) < 1] = o.
ko

On considére les hypothéses du théoréme C.3 et on suppose

que les processus a et b sont uniformément bornés i.e., i1 existe une

constante C telle que, pour tout élément (t,x,w) de T X SR X Q, on a

la(t,x,w) | 2y §b(t,x,m)]2 £ c

Alors P [lim ux) < 1] =0
koo
Démonstratiocn
s o
P B .
E sup ]XZ] £ 2 E\ sup J a(u,XE)dCs’ 2€
sgu (k) sgu(k) ‘o
\ S ¢ 2
+ 2 E] sup b(u,X )nd
/séu(k) o N

J: d|cs|\2€

2 E ssup ]a(u(j),x€)|2

LN

|35k
\ u(k) P
+ 8 E J Ib(s,x") | asm> g
t s s
soit
1 1
E sup %77 g 2C[Ejd{c|2+4EJd<M>]
ssu (k) e} s o S
Il en résulte que P [ lim wu(k) < 1] =0
koo

remarque : on auralt pu prendre comme condition

|ia(t,x,m)‘|2 + b(t,x,m)‘2 £ C{(1 + sup |xS|2
s€t



C.7 - DISCRETISATION ADAPTEE, CAS HILBERTIEN : HYPOTHESES ET NOTATIONS

Dans la suite de ce paragraphe C, on se donne

- un espace de Hilbert H, dans lequel le produit scalaire sera noté (.|J

- un sous-espace ;fa(H,H) de-Qf(H,H) ; ce sous-espace est muni d'une
norme ||.|| telle que, si k appartient & :f;(H,H) et si h appartient
a H,
Hieao | < [xl] - 1Inll,

I
- une base initiale B .

- deux processus C et M, a valeurs dans H, continus et adaptés a la base

I
B .

- deux processus a et b, & valeurs dans sz(H,H), uniformément lipschit-

: - . ; : PR I
ziens, a trajectoires continues, adaptés & la base B .

On définit la notion de transformée d'un processus réel comme
Y
en C.1. Si X est un processus a valeurs dans H, on dira que X est une
N~ P . .
transformée de X si X est un processus réel, tel gu'il existe Y prévisi-

ble, & valeurs dans H, borné par 1, tel que

t
X = J (Ysldxs)
(o]

C.8 - PROPOSITION

S0it €© > 0 et solent Y et 2z deux quast-martingales continues,

N PN I
a valeurs dans B, nulles en O, adaptées & la base B .

Sotent A et B deux processus prévisibles, ad valeurs dans

L HE) .

Sotent C et M deux processus continus, 4 valeurs dans H ,

définis et adaptés relativement 4 sl
On suppose que l'on a :

t t
z) Y, = €2, + A dc_ + B aM
t t ° s s ° s s

i) pour tout £, ||a ]l & ay [|Y [] et I} € byl 1y, |]
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Alors, on a :

t
||Yt|l2 - axp(—Wt) J exp (W) [dFS - d<F,v>S]

o
N
v & +bM + 22 + %
a =
vec s 23 “g 3s 3 s s
o D
oia C, M, M et Z sont des transformées de C, M, <M> et Z respectivement
W 2 -
F =¢€2_ + 2¢ 2 ’
s s s

. -
ol Z et Z sont des transformées de Z et <2z2>

= - + <y>
et W, v, 1/2<v. c
Démonstration
on pose X_ = |]v,|1? = (v, |v)
t t t't
.
Soit E la fonction de H dans R définie par F(h) = (h|h).

En appliquant la formule de Ito a F(Yt) on trouve

K

!
~
t

t
= J (v_lay ) + <y >
5 s t

]
t [o) ~
o -
t t !
soit K= JO (yS|AS aC_ + B, aM_ + £dZ)) + < ez, + j B_ dM_ >
o
" t AS dc
On pose C, = J ( YS] ——_‘__—jiTT— )
o aflv [l
T B dc
N s s
] )
3 s
t e
> S
t J s

I
o |yl

ooy -
On vérifie immédiatement que C, M et Z sont des transformées

de C, M et Z respectivement.

12

a <m>

t
2
De plus, d<ezZ + B dM_ > < < a<z>
P ’ €2, Jo < s 2 g7 d<z ¢

¢ +2lis

puisque la variation quadratique de la somme est plus petite que deux

fois la somme des variations quadratiques.

On choisit alors deux processus croissants Z et ﬁ, tels que
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7. < d<z> M <M>
d t d<z £ dM £ d<M €
et tels que 2
t 2 - 2 [t LA
<ez, + B_aM_> =2¢€“2z_+ 2b fle |}
t o ® s t 3 o s bzlly [12
3 s
On pose alors
Yoot s |12
v s .
M= 2 2 dMs
o v2[[x,[|
ce qui définit une transformée de M.
On obtient d x—tx( ac ¢”+22dg
n obtient donc O RS ag s 7t b3 M b3 S)
t
1/2 = 2
+
EJ (Ks) dZs + 2€ Zt
o
1 1
On pose K. = (K) /2 A et K% = [$34 )1/2 -kt
s s s s 55
t _ t t K
alors EJ x )2 & =5J k' az +J K . —~= da
s s s s s X s
o o o s
" "t »
=€ Z =t K_dz
t j s s
© 2
N L A S
avec Zt = J KS dZs et Zt= J E—»dzs
o o S
"

N i —
(Z et 2 sont bien des transformées de Zt)'
finalement, on obtient

t
K, = K +
t Jo s dVs Ft

V et F étant d4éfinis plus haut.

On est alors dans les conditions d'application de la proposition 1, et,

en posant :

= = + <Y>
Wt Vt 1/2 £

on démontre la proposition.
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C.9 - THEOREME
On considére les hypothéses de C.7.

. PR N
Soit X le processus continu, adapté a B™, 4 valeurs dans H

tel que
t

t
X, - X = a{s,X) dc_ + J b(s,X) aM
o o s ° s

Soit € > O donné.

On définit simultanément une suite (u(k)) de temps d'ar-

o € .
rét et un processus X comme suit :

z) u(e) =0
ulk+l) = infdt : ||a(s,x§Au(k)) - atum,xHl] >e .
[ €
Hb(s,XsAu(k)) - b,z |l >e .
€ 3
[atx) x| -l|CS’ Cu(k)H > m ,
Hoao x o . m-m 1> 5o
’ ’ s u(k) 2a3v b3
‘e € _
i1) X=X
€ € t € €
Xg = Xy * J faw) x5 ac_ + blu),x) au ]
u (k)
pour te Julk) u(k+l)]
Alors, en posant Y, =X - Xi . Yi est solution d'une équation différen-
tielle du type
t
¥ o= ez + L [agac_+ B au ]
et on a :
1
E{ Log sup ||X_ - xei{; € Log £ + (day 1 %€ ! 262 sE Jf d}cs!?
? s T s s s ? [e] s

+16 (1 + /2 (dbgr 9 + 2¢7) {Ean,

+(2Ob§+48b§+56€2+3284)E<M>

_SL_



- 37 -
t
[J exp(W ) |aF - awF,v> []
Démonstration ° S s s
. t exp (W )
Pour simplifier l'écriture, on pose, pour (s,m)e]u(k),u(k+1)], & sup exp (W ) — 5 IVdF - A<F,V> ‘J]
u sup exp(W ) *~ s s
— u€t u
a(s,x,w) = afu(k).,X,w ugs
et de méme pour b.
s | sm 1 | o
£ sup Iexp(wu)s . 'Ft + d‘/F,V/gls
On peut alors écrire : ust o
c z to- £ - £
xg = X(; * J [a(s,x )dCS + b{s,Xx") dMS] ou %:t: est une transformée de F . On en tire :
o
OnposeY=X—XE ) l|2 4 2 3 w‘+Lo'S Flos d!/Fv,\"
t t t Log supHXS—Xsi < Logr 3up s g'sup ol B S‘s
s€t 3 T
t —_ ¢ t _— o~
Yt = j [a(s,x) - a(s,x‘)]dcs + j [b(s,x) - b(s,X )1 dMS soit
e} o
[ € t : EsLog supHX—XHZ, € Log ~ + 2 E suplw_| + E sup \'Fu\+EJ dlr,v>_|
v, = [ats,®x) - atls,x )]dcs + j [b(s,x) - b(s,x)] aM_ / s s 8 S s 0 s T ”
Io <} )
(t 1 ‘ 3 1 £ — B Pour évaluer le second membre de cette dernifre
+ = [asx™ -3, x]ac v+ = bisx"i-Bis,xN) Jam,
‘o - - - s on va étudier successivement
en posant A (c.10)
t
A= als,X) - a(S,Xr’)
e E sup |v_] (c.11)
. s s
B_ = b(s,X) - bls,x") { > |
s E sup |F_| (C.12) et E | a|-F v | (c.13)
t - T £
1 3 — [ . [ - v =
2, = - J fats.x™ - atsxN]ac + [oes,x") - bis,x)] an_
o]
C.10 - ETUDE DE Zt
on vérifie immédiatement la premiére partie de la proposition.
On a
De plus, on se trouve dans les conditions d'applications de N
t -
la proposition C.8. On en tire donc : 7 = 1 J [ (s,x") - a(s,X")} ac_ + 1 J Cb(s,x ) - L(’;;,X")] a_
N t [3 ° s o s
¥, [1° = exp (-u) exp (W) [caF_ - a<wr,v> ]
t t s s s = o, + 7
o 1 2
1 "t € 3 1 ft ‘ ‘
3 . 1 & _ n
F, V et W étant définis comme dans C.B. a= = [a(S,XS) - a(S'XSAU(k))J de + c E(S'Xsl\u(k)) afu(k).,X )]dCS
- ‘o (o]
Le reste de la démonstration se fait alors comme dans C.3, or, par construction des temps d'arrét u(k), on a
seoit, en détaillant :
[ £ Vo 7
- X- -
Ha(s,xs) a(S'Xsl\m(k))H € a3 ‘] s Xs/\u(k)H

- 0.
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xS - xSy g 11 € Hawoo x5 e e 11
+ b x5 ] . - w0
) a3E Py

a'on T llatxD) - aeag, (O <1

et = [[a(s,xZ) - a(u(k) ,xi(k){l <1

cxl est donc la somme d'intégrales par rapport a C de processus, H et I,
prévisibles, & valeurs dans —Zoa (4,H), dont la norme est uniformément bor-
née par 1. On obtient de la méme fagon que 012 est la somme d'intégrales
par rapport & M de processus, J et L, prévisibles, & valeurs dans QZ(H,H)

de norme uniformément bornée par 1.

On pose donc :

t
Z = s(H+I)c1c + (J+ L) am
° S s 5 S s S

¢ {

Cc.11 - ETUDE DE E suprSI
s

Ny Y
E sup |VS| £ ag E sup ]Cs] + b3 E sup |MS|
"~ N
+2b2Esup [M[+£Esup [i[
3 s s
4
= I B,
i=t
s Au dCu 1
B,=a,,Esup| ( (Yl—~—-——~;)[é a?E[ d|Cni
v I N N O
3 u

ou |C| est la variation totale de C.

Pour évaluer 82, on rappelle l'inégalité pour la martingale
réelle W (cf.[MP])

Alors :

enfin

d'ou
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%1/2

E suplws|£16 (1 + v2) 3E<W>1
s

1/2

el
]

P b3 E sup
s

B dM
r (v | —2—2) <16 b (1+/2) b e, {
o % bl |l

B, & 16 b3(1+/2_) §E<M>121/2

2
s |ls I
83=2b§ E sup J A < 2b§E<M>1
o billv |
n
s X Yy !
84=€Esup J e (HYII ‘dzu)|
S Q u u
S K2 Y
SEEsup‘[ I(i (HYUHI(HU+Iu)dCu)‘
[o] u u
2
s K Y
+€Esup\f 1—(3 ( —Yu———| @+ 1) dMu).
o fu HYl

, 1 . 21/2
g, €2 E J afe | +32 @+ Y2) pEM>
(o]

1
E sup IVS‘ € (a3 +2)E J d[CuI
s o

+16 (by + 26) (1 + /2) {Ew> | 1/2

2
<M>
+2b3EM1

Y
C.12 - ETUDE DE E sup IFSI

s exp (wu)

E supi%" i = E supU

W
et S sup exp ( V)

vsu

s exp (Wu)
E sup J —

[e K‘l1 + 2&2] dfu

o sup exp (WV)

_LL_
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Y
— t 4
en rappelant que az, = (——=——, az_ ) _ A n 2 Y
t ||yt|| M V> = <ay Co * by M+ 2b3 M+ ez >
on a donc : < 4]pi<b + 4b4<g> + e2<z>
noadone = g 3™y 3™ t
Y s Yu
E sup‘Fs| £ € E sup J Nu ( —7F~——l dzu ) ‘ < 4 b2<M> + 4b4<M> + €2<Z>
s s o |, u]| 3 t 3 t
s Y N
2 u d'ou
+ 2 e° E sup j Pu( %] | az ) ‘
s o u

E<V>, € 34b§ + 16 bg + 1662 2 E<M>

avec P et N, processus prévisibles réels, uniformément bornés par 1.

4

et EJ al<r,v >| € (bl + 1607 + 24e? + 32¢% B>,
T

En utilisant les résultats déja acquis sur 2z, on obtient :

1/2

! ,
E sup!?*’s| € (e + 269 gEJ dle | + 1601+/2) B>, C.14 - MAJORATION FINALE DE E 31.0(; sup |[x_- le |§ %
S [o] s

On avait, dans C.9,

C.13 - MAJORATION DE EJT aj<F,v>_

E {Log sup ||xs- Xs||2€ £ Log € + 2 E sup |WS]
s

EJ a|<F,v>_| & E<F>, + E<V>
T s t 1 "
+Esup [F | +E| alw,v>_|

T
s . Y . 0
on a, en utilisant le fait que, si X est une transformée de X, <X> (£ <X>,
: commne E sup|ws| £ 2 E suplvs| + E<V>1
by 2 2 % 4 s
<F> = <gZ_ + Zz.> g <z, >+ <z >
F " = 2¢ < 2 2y 8¢ ¢

4

— Compte-tenu des majorations précédentes, on démontre donc
< 262 <z >+ 8 e <z> (2¢% + 8e% <z> e J P !

1'inégalité annoncée en C.9.

soit
2 4 t
<F>t & (2¢” + Be) < J (Js + LS) dMs >
o
5 4 s t t )
& 2{(2¢"+ 8¢7) ’< J JS dMs> + < J Ls dMs >$
( o o
2 2
et E<F>, € 8¢ (1 + 4¢”) E<M>

Par ailleurs :

_BL_



D | DISCRETISATION AU 2EME ORDRE

D.1 - HYPOTHESES ET NOTATIONS

Dans tout ce paragraphe D, on se donne

- un espace de Hilbert H.

- un sous-espace Jf;(H,H) de Qf(H,H), muni d'une norme il.!‘ telle que,

si k appartient a aZ?a(H,H) et si h appartient & H,
ey [1g < [kl - Fnll,

Pk I
- une base initiale B .

- C et W, deux processus continus, & valeurs dans H, définis et adaptés

I
relativement a B .

On associe respectivement & C et W deux processus Q et V,
réels, positifs, croissants, continus, définis et adaptés relativement

a B .

On suppose que W est une martingale de carré intégrable dont

la variation quadratique, W, est telle que, pour tout couple (s,t) de T,

avec s < t, et pour tout w de §, on a
wt(w) - ws(w) £ vt(w) - vs(m)

t
De méme, si A = J d[]cs|l désigne la variation totale de
o
C, on suppose que, pour tout couple (s,t) de T avec s < t, et pour

tout wde £, on a :
At(w) - As(w) < Qt(w) - Qs(w)

On suppose, comme en B.l, gque V et Q vérifient de plus les
propriétés suivantes : pour tout couple (s,t) de T avec s < t, pour
tout w de {! , et pour toute variable aléatoire X, q{s—mesurable, on

a :
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Exwv - v)] =B EW- V)

E[x(Qt— QS)] E(X) E(Q.- Q)

E(Vt— Vs) & vit-s)
E(Qt_ Qs) £ ql(t-s)
At(w) £ q,
ol v, ql et q2 sont des constantes. On posera q = qlqz.

Soient enfin deux processus a(t,x,w) et b{(t,x,w), définis
< . O . s < ; AU
et adaptés relativement a B, continus, uniformément lipschitziens (de

coefficients respectifs a, et b3).

3

On suppose que a, b et leurs dérivées partielles par rap-

port & la premiére et a la deuxiéme variable, notées

I ’ ’
3 t 9x 2

- 6L

da 3a 3°a 3 b 3%
2
X

sont uniformément bornés en (t,x,w). C'est-a-dire qu'il existe des cons-

tantes ayr ags ags agy, bl' b5, b et b, telles que :

6 7

[latt,x ]]? ¢ a, b l]? < b,
p b

[Iﬁ x| € ag i ll5F el € by
EEY db

Hag el € a5 g @] < b
2 2

125 el €a, er 123wl < b,
9 ax

D.2 - CALCUL INTUITIF

Dans ce paragraphe D, on se propose de voir dans guelle me-

sure il y a intérét & effectuer une discrétisation od, & chague étape,
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(Xt- XS) soit déterminé avec une précision supérieure a celle adoptée

aux paragraphes précédentes.
Pour expliquer pourquoi, dans ce paragraphe, on néglige
certains termes et pas d'autres, on va d'abord procéder & une &tude

"intuitive" préliminaire.

On a, sous des hypothéses convenables :

t+h t+h
xt+h - Xt = AX = J a(s,XS) dCs + J b(s,XS) dws
t t
t+h t+h
= a(t,x,) Ac + 99—(t X,) (s-t) dc_ + gﬂv(t X,) X - x_) dc
e 3t “t N s 9% "t ¢ s t s
+b(tX)dw+-a£(tX) t+h(—t)dw +ﬂ°—(tx) t"’h(x-x)dw+R
“*t ot e s s Bx Ul s- tt! Mg
8
=R+ L H
k=t X

ol R est une variable aléatoire "négligeable" a l'ordre deux en ce sens
que sa variance est de l'ordre de h4 et ol les variables (Hk)i__1 sont
définies par :

%a t+h
Hl = a(t,Xt) Ac ; H2 = SE'(t,Xt) {t (s~-t) dCs
%a t+h
H3 = (g . a) (t,Xt) J‘t (Cs— Ct) d.Cs
t+h
B o= (25 (e,x) (W - W) dc
4 9x e N s t s
3b t+h
H5 = b(t,Xt) Aw ; He = e (t,Xt) Jt (s-t) dwS
t+h
= (b _
By = (52 - a) (6X) Jt (C - Cp) aw
B o= (225 (e,x) oh (W - W) aw
8 9x e N s 't s

1
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Si on étudie chacune des variables aléatoires (Hk)i=1 ; On

observe que :

var(Hl) = h2 (i.e. la variance de H1 est de l'ordre de h2)
~ 4 - b4 4
var(H2) h ; var(H3) h
var(H4) = h3 , et cette variable aléatoire H4 ne corres-
pond pas a une martingale
var(HS) = h
var(HG) = h3 et H6 correspond & une martingale
3 N .
var(H7) = h et H7 correspond & une martingale

var(HB) % h

Dans la discrétisation "au premier ordre" (paragraphes pré-

cédents), on avait considéré seulement

_08_

H1 , dont la variance est de l'ordre de h2, mais qui ne cor-

respond pas & une martingale,

et H dont la variance est de l'ordre de h, mais qui correspond

5'
& une martingale.

Pour une discrétisation "au second ordre”, il semble donc
raisonnable de tenir compte des variables aléatoires dont la variance est
de 1l'ordre de h3, sauf si celles-~ci correspondent & une martingale auquel
cas on ne gardera que celles dont la variance est de l'ordre de h2.

Ceci conduit donc & ne tenir compte que de HI' H4, H, et H,,

5 8
et & "négliger" les autres termes.

La proposition suivante va justement donner une majoration

' is i + + .
de l'erreur commise quand on approxime xt+h par xt H1 H4 + H5 + H8
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D.3 - MAJORATIONS PRELIMINAIRES

On considére les hypothéses et notations indiquées en D.1.
. R x fses i .
Soit X le processus continu , adapté 3 la base initiale B, a valeurs

dans H, tel gue :

t t
Xt = Xo + J a(s,X) dCS + J b(s,X) dWS
o) o
On a alors, pour s<t, les inégalités
4 46 2 4 2 4
i) E sup ||Xu— Xsll < —E-vbf (t-s)™ + 8q1 a (t-s)
s€ust 3

ii) E% sup ||xu— X, - als.X) (C - C)) - bls,X) (W~ W)
s&ust
Jda u

- (b . 357 ) (s,X)

I s (wr— ws) dCr

s
o

(W - W) dwr||

=4

'
—(b.g—b)<s,x)J
X S

S

3 4 5 6
< al(t—s) + az(t—s) + a3(t-s) + a4(t-s)

=1
la démonstration.

N 4 : f s N .
ou les (ui)i sont des constantes qui seront explicitées & la fin de

Démonstration de i)

u
4
E sup || J fa(r,x ) dac_ + b(x,x ) |aw ||
sgust s ' o r r
u 4 u 4
< 83 E sup |]J a(r,x)dcrll + E sup[|J b(r,X) aw |[
u s u s o
u 4 ( ru 3 (u 1
mais ||J a(r,X) dCr|| < J er J [[a(r,X)" er {H6lder)
s s s

¢ fayw=] > q al ws)
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u t
et E supHJ b (r,X) dwr||4 < (%)‘l E||J b(r,X) dwr||4 (Doob)
=3 S

t
< $* 2309 j el lb,x||? ar (et. [eg])
s

D'ol on tire 1'inégalité annoncée.

Démonstration de ii)

E] sup l|xu— Xg- als,X) (C - CJ) = b(s,X) (W~ W)

\sSust
Cn 26 [ we ) ac
( © X Selg s r s r
0
3b 2
- (b . 32 (s,X) J W - W) der

s

avec
u

_18_

2
il

3a 2
¢ = EF sx:p||JS [a(r,X) - als,X) - (ba3) (s,X) (W - ws)]dcrH

et
u

3b 2
] [b(r.x) - bls,X) = (b.=2) (x,X) (W~ WS)]der

kel
1

. ESEPHJ

En appliquant 1'inégalité de Schwartz et en utilisant les

propriétés de Q, on obtient :

( ru u a 2 (
a, < E sup L ag, Jsj l[a(z,x) - a(s,X) = (b.—) (s,%) (W= W] er\

t

< qf (t-s) j E||atr,x) - a(s,x) - (b.g%) (s,X) (W - ws)||2 ar
=3

mais a(r,X) - a(s,X) = a(r,xr) - a(s,xr) + a(s,Xr) - a(s,XS)
= (r-g) 92
= (r-s) 5t

@2 .2
da 1 a
+ (X - Xs) % (s,XS) + 5 (X - X_) -



~ 49 - - 50 -

3

[P - - _a. - P 2
d'ou a(r,X) a(s,X) (b.ax) (s,X) (W W) Elfo,x) - bls,x ||
r ®2 .2 u 2 “ 2
= (rs) 2+ g_a (s,%_) J a(v,x) do_ + & (x_- x)) a < 4 b33 E supll[ a(r,x) ac ||° + E sup IIJ b(r,x) aw ||
X s v 2 r s 2
s 9% u s u s
2 2
3a r + 2 b, (t-s)
+ 5 (50X L [btu,x) - b(s,x)] W 5
2 2 2
< - - 2 -
ot donc : < ab[ay a;(t=s)° + 4v by (t=s) ] + 2 b (t-s)
r x2 .2 2
o < 2q2 (t-s)2 E sup (r-s) _32.,. da a(u,X)dCc  + L(X X ) a Par conséquent, on cbtient :
t 1 It Ix u 27r s 2
sS&£r€t 9x
5
2 22, 2 2.4 2 .2, .4 2 2 ] 4
5a r 2) ott<2ql[as+qla1a6+3e17vb1+2va6blb3 (t-s)
+E sup = [bwx - ben] e s 3
s€rgt s ] 4 2 2 2 2 5 4 6 2 2 6
+ 2 q; v oag [2 a4, b3 + bSJ (t-s) + 2 q, aj a, (t-s)
cela donne donc :
r 2 .
o, < zqi (t~s)2 3 435 (t—s)2 + 432 E sup HJ alu,X) dCuH De la méme fagon, en appliquant a Bt l'inégalité de Doob et
s en utilisant les hypothéses de D.l, on obtient :
2 4
+a7Esup|[Xr-XsH t 3b 2
T . , « B, € 4E L b ,x) - b(s,x) = (052 (5,%) (W= w)||" av,
+aval Ef b, %) - b(s,x) |] dug ,
s r 2 2
£ 8 v(t-s) { E sup l (x~s) g—kt)+ g—:J au,x) 4c_+ % (X - xs)®2 ——32 I
s€ret s v 9x
r 2 2 t 2
mais E sup HJ a(u,X) ac_||° < g (t-s) J | {a(u,x) du . x 2
sgrst Js " 1 s | . + E sup H % I [ruxw - b(S'X)]dwuH
s
2 2
£ q, a, (t-s) r
1 £ B v(t-s) 3 4 p2 (1:—5)2 + 4’ B sup HJ af{u,X) dc !]2
5 6 u
s€rgt s
2
et El[p,x -bs,x]|]? < 2 Bllb(ux) - blux)]|] +b3E sup | Ix - Xst
s£rgt
2 2 [® 2
+ 2 E[|b(u,x) - bis,x)]] +a vl J' E||b(u,x) - b(s,%)||° du
S
2
€ 2 Dby E sup qu - XS” soit finalement :
sgugt 5
2 5 [2, 2 2,4 2.2, .4 2 2 _.)3
_ b Bts 2v[b5+qlalb6+3vblb7+2vb1b3b6 (t-s)
+ 2 E {(u-s) 3t 3

5 2 2.2 4 6 4 2.2 5
+ 2 v[q1 a1b3+2vb5b6] (t-s)  + 2 qlvalb7 (t-s)
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D'ol l'inégalité cherchée, avec :

5
_ .6 2 2 2 4 2.2, .4 2 2
(11—2v[b5+q1a1b6+—33vb1b7+2vb1b3b6]
4 2[2 . 2 2.4 2 2 42
0t2=2 ql[a5+qla1a6+'3—3vb1a7+2vblb

6 2 2.2
+ 2 v[q1a1b3+2vb5b6]

_ 4,5 2 2 2 2 7 4 2.2
a, = 2 qlva6[2q1a1b3+b5] + 2 qlvalb7

D.4 - THEOREME D'APPROXIMATION

n étant fixé, on considére un découpage de [0,1] par, les dya-

diques d'ordre n.

Pour simplifier 1l'écriture, on posera :

t =k 2"
X = %o
a (u,xu) =alt., X) pour u € [tk' tk.H[
et de méme pour b , g;i— ’ g—g
enfin Wu = wtk =W pour u € [tk: tk+1[

. n e
Pour tout n, soit X le processus défini par :

n

X =X
[e] o]
n n S - n - n
= + +
X0 =X, [ aw,x™ ac_ + boa,xh aw ]

. _
+ I 22 @™ w- W) a
° X u u u

- —
+ J ®.22) (u, X W - W) aw
° 3x u u u
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Alors, pour tout kx , on a :

R A A
s<t s 8
k
-2n -3n -4n -n
63(‘{12 +Y22 +Y32 )tkg exp%(61+622 )tks
avec
6 2 2 2 4° 2 2 2 2 2
Y1=2 q[a5+q1a1a6+——3a7vb1+4va6b1b3]
3
8 2 2 2 45 2 2 2 2.2
+ 2_
2v[b5+q1a1b6+33b7vb1+4 v b6b1b3]
y2=27qva§ (2 qf ay b3+b§) +29 v2 b(25(2 qf a, b3+b§)
_ .7 2 2 2 2
=2 v(2q1a1b3+b5) (qa6+4vb6)
_ .7 4 2 2
Y3—2 ql(qa7+4vb7)
6=23.(qa + 4 vb)
1 3 3
- 2 2 2 2, |
62-—8v q(b1a7+b3a6)+4v(b1b7+b3b6)
Démonstration
n s - n s - n
X, - x] = J'o fawx) - aw,xh] dc_ +J bw,x) - bw,xh] |
o

f

g_.n___‘ou‘_ﬁ

o]

< - —
[(E.%ﬂ) (u,X) (E.g—a—) (u,Xn)] (W - W) dc

o X X u u u

N — 3b. n —
[(b.g) (u,X) - (b.g(—) (u,x )] (wu- wu) dwu

@«

— 3a. -
(b-'a;) (u,X) (Wu— Wu) dCu

©» o

— 3b. —
(b-ax) (u,Xx) (Wu- Wu) qu
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5
ou encore Si on pose alors y(k) = L K

n S s — i
X =X = 3 X - J a(u,Xx) dCc_ + J b(u,X) aw
s u u
o o on voit que
S — % =
- (b.5=) (u,X) (W - W) dc
x ! a u u é E sup HXS— X:Hzé y (k)

<
stk

— 3b. -
- . (b.'é'x—) (u,X) (Wu- Wu) qu

S S
+3 J [E(u,x> - a(u,x“)] dcu€ +3J [E(u,x) - b(u,Xn)]qu$
Q [e]

s _ —
— da — da n —
+3 L [(b"ax) (u,x) - (b'a_x’ (u,X )] W~ wu) dCu$

il faut donc évaluer y(k). Pour cela, on pose :

5
yk+1) - y(k) = I J

< 5 ; 5
et on va évaluer séparément chacune des expressions (Ji)i—l

S — —
— 3b — 3b n -
+3Jo [(b.s;) (u,X) - (b.a—x) (u,X )] (wu— wu) dwu
D.5 - MAJORATION DE J

comme (a+ b+ c+d+e)2 £ 8(a2+ b2+ cz+ d2+ e2) ¢ On pose

t —
- — — 2
. 5 % 3 =q J‘ 1 gljau,x - a(x -5b g—i (u,%) (W - W)l au
S Esup ||x - x| I < I @ Y |
s s . i
s£t i=1 o
X a1 = — 3% — 12 =
=4vJ‘ Bl [b(u,X) - buw,X) - b wx) - 7)]1° au i
avec : t x v v
k
By — — Ja, 2 B . .
G1 < 2 gq J E| |a(u,X) - a(u,x) - (b_a_i) (u,X) (wu_ Wu) II du ' en opérant comme dans D.3. ii), on obtient :
o
N - 3D, = 2 58 2" 274 vy 20
+4v E||bu,x) -~ B@,X - (b0 (u,x) W -W)||° au
° Ix u u
avec
On appelle l(1 ce second membre. De méme : 5
2 2 2 4 2 .2 2 2 .2
tk _ B . 5 Bl-eq[as+q1a1a6+33va7b1+4va6b1b3]
G, < g J Ellatu,x) - a(u,x)]]| du = K, <
o 2, 2 2.4 2.2 2 2.2
. +32V[b5+q1a1b6+33vb7b1+4vb6b1b3]
Gy & 4v J kB Bx) - Bux™]]? au = x
o 3 2 2 2 2
. 3 B 52 =16 v(2q1 a, b3 + b5) (q ag * 4 v b6)
— — = |12
G ¢ a | © [(b.i’i) wx) - 6.23 (u,x“)] W -W)f|% dau=x
4 ° ax ax u u 4 - 16 4 2 ( 2 ., b2)
By =16 q a) (g3, M)
" — 3B — ok, n] 2
G5 £ 4V JO ’[ (b.'a;) {u,X) - (b.a—x) (u,X) (Wu~ Wu)H du = KS
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D.6 - MAJORATION DE J, ET J.
L 4

€qay?2 E||Xk— X, € 8qay y (k)
de la méme fagon :
I, € 32 v, 2" gy
3 3 Y
D.7 - MAJORATION DE J4 mis
-n v 9a da n
< qg2 E sup (b'—é);) (tk.Xk) - (b'B—x) (tk,Xk) aw
tk\(u‘tk*'l tk
-n 3a Ja n 2
< 4qgv?2 E H(b.g‘;) (tk,Xk) - (b-ax) (tk.Xk)
-n da 3a n 2
£8qv?2 %E' lb(tk'xk) E (tk'xk) - b(tk'xk) P (tk,Xk) H
vellbe ) 2 e ™ - b x™ 2 e D ||
k) U T

et

x

a2” Ellag.n - a(tk.xn)ll2

-n nH2

N
oo}
fie]

de la

27 el ot ax ). (x - XD P ||2

M s T S S
9x
Jda n n 2
+ by El‘ ax (bR - B Xk)\‘ s

-n 2 2
v 2 3b1 a, + by ag g v (k)
méme fagon :

2 .-2n 2
J. € 16 v© 2 (bl b7

2
5 + b3 b6) y (k)

t
5 =q f K T - ax™]? @

2—1’1

2
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D.8 ~ MAJORATION DE vy (k)

vl - yk) € B 2730, 8, p74m By 2on

-n -2n 2 2 2 2 )
+y(k).[8(q a3+ 4vb3)2 +8v 2 q(b1 a7+b3 a6) + 4 v (b1 b7+b3 bG)‘]
Il suffit donc d'appliquer 1'inégalité de Gronwald vue en

A.12 pour aboutir & 1l'inégalité annoncée.
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E |CONVERGENCE EN LOI

E.1 - ESPACE CANONIQUE ET SOLUTION DU PROBLEME DES MARTINGALES

Dans tout ce paragraphe, on considérera des processus cadlag,

a valeurs dans I‘Rd, indexés par T = [O,i] .

Pour de tels processus, on appelle espace canonique, et on
désignera par D(T, le) , l'espace des applications cadlag de T dans le
muni de la topologie de Skorohod. Chague tribu c‘;‘/t sur § = D(T, fRd) est
alors la tribu engendrée par les "applications coordonnées"  + X (W),

pour s € t.

Etant donné X0 élément de l’Rd, et deux fonctions a et b de
er dans CRd, on dit que P, loi de probabilité sur D(T, le) , est une so~-
lution du probléme des martingales (xo ; bb*,a) si on a (cf. définition 5,

chapitre 2 de PR]|), en désignant par X le processus canonique
q

i) Po[x =x] =1
ii) quel que soit f € C: '
t
- ' " #*
£(X) - £(X) JO e xa) + £ x).bo*(x)] ds

est une martingale pour la probabilité P.

On sait alors (cf [PR]) que (X,P) correspond & une "solution

en loi" de l'équation différentielle stochastique

dXt = a(Xt) dt + b(Xt) dWt

E.2— THEOREME
Soit (Q,(Q‘/,P, (k/t)teT) une base de processus, avec T = [0,1].

. . f < s d
Soit (wt)t€T un mouvement brownien associé, a valeurs dans R .
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Soit a une fonction borélienne bornée de IRd dans fRd H

d
soit b une fonction continue bornée de [Rd dans R, telle que, en tout
point, 1'opérateur (symétrique) bb* soit elliptique, en ce sens que,

pour tout élément u de le, u bb* u* > 0.

Soit X, un élément de th.

;oaa o oo,
Pour tout n, on considére le processus X défini par :

X = x
° ° ,osiote [ke2™, e1).2™
n_ .n
X = X .omn
n n -n n n
et Xke1y.2n = Kpn ¥ 2 3K Hond+ DG 5 ) (W iy0-n" % on)

Alors, sur l'espace canonique D(T, th), la suite (B") des
. n . . .
lots des processus (X ) converge, en loi, vers une loi P, solution du
probléme des martingales (xo ; bb¥,a), c'est-d-dire vers une "solution

en loi" assoctlée d l'équation différentielle stochastique

dx, = a(X, ) dt + b(X_ )} aw
Démonstration

1°/ La technique de démonstration est désormais standard. Elle consiste

a prouver que :

a) la suite (X:Z)teT est équi-tendue (dans l'espace canonique)

b) si P est la limite en loi d'une sous-suite de la suite (Pn)n>o
des probabilités, définies sur 1l'espace canonique D(T, YRd), et

associées & la suite (Xn)n>0, alors Proba {C(T, le)} = 1.

c} sous les mémes conditions gu'au b), la limite P est une solution
au probléme des martingales (x ; bb*,a) associé aux fonctions a

et b, comme indiqué en E.1.
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Ceci suffit pour prouver le théoréme. En effet, le probléme
des martingales considéré n'a qu'une seule solution P. Toute suite ex-
. n , .
traite de (P), qui converge, converge donc vers P, ce qui montre que

. n -
la suite (P') elle-méme est convergente.

De plus, la limite P est la loi d'un processus de diffusion

associé aux fonctions a et v = bb¥, ce qui équivaut & la conclusion énon-

cée dans le théoréme.

2°/ Pour prouver le a) et le b), il suffit de vérifier la condition sui-

vante (cf. [PR]) :

Pour tout ¢ >o,

lim Proba Sup ] 2 - XZ >er»=0
8¥o,nro |t-s]<8
t
Or, en notant I la somme sur les dyadiques d'ordre n compris entre

s
s et t, on a :

n n
X - x_|

t S

t t
< 27z la™] 4T M Wy, - W,
S

S

Soient O et B8 1les bornes respectives de a et b. Il vient :

t

n n -n €

2 sup Ix, - x| > g] <P [2 Ia> —-]
[| t-s|<s ¢ ® s 2

€
tF [S}‘:P lw(k+1).2—n'wk.2-n > Ty ]
258

Quels que soient € et 1 , on peut donc trouver § et N tels que,

pour tout n > N :

n n
P sup IXt - X | > e ] <7
[t-s|<s
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3°/ I1 reste donc & vérifier la condition c¢).

Pour alléger la présentation, on va supposer que c'est la suite
n
x )n>o

sur l'espace canonique.

elle-méme dont les lois (Pn)n>o convergent vers une loi P

La condition E.l1.1) est évidemment vérifiée.

o0
Pour vérifier la condition E.1.ii) on considére f €,CK, deux éléments
s et t de T tels que s<t, et une fonction réelle, g, définie sur

1'espace canonique, <g/s—mesurable, bornée.

n . -n
En notant AE le saut (associé au processus X ) au point (k+1)2 -,

la formule de Taylor donne :

d'ordre n compris entre s et t :

n n Y n _n Y n n &2 n
B LEaM] = e o Lo A e et ) (A X)) + B
n n _n 3
avec [[Rkil £ sup f|f"%x)[ .||Ak X |[
X
t
On a donc, en additionnant et en notant I la somme sur les dyadiques
. . o
1

E

Iy [f(x“)]%

w o1t

n n n _
g e - f(xs)lg = E;

_ ; n, ., ,,0 PR ; 5 oy £ n ) (An Xn)db2
" ElgXDE (X oen) By X : glx, K.omn) 15

t
) E[g(x?) R;]
s

n . PP
Compte-tenu de la construction de X et de la martingalité de W, on

a aussi :

P ) aid y 2® 1
g} Xy o-n) al% 5on ]

@l w® 2]

0 o™t

\ n I n n1)
E? g(X-) Lf(Xt) - f(Xs)J s=

t
+ 3 E[g(x?) £00 ,on) (BB%) 04 5,
s

n
L2

t n n t n
+ z E [g(x_) R ] + z E(V,)

avec E(flvﬁ]l) £ d(2_n) 32 ou d est une constante.
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Puisque la variable n W est indépendante de @;/ _n + on a finalement :
1 k.21

t t
E 3g(x"‘) [f(xz) - f(x:;)] % = J h(Xﬁ_) a + % E(R:: + ui)
) s s
avec h(XE_) =E zg(x?). [f-,a + fn.bb*] (XZ-)

t
D'une part, lim I E(R£ +u) =0
nro 5 k

. n s e 5
D'autre part, l'hypothése de convergence des lois (P') signifie trés exac-

tement que la suite (h(xﬁ_)) converge vers

n>o
h(X =E,)g. [£.a+ £o0*] (x )

ol EP désigne l'espérance, sur l'espace canonique, associée a la proba-

bilité P, et X le processus canonique.
La suite de fonctions u * h(xﬁ_) converge donc simplement vers la fonc-

tion u h(i ). Le théoréme de convergence dominée permet alors d'écrire
u

(en passant aussi & la limite dans le second membre} :
- -~ - t -
. - = E £'.a + £".bb*] (x ) 4
Elgmn. [£xp) - £(x)] JS gft'.a ] x) an

" ;
ce gui montre que f(xt) - f(XS) - f E %(f'.a + £".bb ) (Xu) du ; est
s

une martingale.

FI ETUDE NUMERIQUE PAR DES METHODES DE SIMULATION

F.1 - GENERATIONS DE VALEURS NUMERIQUES AYANT UNE LOI DONNEE

Le plus pratique, pour obtenir des nombres au hasard, est de

construire une série de nombres pseudo-aléatoires & grande période.

Pour obtenir un tirage pseudo-aléatoire dans la loi uniforme
sur (0,1), on utilise la méthode de congruence multiplicative de Lehmer
la formule s'écrit :

m
= 2
X ax, (mod )
Pour un choix correct de a et X0 la période de la série sera

au maximum 2m—2 (cf. [S] ).

Pour obtenir maintenant un tirage pseudo-aléatoire dans une loi

gaussienne centrée et réduite, on a utilisé une méthode proposée par Marsaglia
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et Bray (cf Dﬁﬂ ).

Soient x et y deux nombres a distribution uniforme sur [O,l].

zy = 2x - 1

z, =2y - 1
? = z2 + 22
s 1 2

si s 2 1, on rejette x et y et on fait un nouveau tirage sinon on pose

w= (] -21logs | /s y1/2
u1=wzl
et u2 = X 22

u, et U, correspondent alors & des variables gaussiennes, centrées, réduites

et indépendantes.
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t.
+
F.2 - LOI CONJOINTE DE (W - W) et k1 (W - W) du
—————— "k+1 k € u k
k
Dans le paragraphe D (discrétisation au 2e ordre), on définit

le processus xn par :
n _Jn n _ n
Xk+1 Xk + a(tk,Xk) (Ck+1 Ck) + b(tk,Xk) (Wk+1— Wk)

t
FES n n k+l,
+ 5% (tk,xk) b(tk,xk) Jt (wL1 wk) dcu
k
n ny [Ey
k.Xk) b(tk.xk) J (wu- wk) dwu

&

&
3x

Afin de simplifier la simulation, on a pris dans les exemples

et pour processus (Wt) le mouvement brownien.

Il est donc nécessaire de connaitre la loi conjointe de
St
(

By

X =W - W et Y = J

e+ 1 K wu— Wk) du

-n . :
En posant h = 2 7, la matrice de covariance de X et Y s'écrit :

h n?/2

h2/2 h3/3

On sait qu'il existe alors une matrice de passage unitaire, P,

et deux variables aléatoires gaussiennes indépendantes, X' et Y', telles que :

D = diag (Al,xz) ou A, et AZ sont les valeurs propres de A

1

A= tP DP

¢ = =D

X' suit la leoi N(O, /Al) et ¥' la loi N(O, /Az) avec

Ay = % G+n+/nt+3m?+0)
h 2 7 i
Ay=g (3+#n" -/ n +3n" +9)

Tous calculs faits, en appelant vy et v, les vecteurs propres

orthonormés du changement de base, on obtient :
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h T S

X = X + e
BAI 3 v, 1]
2 L4 2
ot _ _h . h™ -3 -+vh + 3h" + 9 v
AL 3119, 1
avec ||V1||2 = h2 + % (h2 -3+ 4 + 3h2 +9)

et [(v,12 =0’ + 5 G -3- A+ m’+0)

Pour h"assez petit", on peut approximer (X,Y) par le couple

(X",Y") tel que

X" = X' +

[Nl

L Li—" _h t L}
" = 5 X Y
Enfin on a :

tk+1 .
ft ( et T )T
K

1
wu - Nk) dwu =3 (W,

La mise en oeuvre de la simulation ne nécessite deonc bien que

la connaissance du couple (X,Y) dont la matrice de covariance , A, est donnée.

F.3 - ESTIMATION D'UN PROCESSUS STOCHASTIQUE

En régle générale, quand le processus cherché est quelconque
(non stationnaire, par exemple) il est nécessaire de disposer, & différents

instants t, d'un échantillon de taille suffisamment grande, n.

Cet échantillon est obtenu a partir de n simulations, dont 1'in-
dépendance est assurée par des initialisations différentes des générateurs

de séries pseudo-aléatoires. Cf. F.1.

Si Xi(t) représente une réalisation possible de X(t), on peut

alors estimer :

X(t) =

=R

X, (t)
1 1

(o It=1

i
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n
De plus, si (X.(t")) . représente é ti &
P ’ ( i ) i=1 P un échantillon de méme ot au 2e ordre (cf. D.4)

taille de X & l'instant t', on peut aussi estimer 1'auto-covariance de X et

. ' imation : o I R - —inJ W - W) du
entre t et t' par l'approximation : xk+1 = xk + 2 )S( + Xk(wk+1 Wk) 3 )S( tk ( " k)

1 n ;B n
v = — [ - = []
cov (X(E).X(e) = 29 T X, (6) X (£ - 5 T X () I X (¢ 0 (Tret
i=1 i=1 i=1 - Xk (wu— wk) dwu
tk

Il se pose donc un probléme pour le choix de la taille de Xn -1

1l'échantillon. Dans la pratique, on peut considérer que le nombre de simula- L °©

tions est suffisant en faisant, par exemple, un test de X2 sur deux réali-

i indé é on peut améliorer les majorations données en B.6 et D.4 en repre-
sations indépendantes du méme processus. p

nant les calculs, sur ce cas particulier, comme suit

. . : X 5 ,
Mais dans cette étude, il se pose un autre probléme : ce n'est F.4.1 - Majorations pour la discrétisation au ler ordre

. : : : n €
pas un processus X que l'on simule, mals une approximation, X ou X , de ce
€

n
rocessus : l'étude de la validité de l'approximation de X r X ou X ny 2
N ® » On pose E sup llxs— XSH < y(k)
a fait l'objet des précédents paragraphes. sstk
. X) = 17 tk - _n 2 a
F.4 - ETUDE D'UNE EQUATION DIFFERENTIELLE STOCHASTIQUE LINEAIRE avec vk =5 1%y %1 s
5i on considére le processus (X_) défini par }En = Xr_1 si s € Et.,t. [
t s i i77i+
Y1 2
X, = exp (W) ’ 17 f n
- ¢ ylerl) = yl0 = 5 ElI%T || ds
X =1 P.p.s.
° -n SS] S 2
< 17.2 yik) + 17[ E||f 7 XX aw || ds
la formule de Ito appliquée & X donne immédiatement tk tk $ouou
1 .
= — + :
dxt > Xt dt Xt dwt soit .
-n 2 + 1
lx =1 yt1) - y(k) € 17.27 yk) + 34 B suwp [ || fk Udioe )20 (ome )]s
<sg
BESEth Y
soit, en reprenant les notations des paragraphes B et D :
n 2 17 ,-n -n 2
ax, = a(t,xt) at + b(t,Xt)th E Sup Hxs— xs|] < —2—2 (6+2 ) E sup ||xu|] t ¢ exp (17 tk)
sgt ugt
X =1 k k
]
(t,x) =+ x = D2 e 163 2
avec alt,x, > X pour n = 8 on a E i:;!) | X - XSH < E supHXu([
2
b(t,X, ) = X 2 2
"t t pour n = 10 on a E sup Hxs— x2|| < 40 E supHXuH
1
sg+
£2
Les formules de discrétisation donnent alors : n, 2 2
pour n = 12 on a E sup ||XS- XS|| < 1o E SuPHXuH
1
au premier ordre (cf. B.6) 583 5 5
. n
n n —n-1 n n pour n = 15 on a E sup l;xs- XSH < 1,3 Esup||Xu||
X, =X + 2 X+ X (W .- W) S+
+1 k k k k+l k 7
o=t La convergence est donc assez lente et peu satisfaisante.

o
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F.4.2 - Majorations pour la discrétisation au 2e ordre.

s yik)

t
Jk Ellx-% -Xw-w)]1% a
u u u u u

du

On pose é- E sup ||XS- X2|[2
s&t
k
avec y(k) = %}
o]
{3
k
17 = =n;;2
o R
tk
+ %} fo Bl | X - §2><wu- W;)IIZ au

on en tire

E sup

t <
kSu

85 _-3n, 17 .-4n
yik+1) - y(k) < [ 527 or 2 }

soit

2 _)425 - -
E sup||xs— XZH < (—fg—Z m %2 3n)tk
Pour n = 8 on a E sup|]X - Xn||2 g
SS; =1 =3
pour n = 10 on a E su?||xs— XZ]!Z €
ENY
pour n = 12 on a E sup]|XS— XZ]]z £
ssé

l'accélération de la convergence est donc

crétisation au ler ordre.

F.4.3 - Résultats numériques

La solution exacte de 1l'équat

1
dXt =3 Xt dt + X

X =1
[}

v M

étant connue, il est possible de calculer

9

(xi)i=1 tels que, pour t = 1 :
§ -

Proba (X, € Jo, x1] { = 0,10

Proba {x,€Jx .x,, ]! = 0,10
Proba §X,€ Jxgs+e[ !'= 0,10

5.17

3 (2+42727" yix)

2
RNl

Cr1

n

2
E sup|lxu|] ) tkg

exp %ég-(2+2_

11,36 E sup I|xu||2

2
0,7 E sup ||Xu|

2
0,04 E sup l[xu|

appréciable par rapport & une dis-

ion
i + :
une partition de (R en points

pour i =1, 9
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Le générateur gaussien a été testé sur cette partition et on

a les résultats suivants :

350 36 29 35 35 33 44 34 33 40 | 31

400 45 44 33 31 37 37 34 44 52 43

450 44 38 48 46 43 48 39 51 54 39

ol n, représente l'effectif dans la catégorie

et N le nombre de simulations.

Soit ni l'effectif thécrique dans la catégorie.
N
i 10

On sait alors gue S =

9 degrés de liberté telle que

0,95

p[x? > 3,32]

p[x? »16,92] =o0,05
Or, pour N = 350 B s = 4,51
pour N = 400 ’ 5 =9,35
pour N = 450 ' S = 6,55

Les écarts observés ne sont donc pas significatifs.

La discrétisation au premier ordre a donné les

pour 400 simulations.

On a :

suit une loi de X2 a

résultats

h ! X2
277 36 { 57| 33| 28|52 )36 |31 ]|50] 3641} 21,4
277 | 35 | a0 | 28 | 39 | 39 |31 | a5 | a9 | a7 | 47| 11,4
278 [ a1 {35 [ 37 |42 |40 [ 43 | 40| 44 | 46 | 32 4,1
28 | 4a | 3340|3836 |a3{a2{a{37]|a7]| 2,75

(3.277 36 | 36 | 32 | a2 | a0 | 30| 53| 29| a2 ] a2 | 11,70
22 33 a1 | 36 | a3 | a1 |37 a3 )50 a3} 33| 6,3
22 [ 36 | 30| 36 | a6 | 43 | 36 | a3 | 48 { 40 | 33 5,40

suivants,

16 -
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Quant a la discrétisation au 2e ordre, toujours pour 400 simula- et au deuxiéme ordre :

t.
tions, on a les résultats suivants : noo_n_ ,ndl n . _ n {k+l
R xk+1 Xk 2 sin )S( + (war1 wk) 2 cos xk N (Wu~ wk)du
Xn =X .
N nj X2 o o
-7
2 34 | 60 30 | 32 51 33 33 { 53 { 35 39 | 25,35 F.5.1 -Majorations a priori pour la discrétisation au ler ordre
27 |35 fao 28| 3a|as|32f38]5afar|ar]ios
En reprenant les techniques de E.6, on a :
2—8 41 35 37 44 39 | 49 38 40 | 42 35 4,15 n, 2
= Bsup |[x~ x |7 < vy
2 43 34 39 42 38 46 42 38 ] 36 48 5,95 SStk
7, -1 - -
(3.2 36 | 36 | 31| 45 | 47 | 41 | 51 | 29 | 44| 40 | 10,15 avec y(k) € 2°(2™ 4+ 2 2n)tk exp (23tk)
2_9 34 42 34 39 | 44 37 45 1 51 39 35 6,85
= On trouve alors
2 37 | 40 35 43 45 36 43 50 | 37 34 5,95
2
E sup HX—-XnH < 3,42 pour n = 8
sl s s
) 2 2 < 0,85 pour n = 10
On constate donc, & l'aide du test d'ajustement du X, que les
Z9 < 0,21 pour n = 12
résultats obtenus par simulation avec un pas de 2 ne sont pas satisfai-
< 0,05 pour n = 14

sants (au ler et au 2e ordre) ; par contre, ces résultats sont trés satis-

. -8
faisants pour un pas de 2 ; on constate donc qu'on peut se contenter d'un X . . .
F.5.2 - Majorations a priori pour la discrétisation au 2e ordre

pas plus grand que celul donné par les majorations théoriques.

On pose
F.5 - ETUDE DE LA "BOUCLE DE PHASE" 1 n, 2
3 E sup HXS— XSH £ y(k)
sgt.
On veut étudier l'équation différentielle stochastique av k
ec
dx, = -2 sin X_ dt + 4dw
t ) t t y{k+1) - y(k) = 4 E th+1”sin X_- sin X - cos W - W) 2 a

X donné - s X X W =W [17 au

Avec les notations habituelles, on a t
k+1 . . n 2
‘ + 4 E | [sin X - sin xkll du
a(t,xt) = -2 sin Xt tk
b(t,X.) =1
X Yt n 2
‘ N + 4E H(cosxk—cosxk)(w—w)ll du
Les formules de discrétisation s'écrivent alors : tk u k
- - 5 4

au premier ordre : € 12,2701+ 27 y(k) + e (1+ 4—) 273y 28 7o

Doy oo™ e - W 3 32

xk+1 k k k+1 k d'ou

X = x 4

o [) n; 2 5 4 -2 - -

Esup ||x - x0]]%c |20+ 5927+ 32807 [ exp (1201427 ¢
s S 2 k k
sstk 3
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On trouve alors :

ng 2
E sup||xs— Xsll £ 2,9 pour n 8
s
£ 0,18 pour n = 10
£ 0,01 pour n = 12
la encore, on constate une amélioration des approximations en utilisant la

discrétisation au 2e ordre.

F.5.3 - Résultats numériques

Dans le cas de la boucle de phase, on peut résoudre l'égquation

de Fokker-Planck qui s'écrit ici :

2
%% (£,x) = - 53; [— 2 sin(x) P (t,x)J +% ;13 [pie,x)]

Le programme de résolution de cette équation existe, ce qui va permettre de

comparer les résultats obtenus par simulation avec les résultats attendus.

La moyenne et la variance de la solution ont été calculées en
différents instants, & partir d'une discrétisation au second ordre avec

400 simulations. Cela donne les tableaux suivants :

~ pour la moyenne :

\ o] o,25] o,s 0,75 1 1,25 | 1,5 1,75 2
2771 1| 0,666 | 0,420 | 0,294 | 0,189 | 0,125 | 0,032 [ 0,015 | 0,002
278 1] 0,600 | 0,451 | 0,273 | 0,169 | 0,09 | 0,089 | 0,063 | 0,061

”fa‘il?_t; 1| 0,658 | 0,430 | 0,284 | 0,187 | 0,124 | 0,082 | 0,054 | 0,040

- pour la variance :

Y tl o 0,25 0,5 0,75 1 1,25 1,5 1,75 2
27710 0,175 ] 0,241 | 0,255 | 0,283 | 0,304 | 0,314 } 0,331 | 0,300
28 o | o182 | 0,233 | 0,271 | 0,266 | 0,282 | 0,267 | 0,272 | 0,319

wsales| | 186 | 0,266 | 0,294 | 0,304 | 0,305 | 0,303 | 0,302 | 0,300

par F.P

[M]

[1ee]

(s]
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