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REPRESENTATION D'ANNEAUX PRINCIPAUX, NON NECESSAIREMENT COMMUTATIFS,
SEPARES ET COMPLETS POUR LA TOPOLOGIE DE“KRINL par Rébert VIDAL

1 ~ D&finitions et notations

Soit A un anneau unitairs, non nécsssairement commutatif, de radical de
Jacobson R. La topologis de Krull sur l'anneau A est la topologis linéaire dont

une base de voisinagss ouverts de 0 est constituSe des pulssances Ri. i >» 0 deR.

Cetta topologie sst séparée si et seulement sl : [) Ri.- {0} et 18 séparé-
i=>0

complété de 1'annsau A pour cette topologie eat Identifié 3 la limite projective
Lim A/ 4. pour les morphismes canoniques.
My R
10

Lfanngau quotient semi-simple A/R sara dit simple artinien, lorsque A/R
ne contient asucun idésl bilatadre propre et vérifie la condition de “"chalnas
descendante” pour ges id8aux (3 droite ou 3 geuche, voir (5)).

Un A-module 3 droite st 3 gauche M est un A-bimodule salon la terminologie
de M. ARTIN (1) e’il engendré sur A (2 droite ou & gauchs) par son centidlisateur
noté : ZA(M) - {x € M/ax = xa, Va €>A) » Un A-bimoduls est dit simple, s'il

ne contient aucun sous-bimodule propra, et en particulisr il est engendré par
tout &1é&ment non nul de son centralisateur. Notons que le quotient R/ est un
2
R

A- (at un A/ ~) module & droite et 3 gauchs.
R

L’anneau unitaire A, non nécessairemsnt commutatif, ds radical des

Jacobson M sera dit local lorsque Aznl ast un corps gaucha.

L’objet de ce travail est l'étuds et la représentation d'uns classe
particulidre d’annsaux, non nécessalrement commutatifs ; les démonstrations
utilisent des résultats connus sur les modules strictement linéalrement
compacts, voir (13) et sur lss représentations des catégoriss abélisnnes
locelament artiniannes, voir (7) et (13).

Dans . tout ce qul suit, nous rappeilerons sous le sigle #» les hypoth2sss

de travail :
* A ost un anneau unitaire, non nécessairement commutatif, de radicel

de Jacobson R, vérifiant :



1} A ast séparé et complet pour la topologie de Krull.

11} A,. ast un annsau simple, artinien.

/R

111} R a3t un A-bimoduls simple.

/R2

8t sous la sigle ## las hypothasea :
s+ . A gst un anneeuy unitaire, non nécassairement commutatif, local,
d’'idéal maximal M vérifiant :

i) A sst séparé et complet pour la topologie de Krull.

11y m gst un A -bimodule simpla.
4*12

2 - Théordmes de structure

Théoréme 1. Soit A un enneau vérifiant lss hypothéses » ; alors les seuls idéaux

bilatéres non triviaux sont les Ri. i 7 0 ot tout idéal bilatire est principal

d droite et A& gauche. De fagon plus précise, 11 existe r € R tel que Vi > 0,

A r1 = ri A= Ri.

Preuve : la démonstration reposs sur le Lemme préliminaira :

Lemms. Sous les hypoth&ses du théorédme 1, pour tout 1 =0, Ri/ 141 ast un
R

A-bimodule simple.

Remarque : Le lemme sst vérifié das gus A/R ast un anneau simple et R un

/re

A-bimodule simple. wvoir (10).

Démonstration du Lemme. Remarquons d'abord que pour 1 = Q, RO/ 4 AYR ast
‘ R

un A-bimoduls simple. Soit g, un &lément non nul de ZA (R/ 2).
R

1

Va € A pa = ap , et cet &lémant engendre R/Rz
1

D1A-AD1=R/R2

S1 r est un représentant de c% dans R, on a :

Wa € A ra-ar€RS gt r A+ R2 = Ar + R2

= R,

Montraons par récurrence que : Vi.> 0, ¥a € A :‘ria - ar'1 e.R1’1'



Supposons la propriété vraie jusqu'au rang i-1, on a en particulier :

POV € Rl et donc rta -rar ' ert! et
ri.1 ar - a ri € R1+1 d'al : ri a-a ri + T [ri-za - a ri‘zl € Ri+1

or, par hypothgss de récurrence : ri-za - a ri-z € Fei"1 ce qui acheve la

démonstration.

i i+1 i i+1 i
Montrang par récurrence que : ¥ i >0 r A+ R = Ar- + R = R .
La démonstration est analogue & calle exposée dans {8), nous 18 reproduisons

ici :

l.'hypothése de récurrence s'acrit : r1-1 A+R1 2 Ari-1 + Ri = Ri'1

g’ol : rj'-1 R + Ri*1 = R ri_1 + Ri+1 = Ri et donc :
P asrT e At R LR
Notons, pour tout i > 0 , par p1 la classa de ri dans Ri/ 144 on a :
R
} i
vi>0, ¥Ya €A Py a a Py et pi A A pi R /R1*1.
Il s’ensuit que pour tout 1> 0, pi est un élément de ZA(Ri/ i+1] qui
"R
i
/Ri*‘ . Ceci démontre que R/Ri+1
Soit, pour tout 1 >0, Fi : A.___Q»Ri/ 161 1'épimorphisme d'A-bimoduls
R

engandre r* est un A-bimoduls.

voir (1), défini par: Y a € A, fi[a) = pja=ap . On a fi(Rl = 0,

d'ot f, passa »p quotient selon un-épimorphisme d' A-bimodule :

i
- i
fi : A/é-——» R /Ri+1 qul falt commuter le diagramme :
A Ri
] /141
| o
; /1
A
/R

ou A._ﬁ»A; désigne 1'épimorphisme canonique d' A-bimodule. A/ étant
R R
un annsau simpls, il est clair que ker fi ={0 } st donc fi définit un

isomorphisme d' A-bimodule ; ce qul. démontre que ast un bimodule

i
R /it

simple et achéve ainsi la preuve du Lemme préliminaire.



Fin de la démonstration du Théoréama 1.

En utilisant le lemme prélimireire. on montre, par racurrence, que pour tout

sntier 1 > O, A/R1 ast un anneau artinien 3 droite st & gauche, et l'annesau

A, identifid & Lim A/R1 est un anneau strictsment lindSairement compact a
i30

drolte st & gauche . On en déduit que 1'idéal bilastdére R est de type fini,

comme A - module & droite ( et a gauche) voir (13) et la lemme de Nekayama

appliqué 3 : r A+ R2 = A+ R2 = R montre que : rA=Ar =R d'od

pour tout entier i > 0 riA = A ri = Ri .

Soit 'Y un idéal bilatére de A, distinct des Ri. 130 alors

Y CR (car 1'annsau A/ est simple) ; de plus J.n‘est dense dans aucun
R

des Ri, i >0 pour la topologie ge Krull induite {(voir (8)) ; (En effet

i -.R1 alors le lemhe de Nekayama implique d = Ri) ot si J (:Ri.

alors ‘{lth1 vi>0..

si d + R

(En affet o Ri+1 est un sous A-bimodule de Ri

Ri+1 R

tion 2.4) et comme ﬂ n'est pas dense dans Ri st qua- Ri

ule simple on a: o+ R - &'y

+1 {voir (1) proposi-

R ast un bimo-
R

in conclusion : U c N Ri = {0}, c'est-a-dire ﬂ ={ 0.}.
130

Jous particularisons meintenant 1'étuds, au cas ol A .est un anneau local.

1ous obtenons 3

‘héoréme 2. Soit A un anneau vérifiant les hypothasas s« 3 alors les seuls
‘déaux & droite, ou & gauchse, non triviaux sont les n1i. 1i>0 et A est
irincipal a droite et & gauchs.

‘reuve., Le‘lemmelpréliminaire s’affine ici, en remarquant que Vv 1 > O,
I sst.

lnvcotps gaucha. psrmast de montrer que mi/ 1+1‘ est un A - module simple

.'isomorphisme de  A-bimoduls : -?1 : A/"“__* mi/ geq + OO A

i droite et un A - modula simple & gauche .



S1 M est un idéal A droite (ou & gauche) de A distinct des M i. i>0
alora ¥ M at de plus d'epréds le lemme de Nakayama U n'est dense dans
aucun des mi, i1 > 0 j(pour la topologie de Krull induite) et si Y ml

alors U <"-'mj'M , ¥i>0. (En effet A +mi*1 ast un sous A-module a

mir1
droite (ou & gauche) du A-module simpls & droite et & gsuche : mi ).
i+1

n
En conclusion : 2 < N mi 2 {0} , c'est-a-dire 2 ={0} ..
i>0

3 - Théorame de Représentation.

Théoradme 3. Tout amneau A, vérifiant les hypothésas s se représente comme
une algsbre dg matrices Mn(AJ. 4 n lignes et n colonnes sur un anneau local

A vérifiant les hypothases #»s . L'entier n et l'anneau A étant uniqusment

déterminés.
Réciproquemant, touts algebre de matrices sur un anneau local A

vérifiant les hypothésas #% ast un annesy vérifiant les hypothésess

Preuve.: La démonstration du Théordme 3 est exposés dans {11} 1 nous le
reproduisons ici :

Désignons par Pro Mod(A) la cetégorie des pro-modulss, & droite par exemple,
1.f.
ds longusur finile, volr (7} ; A étant un annsau strictement linéairement com-

pact, il s'ensuit que cette catégorie ast ab&lienna localement artinienne loca-

lg {(car A/ est simple). Notons y , le A-moduls & droite, typs unigue de
R
projectif indécomposable alors l’anneau des A-sndomorphismes de U 3 A = End(U)
A

ast local, d’idéal maximal : h = Hom{U, U R) et sst séparé et complet pour

la topologie M-adique. Si n est l'@r}variant de Loewy de type \JU de A, con-
(n)

sidéré comme A-module 3 droite, A est isotypique et A ~ y ( somme
directe de n coples de U) . Las isomorphismes classiques d'anneaux :
tn) (n?)

A =~ End (A) & Endl(U ) = (End{ U )} = M (A}
A A A n
identifient A 23 une algébre de matrices sur A ol Re Mn( M) idéal dss

matrices a coefficients dans M. (Voir aussi. (5) page 79, proposition 4).

Il s’ensuit aisément que R2-:.- M [mzl' et donc R = M (m/ ).
n /RZ n m 2



Un générateur central p du A-bimoduls R se représente dans M (M }
/RZ n / n 2

par une matrice scalaire 6 I, ol I désigne la matrice identité, ce qui établit

que 6 est un générateur central de m/ , comme A-bimodule.

: m
L'unicité de la construction s’établit par un procédé analogue a celui

employé dans la démonstration du théoréme ds Wedderburn pour les anneaux simples

artiniens (voir par exemple (2)).

La preuve de la réciproque est lalssée aux soins du lectsur.

Propriétéa de 1'anneau local A..

Propesition 4. Solt A un anneau local vérifiant les hypothdsss =x . Alors.

ou blen A sst un enneau artinien & droite et & gauche, ou bisn A gst un an-
neau de valuation discréts admettant un corps des fractions 3 droite gt a gau-

che.

Preuve. La démonatration de la proposition 4 est axposée dans (11) ; nous la
reproduisons icl
S1i la filtration décroissants das mi, 1 > 0 aat stationnalre, 1'annuau

A s'identifie 3 1’un de sss quotiénts artiniens 3 droite et d geuchs A/ 1
m

convenable ;3 sinon le radical de Jacobson est non nilpotent . Soit 7 wun relsve-
ment dans h d'un générateur central du A-bimodule, my 5 » 0D A {voir preuve
du théoréme 1). m

wi A = 37 wi = mi et pour tout X € A, ui A - A “i ¢ mi'1 .

Tout élément X # o de A s'écrit sous la forme : X = uiu avec 1 € INT et
J i+]

u inversible. D'ol 31 pu = va {(J € NI v inversible) A= niu = g » u'v,
avec U nj_- nj u' et u' inversible (car u - u* € I ) donc Ap est non nul
8t A sBst intagre.
La fonction d'ordre ¢+ V: A-{o }—s Niqui & tout A # o assoclie le plus grand
entier 1 tel qua A appartienns a mi est alors une valuation discrate dont
la topologie'aﬁsociée est celle de Krﬁll. La construction d’un corps des fractions
a3 droite et a gauche utilise la méthode de P. Gabriel dans (3) et (4). Les con-
ditions, pour avﬁir un. "bon" calcul des fractions se résument ici & :

YVAE A, ¥Vt €A-{o}.,3u€A 3reh-{o} /resTn

3y €A 3Iv'€EA-{o} /«'r=u’t

A étant principal 3 droite et & gauchs, cas conditions sont vérifiées. Nous
considérons dans ce qui suit uniquement la cas ol A est un anneau de valuation

discrite.



Définition. On appelle uniformisante de la valuation, tout élément = € M
relavement d'un élément nen nul du centralisateur de lh/ o 4 solt encore :

V(r) =1 et VAEA T A - A TERS m

Puisque A est strictement lingéalrement compact et que Th/ 2 est
|
un  A-bimodule simple, une uniformisante est un générateur de Jn comme A-module

(3 droite et & gauche) dont la classe est centrale dans nL/ 5
M

L'intégrité de A permet d'associer, & toute uniformisante = de
la valuation, une application s“ t A A définie per :

VAEA ,u-= Sw“] avec T A = u w.

Proposition 5. Pour toute uniformisante = de la valuation, s“ 8st un

automorphisme de l'anneau A, vérifiant :

Y AEA ., s, (A} - x2xenm .
Preuve. Il est bien clair que S, gst un endomorphisme de 1l'anneau A,

injectif {car s (A) =0 = ®2=0 =5 X=o0 par intégrité de A} et
surjectif {car Y p€A , 3 A€EA/ 7w X =yumnet w engendre M & droite et a
gauche) . De plus : Y AEA T XA - AT ernz ce qui s’éerit : (s“[A) -A) = elnz

d'cl le résultet cherché en simplifiant par .

Une uniformisante =7 3t centrale si at seulement si :

YA EA , md=2m.
Alors l'automorphisme d'anneau associé s, colncide avec 1’identité. Il est
intéressant de savoir si un anneau local A peut posséder une uniformisante

centrale ; plus précisément .

Proposition 6. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) L'anneau A posséde une uniformisante centrals.

ii) Pour toute uniformisante =7 de la valuation, sTr ast un automorphisme in-
térieur de A.

iii) I1 existe une uniformisante = de la valuation telle gue S, -soit un

automorphisme intérieur de A.

Preuve. Il est trivial que 1) = iii]) et 11) == iii) . Montrons 1) = 1i)

Soit T, une unifarmisante centrals : VY A € A LN A= LA



Si =® est une uniformisante quelconque alors 1l existe u inversible tel

gue : ®z u w_ et donc u 1ﬂ =7 « YAEA ., A=umd=uArnm =[uAu~1Jw
) 0 o o

On en conclue que : ¥ A € A, SK(A) = u)\u-1 .

Montrons 4ii) = i) Soit 7 wune uniformisante de la valuation telle que sTT

soit un automorphisme intérieur de A :

3 u inversible tel que V¥ A € A .s*(A) =g A u'“.
Alors Y X €A, @A = s"(A) n o= u A u-1 n , Posons L u—1 % on a:
Y X EA "o A=) "o et "o ast une uniformisante centrale de la valuation.

4. Exemples d’anneaux locaux, non commutatifs vérifiant les hypothéses  ##%

Nous donnons ici, sans démonstration, deux exemples d'’'anneaux locaux,
de valuation discrete complétg, non commutatifs; le premier posséde une unifor-
misante centrale et le second est sans uniformisante centrals. Pour plus de

précision sur ces exemples nous renvoyons 's (11) et a (12].

Exemple 1. Solt K un corps gauche : l'anneau des séries formelles a une

indéterminge A = K [[&[] est un anneau local séparé et complet pour la topo-

logia de Krull, non commutatif, dont 1’'idéal maximal M est un bimodule au sens

de M. ARTIN engendré centralement par l'uniformisanta X et le corps résiduel

isomorphe a - K, _@__ ast un K [Exj] -bimodule isomorphe &8 K donc est
m 2

un K ([x]] ~ bimodule simple.

Exemple 2. Soit p un nombre premisr, et soit K = Z/ (y) 1le corps commuta-
{p]
tif des fracticns rationnelles a una indéterminée y et & cosfficients dans

Z/ (corps & p -&léments).

{p}
Notons par K {}k}] le groupe additif abélien des séries formelles & une
indéterminée X et a coefficients dans K.

Soit 3 : K f[ox)] — K [ﬁxi] un endomorphisme de groupe additif abélien
définl par :

+a0

+o
- v =Ta xtex [al . s« f st
i=0 i=0

- s(1) = 1.

= S(y) = y + x'



Définissons un produit sur XK [Fx]] en posant
VAE K [j:xj] ;3 XA = s (A} X.

Alors on peut montrer que K [@x:] gst un anneau local, non commutatif, séparé
et complet pour la topologie de Krull, dont 1'idéal maximal M est engendré par

1'uniformisante X {qui n'est pas caentrale) et - gst un K [txj] - bimo-
n
dule simpls.

De plus l'automorphisme s associe &8 X, qui n'est autre gque s, n'est

X
Pas un automorphisme intérieur ; et donc 1l n’existe pas d’uniformisante centra-

le pour un tel annsau.
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