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Dane ce qui suit, nous nous proposons d'étendre la '"théo-
rie gémérale des processus" telle qu'elle est contenue dans
les livres de Dellacherie [1] et Dellacherie-Meyer [4], en
allant plus loin que ne l'a fait le premier de ces auteurs
dans [2]. Plus précisément, nous allons construire (il se-
rait plus exact de dire: recopier ! ) cette théorie dans un
cadre ol les constantes ne sont pas nécessairement des

temps d'arrét: ce cas est d'ailleurs évoqué dans [2].

I1 va sans dire qu'un tel travail n'a de sens qu'en vue
d'eventuelles applications: en premier lieu, pous pensons
qu'il constitue le cadre le plus approprié a 1l'étude des
systémes régénératifs de Maisonneuve {5]; en effet ces sys-
témes sont des processus de Markov, & ceci prés qu'on n'a
la propriété de Markov que pour certains temps d'arrdt, ne

comprenant en général pess les constantes.

Mais surtout, nous pensons a4 une application aux proces-
sus "invariants par changement de temps", i.e. pour les-
quels on identifie deux trajectoires qui visitent les mémes
points dans le méme ordre: dams un tel cadre, un tewm:s fixe
ne sera pas un temps d'arrét, tandis que par exemple le
temps d'entrée dans un ensemble, qui présente un certain
caractere d'invariance, en sera un. Nous espeérons develop-

per ailleurs ces notions.

Nous prévemons d'emblée le lecteur que cet article pré-
sente un certain caractére fastidieux, puisqu'il vise a re-
prendre les principales notions de [1] (temps a‘arrét, tri-
bus optionnelle et prévisible, théorémes de section, mar-~
tingales et processus croissants, theorémes de projection,
théoréme de décomposition des surmartingales). Certains ré-
sultats sont simplement recopiés, et on renvoie 4 [1] pour
beaucoup de démonstrations. Nous insistons surtout sur ce
qui différe de [1], et en particulier sur le fait qu'on n'a
pas, sans hypothése supplémentaire, les théorémes de sec-
tion et de projection prévisibles, ni le théoreme de décom-
position des surmartingales (la nécessité d'une hypothése
supplémentaire avait déja été remarquée dans [2]).

Signalons enfin qu'il y a plusieurs maniéres i'ctendre la
tnheorie gemerale des processus. Nous avons choisi celle qui
semble Stre adaptée aux processus "invariants par chaunge-

ment de temps'" (voir remarque 1, parasraphe 1).

1 -LES TEMPS D'ARRET

On considére un espace L quelconque. Soit R = 2x0,07;
on motera [R,S8], [R,S[,... les intervalles stochastiques
dans % , réservant la notation usuelle \[R,S]’,... pour un

autre usage.

Nous allons définir la classe des temps d'arrét en par-
tant d'une famille d'applications de R dans [0,®] qui

joueront le rdle des constantes. On fait donc l'hypothese:

; . : - 1 N :
(H-1): 1l existe une suite (Rn)neﬂ d'applications de Q

dans f0,w] telle que (on note, pour simplifier, ]’:Rm ):
Ry=0, RyeY, [RIN(R IN[035L=¢ st nm.

On pose alors F= U_[Rn] et on note f(w) la coupe de F
- € -
en w, Soit M 1'ensemble aléatoire dont les coupes m(w)
sont les fermetures des f(w). Soit N 1l'ensemble aléa-

toire dont les coupes sont

n(w) = {te B(w), si sup(s<t,semw))<t, alors tef(@}.

Remarque 1: L'ensemble N va jouer un rdle fondamental; en
particulier tout temps d'arrét aura son graphe contenu dans
N (c'est deja le cas pour les Rn)' Mais la définition de
N est relativement arbitraire, pourvu que sa fermeture soit
M. Le choix présent est fait en vue de l'application aux
processus invariants par changement de temps, Pour une ap-
plication aux systémes régénératifsg, il conviendrait de

prendre pour N le plus petit fermé droit de fermeture M .8

51 Aefl et si T est une application de £ dans

[0,m1 on pose:

T = YAinf(s>T,s€e M), L‘g:OVsup(S<T,s€ ¥),
T sur A A~ v {‘I‘ 31 TeN
Too= T=T ~ , T =
A {T sur Ac, {T<I‘€ F} T sinon.

On fera également iL'hypotnése suivante:

(H-2): il existe une fanille (G(n),ne M) de tribus sur

telle que (on note, vour simplifier, 4=3(m)):

(1)- ¥nel, G(nmec

[[E]

et {(Rn)gdn}é 3(n) 5

(ii)- ¥n,meN, -V-Ae(:}(n), on_a Aniﬂn< Rm}é g(n)ﬂg(m) .
Exemple: Supposons que (Et)tzo s0it une famille crois-
sante de tribus de £, Si (q(n))neﬂ est un dénombrement
des rationnels (ou des dyadiques) de IR+ avec q(0) =0 et si
q(®) =@, les hypothéses (H-1) et (H-2) sont vérifiées si
on pose Rn=q(n) et (:}(n) =£q(n)' Dans le cadre de cet
exemple, -on reconnaitra dans ce qui suit la théorie généra-

le des processus (les temps d'arrét étant relatifs a (F, )8

{1-1) DEFINITION: (a) Un temps d'arrét est une application

T de o dams [0,m] telle que [TIc K et que ]T<Rn‘p€

g(n) ¥nelN; on note S 1l'ensemble des temps d'arrét.
(b) Si TeS on note

All{r<r leo(n) wnel.

;_;‘T la tribu des A€G tels que
(c) Si T€S on note ’_&T_ la tribu engendrée par \_;‘(0) ,

par {T=3%} et par les ;ﬂ{Rn<T) et les
Aﬂ{(Rn)5<Rn‘T}, avec nel et A€ G(n).

D'aprés (H-2) il est clair que R,€5 et gR _<G(n)c
E =Ry =
Gp - De plus G, =G(0) et Gy =G. Pour simplifier les
=Ry, 20-"3= E -
notations, on désigne par R la famille des R_ et des

(Rn)g, pour nel: on verra que ReS.

Voici, rassemblées en une longue proposition, 1l'ensemble

des proprietés des temps d'arrét qui nous seront utiles.

(1-2) PROPOSITION: Soient S5, T, T € 8. Alors
(a) Pour que A€ Gp, il faut et il suffit que Ae€G et
que T‘e S.
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(b) On a GT cGT

(c) 5 Aegy ona afl{r<slegy et alfr=ske g
(d) Pour tout ne&l on a (Rn)geg t G(n)C.G(

—_— R!l)g !
donc_en partjculier RcS.

(e) Pour gu'une application T' soit un temps d'arrét,
il faut et il suffit gque [T'JcN et que {T'<R}e¢ g
pour tout ReR

(1) on a {T. g<Thegy et Tes.

(g) 81 S5«T on a gsch et Gg ©Gp_ . Side plus
S<T, on a G c.GT_

(h) On a sVTe§, Sl}/Téé et gs“_:sﬂuT

(1) i T 4R, ona Re€S et Gg=(1G, -

- - n

(j) 8t T Yk, ona Re§ et G =VGp y_ . Side

plus a={T,<R}, ona afg, =aN(Vg, 7.

n
(k) 31 hegy UG , ona afl{r=3le 6, 1G_-
Démonstration: (a) Il suffit de remarquer que {’I‘A< Rn} =
AniT<Rn}.

(b) Il est évident que G(0)c G, et que {T=%}e Gp . Le
résultat découle alors de ce que pour tout Ae€G(n) on a

a{r <T]ﬂ(T<R b=
U aNfr<r_}° ﬂ{L<R g, <R <R} € 6lp);

mell
“ﬂ{(Rn)5< R <1}(){r <R} =

AN{T<r }°N {(Rn)g<nn<RP}ﬂ{T<np} € 6(p).

(c) La premiére partie découle de 1l'égalité
allfr<s]- U (aNf{r<r 1N(R <s} TR <R = 5}

et de ce que An(T<R le G(n) par hypothése. Quant & la
seconde partie, il suffit de remarquer que

Al {T= S‘ﬂ(S<R n [{R <R ]+
afl{r<r ¥N{s<Rr, m{R <R }+Aﬂ{R < T<R J0{R < s<R }]
appartient 4 G(n) et que, d'aprés (b), {T:S}Eg, donc
al{r=sjeq.
(d) Soit 8= (Rn)s. On remarque d'abord que [SJlcN. 5i
A€ G(n) il vient
S = <R }+{R =R =7 I <¥})e s H
Alis<r p=alldr <R J+{rR =R =TI <ShHe alp);
on en déduit que Se€ S (prendre A=SfL) et que G(n)c Gg -
(e) La condition est évidemment nécessaire. Inversement,
on a {T'< Rn} Ré R
d'aprés (c). Mais ~ Gp _c(_i(n) , donc T'e S.
SR, - = =
(f) Le résultat repose sur les deux égalités suivantes:

{T*=<R<R }, qui appartient & Gp _
~n

{Tg< T} = nIE_JN{ (Rn)8< R = T)e Gq_

{@<Rn] =mlé)N({T<nm< Rn}ﬂ(pgm({ﬂps T} + {Rm< Rp})))e G(p).

(g) Découle immédiatement de (c).

(n) Il est évident que [SATIcN et [SVTJcN; ona
{S\/T<R$‘{s<R ]n(T<R }; enfin si Ac@ ﬂG on a
Aﬂ{SAT<Rn}=(Aﬂ{s<Rn})U(An{T<Rn} € G(n) , d'ou le
résultat.

(1) si Aeﬂng, on a Aﬂ{f«zkp}:U(Aan<Rp))eg(p).

(j) On remarque d'abord que [R]c N. Par ailleurs si Se
Rona {RgS} _ﬂ{‘l‘ < Sle G5, domc Re § d'aprés (e).
si Beg(p), ona BNR <R} _ﬂ(BmR <T D) et de méme
Bﬂ{(R ) <R ‘R} n(A {(R ) <R éT o)) @ ces deux enses-
bles sont dans VG(T )~ et on en dedult la premiére éga-

1ité entre tribus., Si enfin B€G, oma clairement AnB
=in

€G d'ol l'on déduit la seconde égalite entre tribus.

G-
(k) On a {T= Y]EG par hypothése, et {T=%) = {r<3}®
€ <=}Y- dtaprés (c). Il est clair que G(0)<€ G nG . Enfin
st acn, affr <1}N{r=3} =a0{r =¥INT =] et
Aﬂ{(Rn)g<Rn<T1mT_x =aNfry), <R <3iN{r=5}: 1e

résultat en découle alors fa<:11ement »

Remargue 2: La propriété (d) est assez curieuse pour des

temps d'arrét, puisque (Rn)g anticipe en quelgue sorte sur
le futur (pour un Te€ § quelconque, on n'a pas en général
T'ge §) : ces anomalie_s tiennent a4 notre choix particulier

de l'ensemble N .®

2 - LES TRIBUS OPTIONNELLE BT PREVISIBLE.

De m8me qu'en [1) on peut définir sur T une série de
tribus emboitées les unes dans les autres: mesurable, pro-
gressive, optionnelle (ou: bien-mesurable), accessible,
prévisiole. Nous nous contenteromns icl des tribus optionnel-
le et prévisiple, plus d'une troisiéme tribu contenue dans
la tribu previsiole, et qui sera définie plus loin (la tri-
bu "mesurable" apparaitra aussi dans la démonstration du

théoréme de section).

Soit ! =f{r,®w] . éfinissons les intervalles stochasti-

ques par
[s,o[ = [s,2[US"
(1{ [s,7] = ([5,7INCs, 300G,  [s] = [s,s]
Is,0f = ([s, e[~ [shudr, 1s,13 = (Is,e3~[sDUE .

)

(2-1) DEFINITIONS: (a) On_appelle optionnelle et on note 0O
la tribu de fi engendreée par les [S,TI pour 5,Tes et

les AxDyv,®] pour A€G (on désigne par la 1'ensemble
[(w,t): wea, Yw)stcm}).

(b) On appelle prévisible et on mote P la_tribu de ﬁ
engendrée par les JS,T] pour S,T€S, par les [OA] pour
A€GO et par les Ax[y,@] pour 4egGy_.

(c) Un processus X=(xt)0‘tsm est dit adapté si

(2) ¥resg, X3 est Gp-mesuradle.

(3) Pour tout intervalle Js,t[C contigu a @(w), X (w)
est constant sur [s,t[ (resp. {s,t]) si te f(w)
(resp. t¢ fiw)).

On remarquera la forme particuliére de (3): 1la encore,
il s'agit d'une définition adaptée aux processus invariants

par changement de temps. Commengons par étudier la tribu 0.

(2-2) PROPOSITION: (a) Si S,T€ S, toutes les formes d'in-
tervalles stocha{stiques (1) sont dans O.

(b} 9 est engendrée par les [5,T7] avec 5,T€ S et les
Axlr,®1 avec A€G.

(c) Tout processus optionnel est adapté.

(d) Soient S,Te€S et Y une variable Gg-mesurable, Si

A est un intervalle stochastique de la forme (1), alors le
processus ‘1’.I.A est optionnel.

(e) Soiemt Te$§ et Y ume variable aléatoire, Pour gue
Y soit QT—mesurable, il faut et il suffit qu'il existe um
processus optionmnel X tel que Y =X

(f) Soit une application: SL—T-)[O,m] . Pour gque Te§,
il faut et il suffit que T&Y et que [T,7¥eO.
=

Démonstration: (a) On pose Rr'x= (Rn){T<Rn) . D'aprés la dé-
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finition i1 T et des intervalles stochastiques, il est
clair que [s,TY= [5,k Leo. Comme R'=M31, (1) en-
traine évidemment Te résultat.

(b) découle immédiatement de (a), étant domné que [S,T[

(Es,7I~[tH ULsD.

(c) Cotte propriété, vraie lorsque X est l'indicatrice
de [z, pour 8,T€3, oude Ax[Y,@] rpour AE€G, res-
te vraie car un argument de classe mnonotone pour tout pro-

cess.oi o o.tionnell.

%, Joujours par un argument de classe mcnotone, il suf-
rit e -ontrer le résuitat lorsque Y:’lA , avec A€(_a‘S .
1 =1, . -1 1 B
Tates,m) THs,,m T hpetry 0 o
(.,.; u’zigne la forme d'intervalle stochastique en ques-

Mais cela decoule alors de

ticu.
«2) La conditiunu nécessaire vient de (c), ia condition
surlisante de (d).
{f) Seule la coudition suffisante reste 3 nontrer, Comme
1'indicatrice de [2,¥] est adaptée, (3) eatraine que [T]
i @) iorlique [T<R}€ G, ¥ReR, d'ou le

Do Lzt odtoore s i-sied o

zui enoenarée par Les processus adape

cenbl. . o .te , limites 4 pauchke nur 10,30,

:rer que si X

iinité a gauche
onnel. Nous zllons suivre [5].

. 3
récurrence =0 et
L

GS. Sunposons que S-I‘ ES On pose T=
T et T -)’Alnf(t>$)& ~-%,{>y); si RER, ona

{ﬂ <R} = zs<mnr Y ts=r<rl il - kgi) > vH € g

(car R est d&ncmbrakue). Remarquons toutefois qu'en géné-
ral T €8, car [T J¢¥N. Par ailleurs limy1a1 T,=T,
donc [T<R} =ﬂy€ 9,y< a{Ty‘ r}€ G, et comme (3) implique
[T]JeN, ona €S d'aprés (1-2)(e). Done par récurrence,
Tie_.s , ¥nelN, ¥a>C . Posons maintenant

X(n,a) = X2 Z Ta(’l W2 ma [-1[7]]) .

3 [T] Cgme&n m Tyas Tmad
L'agres (2-2)(d), X(m,a) ¢st cptionnel. Dlautre part X

et

s limite i zaacae sur 2,30, donc lim_,rm1Ta= ,

n

xir,a) tend ver. une lim.te cptionnelle %2 lorsque nftow .
. N PR a .

Zrfin d'aprez les définitions de Tn et X(n,a), on a

i=3" sur [y,w] et }L—Xa|sa partout, “n faisant ten-

dre a vers O, on voit gue X est optionnel.m

ons maintenant & 1'étude de P . On définit l'emsemble
sire FeF var Fs {tw,t)ite t@), b <t}

(2-4) PROPOSITION: (a) On a PcO.

(b} Soiemt S,TeS et U une variable gsﬂgr_—mesura-

oie. 4 .0rs le processus Yig o est prévisiolie.
: . Js,7) S PRENRSRRL
ent Te S8 et Y wune variavie aléatoire. Pour gue

g‘l,_—mesurable, il faut et il suffit gu'il exisie un

;a3 _previsible X tel que Y =X

-
Démonstration: (a) decoule de (2-2)(a).
{(b) Il suffit de montrer le résultat lorsque Y:’lA , avec

Aégsﬂ dyo- Mais cela découle alors de ce que Y,l]]S,T]]=
sy, 03" a1

(c) 8. X est l'indicatrice de JS,T] avec S,0€ S, de
[O‘] avec A€ G(0) ou de Ax[5,m] avec A€ Gy ,il est
clair que XT est QT_-mesurable (utiliser (1-2)(c,k)) et,
par un argument de ciasse monotone, c'est vrai pour tout
processus prévisible, Inversement, supposons que Y soit
9!_—nosurable. I1 nous suffit de yrouver l'existence de X
prévisible tel que Y =XT dans les cas suivants:

-¥=1,, A€6(0) : on prend Xs= 1;0 U310, 53 -1yl p1
- Y=1{T=)} : on prend X= 1{3]'

‘1Aﬂ{R <7} A€ (=}(n) on prend KziA("L]Rn,S]-

2R =r;1m
- AD{(R) <R, & T}’
Aﬂ{(R g< Rl 1R ST

A€ G(n) : eonm prend X=

(2-5) PROPOSITION: P est engendrée par les processus adap-

tés, continus & gauche sur ]O,T[ﬂF , tels que X)’ soit

G, -mesurable.
3y - ————

Démonstration: Les indicatrices d'ensembles gémérateurs de
P vérifient clairement ces propriétés, Il nous reste douc
a montrer que si X est un processus vérifiant les comdi-

tions de 1l'énoncé, il est prévisible.
] i ariabl
Posons R} = (Rn){(Rn)g<Rn}. Si Y est une vari e

(—_;(P ) ‘—mesurable, le processus Yl{(R g [Q,]‘
Y’_L{(Rn)g< Rn"l](kn)ghk;l;n @5t pravisinle. Par aliieurs

est trés facile de trouver pour tout nz71 une suite crois-
sante (R(n,m)) dtéléments de S telle que 2(n,0)=0
que R{n,m)< R(n,m+1) sur {R(n,;n)<_§; , &t que F=

U [R(a,m)] . on pose alors A(m,m) =JR(n,m),R(u,=+1) 1)

(m>(p%jw[RI"J)‘e P et

X% = x 1[0] * X"l[’ * Z xR(rx m))‘LA(n m)

mz O

e <5 i)
I1 est clair que cette formule définit sans ambiguite un
processus x®. Les considérations précédentes concernant
les ‘2‘, ainsi que (2-4)(b), montrent que " est prévisi-
ble. Mais FN10,3L = U[R']ﬂjo Y[, donc X"=X sur
FU[‘S @) JL0J. De plus, la continuité i gauche de X sur
#°N30,1[ entraine clairement que X% tend vers X sur

eet ensemble, donc partout, et X est prévisible.®

2 - TEMPS D'ARRET PREVISIBLES

Habituellement, il y a deux maniéres de définir les temps
d'arrét prévisibles T : soit T est "annoncé" par une
suite de temps d'arrét, soit [T,®] est prévisivle; et,
dans [4], il est montré que ces deux maniéres sont équiva-
lentes, du moins lorsqu'il y a une probabilité et que les
tribus sont complétes par rapport a cette probabiliteé. IXci,
ces deux méthodes conduisent & des classes différentes de
temps d'arrét, méme lorsque toutes les tribus sont complé-

tes par rapport a une certaine probabilité.

Nous commengons par étudier 1'une de ces classes,

(3-1) DEFINITION: On appelle prévisibles et on mote S
l'engemble des Té& S tels gue [T,5€P.

(3-2) PROPOSITION: Soiemt 5, T, T € §,- Alore

(a) St Re§ et R,€ S, alors AN{R<Tl€ @, .

(v) Pour que A€Gy , 1l faut et il suffit que T, € gp
ot gue AfN{Tav}e€ §_ -

- THEORIE GENERALE DES PROCESSUS 3 -
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(c) 51 ReS et A€ g’ﬂ- alors A[}{T=Rje g
() o€ g, Y€ 5, st Ry=(® ){m) <R}€S " wnel.
(e) ¢n.a sVYtTe S, SI\T€ et (s/u*) =6 NGy -

(f) 8i Tn¢ R et si la suLte (1)) est stationnaire,
alors RES .
(g) si TH1R, on a Réép.

(h) Si ReS§ et si ¥ est une variable G, -mesurable,

=S5
le processus Yl]s,R]] est prévisible.

Démonstration: (a) Découle de 1'égalite ’lKRA )'](R) =
EEEEEE—— s

1Aﬂ{R<H +’1{R:H et de (2-4)(c).

(b) D'aprés (a) la condition est suffisante. Inversement

soit A€Gy . (1-2)(k) emtraine AN{T=¥]€ g, . (2-4)(c)

entraine l'existence d'un processus previsible X tel que
=1,(fr<y} - Mais alors £, 3=-021N(fx=13U0Dee,

et [1,,7] :M'rA,x]U[TA]]eg, domc Ty€ S,
(c) on a A(1{T=R=7je€ g, d'aprés (1-2)(k). D'autre
. . N B
part X= ’_I.[T ]-’l[”l est prévisible d'aprés (b), et Xp=
- 1

Aﬁ{T=R<X} est GR mesurable d'aprés (2-4)(c).

(d) 11 est évident que O et J sornt dans S . 5i 5, =
1 & - K] 1]

((r ) {(R )< Ry * on a 5 €5 d'aprés (1-2) =t [RE,J]

=1s ,X], abnc R'ES

(e), (f) et (g) sont évidents. Enfin pour montrer (+), il
suffit de remarquer que si A€ (:}s_ , 'on a ’lA’l[S,HJ:
’l[SA,R]’ qui -est prévisible d'aprés (b), et d'appliquer un

argument de classe monotone.®

(3-3) DEFINITIONS: (a) On appelle annongables et on note
éa 1'ensemble des TeS tels que IT=0}€ G(0) et pour

AN LA LN

lesquels il existe une suite (Sn) (dite "annongante")

d'éléments de $ croissant vers T'« T, avec T=T'

A
(resp. T:T':"i'")ﬂ Sn<T’ pour tout n (resp. s'il

existe n avec SnzT'>O).

(b) On_mote S, l'ensemble des T,, ou TeS et A€G, .
=b A == Za — =T~

(3-4) PROPOSETION: (a) On a gacgbcgp; o€s, , Ye§ ,
R‘eS ¥neN (ces temps d'arrét sont définis dans (3-3)).
(b) 5i Ses, est annoncé par (5), {0<5<3}Ng =

{0<s<r}ﬂ(\/c .
(c) sL 8,7T€S, (resp. § ), ona SAT, s\/Tega
(resp. §.).
(d) 81 T €35, (resp. $,) et T,1R, ona Res (resp.
S -
(e) Soit Te€$§ ; pour que A€G, il faut et il sufrit
s

aue AN{T=v}€ g _ et que T,€

Démonstration: (a) Il est clair que §5,€8,. 51 ses, est
annoncé par (S ) et si A={S=0}€ G(O) , ona [S,357=
[OA]U(ﬂ]Sn,Y])e P, donc Se§p . le fait que S 5 dé-

=p
coule alors immédiatement de (3-2)(b). Enfin il est clair

que O et ¥ sont annonqables, tandis que R' est annoncé

par la suite constante = ((R )g {(R )B< R }

(b) Soient S§'=1lin sn, A={0<5<¥], B:ﬂ {s,<s},
At =Af)B et A"—AﬂBC. (1-2) entraine BNGg, =3M1(Vgg)
et BnGS,—B n(VG . Mais $'=S sur A', donc “
A‘nGS, -A'nG d‘apres (3-2)(c), car Se s
part sur A" ona $'=S, donec CI{R < S} _—CQ{R < s'}
et cm(np>g<ﬂpss} cﬂ{(rz ) <R }ﬂ {(r), =5 “sur am
comme Q(P)Cg(g) , on en dedult A"ﬂG —A"ﬂ(;s,, d'od
le résultat. pe

D'autre

(c) est évident; (e) découle de (a) et de (3-2). Montroas

{(d): si T €85, est annoncé par (S(n,m))m>0, il est

clair que R est annoncé par Sn= VnS(p.n) . Si mainte-
<

i i €
nant Tne gb’ pour chaque n 1l existe Sne §a et An

G = ! = =
Gy, -+ aves T, = (sn)An . On pose S} \slnsp et B,
pOnA“: ona B € (=}Sr,l_ et d'aprés ce qui precéde, S'=

lim S;le §a , donc B:ane gs,_ et il nous suffit de re~

marquer que, comme la suite (Tn> est croissante, on a né-

cessalrement k= SIIB .8

(3-5) DEFINITION: On note § la tribu de N engendrée par
les [s,70 avec §, Te 5, et les AxY,w] avec A€ (_;r_
(4-6) PROPOSITICN: (a) On a

(b) Soient S, Te S t

Alors le processus ‘ﬂ[s T
(c) soient Te€S5 et ¥ une varlable aléatoire. Pour gue

une variaole (’S -mesurable.

qc
Y
e

g-mesurable.

Y soit GT -mesurable, il faut et il surfit
processus Q-mesuranle X tel gue Y=XT'

gqu'il existe un

(d) Tout processus adapté, continu sur [O0,3[, tel que

XO soit G(O)-mesurable et Xy, QI_—mesurable, est Q-me-

surable.

Démonstration: (a) découle de (3-4)(a). (b) se montre comme
en (3-2)(a), en utilisant (3-4)(e). Pour (c¢), la condition
necessaire diécoule de (b), tandis que la condition suffi-
sante se montre par un argument de classe monotone a partir

des indicatrices dec v¢nsembles engendrant @ .

Montrons (e): on reprend la démonstration de (2-3). Si
a ; ; N 1
S_Tn, soient ,}"fnd et TnzTAlnf(r.>a, lA(S-Xt!za-n
ou }xs-xt |>a-3) . On montre comme en (2-3) que T € 5.
Mais, comme X est continu sur [O,Yf , 1l est facile de
voir que la suite (Tn) apnonce T . Par suite I‘ﬁé §a

pour tous neN, a>0, donc d'aprés (b) les processus

X(n,a) sont g-mesurables, d'ou le résultat.m

Remargue: On peut définir, de maniére naturelle, deux au-
tres tribus sur &: soient Qp (resp. ga)’ angendrée
par les [S,T[ avec 5, T€§ (resp. §a) et par les
Ax[)',cn] avec Aegr_. On a alors les inclusions gac gc
gpci:’ . Les propriéteés de gp sont tout a fait analogues a
celles de g , et on les signalera au passage (sans démons-
tration); par contre, les propriétés de ga sont différen~
tes, car si Te€ §a et A€G, , on n'a pas nécessairement

T
I‘AG ga .2

ous allons terminer ce paragraphe par une caractérisa-
tion des sauts d'un processus continu & droite et limité 3

gauche.,

(3-7) LEMME: Soit X un processus adapté, contimu a droite,

limité 3 gauche sur 7JO,¥[ . Pour tout Te 3§, XT- est G, -

mesurable sur {‘[‘<)’} .
Démonstration: Soit T la famille des 7077
truite dans la démonstration de (2-3). Cn pose D:JO,T[ ﬂ

{R1) et, pour tout acR,
H = U[[s<T}ﬂ

(Sﬂ ({s'<si +{s'3 0} + {sesr<rilxg >a}))]egT_
'e -

d'aprés (1 2). Mais, comme D (qui est la "fermeture" de

(n,me N) cons-

A
R€T

D) est l'emsemble des points de discontinuité de X sur
[0,5] lorsque K est muni de la topologie discréte, tandis
que D contient tous les instants de saut de X sur ]O,Y[
(pour la topoiogie ordinaire de R cette fois-ci), il n'est
pas difficile de voir que
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{XT_>a}ﬂ(T<ﬂ={T<Y3n(~ U H)EG, .®
. b>a,beq =T

Remarque: Le processus X_ vérifie donc (2), et il est con-
tinu & gauche sur J0,3[ . Cependant il n'est pas prévisi-

ble en général, car il ne vérifie pas (3).m

(3-8) PROPOSITION: Soit X un processus adapté, continu a

droite, 1imité & gauche sur J0,Y[ . 1l existe alors une

suite (Sn) d'éléments de S, qu'on peut choisir dans §

P
si X est prévisible, et tels que {sn=sm< 11 =¢ si mgn
et que {x_#£xjN710,5[ =]o,7[ﬂ(Ursn]) .

Démomstration: Soit T comme dans (3-7), On pose G={XAX_}

ﬂ]o,jr. Lorsque X est seulement optiomnel, om note T’

1'ensemble des T lorsque T parcourt T. (3-7)
{Xp_ £ Xq) =
entraine T'C S, e% il est clair que
(4) 6 =Jo,50C U sD .
S€'£'
Supposons maintenamt X prévisible. Soient SzTg/m et
_l/m - g Y
T=T7", : 11 est évident que A= HXS'XTIZ m} est dans G,

done TA€§. La définition de T entraine que [TA]=
]s,T]ﬂ{]xs-x.lz %}, et par hypothése cet ensemble aléa-
toire est dans P, donc T €§p . Enfin (3-7) entraine que
B={T,< x}ﬂ{?xTA_,éxTA}e STA' - Par suite T'=(T,) €8 :
a chaque Tel‘ on a‘associe alnsi un T'e§p , et on note
T' 1l'ensemble de ces T'. Il n'est pas difficile de voir

que (4) est encore satisfaite par cet ensemble T'.

Soit alors (Tn)nzl

ments de T' . Pour obtenir le résultat, il suffit de défi-

un rangement quelconque des élé-

nir par récurrence 5, =T, et sn=<(Tn)A ,
n

15{}1 n{Tn £5).m

avec A =
. n

4 - INTRODUCTION D'UNE PROBABILITE.

On suppose donnée, & partir de maintenant, une probabili-
té P sur (.Q,g) . On note g la complétée de G pour P,
et g 1'ensemble des parties P-négligeables de (=i. Soit
é(n) =§(n)V! . On note également E l'ensemble des parties
Ac R telles que {w, 11 existe t avec (w,t)e A}eN.

On fait les conventions de notation suivantes: si X, Y
sont des applications sur £ (resp. R ) et sia , B sont
des parties de R (reép. %), on écrit XY, A&B, etc..
lorsque ces relations sont vraies & un ensemble de N {resp.
§> prés.

On note § 1l'ensemble des applications:_n.—TvEO,cD] tel-

les qu'il existe T'€¢S avec T2T', La proposition suivan-
te montre que S est 1la classe "naturelle" des temps d'ar-

rét par rapport a la famille (@(n)) de tribus.

(4-1) PROPOSITION: Pour que Te S il faut et il suffit que
[TIEN et gue {T<R j€ G(n) pour tout nelN.

Démonstration: La condition nécessaire est évidente. Réci-
proquement, supposons la condition de 1'énoncé satisfaite.
Pour tout ne® 1l existe A,€G(n) tel que {T<R}ZA.
Etant données les relations d'inclusion des |{T< Rnl et le
fait que [T]JEN, on a évidemment

){ tRy<B 1N a & (R <r 14,
5
(R =R 1N, 2 {(Rn)5=Rn}ﬂ(-yN({Rm< RTINS

On pose alors S(w) =J(w)A 1nf(Rn(“): we An) , et

S@)  si we lJ (s=r N4>
T (w) ={ ne N
SE(U) sinon.

Il est clair que [T'Jc N et que

fro<r={lwr), < Rn}nsanju[mlzjm(.\mﬂmm< R Dleg),
donc T'€ §S. Par ailleurs en utilisant la premiére partie
de (5) on ;oit que {T'< Rn}é An , tandis que la seconde
partie montre que Ané{T'< R} : par suite {1r< RYZza 2
{T<Rn} . 51 alors B={w: Tw)e nw), et TW)<R (v) &
Tt (w)< Rn(w)} , 11 est clair que BeN et que T=T' sur
B®, d'oa le résultat.®

Lorsque Té§ on définit alors §T et §T- par (1-1)
4 1'aide des TF(n) . Puls on définit § et g par (2-1) a
l'aide de §, G(0O) et G. Un processus est dit g-adapté
5'il vérifi_e (3; en dehor; d'un ensemble de N, et s'il vé-
rifie (2) pour tout Te§, avec §T' Ensuite on définit
ép a llaide de P, Ea et gb par (3-3) a l'aide de E(O)
et de 8 en remplagant égalités et inégalités par égalités
et inégalités P-ps, et enfin g par (3-5) 4 l'aide de Eb'
Etant donné (4-1), il est facile de voir que tous les ré-

sultats des paragraphes précédents restent valides si on

considére 5,5 ,S ,S ,0,P,Q, & condition de remplacer
——— =’zp’=a’zp’'=’=’3
"adapté" par "G-adapté", et les inclusions dans N par des

~
inclusions 4 une partie de N pres.

On peut bien entendu comparer ces nouveaux concepts a
ceux définis précédemment, ce qui est trés facile en utili-
sant la définition de 5 et (4-1). Nous laissons donc au

lecteur le soin de montrer gque:

(4-2) PROPOSITION: (a) Si T€S et si T'€S avec TET',

alors Gp=Gp/\/¥ et Gy =Gp, VN
'(b) on_a %:{T: Jre S Tf’l"} ,
TeT} et § ={r: JTre s, T2T'}.

Enfin, on peut améliorer (2-3):

(4-3) PROPOSITION: Tout processus G-adapté, continu 3 droi-
te, est §-mesurable.

Démonstration: On reprend la preuve de (2-3), en définis-
sant cette fois-ci les Ti par récurrence transfinie pour
tout ordinal démombrable 31 . De maniére classique, on sait
que pour tout a>0 il existe un tel ordimal 1 tel que
P(T?:X) =71 . Le processus Xa=X(i,a) est g-mesurable, et
X® temnd vers X lorsque a=1/n-»0, sauf sur un ensemble
de W, d'od le résultat.m

5 - LES THEQOREMES DE SECTION.

Dans ce paragraphe, on reprend essentiellement la méthode
de [1]. Nous donnons cependant des démonstrations complétes

car il s'introduit quelques difficultés techmniques.

Commengons par quelques notatioms., Si ACE, on pose
p(A) ={w: Jt<I(w), (w,t)€ A} (ce n'est donc pas exacte-
ment la “"projection™ de A ). Soit ReE fixé. . On pose
AR =L0,RI} ({R<51x[0,5[) et pour tout AcH on éerit A

~R = © R
= A{]Ja. Pour tout m¢N on pose R = (R)gp <R} °f

R

R(n) =(=}R: remarquons que la famille (gR(n))n est cons- -

G
tante, Il est facile de woir que la famille (Rﬁ,gR(n))neﬁ
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verifie (H~1l) et (H-2) (avec Ri:;), et on peut wonc lui
associer par (1-1) et (2-1) une famille §R de temps d'ar-

rét et une tribu opticnnelle Q“ .

I1 n'y a pas de relation d'inclusion entre (¢ et QR . Ce-
pendant si TeS oma TARe S%; comme [51%-9 et
£s,t0% = [sAR,TA RLY, il vient alors

(6) onifc oRNak.
Cn note }_{R la classe des intervalles l[S,T]R , ou S,7T
E§R . On considere les classes lgR et IiR , stabilisées de

% pour (UL,Nr) et (Ua,Nd). Enfin & tout AcER on asso-

cie IR(A) =P¥(p(A)), oi P* désigne la probabilité exté-

rieure associee a P .

(5-1) LEMME: on a LR=0FNEF.

Démonstration: Comme [I]R=¢ B QRﬂﬁR est la tribu engen-
drée par }jH , et il nous suffit de montrer que le complé-
mentaire de [S,TIR dans 5.R est, pour tous S, Te& §R,
dans LR . Or ce complémentaire n'est autre que [0,sIRU
]T,T]R (rappelons que 3¢ §R ). Mais d'une part T =
R R . R : R -
(Rn){T<R§}é§ et J1,73 _U[[‘n,”f] . D'autre part S5'-=
O{S>O}€ §R et, comme les tribus g“(n) sont constantes,
les applications suivantes appartieunent aussi a §R:
R . R
R si R <8 S si S <SS
s ={ n n sn ={ V n g
n

o] sinon, 6] sinon;

il suffit alors de remarguer que [O,S[R = [( U[O,Sn]R J
(n)

Lo, s ¥ N Ls',53% .m

Si A est une partie de 2 , on note DA le "début" de
A, défini par DA(U) =inf(t: (w,t)eA).

R
(5-2) LEMME: (a) 81 A€(K");, ona p(a)e gy, [p)ca
et D ESR.
= AR R ) =R
(v) IR est une K'-capacité sur 07,

Démonstration: Si A€ ISR les propriétés (a) sont évidentes.
Soit maintemant (An) _une suite de léR décroissant vers A.
Les coupes An(w) des An sont constituées de réunion fi-
nies d'intervalles de la forme [s,t] (resp. [s,t[ ),
avec sen(w) et ten() (resp. te€Tmw)~ f(w)); mais
uans ce dernier cas, on a t_<t, et il est facile de voir
que la classe constituée de tels intervalles est une classe
compacte. On en déduit que p(A) :liml p(An)e (:}R , et donc
IR(A) =P(p(4a)) =1im P(p(An)) =1lim IR(An) ; par suite on a
(o).

Soit maintenant T= lim] Dy € &
p(Anﬂ[O,T]) car T;DAn , et pour la méme raison que ci-
dessus, p(A{JL0,TH) =ﬂp(Anﬂ[O,T]) =p(4), d'ou il décou-
le clairement que T=D, et [T]RC 4 (car, a-priori,

R -
. On a p(An) =

TsDA), et on a le résultat.m

- — v —-—
(5-3) THEORZME: Soit A€Q. Alors p(A)e€gG et D eS.
Démonstration: D'aprés (4-2) il suffit de montrer le résul-
tat lorsque A& Q. Soit RE€S. (6), (5-1) et (5-2)(b) mon-
trent que AR est IR—capacitable, donc (5-2)(a) entraine
R = R -
que p(AT)e (=;R . Comme p(A) =RLEJ}_2 p(A") on a p(A)e G.
v B
Par ailleurs p(AR) = {DA‘ R<3} , et {bA‘ R=3} = {R=T}e€

Gp» donc {5‘\5 R}€§R . Comme [f)A]CN , on a le résultat.®

(5-4) COROLLAIRE: Soit Ae€Q (resp. P). si [p,I{100,3[

lorsque A€

e

Y
Démcnstraticu: Jomme on a alors LA‘: DA s
le résultat n'est autre que (5-4). De plus [DA]: GIv

([0,0,(14), qui est B-mesurable si A 1l'est, 3'0% ic fin.®

(5-5) PROPOSITION (Section complete): Soit A€ 0. il exis-
te une variable T (dite "section comniéte de A") véri-
fiant {T<R}€ & ¥nelN, telle gue [vJcu, [1INfo,3(c
A et P(n(a)) =P(T<Y) .

Démonstration: Comme dans (5-3) on peut supgoser A€0.
Comme nous cherchons une variable '"mesurable", mais p;s un
temps d'arrét, ce n'est pas une restriction que de supposer
dans cette propcsition que G(n) =G ¥nelN: autrement dit,
on va obtenir un théoréme de*secti;n compléte, non seule-
ment pour les ensembles optionnels, mais pour tous les en-
sembles "mesurables', en un sens évident.

Soit R€§. On va d'abord montrer le théoréme pour Ac
iR. La encc_u‘e, tout Be (_)ﬂﬁ.R est IR—capacitable, donc il
existe B'c B, B'E(}SR) _, avec P(p(B))2P(p(B')), et
T(B) =D, vérifie [T(BYIRCBAN ot P(p(B)<2P(T(5)<T).
On construit alors par récurrence A'l:A , Tn:’I‘(An) y An+1 =
Anﬂ({Tn<ﬂ x [0,01)%; comme tous les g(n) sont égaux,
chaque A, appartient & Q0 et cette construction est donc
possible. 11 nous reste alors, pour obtenir une section
complete T de A, & poser T= ATn et & remarquer que

P(p(Anﬂ))s%P(p(An)) tend vers O quand ntw .

Passons maintenant au cas général., On range en une suite

] 3 -
(Sn) les eléments de K. On pose A =4 et A 4=

S
A nﬂﬂ(qgn({"fn<ﬂ*[0,®]))c, ol T désigne une sec-

tion complete de AL La encore, tous les G(n) étant é-

gaux, om a Ane‘(_)ﬂﬁsﬂ, et cette construction est possible.
Il suffit encore de poser 71 = /\‘1‘n pour obtenir la section
cherchée, en remarquant que les p(An) sont disjoints deux-

a-deux et que la réunion des An est Afifo,s[.m

(5-6) THEOREME (Section): Solemt A€ Q (resp. §g) et a>O.
Il existe Te§ (resp. 5,) tel que (TIN[0)[ca et
P(p(a)) < P(T<S) +a.

Démonstration: Nous suivons [1] de trés prés. On a {"=
[0l =[33% Q. D'aprés (4-2) on peut donc supposer gue
Ach" et Ae€0Q (resp. Q). Soit R une section compléte
de A . Pour tout processus borné X on pose n{(X)=
E(XRj‘{R<¥})’ ce qui définit une mesure positive m sur
(f",0Nd") , portée par A et de masse m(A) = P(p(A)) .

Notons H ((resp. K) l'ensemble des réunions finies d'in-
tervalles [§,TL avec 5,Te$§ (resp. §,); il est facile
de voir que Iziﬂﬁ_" et lfziﬂ_ﬁ_"' sont des algébres engendrant
oNg" et gﬂi"; si BeH (resp. K) on a [DBJO[O,XEC_B
et D,€5 (resp. § ); enfin si Be€(H); (resp. (I:()S) on
a aussi [D,I()[0,5[cB.

D'aprés un résultat classique de théorie de la mesure, il
existe BcAa, Be (E)s (resp. (1§)S) avec m(B)gm(A)-a.
Si T=Dy on a donc [PIN003Cc 4 et P(u(a)) =m(A) <
m(B) +a=P(T<3)+a. D'auprés (5-3) on a Y=Tes.

I1 nous reste a montrecr que Te€ Sb lorsque Ae€Q. Mais
B est limite d'une suite décroissante Bne K. Comme §b
est stable pour (Vd), il existe Se€ §, tel que 5 soit
l'enveloppe supérieure essentielle de la classe S'= {Vf §b'
r o =
v<r}. Soit un_Bnn[S,Y[. Ona §€T, donc B&C cB
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et B=ﬂc ; on a CeK donc D, € 8 et comme S<D

n = Ch =b Cn
dtaprés la propriété d'ess-sup
de S . Mais alors [s]ﬂ[o x[cc , ce qui entraine
{s1N[0,5[& B, et comme S<T on doit avolr S%T. Autre-
ment dit Te§, .

<« T on doit avoir S2 D

Remargue: On a un résultat amalogue concernant les éléments
de gp , avec des sections appartenant a S . Par contre

on ne salt rien sur les sections prévisibles d'ensembles

prévisibles, ®

& - MARTINGALES ET SURMARTINGALES.

I1 nous faut maintenant une définition des martingales
adaptée 4 notre propos. Nous nous contenterons de donner
les propriétés qui nous seront indispensables pour la suite.

~ . -
On pose F=RL€JR[H]’ et on ordonne les éléments de R en
une suite (Sn).= '

(6-1) DEFINITIONS: (a) Une surmartingale (resp. martingale)

7]}

est un processus §—adapté X tel que pour tous S,Te€ S,

(7) XTzE(XslgT) (resp. :E(Xs|§T)) sur {T<S}

(cette définition suppose bien-slir que ces espérances con-
ditionnelles ont un sens, par exemple si sto ou si Xs
est intégrable).

(b) Une f—surmartingale (resp. martingale) est une appli-

cation: F—-X—)R telle gque pour tous S, TGS avec [S]c?

et [TJC?‘, Xp est §T—mesuraole et (7) est vérifide.

Nous voyons que la définition (a) introduit automatique-

ment la variable "terminale" Xa.'): XI’ On dit qu'une sur-

martingale X est de classe (D) si la famille (XT)TES
est uniformément intégrable. Dans les définitions ci-
dessus on peut évidemment remplacer § par S . Enfin, toute

~
surmartingale est une F-surmartingale.

Le lemme suivamt se montre comme son équivalent classique,

étant donné que F est a coupes dénombrables:

(6-2) LEMME: Toute ’f-surmartingale X de classe (D), ou po=-

sitive et telle que E(Xo)<m , est P-ps limitée 34 droite

et a gauche le long de F.

Soit maintenant une application: ,I:"—x»R , P-ps limitée &

droite et a gauche le long de %", telle que XT soit §T—

mesurable pour tout Te€ S tel que [T]c'f. On pose

XT sit>?¥
- i <
(8) Y, X(Rn) . si (Rn)gst R,
lim s§p(xs; seF,s>t,s\N) sinon.
(6-3) LEMME: Y ast un processus Ej_'—adapté, P-ps continu a

droite et limité & gauche.

Démonstration: Si ﬁeg est l'ensemble en dehors duquel X
est limité & droite et a gauche le long de ’f", il est clair
que Y est continu a droite, limité & gauche et vérifie (3),
en dehors de N . Soit alors TGS. Par construction on a
Yu=X;, sur l'ensemble ET—mesurabie A={T =T}U(U((R )
T<R I) Soit S=T,.: si §) =(S ){S<S } (rappelons que
(S ) désigne un dénombrement des éléments de R ), on peut
de naniere classique modifier cette suite (S') de fagon a
obtenir une suite décroissante (S") de temps d'arrét tels

que [S"]CF et s'xlimls; /\s;l. De plus,.d'aprés la

v
définition de §, on a S=S'. Mals ‘ls_l:Lm XS", donc

3 n
Yo est Gg nGS,,-mesurable d'aprés (1-2)(1). Comme

‘I‘:S/\TA le resultat découle de (1-2)(h).B

(6-4) PROPOSITION: Soit X une surmartingale de classe (D),,

ou positive et telle que E(Xo)<m . Pour qu'il existe une

surmartingale Y continue & droite et limitée a gauche, tel-

le que YT=X’I‘ ¥res il faut et il suffit que limTE(X )

= E(XE‘) pour toute suite T, es décroissant vers T.

Démonsiration: La condition est évidemment nécessaire. In-
versement, supposons la condition vérifiée. D'aprés (6-2),
1a restriction de X a ¥ vérifie les conditions de (6-3)
et on définit donc Y par (8). Soit TEE; on reprend les
notations de (6-3): comme X est une surmartingale vérifiant
g=1lim E(XSH,ES)‘XS; par
):E(xs) par hypothése puisque
N .
d'ou YT-XT et on ob

de "bonmes" hypothéses, on a
ailleurs E(Yg)= 1im b B(Xg,
S1=5, et on en déduit YgiXg,
tient le résultat -(on trouve une version satisfaisant les
conditions demandées en posant Y =0 sur l'ensémble ou
les trajectoires ne sont pas continues a droite et limitées

a gauche).®

I1 découle de ce résultat que toute martingale de classe
(D) admet une "modification" continue A droite et limitée a

gauche.

Dans la suite, on fait les conventions suivantes: le terme
"martingale" désigne une martingale de classe (D) dont tou-

tes les trajectoires sont continues a droite et limitées a

gauche, et on identifie deux martingales si elles différent

2z

seulement sur ume partie de

(6-5) PROPOSITION: La formule XT=E(Z]gT) (Te ) définit
une correspondance bi-univoque entre les éléments Z€
Ll(.ﬂ.,g,P) et les martingales X.

Démonstration: Si X est une martingale, om pose Z=Xy. In-

versement, soit ZeLj'(n,E,P) . On définit une application:

%——x——R en posant Xy=Z et Xg =E(Z|G )
n =5y

ble {S <1 ¢ n (S ,és }). Il est évident que X est une

F-martingale. On deflnit Y par (8) et on montre comme en

sur l'ensem-~

(6~3) et (6-4) que Y est une martingale, solution de notre
probléme.®

Jusqu'a présent, on s'est contenté de dire que ¥ est
annongable; mais om peut préciser un peu la structure de ¥ .
Notons ¥ 1'ensemble des familles T= (T ) croissantes de
temps d'arrét, de limite ¥_, et posons B(T) —n{T <%},
Comme B(!)UB(Z') =B(T") avec T"-(T AT ), on peut dé-
finir une_version A(J’; de 1l'ess-sup des B('L‘) lorsque T
parcourt ¥. Il est clair que A(S)e g!- , et— AYC a le_

sens de la partie "totalement inaccessible" de ¥.

(6-6) PROPOSITION: Soit X ume martingale. Si T ES croit
T, = E( ]VG . 8L Te§, , ona
Xy =B(XyT,) sur “fo<T<3JUl{T= ﬂﬂA(S))

vers T, on a 1lim X

Démonstration: La premiére partie déceule simplement de ce
que (l.r GT ) est une martingale discréte. Si TES est
annoncé par (T ) ona 1lim Lp =Xp_ sur {0<T<T} et on
déduit de la premiére partie et de (3-4)(b) que XT_=
E(Xp|Gp ) sur {0<T<7¥}. On a do mdme Xy =E(X|G, )
sur B(I) pour tout Zéf. D'aprés la définition mdme de

§b on en déduit alors la seconde partie de 1'énoncé.e®
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7 ~LES PROCESSUS CROISSANTS.

Nuus introduisons maintenant, avant de parler d:s proces-
sus croissants, les ensembles "mesurables" (qu'on a deja vu
timidement apparaitre lors des théorémes de section). Pour
tout nel on pose @° (n) =d: rpar {(1-1) et (&-1) on peut
associer 4 la famille (&° (n))neﬁ’ qui vérifie (H-2), une
famille £ et une triou "optiomnelle" Q° , dite tribu mesu-

rable. On introduit également §° <t QOV‘E .

Enfin, une notation: si 1€ 8 on pose

(9) to,rp =[o,r3f) {r<si«fr,])".

(7-1) LEMME: Si H est la tribu engendrée par les processus

sl ol Z est une variable G-mcsurable guelcongue, on
[0,5,) = G

a H=0°. (On désigne encore par (Sn) un dénombrement de 1':().

Démonstration: Soit d'abord Té S tel que (TdcF. sias
fr=8 }ﬂ( N {T#£51}), les (4 ) constituent une parti-
n <n r n

tion G-mesurable de £ , et on a

o,y = é)/lAn ’l{o,snD ’
donc [O0,TDEH. Si TEF , soit Tn=(sn)§s<T}AO{5,zH’
qui appartient a £ et vérifie [T J<¢ ¥. ol a [o,rt =
U{o,Tn] et [o,7 J=[0,7 DULT ; par ailleurs &x[0,@Je
B si AeG, et Ax[y,o]-= (Ax[0,®3)N3Y. I1 nous reste
doac & monzrer que It1Jle d. Mais si on associe T a ¥
comme ci-dessus a'T, on a [)’]C = (U)[[Q,Tn})ﬂ ({‘l‘n<ﬂx
0

[o,03)]€ b .0

Par dofinition, un processus croissant est un processus

U° -mesurable dont toutes les trajectoires sont croissantes,
continues & droite, nulles en O . On note 4° 1'ensemble

de ces processus, et A (resp. A}p) la partie de 1=\° cons-—

tituée des éléments optionnels (resp. prévisibles). Soit
2"‘ (resp. g,ll‘p) 1l'ensemble des processus A qui diffirent
d'un élément de 4° (resp. A, l=\p) sur une partie de N
seulement, et qui sont intégrables, i.e. E(Ag)<a) .

Une suite d'applications (‘I‘n) est dite 3 graphes dis-
joints si ¥mén, [T =T <3} =@. Soit Aeg, A% sa
"partie continuef définie de maniére classique. D'aprés
(3-8) il existe une suite (T ) d'éléments de & , 3
graphes disjoints, telle que
(10 hos &0 (Zn)“crn'lmnm o gt Ay
de plus si A est optionnel (resp. prévisible), on peut
choisir les T  dans S (resp. §p), et on a alors AATn

Gy (resp. G

n PR
que tout processus croissant prévisible est gp~mesurable.

_) -mesurable. On peut d'ailleurs montrer

Par un argument de classe monotone, on voit que pour tout
processus Q°-mesurable, les trajectoires X () sont boré-

liennes. On peut donc poser, pour A€A° :
s
lim / X dA sl cette expression a un sens,
XA ={ st o 4o

+® sinon,
ce qui définit un processus XoA continu 4 droite. Si X320
on a bien-siir XsA€ &° . De méme lorsque A€ W et X est
g"—mesurable, on déflnit XeA de maniere évi;ente, en dé-

hors d'une partie de ‘E .

En prenant d'abord pour X les indicatrices d'ensembles
qui engendrent les tribus @ , 0 et P, et en utilisant en-

core un argument de classe monotone, on montre facilement:

(7-2) PROPOSITION: Soient A€A° et X un processus O°-

n:ourable, Alors XeA es ©-mecurable. Si de plus X st

o
A sont optionnels (resp. preévisibles), Xeh est option-

nel (resp. prévisible).

Soit Ae g (ou AeP). La formule i, (X) =B(Xehg), od
4 est un processus (}’-mesurable positif, aéfinit une mesure
x\'.A sur (ﬁ,§°) , finie lorsque A est intégrable, et qui
vérifie évidemment:

~
(11) MA([O])=O, BeN -aMA(B)zo.

(7-3) THEOREME: Soit m une mesure finie sur (5,§°) , Yé-
rifiant (11). Il existe un A€ tel que M, =m. Cet 4
est unique a une partie de ﬁ prés, et on peut en choisir

une version dans 4° .

Démonstration: La encore, om suit [1]. Pour tout n on dé-
finit une mesure Qn sur (Kl,?_z:) en posant QD(H) =

. |
m(’.LHJ.[O’SDD). D'aprés (11) on a Qn«P’ et on note X(n)
une version de la dérivée de Radon-Nikodym dQn/dP . S
Hc{Sn£ sm} , 11 est clair que 1H1[0.SDD5 1H1[0,S?D ;
donc QB(H)s Qm(ii) : on en déduit facilement que X(n)<€ X(m)
sur [sns Sm} . I1 est alors facile de construire une ap-
plication: FXok telle que Xsn%X(n) pour tout n,
et qui est croissante le long de ¥ . On définit alors Y
par (8), et (6-3) implique que Y est §°-mesurable. D'autre
part ¥ est évidemment croissant et E(‘Io) =E(XO) =m(fO])
= 0, donc Yy=0. De plus E(Yg) =E(Xy) =m([0,¥D ) =

m@)<®, donc YeW . Par définition de My ona

MY(lHl[O,SnD) = E(lHst) = E(1yX(n)) = q (H) ="'(1H1[o,SnD)
et d'aprés (7-1) on a donc M,=m. Le m&me type de raison-

Y
nement montre que si Y‘eg" vérifie My, =MY , On a

Yé '=Ys pour tout n, d'ou l'unicité & une partie de ‘ﬁ;
n n -
prés. Enfin le fait de pouvoir choisir une version de Y

appartenant & A° est laissé au lecteur.s

(7-4) PROPOSITION: Soit A€ A . Soient X et Y deux proces-
sus §°—mesurables positifs, tels que E(XS‘.L{S<”) =
E(Ys’l(5<y}) ¥S5¢€ § . Alors E(Xan_) =E(XoAI_) .

Démomstration: Posous c(s)= YA inf(t:At>s) . (5-3) impli-
que ¥¢(s)e g. Comme X vérifie (3), la formule de change-

ment de temps entraine

B ) = BOfXA,an) = BOf 0l k(005199 -
Or, comme 5(5)55, il est facile de voir que, en utili-
sant (8-1) et un argument de classe monotone, 1l'application
(w,8) »> Xé(s)(w)(‘-') est GOB(R,)-mesurable. D'aprés le

théoreme de Fubini on a alors

E(X.A,_) =/ds E(Xé(s)l{é(s)<x}) =/dSE(YE(s)1{5(s)<S})

par hypothése, et le méme raisonnement sur Y montre que

cette expression égale E(Y.A)»_) .n

8 - PROJECTION OPTIONNELLE DE PROCESSUS.

Jusqu'a présent, tout ce qui concerne les processus Op-
tionnels s'étend presque textuellement du cas classique au
cas présent (aux modifications diies 4 la présence du temps
de mort ¥ prés). Il n'est donc pas étonnant qu'on puisse
étendre également la notion de projection optionnelle d'un
processus, ce qui est fait dans le théoréme suivant.

(8~1) THEOREME: Soit X un processus §°-mesura\blel borné ou
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positif, I1 existe un processus §~n-luable °X et un seul
a une partie de 'i(: prés, vérifiant ©°X;=X; et, vreS,

= 1
E(°XT’J.{T<”) ‘E(XT1(T<§}) . Ce processus °X s'appelle la
"projection optionnelle”" de X.

Démonstration: Pour l'existence, il suffit de prouver le

résultat lorsque X:Zl[ , on Z est E—mesurable et

- 0,RD
ReS, d'aprés (7-1). Mais si Y désigne la martingale as-
sociée a Z par (6- il est immédiat que °X=Y1

P (6-5), mm q fo,RD

vérifie les conditions requises.

Scient maintenant X et X' deux processus optionnels.
Py . — ) ) ~l 5 4
Si E(XT’.L(T<”) ‘E(XT"L{T«’S}) ¥re S, une aprlication
classique du théoréme de section montre que p(X#X')e N.
51 de plus Xy=X}, 1l est clair que {XAX'lef.m

Remarque: La définition de la projection optionnelle dif-
fere du cas classique par le traitement de la wariable ter-
minale Xy . Cependant on se rapproche de la formulation
usuelle en donnant une définition équivalente: E(°XT) =

By et ECXdlip 5y) =E(Xfdyg s

’) ¥re S.o

Des preuves tout-a-fait classiques permettent alors de

montrer la

(8-2) PROPOSITION: (2) On.a ©°X;=E(X-|G,) ¥T€
(b) 8i Y est optionnel, on a °(XY)=Y°X.

heal

(8-3) THEOREME: Sojt A€W . Pour que A soit O-mesurable,

il faut et il suffit que MA(X) :MA(°X) pour tout proces-
sus g-mesurable positif X.

Démonstration: Comme XeAg = XoAyp_ +XSAA, , la condition né-
cessaire découle de (7-4) et (8-1). Inversement soient 2

une variable bornée -(_E—mesurable, et ng. Les processus
= (- g & ; -
X_m[O,TD et X “E(Zlng[O,TD ont méme projection op
tionnelle, donc MA(X) =MA(X') . Or MA(X) =E(24,) et
HA(X') =E(E(Z1§T)AT) , et on en comclut que A, est G-

T T
mesurable, d'od le résultat.m

On construit maintenant la projection duale optionnelle

d'un processus croissant:

(8-4) THEOREME: Soit Aég" . Il existe un élément A°g

et un seul, a une partie de N pres, telle que MA(X) =

Het|

HA" (X) pour tout processus optionnel positif X .

Etant domnés (7-3) et (8-3), la démonstration de ce théo-~
reme est analogue a celle de [1). Terminons ce paragraphe

par une série d'assertions bien connues (cf. [1]).

(8-5) PROPOSITION: Soient A€W et X un processus @—E—
surable positif.
(a) Si A est optionnel et si M est une martingsile,
E(Mpdp) =E(H.ATZ ¥Te S . /T _ . _
(b) i 8, Te§ oma B(J °x a8y = E(/s X 482 | gg)

T .
- BOfy oxug|Ey - _ _
(c) Supposons que XeA€ ¥V . Si X (resp. 4) est O-me-
surable, on a (XeA)® =XeA° (resp. (XeA)° =°Xed).

Démonstration: Pour {a) il suffit d'appliquer {(7-4) & X=

m’[O,TD et a Y=HT1[O,TD , en remarquant de plus que Arz
Yy . (c) est une conséquence de (8-2) et des définitions de
°X et &° ; de m8me (b) est une conséquence des mémes faits,

: . " =
appliqués & X ..’.LHX‘_LD 5,7D * pour HE€ gs N |

9 - PROJECTION PREVISIBLE DE PROCESSUS.

Contrairement a4 ce qui se passe pour la projection optiom-
nelle, on ne peut pas définir la projection prévisible d'un
processus. sans hypothése supplémentaire: cela tient & ce
qu'il faut & la fois un théoréme de section, la relation
M’I‘— =E(MT' (=}T_) pour les martingales (ces deux propriétés
sont valaocles pour Q et Tegb), et la mesurabilité de 1'o-
peration "arrét & un temps d'arrét", qui n'est valable que

pour P. On est donc amené & faire l'hypothése: P=9.

(9-1) LEMME: Supposons P=g.
(a) 81 TeS il existe A€ Gy et ume suite (T ) d'élé-
ments de S, avec [TAc]cU[Tn] et P(TA=S<S ) =0 ¥S¢ 5.

(b) 81 Te Sp il existe une partition §T_—mesurable

(A)) de 0 telle que T, €5, pour tout n.
n =" .

(c) 8i A est un processus croissant prévisible, 1l se

met sous la forme (10), avec TnE -§-b .

Démonstration: (a) Il s'agit d'une décomposition de T en
partie "accessible™ et totalement inaccessible. L'ensemble
des o€ ET tels que P(TB:S<S })=0 ¥Se Eb étant stable
par (Ud), on prend pour A 1l'ess-sup de cette famille, et
l'existence de la suite (Tn) est classique.

(b) Comme l[T]leg il existe d'aprés (5-6), pour tout n,
un T €8 tel que [T Jc[T] et P(T<T=Tn)s%. On pose
alors Anz{TzTn}n(DD (‘rp;éT}) , ce qui constitue une
partition de £l ; comme les Tn et T sont prévisibles, et
ny Ona A€ g‘f—ﬂng et d'aprés (3-4)
(e), on a (‘In)AnE §b'

que T:Tn sur A

(c) I1 suffit de mettre A sous la forme (10) avec des
T previsibles, et d'appliquer (b).m
(9-2) THEOREME: Supposons P=§. Soit X un processus §°-
mesurable, borné ou positif. Il existe un processus E-mesu—

rable p)(, unique & une partie de 'Ii prés, tel gue pXl.=
(P _ =z

E(X)Gy) et B XT’l(T<”)_E(XT’l[T<”) ¥Te§, . Le

processus Px s'appelle la "projection prévisible" de X.

Démonstration: On reprend la preuve de (8-1). L'unicité se
montre de la m@me maniére. Quant & l'existence, il nous

suffit de poser

R Lo, r0M 0,30 +1[YH1LR:T}E(ZI<.—;T—) .
Comme Y est limité & gauche, Y_ existe, est continu a
gauche sur JO,¥[, vérifie (3), et est g—adapté d'aprés
(3-7), donc prévisible d'aprés (2-5): par suite Px est
prévisible. Par construction on a pXI =E(Xl"(=;\'-) , et
(6-6) montre que PX répond a la question.m

On a alors l'analogue de (8-2) (pour (c), il suffit de
montrer le résultat pour X=Z’_L‘[O RD? ce qui, avec les no-
,
tations de la preuve précédente, decoule de (3-8) appliqué
a Y.

(9-3) PROPOSITION: Soit P=Q.
5y e s _
(a) On a "X, =B(Xg|G;) ¥Tes, .
(b) Si Y est prévisible, on a P(¥X)=YPFx.
(¢c) L'ensemble {°X£PX} est épuisé par ume suite de

temps d'arrdt.

(9-4) THEOREME: Soit AeV . Pour que A soit E-mesurable,

il faut et il suffit que HA(X_) =HA(PX) pour tout proces-
sus §°—mesurable positif X.

Démonstration: Supposons d'abord A prévisible. (8-3) im-
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plique M‘(X) -:H‘("X) , donc om peut eupposer X optionnel.
(9-3)-(¢) implique alors HAC(X) =H‘c(px) , et om peut sup-
poser que Ac =0 . Mais on peut mettre A sous la forme
(10) avec Tnegb , et (9-3)(a) entraine alors:

M, (X) = E1 4hp Xp ) + E(4A;Xp)
A gx) {Tn<r$ » Tn L
=Y E( an, PXo )+ E(an Pxy) = M, (FX).
?—;) {Tn<!’} T, T, Ty A

Montrons la réciproque. Il est clair que Plox) =pX, donc
(8-3) entraine que A est optionnel., On le met alors sous
la forme (10), avec Tneg. A chaque Tn on associe par
(9-1){a) une partie A, de fl ; soit X 1'indicatrice de
l[(Tn)An]; la définition mdme de A entraine alors que
Px=0 sur [0,J[, donc MA(x'l[o’“) =0 et PAN{T<TH
= 0 ; mais alors chaque graphe de Tn est contenu dams une
réunion dénombrable de graphes d'éléments de §b et, quit-
te 4 modifier le nom des temps d'arrét, on peut supposer

que dans (10), chaque T, est dans Sb'

Comme A° , étant continu et optiomnel, est prévisible,
il nous reste a montrer que AATn est GTn -mesurable. Pour
simplifier les notations, on pose T—T . Soit Z une va-
riablie G mesurable. On considére les processus X = Z’_L[o ,TD
et X' -E(z\
4 2z par (6- 5), on a Px=Pxr =Yg ep0r0 50 * LIy
Donc E(ZAAT) =M (X) =MA(X') =E(E(Z|I=§T_)AAT) , ce qui prouve

que AAT est GT -mesurable. s

[O Ty " S5i Y est la martingale associée

On peut alors décalquer la preuve de [1], pour obtenir le

theoréme d'existence de la projection prévisible duale:

(9-5) THEOREME: Soit P=§. Soit A€V . Il existe un
Afe V et un seul 4 une partie de ’ii prés, tel gque MA(X) =

HAP(X) pour tout processus prévisible positif X .

Soit M une martingale, D'aprés la démonstration de (9-2)
la projection prévisible de M est

Py -
(12) Moo= M 1o o gy EMIG ),

qui en général différe de M_. On a alors (cf. nhn

(9-6) PROPOSITION: Soit P=g. Soient A€W et X un pro-

cessus §° -mesurable positif.

(a) Pour que A€ zp il faut et il suffit que pour tout
Te S et toute martlngale M, EMpAL) = E(Py An) .

2 by T

(b) 81 s, Tes, d(/ X d4 |Gs)=E(/ xanplu =

T
E(/ Py, daf|Gg ).

(c) Suggosons que X.Ae V¥ . Si X (resp. A) est prévi-
sible, on a (X24)° = X, AP (resp. (Xea)P = Pxon ).

Voici encore une liste de résultats faciles, dont la dé-

monstration est laissée au lecteur (cf. [1]).

(9-7) PROPOSITION: Soit P=g. (a) Scient A,Be¥ et

M=A-B. Pour que AP =8P i1 raut et il suffit que
E(aMylgy ) =0 et que E(My) =0 ¥TeS§.

(b) Soient A,BeV et M=A-B. Pour que AP=3P i3
faut et il suffit que E(AMYl(:iI_) =0 et que M soit ume
martingale.

(c) S0it A€V. Ona AAD=E(MAf|Gy ) ¥Te§,

(d) Soit A€V. Pour que A’ soit continu, il faut et
il suffit que P(4A;>0) =0 ¥I€ S

(e) Soit Te§ tel que P(T=8<J)=0 ¥S€s5
te alors une martingale M telle que AM:l{T(”’lCT].

1l exis-

(f) Soit TeS5. Pour que Tegp il faut et 1l suffit

que _pour toute martingale M, E(AHT'J.{T< Y]) =0.

10 - DECOMPOSITION DE DOOB-MEYER D'UNE SURMARTINGALE.

Dans ce paragraphe, nous sommes également amenés a faire
l'hypothése ?:g On appelle potentiel une surmartingale
positive X, d trajeetoires continues i droite et limitées

4 gauche, telle que Xy20.

(10-1) PROPOSITION: Soit AEV" . Il existe un potentiel de
classe (D) X, et un seul a une partle de 'I:jl prés, tel gue
E(XleE(Ax—AT) ¥res. On a alors E(ag- AT'GT)

¥ es.

Démonstration: Si X est solution, on a XTzA],-AT:O sur
{T:T} : la seconde partie de l'énoncé découle donc de la

premiére de maniére classique, d'ou l'unicité.

Soit ﬂ {s, ,és} Sur B on pose X. =E(A,-A. |

p n % Sn ¥ S,

QS ), ce qul deflm.t une application: F—>R. Il est im-
~*n

médiat de vérifier que pour tout T€S tel que [TJCF,
on a XTzE(AT-ATlgT) , donc X est une F-surmartj;ngale
(car A est croissant). On définit X a 1l'aide de X par
(8), ce qui définit un processus g—adapté, dont on peut
prendre une version continue a droite et limitée a gauche.
Soit T€S; om reprend les notations de (6-3), en espérant
qu'il n'y aura pas de confusion entre les deux significa-
tions du symbole "A". D'abord XT -)mA et [I‘AJCAFI. En-
suite Xg=1lim E(xs,)G ) = 1lim E(A s'| S,) =E(A - AglGg)
puisque A satlsfalg (3). Comme T:T /\S on a donc bien
Xp=E(Ag -4 ]GT) , et a-fortiori E(XT) =E(A)_—AT) . Enfin
il est clair que X est alors une surmartingale, de classe

(D) car A est intégrable, que X2 0, et E(Xy)=0 , donc

Xy20, ce qui achéve la démonstration.m

On dit que X est le potentiel engendré par A . Il est

facile de voir que X est aussi le potentiel engendré par
o et AP, Inversement, on a le théoréme suivant (remarquer
que, contrairement au cas usuel, deux processus croissants
prévisibles peuvent engendrer le m8me potentiel; cela tienmnt
&4 ce que Y, quoiqu'annongable, a une partie "totalement

inaccessible™ A(¥)€ ¢f. avant (6-6)).

(10-2) THEOREME: Soit E:g. Soit X un potentiel de clas-
preés,

ik 1

se (D). Il existe un Aéy unique, a une partie de

©

engendrant X et tel que AAy;=0 sur a(n*

Dém(_)nstration: Montrons d'abord l'unicité, Soit A une so-
lution. Un raisonnement analogue a celui de {6-6) montre
‘5. =E(AA1,|(:‘:L) =84y sBUr A(Y), domc ML=1A()’)XI- .
Mais P est engendrée par les EOB] avec Beg(o) , les
[0,TD avec Te&d, et les Bx[,m] avec B¢ g),_;comme
A engendre X, on a M,([0,TD ) =E(X;-Xg) et MA(EOB]) =
M (B x(3=1) _E(X 1BcﬂA(¥)) pour tout BGS)’-: donc la
restriction de M a (3, P) est déterminée entiérement

A
par X, donc A est unique.

que X

Passons a l'existence. On pose Z= X 1A(S) A =Z’1D_]
est un processus crolssant prévislble, qui engendre un po-
tentiel X', et on pose X"=X-X', On a évidemment ‘=
’l{T(,}E(Z]G ) ¥re€S; donec si §, Teg un calcul simple

montre que sur {S<T]D(S<”

- EGRIGS) = - E(XplGg) + By 51 E(21G)18g) - E(Z]Gg)
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= Xg - E(Xp + Py :ﬂlgs) .

Soit T=(T)e¥. Sur {seTiN{s<5} on a s¢T AT pour
n assez grand, donc

g ? lin E(XTD/\T\QS) = By + g yinpmls) -
Mals, comme l'ensemble des B('_I__‘) est stable par ZU!), com-~
me 4(3) est l'ess-sup des B(T) et comme 2Z=0 sur A(Y),
il découle de l'ensemble de ces inégalités que XS)
E“T"”(T:H'Ss_) sur {S€T}N{s<7}. Comme on a X!=0,
on en déduit Xg;E(X,'l:)(:is) sur {S«T} et X" est encore
un potemtiel.

Quitte & changer les notations, il nous suffit maintenant
de montrer le théoréme lorsque X;_=0 sur A(Y) . Soit %!
= [0,30 : pour tout Ac® on pose A'=A[)f'. On considé-
re l'algébre K de f' engendrée par les parties EOB]'
avec Beg(o) et (0,7} avec Teg, ainsi que la tribu
L engendrée par K. Un élément K de K peut s'écrire
K:[OB]' + Z]SP,T 3", et on pose K:)[OB]' + Z[Sp,'l‘p]' .
On pose éggl‘eﬁent m(l[OB]') =0 et m(Js,T]") =EzﬁS-XT) ,
qui s'étend de maniére évidente en une mesure positive finie
additive m sur K. De plus on sait qu'il existe une suite
(Tn) de tamps d'—arrét décroissant vers 8', avec $r-5
et {S<’Hc(s<’rn}; le fait que X soit continu a droite,
de classe (D), et vérifie (3), entraine que m(]Tn,T]'M
m(}s,T}') : on en déduit facilement que si KeK, pour
tout a>0 il existe K'e X avec ka)‘m(K')—+a et K'e K.

Comme par allleurs, pour tout w et tout t<¥(«), 1la
classe des intersections des coupes K(w) avec fo,t],
lorsque Ke K, est une classe compacte (¢f. (5-2)), on mon-
tre exactement comme en [1] que la mesure m ast o-additive

sur K, et s'étend donc en une mesure (notée m) sur L.,

On étend maintenant la mesure m & 8 en posant m(d -8
=0. Comme P()X'=L, il est clair qu'on définit ainsi
une mesure po;itive ;‘inie m sur (EE) , qu'on étend a
(§,§°) en posant m(X) =m(PX) . Comm; m vérifie clairement
(ll;, (7-3) et (9~4) entrainent l'existence de Aegp avec
M, =m. Comme E(AA,):MA(ﬁ-ﬁ')=0, on a B8Ay=0. Enfin
E(ap) =MA([0'T)) ) =m(E0,T") = E(XO -Xy), ce qui achéve la

démonstration.®

(10-3) THEOREME (Décomposition de Doob-Meyer): Scit §=§

Soit X une surmartingale continue & droite et limitée &

gauche, de classe (D). Il existe une décomposition X=M+A

unigue & une partie de 'E prés, en une martingale M et un
Aeijp vérifiant AAy=0 sur A(Y).

Démonstration: L'unicité découle de (9-7)(b), (6-6) et A4
= 0 sur A(3). Soit N la martingale associée 2 Xy par
(6-5). On vérifie immédiatement que Y=X-N est un poten-
tiel de la classe (D), qui est donc engendré par unm A sa-
tisfaisant les conditions de 1'énoncé. I1 nous reste a po-
ser M=X+A.8

11 - ETUDE DE LA CONDITION P=§ .

Etant donné que cette condition intervient constamment
dang les deux paragraphes précédents, il n'est peut-8tre pas
inutile d'en donner une formulation équivalente. On vérifie
notamment qu'elle est satisfaite dans les '"conditions habi-

tuelles" de [1]1: prendre Tn=T+’l/n ci-dessous.

(11-1) PROPOSITION: Pour que E:g il faut et i1 suffit
que pour tout Te€S 1l existe une suite décroissante (Tn)

d'éléments de :—s-b telle gue {[T< T}

& T
S=lin T_, onait {§>7}c Ufr =5-T-%}.

n
Démonstration: Comme [OA]=|[0,OA]ﬂ([OAC S1°UBY), on s
§=§ si et seulement si [0,T]e§ pour tout T-€§. or,

si la condition de l'énoncé est satisfaite, on a [O0,T}=

ﬂ[o,’l‘nl[, donc P=@Q.

Inversement, supposons que la condition de 1'énoncé ne
solt pas satisfaite pour Teg. On note T 1l'ensemble des
Vegb tels que V=T et {T;Y}C': {T<V}: Comme T est
stable par (Af), il existe une suite (Vn) dtéléments de
T décroissant vers S=ess inf(VeT). Soit A 1'élément
de (__;g associée a § par (9—1)(3\), ;t (Nn) une suite
d'elfments df. 5, telle que [SAC]CU[Wn]. Comme _
{T< stn}e gwn_ d‘apfés (3-2)(c), v = (wn){T<é‘wn}< 5,
et Tn=Vn/\( sA V}'))é éb . On a encore T €T et comme
T,«V s 8 oE¢ Ta limite des T, . De plus sur Acn{§<l'}
on a Tn=§ pour n assez grand, donc B=ﬂ{T<§<Tn1¢':A.
La propriété . d'ess-inf de S entraine alors que VRég,U ,

p((Jir<reT })=0.

Mals, comme T ne satisfait pas la condition de 1'énoncé,
il faut que l1'un au moins des ensembles C :ﬂ{T<é<Tn}
ou Dnz {T(‘sn<§} ne soit pas P-négligeable (on rappelle
encore que les (Sn) sont un dénombrement de R). Donc 1l'un
des ensembles Z‘:]]TC,SC]ﬂ[O,‘J[ ou Dn:]]’?Dn,(Sn)Dn]n
0,50 n'appartient pas a 'I‘j , alors aqu'ils appartiennent
tous a —g Or, d'aprés ce _qu'on a vu plus haut, l'intersec-
tion d'un gquelconque de ces ensembles avec le graphe d'un
élément de gb est dans E Il n'est pas difficile d'en
déduire que pour tout couple R, R'€ §b , ces ensembles
appartiennent, & une partie de 'f\l; pre;, soit & [R,R'[,
soit 2 [R,R'EC: autrement dit ils sont contenus, toujours
4 une partie de 'fi; prés, dans un atome de § . Or 1'un de
ces ensembles, par exemple Dn s n'appartle—nt pas a E , ol
évidemment son complémentaire: d'aprés ce qu'on vient de
voir, il existe un atome 4 de g tel que Dn&A. Mais
A est une intersection d'ensembles de la forme ER,R'[,
et étant donnée la structure de Dn il est trés facile
d'en déduire que AN (D {1A)¢%: on a ainsi contredit 1'ny-
pothése P=Q.m
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