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- THEORIE GENERALE DES PROCESSUS 1 -

SUR_ =LA = =THEORIE = =GEpRALE = =DES = =PROÇ||SU| 

Dans ce qui suit, nous nous proposons d'étendre la "théo­

rie générale des processus" telle qu'elle est contenue dans 

les livres de Dellacherie [13 et Dellacherie-Meyer [/+3, en 

allant plus loin que ne l'a fait le premier de ces auteurs 

dans [23. Plus précisément, nous allons construire (il se­

rait plus exact de dire: recopier 1 ) cette théorie dans un 

cadre où les constantes ne sont pas nécessairement des 

temps d'arrêt: ce cas est d'ailleurs évoqué dans [ 2 j . 

Il va sans dire qu'un tel travail n'a de sens qu'en vue 

d'éventuelles applications: en premier lieu, nous pensons 

qu'il constitue le cadre le plus approprié à l'étude des 

systèmes régénératifs de Maisonneuve en effet ces sys­

tèmes sont des processus de Markov, à ceci près qu'on n'a 

la propriété de Markov que pour certains temps d'arrêt, ne 

comprenant en général pas les constantes. 

Mais surtout, nous pensons à une application aux proces­

sus "invariants par changement de temps", i.e. pour les­

quels on identifie deux trajectoires qui visitent les mêmes 

points dans le même ordre: dans un tel cadre, un te A .:s fixe 

ne sera pas un temps d'arrêt, tandis que par exemple le 

temps d'entrée' dans un ensemble, qui présente un certain 

caractère d'invariance, en sera un. Nous espérons dévelop­

per ailleurs ces notions. 

Nous préyenons d'emblée le lecteur que cet article pré­

sente un certain caractère fastidieux, puisqu'il vise à re­

prendre les principales notions de [13 (temps d'arrêt, tri­

bus optionnelle et prévisible, théorèmes de section, mar­

tingales et processus croissants, théorèmes de projection, 

théorème de décomposition des surmartingales). Certains ré­

sultats sont simplement recopiés, et on renvoie à [13 pour 

beaucoup de démonstrations. Nous insistons surtout sur ce 

qui diffère de [13 , et en particulier sur le fait qu'on n'a 

pas, sans hypothèse supplémentaire, les théorèmes de sec­

tion et de projection prévisibles, ni le théorème de décom­

position des surmartingales (la nécessité d'une hypothèse 

supplémentaire avait déjà été remarquée dans f 23 ) . 

Signalons enfin qu'il y a plusieurs manières i'ctendre la 

théorie générale des processus. Nous avons choisi celle qui 

semble être adaptée aux processus "invariants par change­

ment de temps" (voir remarque 1 , paragraphe 1 ) . 

1 - LES TEMPS D'ARRET 

On considère un espace fl quelconque. Soit fl =HX [ 0 ,OD3 ; 

on notera [R,S], [R,S[,... les intervalles stochastiques 

dans fl. , réservant la notation usuelle tR,s]j, . . . pour un 

autre usage. 

Nous allons définir la classe des temps d'arrêt en par­

tant d'une famille d'applications de îl dans [0yœ2 qui 

joueront le rôle des constantes. On fait donc l'hypothèse: 

(H-l): il existe une suite (R ) — d'applications de il 
n n 6 H " 

dans [0,ODJ telle que (on note, pour simplifier, T = R ^ ): 

R Q = 0 , R ^ I , CR^nCR^ri fO .Y l =0 si n^m. 

On pose alors F= U_fR 1 et on note f(to) la coupe de F 
- n«N n _. . 

en u>. Soit M l'ensemble aléatoire dont les coupes m(w) 

sont les fermetures des f(«*>) . Soit N l'ensemble aléa­

toire dont les coupes sont 

n(«•>) = {té BT(u») , si sup(s<t,sc5(w))< t, alors tef(*»)}. 

Remarque 1 : L'ensemble N va jouer un rôle fondamental; en 

particulier tout temps d'arrêt aura son graphe contenu dans 

N (c'est déjà le cas pour les R ), Mais la définition de 

N est relativement arbitraire, pourvu que sa fermeture soit 

M. Le choix présent est fait en vue de l'application aux 

processus invariants par changement de temps. Pour une ap­

plication aux systèmes régénératifs, il conviendrait de 

prendre pour N le plus petit fermé droit de fermeture M .1 

Si Aeil et si T est une application de il dans 

[0,CD3 on pose: 

T = î A inf (s > T,sé M) , TG- = 0 Vsup(s< T,s€ M) , 

r T sur A ^ J V [ T si T É N 

T * 4 r su, a . , 7 - t IT<*.F|. ; - { T G G L N O N . 

On fera également i'hypothèse suivante: 

(H-2): il existe une fanille (G(n),n£ffî) de tribus sur fl. 

telle que (on note, :jour simplifier, G = G(<x>) ): 

(i)- ¥n€tï, G(n)c G et ((R) <R\<£G(n); 

= = — n g n' = 
(ii)- ¥n,m tK, ¥AeG(n), on a A O I R ^ ï^] € G(n)fl G(m) . 

Exemple : Supposons que ( F ^ ^ ^ soit une famille crois­

sante de tribus de il. Si ^ <lC n)) ngu
 e s t u n dénombrement 

des rationnels (ou des dyadiques) de R + avec q(0) =0 et si 

q(œ) = Œ> , les hypothèses (H-l) et (H-2) sont vérifiées si 

on pose Rfl = q(n) et G(n)=F^^n^. Dans le cadre de cet 

exemple, on reconnaîtra dans ce qui suit la théorie généra­

le des processus (lea temps d'arrêt étant relatifs à (Ft+)).i 

(1-1) DEFINITION: (a) Un temps d'arrêt est une application 

T de £L dans [0,œ3 telle que [T3c N et que JT<R nî€ 

G(n) ¥n € IN ; on note S l'ensemble des temps d'arrêt. 

(b) Si T€S on note 'G la tribu des A € G tels que 

A0{T<R nl € G(n) Vn<E W . 

(c) Si T6S on note Ĝ , la tribu engendrée par G(0) , 

par {T=îî et par les Afl{R n<T] et les 

A ^ ^ ( R n ) g < R n * T ' ' a v e c iéK et A£ G(n) . 

D'après (H-2) il est clair que R e S et G~ cG(n)c 

- ~ K r f = 
G D . De plus G_ =G (0) et G v = G . Pour simplifier les =K n =0- = =J = 

notations, on désigne par R la famille des R^ et des 

(Rn) , pour ncIN: on verra que R c S . 

Voici, rassemblées en une longue proposition, l'ensemble 

des propriétés des temps d'arrêt qui nous seront utiles. 

(1-2) PROPOSITION: Soient S , T , T € S . Alors ' ' n = 

(a) Pour que A é G T , il faut et il suffit que A £ G et 

que T A £ S . 
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(b) On a G T _ c G T . 

(c) Si A É G t on a A O I T ^ S I É G ^ et A p l { T = s}eG s. 

(d) Pour tout neitt on a (R ) € S et G(n)C G,D , , 
n g = — = =^Kn'g 

donc en particulier R c S . 

(e) Pour qu'une application T' soit un temps d'arrêt, 

il faut et il suffit que [T']cN et que (T^R]ÉG f i 

pour tout R € R . 

(i) On a {T G^T]éG T_ et T€ S . 

(g) Si S * T on a G^C et G g_C GT_ . Si de plus 

S < T , on a GgCi G^_ . 

(h) On a S V T é S , S A T ^ S et G ^ T = G s f | ' 

(i) Si T Q 4 R , on a R € S et Gg = (] Gip . 

( j ) Si T Q t R , on a R € S et GR_ = V i ( T ) - * S I D E 

Plus A = 0 { T n < R } , on a A 0 GR_ = A D ( V g T ? . 

(k) Si A € G T _ U ^ r « ' on a A fl (T =T ] e G^f| gr_ . 

Démonstration: (a) Il suffit de remarquer que ( T

A^
 R

n l = 

(b) Il est évident que G(0)C g T et que (T = î)-£G T. Le 

résultat découle alors de ce que pour tout AeG(n) on a 

An{R f t<T ]n(T^R } = 

|J (Af|{T<Rm} Cn{r<R } r i{R n<R m<Rj) 6 G(p) ; 
m e IN y 

A n { ( R N ) G < R n ^ T ] r i { T < R p } = 

A n ( T < R n ] c n { ( R N ) G < R N ^ R p ] r i { T < r R p } € G(p) . 

(c) La première partie découle de l'égalité 

Ap{T<Sj= U (Afl{T<R l O d R <S]U{(R ) < R ^S})) 
né IN 6 

et de ce que Af|(T<R n}€ G(n) par hypothèse. Quant à la 

seconde partie, il suffit de remarquer que 

me IN n 

AniT<.R m } n{S<R m\niR m<R nWAn^ m^T^R n}0{R m^S<R nlJ 

appartient à G(n) et que, d'après (b), {T = SJ€G, donc 

A O { T = S)€ G . 

(d) Soit S = ( R n ) g . On remarque d'abord que CS]cN . Si 

k€ G(n) il vient 

An*S<R py = An({R n< R p| • (
R

n =
 R

p = M0ng<r))€ G(p) ; 

on en déduit que Se S (prendre A = il ) et que G(n)c Gg . 

(e) La condition est évidemment nécessaire. Inversement, 

on a {T«< R q} = R ^ R { T ' ^ R^ R n} , qui appartient à G R 

d'après (c). Mais = G^ c G(n) , donc T'e S. =K n- = 

(f) Le résultat repose sur les deux égalités suivantes: 

IT *T} = U f(R) < R = T } e G 
S ne h n g n ^ 

{î<Rj = (J ({T<R m< Rn}f)( fl ({H p^Tj +{R <Rj)))€TG(p). 
me N p€ IN p p 

(g) Découle immédiatement de (c). 

(h) Il est évident que [SATjcN et [SVTjcN; on a 

{S VT< R q^ = (S< R n}Q{T<R n} ; enfin si A€G s f|g T» on a 

Afl{SAT^R n} = (An{S<R nî)U(An^T^R n])€ G(n) , d'où le 

résultat. 

(i) Si A C O ^ T » o n a Afl(R^R î = U ( A 0 { T n < R } )£G(p). 

( j ) On remarque d'abord que [R]c H . Par ailleurs si Se 

R on a |R^ S^ = D ( T N < S) € G S , donc Re § d'après (e). 

Si B€G(p) , on a Bf)(R < Ri = rt (Bfl {R p^ Tn} ) et de même 

B n i(R p) g<R p< R] =fl (Ant(R p) g^R p^ T n|) : ces deux ensem­

bles sont dans V ^ ^ T )- e t o n e n d ® d u i t l a première éga-
= 11 r» lite entre tribus. Si enfin B£ G™ on a clairement A||B 

- in 

€ G R , d'où l'on déduit la seconde égalité entre tribus. 

(k) On a (T=T}CG T_ par hypothèse, et (T=î} = { T ^ J C 

É G r d'après (c). Il est clair que G(0 )CG m flûr • Enfin 

si" ÂcJl, Af | t R n < T j O { T = T { =An { R n<T}nÎT^yF et 

Ari{(R n) g^ R n^T)niT=îî = An{(R n) g^R n ^ ^ } n(T = 0 : le 

résultat en découle alors facilement.! 

Remarque 2: La propriété (d) est assez curieuse pour des 

temps d'arrêt, puisque ( R

n ) g anticipe en quelque sorte sur 

le futur (pour un Té S quelconque, on n'a pas en général 

T G e S ) : ces anomalies tiennent à notre choix particulier 

de 1'ensemble N .• 

2 - LES TRIBUS OPTIONNELLE ET PREVISIBLE. 

De même qu'en [ 1 ] on peut définir sur D- une série de 

tribus emboitées les unes dans les autres: mesurable, pro­

gressive, optionnelle (ou: bien-mesurable), accessible, 

prévisiDle. Nous nous contenterons ici des tribus optionnel­

le et prévisible, plus d'une troisième tribu contenue dans 

la tribu prévisible, et qui sera définie plus loin (la tri­

bu "mesurable" apparaîtra aussi dans la démonstration du 

théorème de section). 

Soit XL' = L"r,ao]] . Définissons les intervalles stochasti­
ques par 

[S.TJ = (^s,T ]nCs,TC )Ll i i , , P I = [ s , s ] 

(2-1) DEFINITIONS: (a) On appelle optionnelle et on note 0 

la tribu de il engendrée par les ffS,TC pour S,T € S et 

les AxET,aD] pour AcG (on désigne par là l'ensemble 

{(u>,t): u>€A, Y(^) < t<&\ ). 

(b) On appelle prévisible et on note P la tribu de û 

engendrée par les ]}S,T3 pour S,T e S , par les lO^l pour 

A e G(o) et par les AxCr,œ3 pour AcGj._. 

(c) Un processus X= (X.) A . est dit adapté si 

(2) ¥ T € | , X T est (^-mesurable. 

(3) Pour tout intervalle ]s,tC contigu à m(u>) , X (*•>) 

est constant sur C s»tC (resp. Cs , t 3 ) si t € f(**>) 
(resp. t^ f (u,) ) . 

On remarquera la forme particulière de ( 3 ) : là encore, 

il s'agit d'une définition adaptée aux processus invariants 

par changement de temps. Commençons par étudier la tribu 0 . 

(2-2) PROPOSITION: (a) Si S,TéS, toutes les formes d'in­

tervalles stochastiques (1) sont dans 0 . 

(b) 0 est engendrée par les |[S,T3 avec S,Te S et les 

A*[*,OD3 avec A € G . 

(c) Tout processus optionnel est adapté. 

(d) Soient S,Te S et Y une variable G^-mesurable. Si 

A est un intervalle stochastique de la forme ( 1 ) , alors le 

processus Yl est optionnel. 

(e) Soient Te S et Y une variable aléatoire. Pour que 

Y soit GT-mesurable. il faut et il suffit qu'il existe un 

processus optionnel X tel que Y = X-, • 

(f) Soit une application: SL *ro,Œ>3 . Pour que Te S , 

il faut et il suffit que T^T et que [T,Tje 0 . 

Démonstration: (a) On pose R

n = ( R

n ) | T < R } • D'après la dé-
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finition ie T et des intervalles stochastiques, il est 

clair que r s , ï j = H rs,R' le 0 . Comme ? î»= | [ ï ] | , (1) en-
n€ H N 

traine évidemment le résultat. 

(b) découle immédiatement de (a), étant donné que £S,TT 

= (tS,Tl^rTl)Ut^l. 

(c) Cstte propriété, vraie lorsque X est l'indicatrice 

de [s ,T | [ pour S,T6S, ou de AX[Ï,OD3 pour A £ G , res­

te vraie car un argument de classe monotone pour tout pro-

o e s s ... tionnel. 

(d; -roujours par un argument de classe monotone, il suf­

fit montrer le résultat lorsque Y=l^, avec A € G<, . 

Mais cela découle alors de 1 . 1 / c m\ =1 / , - T>\ - 1 1 ir-i , où 
A (S,T) (^A,T) A c MTJ 

(.,.} a-.', signe la forme d'intervalle stochastique en ques­

tion. 

(e) La condition nécessaire vient de (c), la condition 

suffisante de (d). 

(f) Seule la cjndition suffisante reste à montrer. Comme 

1'indicatrice de f f ^ J est adaptée, (3) entraine que [T3 

c , , tenais quu ,d) implique {î£ R}€ G r ¥R 6 R , d'où le 

res n ' _ r •, l-S.) (e) .• 

irROPOSI fIC N : •_. ssi: en^enarée par les processus adap-

\ , ccntl . . . , .imitas à gauche sur 3 0 , S C . 

fl - • "ra i' :r : Il suf fi ~. évidemment de :ncr :rer que si X 

e;-!; un u r c n;;: .u t- , continu d droite, limité à gauche 

•ur 30,^C , al:.---- il e_,t optionnel. Nous allons suivre f 3-3-

Seit R > G ; on .,• finit >ar récurrence T a = 0 et 

TL;+<1 = r A ini( Û > T " : | X I | £ - X |?a , ou | ,C a - Xfc | a) . 

On a bien-sûr ï t é S . Supposons que S = ï a € S. On pose T = 

et T = TA inf(t >S,|X Ç - X t| > y) ; s i R e R , on a 

= {S^RjOr U { S - R ' * R î D { | x q - X | > y f l € G R 

(car R est dénombrabiej. Remarquons toutefois qu'en géné­

rai - y ^ S , car [Tp&K . Par ailleurs l i m ^ f T y = T , 

donc { T ^ R} = D y € ç y < a(ï^< R] ̂  G R et comme (3) implique 

[T]cN, on a fe S d'après (l-2)(e). Donc par récurrence, 

T a é S , ¥ n e I N , Va> C . Posons maintenant 

X(n,a) = X l f J + Z V ( V A -a r " 1 W ) * 

D'après (2-2)(d), X(n,a) ost optionnel. D'autre part X 

e ~t limité à s^icne sur jC ,T C , donc 11T. , T a = T , et 

A(n,s) tend ver... une limite optionnelle X lorsque n ] co . 

Enfin d'acres les définitions de T a et X(n,a) , on a 
n 

X = X a sur [Ï,OD] et |X-X a|^a partout. En faisant ten­

dre a vers 0 , on voit que X est optionnel.• 

Passons maintenant à l'étude de P . On définit l'ensemble 

aie,;.-. >ire F G F par F = {(w,t) :t 6 f (w),tg< t} . 

(2-1*) PROPOSITION: (a) On a P e u . 

(h) Soient S , T e S et Y une variable GçOGr -mesura-

ble. A., ors le processus Y -̂jj3 pj est prévisible. 

•c : orient Té S e_t Y une variable aléatoire. Pour que 

ï sç_ t G,.p -mesurable, il faut et il suffit qu'il existe un 

processus prévisible X tel que Y = X̂ , . 

Démonstration: (a) découle de (2-2)(a). 

(b) Il suffit de montrer le résultat lorsque Y =1^ , avec 

A€G sfla^_. Mais cela découle alors de ce que Ylj s T j = 

^ S A / f j ' ^ A C 1 ^ ! -

(c) Si X est l'indicatrice de HS,Tj a v e c S,le S, de 

£0^3 avec A€ G(0) ou de A*[r ,œj avec A€ Gj._# il est 

clair que X T est GT_-raesurable (utiliser (1-2)(c,k)) et, 

par un argument de classe monotone, c'est vrai pour tout 

processus prévisible. Inversement, supposons que Y soit 

Gy_-m«surable. Il nous suffit de prouver l'existence de X 

prévisible tel que Y = X^ dans les cas suivants: 

- Y = 1 A , A€G(0): on prend X ̂ io AjUJo A,lJ " V 1 0 J J 

- Y = 1 ( T = 3 j
 : o n p r e n d x = 1 r u ; 

" Y = a A 0 { R n < T Î » AéG(n): on prend X ^ l ^ j -

• ^ ^ n W ^ V ^ ' AtfQ(n): on prend X = 

1 A O l ( R n ) g ^ R n r j ( R n ) g J J -
B 

(2-5) PROPOSITION: P est engendrée par les processus adap­

tés, continus à gauche sur ~] 0 ,T C fl^^ » tels que X^ soit 

G^ -mesurable. 

Démonstration : Les indicatrices d'ensembles générateurs de 

P vérifient clairement ces propriétés. Il nous reste donc 

à montrer que si X est un processus vérifiant les condi­

tions de l'énoncé, il est prévisible. 

Posons R' = (R ) / / 0 \ i. Si Y est une variable 
n n {ki<n)g< H n ) 

§(R ) - m e s u r a b l e » l e processus Y1{(R ) < H 

est très facile de trouver pour tout n^l une suite crois­
sante (R(n,m)) d'éléments de S telle que R(n,0)=0, 

m ̂  u = 

que R(n,m)-<' K(n,m+1) sur (R(n,:ii)< S] , et que F = 

U rR(n>m)3 • On pose alors A(n,m) =]fR(n,m) ,R(n,»n+a) Jf) 
( m ) ( U ERitfcP et 

Il est clair que cette formule définit sans ambiguité un 

processus X n . Les considérations précédentes concernant 

les R^, ainsi que (2-if)(b), montrent que X n est prévisi­

ble. Mais F fl 10 ,^ C = UrR^riJ0,T[, donc X n = X sur 

F (J [î ,ÛD3 \JZ0l . De plus, la continuité à gauche de X sur 

F°P l l O ^ C entraine clairement que X n tend vers X sur 

eet ensemble, donc partout, et X est prévisible. I 

3 - TEMPS D'ARRET PREVISIBLES. 

Habituellement, il y a deux manières de définir les temps 

d'arrêt prévisibles T: soit T est "annoncé" par une 

suite de temps d'arrêt, soit [T,ODJ) est prévisible ; et, 

dans lk]9 il est montré que ces deux manières sont équiva­

lentes, du moins lorsqu'il y a une probabilité et que les 

tribus sont complètes par rapport à cette probabilité. Ici, 

ces deux méthodes conduisent à des classes différentes de 

temps d'arrêt, même lorsque toutes les tribus sont complè­

tes par rapport à une certaine probabilité. 

Nous commençons par étudier l'une de ces classes. 

(3-D DEFINITION: On appelle prévisibles et on note S 
= p 

l'ensemble des T 6 S tels que [T,îl€"P. 

(3-2) PROPOSITION: Soient S , T , T Q£ S p . Alors 

(a) Si H€S et R A€ S p , alors A f l l B ^ K Qfi_ . 

(b) Pour que A6G T_ , il faut et 11 suffit que T^€ S p 

•t QUt AfKT-Tje G;_ . 

file:///JZ0l
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(c) Si R€S et A€ GT_ , alors Afl(T = R }6 GR_ . 

(d) 0 £ | p , T € | p . et Hi= ( V l(H n) f f<E n ï
€ I P

 ¥ n 6 ^ 
(e) Cn a S\/T£S p, S A T € S p et g(gAT)- = §S-H iï- ' 

(f) Si T j R et si la suite (T N) est stationnaire, 

alors RC S . =p 

(s) si . T

N 1
R » o n a E é i p -

(h) Si Ré S et si Y est une variable G„_-mesurable, 

le processus Yl-jg RJJ est prévisible. 

Démonstration: (a) Découle de l'égalité lj-R }J ^ = 

1

A n i R < 5 i = -s} e t de <2-"><c>-
(b) D'après (a) la condition est suffisante. Inversement 

soit A £ G T _ . (l-2)(k) entraine AfllT = T] e Gj._ . (2-i+)(c) 

entraine l'existence d'un processus prévisible X tel que 

X T = l A n ( T < î | . Mais alors t T A J = fTlfl ( {X =1} U P I ) € P , 

et [ T A , I ] = I ï A , î3UfT A ni€ g , donc T A 6 S p . 

(c) On a Ap| (T = R = r} € GR_ d'après (l-2)(k). D'autre 

part X = l j - T -j-1j-Tj est prévisible d'après (b), et X R = 

^"Afl(T = R<î} 6 S t i R _ - m e s u r a b l e d'après (2-2+) (c). 

(d) Il est évident que 0 et y sont dans S . Si Sfl= 
( ( R n V { ( R n ) g < H n J » ° n â V f d'après ( 1 - 2 ) ^ r R ' *,J 

= ] S n , T 3 , donc R n ^ f p . 

(e), (f) et (g) sont évidents. Enfin pour montrer (r), il 

suffit de remarquer que si A € , on a ^-^-[5 g J = 

S![SA R-J , qui -est prévisible d'après (b), et d'appliquer un 

argument de classe monotone.! 

(3-3) DEFINITIONS: (a) On appelle annoncables et on note 

Sfl l'ensemble des Té S tels que \T = 0}€G (0) et pour 

lesquels il existe une suite ( s

n) (dite "annonçante") 

d'éléments de S croissant vers T'^T, avec T = T 1 

(resp. T = T ' = T ' ) si S<TT' pour tout n (resp. s'il 

existe n avec S R = T ' > 0 ) . 

(b) On note S K l'ensemble des T A , où T€ S et A € G_ . 

-D A -a - 1 ~ 

(3-<f) PROPOSITION: (a) On a S c S, c S ; OcS , Je S , 

_ =a =b =p =a =a 
R n e - a * n e t i (ces temps d'arrêt sont définis dans ( 3 - 3 ) ) . 

(b) Si S€ S est annoncé par (S ) , { O ^ S ^ T Î D G , , = 

— =a c — n =S-

i o < s < r } f ) ( V £ 5 n ) * 
(c) Si S , T£ S (resp. Sfa ), on a s A T , S \ / T € S 

(resp. S b ) . 

(d) Si T € S (resp. S.) et T n 1 R , on a R£S (resp. 

— n =a c =b — n = a c 
Sb>-

( e ) Soit T e S ; pour que A € Ĝ ,_ il faut et il suffit 

que Ari{T=T}€G^ et que T. € S . 

— i — A = D 
Démonstration: (a) Il est clair que S C S , . Si Se S est 

=a =b =a 

annoncé par (S ) et si A = { S = 0]eG (0) , on a [S , l 3 = 

[0A3(J(fl ]Sa,Tj) e P , donc S e S p . Le fait que S,QC S p dé­

coule alors immédiatement de (3-2)(b). Enfin il est clair 

que 0 et T sont annoncables, tandis que est annoncé 

par la suite constante S =((R ) )t/D \ n 1 . 

p n g ((Rr^g^ R n/ 

(b) Soient S» = lim S Q , A={0<S<X), B = D { s

n

< s ' } » 
A ' = A D B et A" = Af|BC. (1-2) entraine B O Gg, _ = rifl ( ) 

et B C n G g , = B C f l ( Vg s ) • S' = S sur A', donc " 

Gg,_ = A ' f l g s_ d'après (3-2) (.c), car S e S p . D'autre 

part sur A" on a S' = S , donc C f l (R < S} = c f l {R * S'} 

et c D l(R p) g<R p ^ s } = c n i(R p) g^R p ] D l(R p) g^S«}
 Psur A"; 

comme G(p)CG^ R ^ , on en déduit A " n gs_ = A"f) G g, , d'où 

le résultat. P S 

(c) est évident; (e) découle de (a) et de ( 3 - 2 ) . Montrons 
(d): si T € S est annoncé par (S(n,m)) il est 

n =a m ̂  0 

clair que R est annoncé par S = V S(p,n) . Si mainte-
1 1 p* n 

nant T € S. , pour chaque n il existe S € S q et A € n =D n =a n 
G„ , avec T = (S ) . . On pose S' = V S^ et B = 
= S n- ' n v n A n ^ H p ^ n p n 
f~) A : on a B € G ç l et d'après ce qui précède, S' = 

p^ n P n - 5n~ 
lim S'é S , donc B = flB CG^, et il nous suffit de re-

n =a n =S1 -

marquer que, comme la suite ( T

n)
 e s t croissante, on a né­

cessairement H = S ' . • 
D 

(3-5) DEFINITION: On note § la tribu de fl engendrée par 

les [S,TT avec S , T é S^ et les A x[T, acfj avec A6 Ĝ._ . 

(3-ô) PROPOSITION : (a) On a §cP . 

(b) Soient S , T€ Sfe et Y une variaole G_s -mesurable. 

Alors le processus Ŷ-ĵg rpf e s t Q-mesurable. 

(c) Soient T€ S. et Y une variable aléatoire. Pour que 

=D • 

Y soit G -mesurable, il faut et il suffit qu'il existe un 

processus Q-mesuraole X tel que Y = X-, . 

(d) Tout processus adapté, continu sur [0,^C , tel que 

XQ soit G(0)-mesurable et Xj , Gj. -mesurable, est ̂ -me­

surable . 

Démonstration: (a) découle de (a), (b) se montre comme 

en (3-2)(a), en utilisant (3-4)(e). Pour (c), la condition 

nécessaire dccoule de (b), tandis que la condition suffi­

sante se montre par un argument de classe monotone à partir 

des indicatrices des ensembles engendrant § . 

Montrons (e): on reprend la démonstration de ( 2 - 3 ) . Si 
S = T a , soient T = T a ~ et T =îAinf(t>3, |X„ - X. | ̂  a--n ^ . n + J . n «c» t n 

ou |X<, - X F C_ | ̂
 a -~) • On montre comme en (2-3) que T q€ S. 

Mais, comme X est continu sur CO^L*» il est facile de 

voir que la suite (̂ n) annonce T . Par suite T a € § a 

pour tous neN , a > 0 , donc d'après (b) les processus 

X(n,a) sont ^-mesurables, d'où le résultat.! 

Remarque : On peut définir, de manière naturelle, deux au­

tres tribus sur II: soient Q (resp. Q ), angendrée 

-P -a 
par les [S,T|L avec S , T€ (resp. § a ) et par les 
Ax[j,acfJ avec A £ G r . On a alors les inclusions g c § c 

-) - a -
§ P C P . Les propriétés de Ç)p sont tout à fait analogues à 

celles de ^ , et on les signalera au passage (sans démons­

tration); par contre, les propriétés de Q a sont différen­

tes, car si T € S & et A 6 Ĝ , , on n'a pas nécessairement 

T € S .• 
A =a 

Nous allons terminer ce paragraphe par une caractérisa-

tion des sauts d'un processus continu à droite et limité à 

gauche. 

(3-7) LEMME: Soit X un processus adapté, continu à droite, 

limité à gauche sur ~]0,Vt . Pour tout T € S , X T_ est GT_-

mesurable sur {T< T} . 

Démonstration: Soit T la famille des ^ m (n,me N ) cons­

truite dans la démonstration de ( 2 - 3 ) . On pose D= j 0 , T L " n 

( R ^ T M ) et, pour tout a é IR , 

" H = U [{S< T M 
S € T 

( H ({S'<=S] + { S ' ^ T Î + (S^S«<T ](1 i x q I > a]))] € G 

s»e T Ù _ I " 

d'après ( 1 - 2 ) . Mais, comme D (qui est la "fermeture" de 

D) est l'ensemble des points de discontinuité de X sur 

[0 ,T l lorsque p est muni de la topologie discrète, tandis 

que D contient tous les instants de saut de X sur }0,ïfj 

(pour la topoiogie ordinaire de R cette fois-ci), il n'est 

pas difficile de voir que 
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{X- >ajniT<5î = {T<:*)0<- U H,)fG„.l 
b>a,beÇ D - i " 

Bemarque: Le processus X_ vérifie donc ( 2 ) , et il est con­

tinu à gauche sur 3 0 , . Cependant il n'est pas prévisi­

ble en général, car il ne vérifie pas (3).i 

(3-8) PROPOSITION : Soit X un processus adapté, continu à 

droite, limité à gauche sur J0,TC. Il existe alors une 

suite (S ) d'éléments de S , qu'on peut choisir dans S 
n = a K =P 

si X est prévisible, et tels que £S n = S^ < ï J = 0 si m^n 

et que (X_ t xf fa0,1 Z =]0,TCri( U ^ l ) . 

Démonstration; Soit T comme dans ( 3 - 7 ) . On pose G = {X £ X_\ 

DlO^r. Lorsque X est seulement optionnel, on note T' 

l'ensemble des T j x ^ x j lorsque T parcourt T. (3-7) 

entraine T'cS, eï il est clair que 

U ) G = 3o,ic0( U fS3) . 
SC T' 

Supposons maintenant X prévisible. Soient S = T ^ m et 

1 /m * "1 
T = n+l : 1 1 e s t é v i d e n t 3 u e A = { l X s * x

T l ^ ~ } e s t d a n s 5 T 

donc T^€ S . La définition de T entraine que [ T A] = 

]S,T]H {| x

s - Xj £ ̂  }, et par hypothèse cet ensemble aléa­

toire est dans P , donc T^€ S p . Enfin (3-7) entraine que 
B = {T A < ï ] f | { ! x T^^X T A}e . Par suite T ' ^ T ^ é ^ : 

à chaque T€T on associe ainsi un T'eS p, et on note 

T' l'ensemble de ces T' . Il n'est pas difficile de voir 

que (/+) est encore satisfaite par cet ensemble T' . 

Soit alors (T ) . un rangement quelconque des élé-n n •? J_ 
ments de T' . Pour obtenir le résultat, il suffit de défi­
nir par récurrence £L =T- et S = (T ), , avec A = 

^ a a n • n A N • n 

lip<n p 

k - INTRODUCTION D'UNE PROBABILITE. 

On suppose donnée, à partir de maintenant, une probabili­

té P sur CQ,G) . On note G la complétée de G pour P , 

et N l'ensemble des parties P-négligeables de G . Soit 

G(n) xG(n)Y H . On note également N l'ensemble des parties 

AcSL telles que {ut, il existe t avec (̂ ,t)6 A)e.N. 

On fait les conventions de notation suivantes: si X , Y 

sont des applications sur il (resp. il ) et si A , B sont 

des parties de SL (resp. £ ), on écrit X = Y, AcB , etc.. 

lorsque ces relations sont vraies à un ensemble de N (resp. 

N ) près. 

— T 
On note S l'ensemble des applications: SL fr-CO,^ tel­

les qu'il existe T'eS avec T = T'. La proposition suivan­
te montre que S est la classe "naturelle" des temps d'ar­
rêt par rapport à la famille (G(n)) de tribus. 

(if-1) PROPOSITION: Pour que Te S il faut et il suffit que 

CT3C.N et que (T < R Q) € G(n) pour tout nélN. 

Démonstration: La condition nécessaire est évidente. Réci­

proquement, supposons la condition de l'énoncé satisfaite. 

Pour tout ne K il existe A Q£ G(n) tel que [T< R^ = A N -

Etant données les relations d'inclusion des { T < R q ] et le 

fait que CTJÔ 11 , on a évidemment 

( 5 )( t v . î n ^ ^ f / y n . . 
i«<v«-»jn** = «vg=

R

nin< ulavons»• 
l é in 

On pose alors S(w) = J(w) A in* ( R ^ ) » w € A

n ) »
 e t 

f S(w) si coe (J ({S = Rjf)AC) 
T ' (u>) = J ne IN n n 

[ Sg(u>) sinon. 

Il est clair que [T'JcN et que 

{T.<Rnl =[((Rn) < RjfHjULU (Amn(R m<R N1)]€G(n) , 
m C IN 

donc T ' 6 S. Par ailleurs en utilisant la première partie 

de (5) on voit que ^T'< Rn1 c. A q , tandis que la seconde 

partie montre que A c:(T'<R ] : par suite (T'<R 1 = A = 
^ n 1 n' n ' n 

}T<R n}. Si alors B = {u>; T(u>)én(w), et T ( w ) < K n ( « ) ^ 

T 1 («•*)< Rn(")} , il est clair que BéN et que T = T' sur 

B , d'où le résultat.! 

Lorsque Té S on définit alors G T et GT_ par (1-1) 

à l'aide des Œ(n) . Puis on définit Ô et F par (2-1) à 

l'aide de S, G(0) et G . Un processus est dit G-adapté 

s'il vérifie (3) en dehors d'un ensemble de N, et s'il vé­

rifie (2) pour tout T € § , avec G T . Ensuite on définit 

| p à l'aide de P , | & et f b par (3-3) à l'aide de G(0) 

et de S en remplaçant égalités et inégalités par égalités 

et inégalités P-ps, et enfin § par (3-5) à l'aide de S^. 

Etant donné (/+-1), il est facile de voir que tous les ré­

sultats des paragraphes précédents restent valides si on 

considère S, S ,S , S, , Ô" , P , 0 , à condition de remplacer 
= =p =a =b 

"adapté" par "G-adapté", et les inclusions dans N par des 

inclusions à une partie de N près. 

On peut bien entendu comparer ces nouveaux concepts à 

ceux définis précédemment, ce qui est très facile en utili­

sant la définition de S et (J+-1). Nous laissons donc au 

lecteur le soin de montrer que: 

(it-2) PROPOSITION: (a) Si Te | et si T'eS avec T = T 1 , 

alors f T = GT,\/N Si Ï T - ^ T ' - V S ' 

(b) On a (T: 3 T'e S p, T = T'J , | & = tï: 3 T ' * | & , 
T = T'} et | b = [T: ] T

f é | B , T = T'} . 

(c) On a Oc Ôc 0 V N , Pc Pc: p\J N , Ç}c S c SVf • 

Enfin, on peut améliorer ( 2 -3 ) : 

(Zf-3) PROPOSITION: Tout processus G-adapté. continu à droi­

te, est O-mesurable. 

Démonstration: On reprend la preuve de ( 2 -3 ) , en définis­

sant cette fois-ci les T a par récurrence transfinie pour 

tout ordinal dénombrable i. De manière classique, on sait 

que pour tout a> 0 il existe un tel ordinal i tel que 

P(T a = ï)=M. Le processus X a = X(i,a) est O-mesurable, et 

X a tend vers X lorsque a=M/n-*0 , sauf sur un ensemble 

de N, d'où le résultat.! 

5 - LES THEOREMES DE SECTION. 

Dans ce paragraphe, on reprend essentiellement la méthode 

de [il. Nous donnons cependant des démonstrations complètes 

car il s'introduit quelques difficultés techniques. 

Commençons par quelques notations. Si Ac & , on pose 

p(A)=[u>: 3t<^(u'h (^,t)£A} (ce n'est donc pas exacte­

ment la "projection" de A ) . Soit Rc S fixé. On pose 

A R =tO,Rjf| (lR<*J*[0,*£) et pour tout A<=£ on écrit A R 

_ p~ TD p 
= A\\SL . Pour tout m< K on pose R = (R ) / D , et 
R D n K ' 
G (n) = G R : remarquons que la famille (G/Hn)) est cons­
tante. Il est facile de voir que la famille (RR,GR(n)) -

n = n € n 
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p 
vérifie (H-l) et (H-2) (avec R = D , et on peut aonc lui 

0 0 R 

associer par (1-1) et (2-1) une famille £ de temps d'ar­

rêt et une tribu optionnelle 0^ . 
p 

Il n'y a pas de relation d'inclusion entre 0 et 0 . Ce-
R R- ~ 

pendant si TéS on a T/| R€ S ; comme = 0 et 

|[S,T|[H = [SA R, T/[ RlR , il vient alors 

( 6 ) Ofl£ Rc g R f l ^ R . 

On note H R la classe des intervalles ([s,TjR , où S , T 
R ~ R R € S . On considère les classes K et L , stabilisées de 

H R pour (Uf ,Hf) et (Ud,f)d). Enfin à tout A c £ R on asso­

cie IR(A) = P*(p(A)) , où P* désigne la probabilité exté­

rieure associée à P . 

( 5-D LEMME: On a L R = 0 R n & R . 

Démonstration: Comme L T H R = 0 , 0Rf)5.R est la tribu engen-

R ~~ 

drée par H , et il nous suffit de montrer que le complé­

mentaire de £s,T]!R dans n R est, pour tous S , T e S R , 

dans L . Or ce complémentaire n'est autre que l o , s î R U 
jT,î]JR (rappelons que ï 6 S R ). Mais d'une part T n = 

^ ( K K 8 ) 6 ! 8 e t J' r» T3 R = Ul[T n,Tj
R . D'autre part S' = 

°iS>0î e - R e t ' c o m m e l e s t r i b u s GR(n) sont constantes, 

les applications suivantes appartiennent aussi à S R: 

s J K n 3 1 R n < S

 s„ J V S n si S g < S 

n U sinon, ( 0 sinon; 

il suffit alors de remarquer que £0,S|[R = [ ( U[0,S ]JR )U 

[û , s " i R ] n r s',^ R.i ( n ) n 

Si A est une partie de â , on note D^ le "début" de 

A, défini par DA(w)=inf(t: (w,t)*A). 

( 5 - 2 ) LEMME: (a) Si Aé(K R)j , on a p(A)€G R, £D A]
Rc A 

£t D A€ S
R. 

(b) I R est une KR-capacité sur il R. 

Démonstration: Si A€ K R les propriétés (a) sont évidentes. 
- p 

Soit maintenant ( A

n)
 u n e suite de K décroissant vers A. 

Les coupes A («*> ) des A sont constituées de réunion fi-
n n 

nies d'intervalles de la forme [s,t3 (resp. Ts.tC ) » 

avec sên(u) et té'n^) (resp. t € m(" ) ^ f (*» ) ) ; mais 

aans ce dernier cas, on a t „ < t , et il est facile de voir 

nue la classe constituée de tels intervalles est une classe 

compacte. On en déduit que p(A) =lim 1 p(A )€ G„ , et donc 
R R 

I (A) = P(p(A)) =lim P(p(A N)) =lim I (AQ) ; par suite on a 

(b). 

Soit maintenant T= liml DA € S R . On a p(A ) = 1 A n = n 
p(A riC0>T3) car T > D A » e t pour la même raison que ci-n A n 

dessus, p(AfltO,Tll) = f|p( A (]ï.OtTj) = p(A) , d'où il décou-
n R 

le clairement que T= D A et [T] C A (car, a-priori, 

T ^ D A ) , et on a le résultat.! 

( 5 - 3 ) THEOREME: Soit A € 0 . Alors p(A) € G et D 

Démonstration: D'après (/+-2) il suffit de montrer le résul­

tat lorsque A<£ 0. Soit Ré S . ( 6 ) , ( 5 - 1 ) et (5-2)(b) mon-
R = R = 

trent que A est I -capacitable, donc (5-2)(a) entraine 
que p(AR)é G R . Comme p(A) = R ^ R p(AR) on a p ( A ) 6 G . 

Par ailleurs p(AR) = ( D ^ R< T J , et { b A < R = T | = (R = \\€. 

G R , donc (D A^R}€G R. Comme [ï>AJc N , on a le résultat.! 

(5-if) COROLLAIRE: Soit A€0 (resp. P ) . Si [D^QCO.TC 

C i , on a D

A

€ f (resp. I p ) « 

Démonstration: Comme on a alors 'ù^ = , lorsque Ae 0 

le résultat n'est autre que ( 5 - 4 ) . De plus £ D ] = [T Ti U 

([0,D AJQA), qui est P-mesurable si A l'est, d ' o \ i& fin.f 

( 5 - 5 ) PROPOSITION (Section complète): Soit ke Ô . i. exis­

te une variable T (dite "section complète de A " ) véri­

fiant (T < R \ € G VnelN, telle que [ïjc M , [TlflCO^Cc 

A et P(p(A) ) = P(T<Ï ) . 

Démonstration : Comme dans ( 5 - 3 ) on peut supposer A€ 0 . 

Comme nous cherchons une variable "mesurable", mais pas un 

temps d'arrêt, ce n'est pas une restriction que de supposer 

dans cette proposition que G(n) =G ¥nç IN : autrement dit, 

on va obtenir un théorème de section complète, non seule­

ment pour les ensembles optionnels, mais pour tous les en­

sembles "mesurables", en un sens évident. 

Soit R € S . On va d'abord montrer le théorème pour Ac 
R ~ ~ R R 

2. . Là encore, tout 3 £ 0 f|il est I -capacitable, donc il 

existe B'c B , B»€(K R) , avec P(p(B) )< 2 P(p(B' ) ) , et 

T(B) = Dg, vérifie [T(B)]RcBf]N et P(p(B))*2 P(T(B)<rT) . 

On construit alors par récurrence A- =A , T =T(A ) , A - = 
c T. n n n+1 

A Q(|({T Q<tJ x t0,ooj) ; comme tous les G(n) sont égaux, 

chaque A n appartient à 0 et cette construction est donc 

possible. Il nous reste alors, pour obtenir une section 

complète T de A , à poser T = ̂ T r et à remarquer que 

P(p(A R +^) )^ ^ P(p(Afl) ) tend vers 0 quand n ̂  œ . 

Passons maintenant au cas général. On range en une suite 

(Sn) les éléments de R . On pose A^ =A et A

n + ^
 = 

A S n + 1 R ( U ({T < 5I*CO,OD3 )) C , où T désigne une sec-q < n n n 
tion complète de A Q . Là encore, tous les G(n) étant é-

r*> S 

gaux, on a A Q£ OfJ-̂
 n > et cette construction est possible. 

Il suffit encore de poser T = A T n pour obtenir la section 

cherchée, en remarquant que les P( A

n) sont disjoints deux-

à-deux et que la réunion des A R est ApICO^C . • 

(5-6) THEOREME (Section): Soient Ae Ô (resp. g) et a> 0. 

Il existe T € S (resp. S ) tel que [Tjf)rO,ïCc A et 

P(p(A))^ P(T<5 ) + a . 

Démonstration: Nous suivons [1J de très près. On a il"= 

[0,'ïr = r î J C ^ D'après (Z+-2) on peut donc supposer que 

AcÎL" et A^O (resp. Q) . Soit R une section complète 

de A . Pour tout processus borné X on pose m(X) = 

E(XR1 |R<.y|) , ce qui définit une mesure positive m sur 

(fï.",0f)ri") , portée par A et de masse m(A) =P(p(A)) . 

Notons H ((resp. K) l'ensemble des réunions finies d'in­

tervalles [S,Tf avec S, Te S (resp. § b ) ; il est facile 

de voir que HflS" et Kf)-^" sont des algèbres engendrant 

0Qa" et g Ô i " ; si Be H (resp. K) on a [DgD f)L"0,TCe B 

et Dg€ S (resp. Sfe ) ; enfin si fl£(H)^ (resp. (K)^ ) on 

a aussi [Dfî 3 Ç]îO, ï Ce B . 

D'après un résultat classique de théorie de la mesure, il 

existe B c A , 3é(H)j (resp. (K)^ ) avec m(B)|* m(A) - a . 

Si T = Dfî on a donc [Tjflro^CcA et P(p(A) ) = m(A) * 

m(B) + a = P(T<5) + a . D'après ( 5 - 3 ) on a î = T € S . 

Il nous reste à montrer que Té § b lorsque A € § . Mais 

B est limite d'une suite décroissante B « K . Comme S^ 

n = =b 
est stable pour (Vd), il existe S € Sfe tel que S soit 
l'enveloppe supérieure essentielle de la classe S' = (V£ S^, 

= 1 =b 
V i T ] , Soit C n = B n f|ïS , r t . On a S*T, donc B c ^ c B ^ 
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et Br Hc ; on a C £ K , donc Dn £ S, et comme S g Dr n n = C n =b C n 

< T on doit avoir S= D n d'après la propriété d'ess-sup 

de S. Mais alors fS]flCO,1 C C n , ce qui entraine 

[S]f)[(M L"cB, et comme T on doit avoir S = T. Autre­

ment dit T € S, • » 
= D 

Remarque : On a un résultat analogue concernant les éléments 

de Q , avec des sections appartenant à S . Par contre 
-P =P 

on ne sait rien sur les sections prévisibles d'ensembles 
prévisibles. » 

6 - MARTINGALES ET SURMARTINGALES. 

Il nous faut maintenant une définition des martingales 

adaptée à notre propos. Nous nous contenterans de donner 

les propriétés qui nous seront indispensables pour la suite. 

On pose F= y Ifil, et on ordonne les éléments de R en 
R £ R — 

une suite (S ) . = 

n 

(6-1) DEFINITIONS: (a) Une surmartingale (resp. martingale) 

est un processus G-adapté X tel que pour tous S,T€ S , 

(7) X T^E(X S|G T) (resp. = E(Xg|GT)) sur {T^ S] 

(cette définition suppose bien-sûr que ces espérances con­

ditionnelles ont un sens, par exemple si Xg 0 ou si Xg 

esc intégrable). 

(b) Une F-surmartingale (resp. martingale) est une appli-

A/ X — ^ 
cation: F * R telle que pour tous S,T£S avec fSJ 0 F 

et ["Tjc F » X,p est G^-mesurable et (7) est vérifiée. 

Nous voyons que la définition (a) introduit automatique­

ment la variable "terminale" X = X„ . On dit qu'une sur-

OD S 

martingale X est de classe (D) si la famille (X^TéS 

est uniformément intégrable. Dans les définitions ci-

dessus on peut évidemment remplacer S par S . Enfin, toute 

surmartingale est une F-surmartingale. 

Le lemme suivant se montre comme son équivalent classique, 

étant donné que F est à coupes dénombrables: 

(6-2) LEMME: Toute F-surmartingale X de classe (D). ou po­

sitive et telle que E(XQ)< OD , est P-ps limitée à droite 

et à gauche le long de F . 

r~ X 

Soit maintenant une application: F *R , P-ps limitée à 

droite et à gauche le long de F , telle que X T soit G T~ 

mesurable pour tout Te S tel que CTjcF. On pose 

( Xy si t > I 

( 8 ) Y. =< X, D . si (R ) ^ t < R 
t j vR n) g ^ n g n 

{.lim s8p(Xg; s£F,s>t,s^) sinon. 

(6-3) LEMME: Y sst un processus G-adaptét P-ps continu à 

droite et limité à gauche. 

A 

Démonstration: Si N£N est l'ensemble en dehors duquel X 

est limité à droite et à gauche le long de F, il est clair 

que Y est continu à droite, limité à gauche et vérifie ( 3 ) , 

en dehors de N . Soit alors Ttf S . Par construction on a 

Y T = X T sur l'ensemble (^-mesurable A = (T =T) (J (\JU\) g = 

T-^R^Ï) . Soit S = T A C : si s

n = (
s

n) ( S ̂  s } (rappelons que 

(S^) désigne un dénombrement des éléments de R ) , on peut 

de manière classique modifier cette suite (S 1) de façon à 

obtenir une suite décroissante (SJJ) de temps d'arrêt tels 

que [SJJcF, et S' * lim | SJJ = f\Sq . De plus, . d'après la 

V 
définition de S, on a S = S' . Mais Y g = lim Xg,, , donc 

Y_ est G_= r)Gcn- m e s u r a b l e d'après ( 1 - 2 ) ( 1 ) . Comme 

T = S A T a , le résultat découle de (1-2) (h).» 

(6-4) PROPOSITION: Soit X une surmartingale de classe (D)„ 

ou positive et telle que E ( X Q ) < OD . Pour qu'il existe une 

surmartingale Y continue à droite et limitée à gauche, tel­

le que Y T = X,p ¥T € | il faut et il suffit que lim t E ( X T ) 

= E(Xç) pour toute suite T^e S décroissant vers T . 

Démonstration: La condition est évidemment nécessaire. In­

versement., supposons la condition vérifiée. D'après ( 6 - 2 ) , 

la restriction de X à F vérifie les conditions de (6-3) 

et on définit donc Y par ( 8 ) . Soit Te S ; on reprend les 

notations de ( 6 -3 ) : comme X est une surmartingale vérifiant 

de "bonnes" hypothèses, on a Yg=lim E(Xg„|G g)* Xg ; par 

ailleurs E(Y e ) = lim ] E(X o t l) = E(X C) par hypothèse puisque 

v 5 ùn ù , 

S'=S, et on en déduit Y g = X g , d'où et on ob­

tient le résultat (on trouve une version satisfaisant les 

conditions demandées en posant Y = 0 sur l'ensemble où 

les trajectoires ne sont pas continues à droite et limitées 

à gauche).! 

Il découle de ce résultat que toute martingale de classe 

(D) admet une "modification" continue à droite et limitée à 

gauche. 

Dans la suite, on fait les conventions suivantes: le terme 

"martingale" désigne une martingale de classe (D) dont tou­

tes les trajectoires sont continues à droite et limitées à 

gauche, et on identifie deux martingales si elles diffèrent 

seulement sur une partie de N . 

(6-5) PROPOSITION: La formule X T = E(z|G_ T) (T£ S) définit 

une correspondance bi-univoque entre les éléments ZC 

L Ca,G,P) et les martingales X . 

Démonstration: Si X est une martingale, on pose Z = X X . In-

versement, soit Z*L (Ji,G,P) . On définit une application: 

F—£»R en posant Xj = Z et Xg sE(Z|G G ) sur l'ensem­

ble {S <ï}fl( 0 {SnjéS }) . Ii
nest évident que X est une 

1 1 p < n P 
F-martingale. On définit Y par (8) et on montre comme en 

(6-3) et (6-4) que Y est une martingale, solution de notre 

problème. • 

Jusqu'à présent, on s'est contenté de dire que Y est 

annonçable; mais on peut préciser un peu la structure de T . 

Notons t l'ensemble des familles T = (T ) croissantes de 
= n 

temps d'arrêt, de limite y , et posons B(T) =-(•) {T n< * ] . 
Comme 3(T)(jB(T') = B(T") avec T" = (T A ï ' ) , on peut dé-= = = = n n 

finir une version A(ï) de l'ess-sup des B(T) lorsque T 

parcourt ^. Il est clair que A(T)£ Gy_ , et A(I)° a le 

sens de la partie "totalement inaccessible" de T. 

(6-6) PROPOSITION: Soit X une martingale. Si T 6 S croit — u ^ n = 

vers T , on a lim X T =E(X f p | V g T ) . Si T € Sfe , on a 

X T_ = E ( X T | G T J sur n { 0*T<MO((T=ï)0A(J)) . 

Démonstration: La première partie découle simplement de ce 

que (X-, .G- ) est une martingale discrète. Si T£S est 

annoncé par (T ) on a lim X m = X^ sur ( 0<T<î} et on n i n i-

déduit de la première partie et de (3 -4 )(D) que = 

E ( X T | G T J sur (0<T<"î}. On a de même Xy_ = E(Xj||r_) 

sur B(T) pour tout T é f . D'après la définition même de 

S^ on en déduit alors la seconde partie de l'énoncé.» 
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7 - LES PROCESSUS CROISSANTS. 

Nous introduisons maintenant, avant de parler a<-s proces­

sus croissants, les ensemDles "mesurables" (qu'on a déjà vu 

timidement apparaître lors des théorèmes de section). Pour 

tout ne IN on pose G° (n) = G : par (1-1) et (2-1) on peut 

associer a la famille (G0 (n) ) n € jjj » q
u i vérifie (H-2), une 

famille S° et une tribu "optionnelle" 0° , dite tribu mesu­

rable . On introduit également S° et 0°V N . 

Enfin, une notation : si T€ S° on pose 

M to.TD = [ 0 , T J D ( { T ^ T W D f . œ D ) c . 

(7-1) LEMME: Si H est la tribu engendrée par les processus 

Zlr„ où Z est une variable G-mesurable quelconque, on 

a H = 0 ° . (On désigne encore par (Sr) un dénombrement de R). 

Démonstration: Soit d'abord T 6 SP tel que [T]cF . Si A N= 

fT=S ] 0 ( H (T^ S j) , les (A ) constituent une parti-
n p < n P n 

tion G-mesurable de il , et on a 

donc I0,T])€H. Si T € §° , soit T

n = ( s

n){ s <T} A 0 j s ^ r j , 

qui appartient à S° et vérifie [T^c F . On a B[0,T1t; = 

L / t °» T

n J
 e t [ ° . T

n 3 =|[0,T nS(j£\J ; par ailleurs A^[0,CD36 

H si Aé G , et A*Er,a>3 = ( A*[0 , ) f| D 3 • H nous reste 

donc à montrer que ITïJé H . Mais si on associe T N à î 

comme ci-dessus à * T , on a f r ] | C = U [|[0,Tnî> f l ( { T q < S f * 

r o , O D ] ) j £ H . | ( n ) 

Par définition, un processus croissant est un processus 

0°-mesurable dont toutes les trajectoires sont croissantes, 

continues à droite, nulles en 0 . On note A° l'ensemble 

de ces processus, et A (resp. A^) la partie de A* cons­

tituée des éléments optionnels (resp. prévisibles). Soit 

V° (resp. V , Y ) l'ensemble des processus A qui diffèrent 

d'un élément de A° (resp. A, A^) sur une partie de N 

seulement, et qui sont intégrables, i.e. E(AÇ)< ,OD . 

Une suite d'applications (T r) est dite à graphes dis-

joints si ¥m^n, {T = T <S] = 0 . Soit A€ A° , A C sa n m = 
"partie continue',' définie de manière classique. D'après 

(3-8) il existe une suite (T ) d'éléments de S° , à 

n = 

graphes disjoints, telle que 

do) A » A C • I A A T n a { v n a Ï T n J [ . ^ i p , , 

de plus si A est optionnel (resp. prévisible), on peut 
choisir les T dans S (resp. S ), et on a alors AAm n = =p i n 

G_ (resp. G ) -mesurable. On peut d'ailleurs montrer 

n n~ 
que tout processus croissant prévisible est Q^-mesurable. 

Par un argument de classe monotone, on voit que pour tout 

processus 0°-mesurable, les trajectoires X (w ) sont boré-

liennes. On peut donc poser, pour ACA° : 

fS 

f lim , . / X dA si cette expression a un sens, 
X . A t =1 S ^ 0 U U 

l + OD sinon, 

ce qui définit un processus X»A continu à droite. Si X? 0 

on a bien-sûr X»A£ A° . De même lorsque A£ V 5 et X est 

0°-mesurable, on définit X#A de manière évidente, en de­

hors d'une partie de N . 

En prenant d'abord pour X les indicatrices d'ensembles 

qui engendrent les tribus 0° , 0 et P , et en utilisant en­

core un argument de classe monotone, on montre facilement: 

(7-2) PROPOSITION: Soient A £ A° et X un processus 0 ° -

urable. Alors X.A est 0°-mesurable. Si de plus X o_t 

A sont optionnels (resp. prévisibles), X#A est option­

nel (resp. prévisible). 

Soit AeA° (ou A e V° ) . La formule h A(X) = E(X.A^) , où 

X est un processus 0°-mesurable positif, définit une mesure 

sur (H,0°) , finie lorsque A est intégrable, et qui 

vérifie évidemment: 

(11) M A(fOl)=0, BtN * ^ M A ( B ) = 0 . 

(7-3) THEOREME: Soit m une mesure finie sur (£ ,0°) , vé­

rifiant (11). Il existe un A e V° tel que M A = m . Cet A . 

est unique à une partie de N près, et on peut en choisir 

une version dans A° . 

Démonstration: Là encore, on suit [l]. Pour tout n on dé­

finit une mesure Q r sur (&,G) en posant ^ ( H ) = 

mCljjljQ s ^ ) . D'après (11) on a Qn<^ P , et on note X(n) 

une version de la dérivée de Radon-Nikodym dQ /dp . Si 

H c l s / S . l • 1 1 e s t c l a l r " u e V£o,snD
f i Vro.s-D : 

donc Q Q ( H ) ^ Qjj/ri)
 : o n e n déduit facilement que X(n)^ X(m) 

sur JS ̂  S ] . Il est alors facile de construire une ap-4 n m ' ̂  ^ 
plication: F IR telle que Xg n=X(n) pour tout n, 

et qui est croissante le long de F . On définit alors Y 

par (8), et (6-3) implique que Y est 0°-mesurable. D'autre 

part Y est évidemment croissant et E(YQ) =E(X Q) =m (COj ) 

= 0 , donc Y Q = 0 . Déplus E( Yy ) = E(Xy ) = m(fO ,1 D ) = 

m(il)<aD , donc Y € V° . Par définition de M y on a 

et d'après (7-1) on a donc My = m . Le même type de raison­

nement montre que si Y1 € V° vérifie My, =My , on a 

Y' = Y q pour tout n , d'où l'unicité à une partie de N 
n n 

près. Enfin le fait de pouvoir choisir une version de Y 

appartenant à A° est laissé au lecteur.! 

(7-4) PROPOSITION: Soit A € A . Soient X et Y deux proces­

sus 0° -mesurables positifs, tels que E(X<,1 ̂ g < ^j ) = 
E ( Y S 1 { S < T } ) ¥ S £ f * A l o r s E(X#Aj_) = E(X*AT_) . 

Démonstration: Posons c(s) = } A in*" (t :Â . > s) . (5-3) impli­

que c(s)€ S. Comme X vérifie ( 3 ) , la formule de change­

ment de temps entraine 

E(X.A,J = E(yX 81 j 8 < J,dA 8) = E ( / x ï ( s ) l { 5 ( s K 5 } d s ) . 

Or, comme c(s)e"S, il est facile de voir que, en utili­

sant (8-1) et un argument de classe monotone, l'application 

(̂  , s) X g ^ ^ («-») est G«B(R + )-mesurable . D'après le 

théorème de Fubini on a alors 

E U . A , _ ) . jt* E ( x ï ( s ) a { S ( s ) < J ) ) = / d s E ( ï v ( s ) a t . ( s ) < 5 ) ) 

par hypothèse, et le même raisonnement sur Y montre que 

cette expression égale E(Y»Ay_) . • 

8 - PROJECTION OPTIONNELLE DE PROCESSUS. 

Jusqu'à présent, tout ce qui concerne les processus op­

tionnels s'étend presque textuellement du cas classique au 

cas présent (aux modifications dues à la présence du temps 

de mort X près). Il n'est donc pas étonnant qu'on puisse 

étendre également la notion de projection optionnelle d'un 

processus, ce qui est fait dans le théorème suivant. 

(8-1) THEOREME: Soit X un processus Ô»-mesurable. borné ou 
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positif. Il existe un processus Q-ae»«rable °X et un seul 

à une partie de N près, vérifiant ° X Y = X y et, ¥T£ S , 

E(°X T 1 ^ T < ̂  ) = E ( X T 1 ^ T < ç j) . Ce processus °X s'appelle la 

"projection optionnelle" de X . 

Démonstration; Pour l'existence, il suffit de prouver le 

résultat lorsque X = Zlj-Q R ^ , où Z est G-mesurable et 

R e S , d'après ( 7 - 1 ) . Mais si Y désigne la martingale as­

sociée à Z par ( 6 - 5 ) , il est immédiat que ° X = YIJJ-Q R ^ 

vérifie les conditions requises. 

Soient maintenant X et X' deux processus optionnels. 

Si E ( X ^ T < ^ ) =E(X£L^ T^j ) ¥T€|, une application 

classique du théorème de section montre que p(X^X')£ N . 

Si de plus X Y = Xj , il est clair que { X ^ X ' J É N . B 

Remarque: La définition de là projection optionnelle dif­

fère du cas classique par le traitement de la Fariable ter­

minale Xy . Cependant on se rapproche de la formulation 

usuelle en donnant une définition équivalente: E^X^) = 

E(X T) et E C X T l | T < T ) ) = E ( X T l ( T < î j ) ¥T€ S .• 

Des preuves tout-à-fait classiques permettent alors de 

montrer la 

(8-2) PROPOSITION: (a) On a °X =E(X T|| T) ¥T £ S . 

(b) Si Y est optionnel, on a °(XY)=Y°X. 

(8-3) THEOREME: Sojt A 6 V° . Pour que A soit Ô-mesurable. 

il faut et il suffit que M A(X)=M A(°X) pour tout proces­

sus 0°-mesurable positif X . 

Démonstration: Comme X.A^ =X.A r +X yAAj , la condition né­

cessaire découle de (7-4) et (8 - 1 ) . Inversement soient Z 

une variable bornée G-mesurable, et Te S . Les processus 

X s Zl| 0 T ^ et X' = E(Z| f T H | o TS ° n t m ê m e P r ° J e c t i o n °P _ 

tionnelle, donc MA(X) = MA(X» ) . Or M A(X)=E(ZA T) et 

MA(X») = E(E(Z) | T)A T) , et on en conclut que Â , est | T -

mesurable, d'où le résultat.! 

On construit maintenant la projection duale optionnelle 

d'un processus croissant: 

(8-4) THEOREME: Soit A£V° • Il existe un élément A° e V 

et un seul, à une partie de N près, telle que M

A ^
X ) = 

M A O(X) pour tout processus optionnel positif X . 

Etant donnés (7-3) et (8-3)» la démonstration de ce théo­

rème est analogue à celle de 11]• Terminons ce paragraphe 

par une série d'assertions bien connues (cf. £l^). 

(8-5) PROPOSITION: Soient A £ V° et X un processus Ô"°-me­

surable positif. 

(a) Si A est optionnel et si M est une martingale, 

E(M TA T) =E(M.AT) ¥Té|. 

(b) Si S, Tel 2 ^ " E ( / S

T ̂ d A j g g ) = E ( X ^ g g ) 

= E ( ^ T oxsdAo |GS) . 

(c) Supposons que X#Ae V° . Si X (resp. A ) est O-me­

surable. on a (X»A)°=X.A° (resp. (X»A)° = ° X.A). 

Démonstration: Pour (a) il suffit d'appliquer (7-4) à X= 

Mlj 0 T ^ et à Y = M T 1 | 0 T ^ , en remarquant de plus que Xj = 

. (c) est une conséquence de (8-2) et des définitions de 

°X et A° ; de même (b) est une conséquence des mêmes faits, 

appliqués à X' = 1 H X 1 ^ , pour H £ | s . • 

9 - PROJECTION PREVISIBLE DE PROCESSUS. 

Contrairement à ce qui se passe pour la projection option­

nelle, on ne peut pas définir la projection prévisible d'un 

processus.sans hypothèse supplémentaire: cela tient à ce 

qu'il faut à la fois nn théorème de section, la relation 

M,p_ = E(M^| Ĝp ) pour les martingales (ces deux propriétés 

sont valables pour § et T e § b ) , et la mesurabilité de l'o­

pération "arrêt à un temps d'arrêt", qui n'est valable que 

pour P. On est donc amené à faire l'hypothèse: P = 9» • 

(9-D LEMME: Supposons P = § . 

(a) Si T £ § il existe A£ G^ et une suite (T ) d'élé­

ments de S b , avec ["r^cUCT^ et P(T A = S<$ ) = 0 ¥S£ f b . 

(b) Si Te Sp il existe une partition G^ -mesurable 

(A ) de il telle que T. £ S, pour tout n . 
n — 3 — A n =b 

(c) Si A est un processus croissant prévisible, il se 
met sous la forme (10 ) , avec T € S,. — —^ n = b 

Démonstration: (a) Il s'agit d'une décomposition de T en 

partie "accessible" et totalement inaccessible. L'ensemble 

des B £ G m tels que P(TD = S<ï ) = 0 ¥Se S v étant stable 

= 1 D = D 

par (Ud), on prend pour A l'ess-sup de cette famille, et 

l'existence de la suite (T ) est classique. 

(b) Comme |[T]l€ P il existe d'après ( 5 -6 ) , pour tout n, 

un T N £ | b tel que [T nJc£Tj et P(T < T = Tn);ç ̂  . On pose 

alors A = ( T = T}(~)( Ç] (T ^ T) ) , ce qui constitue une 
n p< n P 

partition de U : comme les T et T sont prévisibles, et 
n 

que ï = T sur A . on a A £ G,rl flcL, et d'après (3-4) 
n n n = i — = J- n 

(e), on a (T ) £ S, . 
n A n =b 

(c) Il suffit de mettre A sous la forme (10) avec des 

T q prévisibles, et d'appliquer (b).i 

(9-2) THEOREME: Supposons £ = S o i t x un processus 0° -

mesurable, borné ou positif. Il existe un processus P-mesu­

rable PX , unique à une partie de N près, tel que P X T = 

E(Xr|Gr_) et E ( P X T 1 ( T ^ Ç } ) = E ( X T l ( T < r n ) ¥ T £ S b . Le 

processus PX s'appelle la "projection prévisible" de X . 

Démonstration: On reprend la preuve de ( 8 - 1 ) . L'unicité se 

montre de la même manière. Quant à l'existence, il nous 

suffit de poser 

Comme Y est limité à gauche, Y existe, est continu à 

gauche sur 3°>^C » vérifie ( 3 ) , et est G-adapté d'après 

( 3 - 7 ) , donc prévisible d'après ( 2 -5 ) : par suite PX est 

prévisible. Par construction on a pXj = E(Xj.j Gy_) , et 

(6-6) montre que PX répond à la question.! 

On a alors l'analogue de (8-2) (pour (c), il suffit de 

montrer le résultat pour X = Zljj-Q R ^ , ce qui, avec les no­

tations de la preuve précédente, découle de (3-8) appliqué 

à Y ). 

(9-3) PROPOSITION: Soit f = g . 

(a) On__a P X T = E(XT| <fTJ ¥T £ | b . 
(b) Si Y est prévisible, on a P(YX)=Y PX. 

(c) L'ensemble (° X ̂  PX) est épuisé par une suite de 

temps d'arrêt. 

(9-4) THEOREME: Soit A £ V° . Pour que A soit P-mesurable. 

il faut et il suffit que M A(X) =M A(
PX) pour tout proces­

sus 0°-mesurable positif X . 

Démonstration: Supposons d'abord A prévisible. (8-3) 1m-
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plique M A ( X ) » M A ( ° X ) , donc oi peut supposer X optionnel. 

(9-3)-U) implique alors M ^ C X ) = M

A c
( P l ) » e t o n p e u t 8 U p " 

poser que A° =0 . Mais on peut mettre A sous la forme 

(10) avec T^c S b , et (9-3)(a) entraine alors: 

M A ( X ) = £ E f t { T <ï)Ak? XT ) + E ^ A r x r } 

= ^ ^ V ^ V V +
 E U A * P V = M A ( P X K 

Montrons la réciproque. Il est clair que P(°X) = P X , donc 

( 8 - 3 ) entraine que A est optionnel. On le met alors sous 

la forme (10), avec T Q£ S . A chaque T n on associe par 

(9-D(a) une partie A de II ; soit X l'indicatrice de 

C(T ). 1 : la définition même de A entraine alors que 
n A n

J n 
PX = 0 sur [0,j[ , donc M ^ X l ^ î(- ) = 0 et P(Anf)(Tn^Tj) 

= 0 ; mais alors chaque graphe de Tft est contenu dans une 

réunion dénombrable de graphes d'éléments de § b et, quit­

te à modifier le nom des temps d'arrêt, on peut supposer 

que dans (10), chaque T R est dans Sfa . 

Comme A° , étant continu et optionnel, est prévisible, 

il nous reste à montrer que AA™ est G,p -mesurable. Pour 
xn - in" 

simplifier les notations, on pose T = T r . Soit Z une va­

riable G-mesurable. On considère les processus X= ZI^Q ^ 

et X' =E(z|ÏÏT_)l^0 T ^ . Si Y est la martingale associée 

à Z par ( 6 - 5 ) . on a PX = PX • = Y J V ^ Q C O ,1 C + W r ' 

Donc E(ZAAT) =M A(X) =M A(X') = E(E(Z)|T_)AAT) , ce qui prouve 

que. AArp est G(p_-mesurable. • 

On peut alors décalquer la preuve de flj, pour obtenir le 

tnéorème d'existence de la projection prévisible duale: 

( 9 - 5 ) THEOREME: Soit P = §. Soit A £ V° . Il existe un 

AP6 Vp et un seul à une partie de N près, tel que ^ A(X) = 

MAp(X) pour tout processus prévisible positif X . 

Soit M une martingale. D'après la démonstration de ( 9 - 2 ) 

la projection prévisible de M est 

qui en général diffère de M . On a alors (cf. [1J) 

( 9 - 6 ) PROPOSITION: Soit £ = Soient A £ V° et X un pro­

cessus 0°-mesurable positif. 

(a) Pour que A£ il faut et il suffit que pour tout 

"Te S et toute martingale M , E(M^Ap) = E(PM Â ,) . 

(b) Si S, Tef , £l/s PX 8dA 8| ifi) = E ( ^
+ X sdA

P H S ) = 
E ( / S

T p X s dA^|Gs) . 

(c) Supposons que X.Ae V° . Si X (resp. A ) est prévi­

sible, on a (X.A) P = X.AP (resp. (X#A)P = PX»A ). 

Voici encore une liste de résultats faciles, dont la dé­

monstration est laissée au lecteur (cf. [lj). 

( 9 - 7 ) PROPOSITION: Soit f = |. (a) Soient A , B £ V° et 

M =A - B . Pour que A P = B p il faut et il suffit que 

E(AM y|G r_)=0 et que E(M T) = 0 ¥T e S . 

( b ) Soient A , B £ V e_t M = A - B . Pour que A P = B p il 

faut et il suffit que E(AM ?|G r_)=0 et que M soit une 

martingale. 

(c) Soit A £ V . On a AA^ = E( AA T| gT_ ) ¥ T e § b . 

(d) Soit A £ V . Pour que A p soit continu, il faut et 

il suffit que P(AA T>0)=0 VT£ | b . 

(e) Soit T£ | tel que P(T = S<î)=0 ¥S £ | b . Il exis­

te alors une martingale M telle que AM = 1 j T^, T j l£ T]. 

(f) Soit T £ S . Pour que T 6 S p il faut et 11 suffit 

que pour toute martingale M , EtAM^l^^. yj ) =0 . 

10 - DECOMPOSITION DE DOOB-MEYER D'UNE SURMARTINGALE. 

Dans ce paragraphe, nous sommes également amenés à faire 

l'hypothèse P = §- 0 n appelle potentiel une surmartingale 

positive X , à trajectoires continues à droite et limitées 

à gauche, telle que Xy = 0 . 

(10-1) PROPOSITION: Soit A £V° . Il existe un potentiel de 

classe (D) X , et un seul à une partie de N près, tel que 

E(X T) = E(Ay-A T) ¥T£S. On a alors X̂ , = E( Â . - A^j G^) 

¥T £ S . 

Démonstration: Si X est solution, on a = Aj - A^ = 0 sur 

{.Ts:*} : la seconde partie de l'énoncé découle donc de la 

première de manière classique, d'où l'unicité. 

Soit B = fl (S 4 S } . Sur B on pose X c = E(AT - A c | 
n p < n n P n ~ X 5n I 5 n 

Gg ) , ce qui définit une application: F Il est im­

médiat de vérifier que pour tout T£S tel que [TjcF, 

on a X̂ , = E(A y - A T J Ĝ ,) , donc X est une F-surmartingale 

(car A est croissant). On définit X à l'aide de X par 

( 8 ) , ce qui définit un processus G-adapté, dont on peut 

prendre une version continue à droite et limitée à gauche. 

Soit T £ § ; on reprend les notations de ( 6 - 3 ) , en espérant 

qu'il n'y aura pas de confusion entre les deux significa­

tions du symbole "A". D'abord x T A

 = *-pA et flAJc: F . En­

suite X s = lim E(X sv|G s,) =lim E(A T - Ag, | G g l ) = E(A^- Afi| Gfi) 

puisque A satisfait (3*) . Comme T = T A A S on a donc bien 

X T = E(AT - A T)G T) , et a-fortiori E(X T) = E(A y - A^) . Enfin 

11 est clair que X est alors une surmartingale, de classe 

(D) car A est intégrable, que X ^ O , et E(X y) = 0 , donc 

Xj=0 , ce qui achève la démonstration.» 

On dit que X est le potentiel engendré par A . Il est 

facile de voir que X est aussi le potentiel engendré par 

A° et A p. Inversement, on a le théorème suivant (remarquer 

que, contrairement au cas usuel, deux processus croissants 

prévisibles peuvent engendrer le même potentiel; cela tient 

à ce que î, quoiqu'annonçable, a une partie "totalement 

inaccessible" A(Ï")C : cf. avant ( 6 - 6 ) ) . 

(10-2) THEOREME: Soit P = § . Soit X un potentiel de clas­

se (D). Il existe un A £ unique, à une partie de Ç près, 

engendrant X et tel que AAj-= 0 sur A(I) C. 

Démonstration: Montrons d'abord l'unicité. Soit A une so­

lution. Un raisonnement analogue à celui de ( 6 - 6 ) montre 

que X^_ = E(AAT|Gy_) = AA r sur A(T ) , donc AAy = i A ( T )
Xr_ • 

Mais P est engendrée par les ÎO^l avec B£G(0) , les 

| [0,TD avec T £ S , et les 8*0,003 avec B £ f r_ ; comme 

A engendre X , on a MA([0,T3) ) =E(X 0-X T) et M^tOgl) = 

M A(B
CKCT /-3) = E(X TJL Bcrï A^ ̂  pour tout B e Gj._ : donc la 

restriction de M A à (û,P) est déterminée entièrement 

par X , donc A est unique. 

Passons à l'existence. On pose Z = X^JL^ ^ . A' =Z1g-yj 

est un processus croissant prévisible, qui engendre un po­

tentiel X' , et on pose X" = X - X' . On a évidemment X.J, = 

1 ( T < 7 ) E(Z|GT) ¥T6S; donc si S , T € S un calcul simple 

montre que sur (S^TÎ D(S ^ T î , 

XS" E ( XT l S s ) = X S ~ E ( X T l i s } +E^ ( T <- x JE(Z|G T)lGg),-E(Z|Gg) 
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= x s - B ( X T + a { T , T l | o s ) • 

Soit T=(T Q)ef. Sur { S * T} O l S <*> on a S * T n A T pour 

n assez grand, donc 

X S > li» E ( X T n A T l G s ) = E(X T . Z l { T = ï } n B ( î ) | Q s ) • 

Maie, comme l'ensemble des B(T) est stable par (l)f), com­

me A(ï ) est l'ess-sup des B(T) et comme Z=0 sur A(T), 

il découle de l'ensemble de ces inégalités que X g > 

E(X T + Zlj T _ T| | Gg) sur f S * T ] ( Ï 1S <" 1} . Comme on a X£ = 0, 

on en déduit Xg»E(X£|Gg) sur {S<T] et X" est encore 

un potentiel. 

Quitte à changer les notations, il nous suffit maintenant 

de montrer le théorème lorsque Xj._ = 0 sur A(J ) . Soit £• 

= fOtTC : pour tout AcA on pose A' = kCl^-1
 . On considè­

re l'algèbre K de £' engendrée par les parties 10-3* 

— B 

avec B € G(0) et Œ.O,Tl' avec T É S, ainsi que la tribu 

L engendrée par K . Un élément K de K peut s'écrire 

K = tO Bl' + X J S p f T p l » , et on pose K = ÏOBJ« + Z C S .T 1» . 

On pose également m(JTO Bl ')=0 et m(J S,Tj • ) = 8f8g - X T) , 

qui s'étend de manière évidente en une mesure positive finie 

additive m sur K . De plus on sait qu'il existe une suite 

(Tn) de tamps d'arrêt décroissant vers S' , avec £' = S 

et lS <ïlc{S<T 1 ; le fait que X soit continu à droite, 

de classe (D), et vérifie (3), entraine que m(jT ,Tj*)t 

m(jS,Tj') : on en déduit facilement que si KeK , pour 

tout a >0 il existe K'eÇ avec m(K) ̂  m(K • ) + a et K 7 ^ K . 

Comme par ailleurs, pour tout co et tout t < ï(w) f i a 

classe des intersections des coupes K(u) avec [ "0,0, 

lorsque K e K , est une classe compacte (cf. ( 5 - 2 ) ) , on mon­

tre exactement comme en [l] que la mesure m est <r-additive 

sur K , et s'étend donc en une mesure (notée m ) sur L . 

On étend maintenant la mesure m à Si en posant m(-û--°-') 

= O . Comme P f)îi' = L , il est clair qu'on définit ainsi 

une mesure positive finie m sur (-û-,P) , qu'on étend à 

(5,5°) en posant m(X)=m( PX) , Comme m vérifie clairement 

(11) , ( 7 - 3 ) et (9-*f) entraînent l'existence de A € V p avec 

M A = m . Comme E(AAy ) = MA(&-ft ' ) = 0 , on a AAj = 0 . Enfin 

E(A T) =MA(lO,T)) ) =m(ŒO,Tl') = E(XQ - X T ) , ce qui achève la 

démonstration.• 

(10-3) THEOREME (Décomposition de Doob-Meyer) : Soit P = §. 

Soit X une surmartingale continue à droite et limitée à 

gauche, de classe (D). Il existe une décomposition X = M + A 

unique à une partie de N près, en une martingale M et un 

A6V vérifiant AAT = 0 sur A(ï ) . 
=P 1 

Démonstration: L'unicité découle de (9-7)(b), (6-6) et AAj 

= 0 sur A(J). Soit N la martingale associée à X r par 

(6-5). On vérifie immédiatement que Y = X - N est un poten­

tiel de la classe (D), qui est donc engendré par un A sa­

tisfaisant les conditions de l'énoncé. Il nous reste à po­

ser M = X + A.« 

11 - ETUDE DE LA CONDITION P = | . 

Etant donné que cette condition intervient constamment 

dans les deux paragraphes précédents, il n'est peut-être pas 

inutile d'en donner une formulation équivalente. On vérifie 

notamment qu'elle est satisfaite dans les "conditions habi­

tuelles" de LU: prendre T n*T+l/n ci-dessous. 

(11-1) PROPOSITION: Pour que P = Q il faut et il suffit 

que pour tout Té S il existe une suite décroissante (Tn) 

d'éléments de § b telle que [T^ Tjc [T<TT N} et que si 

S = lim T n , on ait {S > T)<z (J {T Q = S =̂ C = T } . 
1 1 ( n ) Q n ci 

Démonstration: Comme [ 0 A ] = |[0,0 A1( I(C0Ac UM)> ° n » 

P = Q si et seulement si [ 0 , T 3 Ê Q P o u r t o u t S . Or, 

si la condition de l'énoncé est satisfaite, on a fO,Tj= 

H m 0 > ̂n. DL • d o n c f = 3 -
Inversement, supposons que la condition de l'énoncé ne 

soit pas satisfaite pour Te S . On note T l'ensemble des 

V £ § b tels que T et { T^T} à < V} . Comme T est 

stable par (^f), il existe une suite ( v

n) d'éléments de 

T décroissant vers S=ess inf(V£ T) . Soit A l'élément 

de Gx associé à S par ( 9 - 1 )(a), et (W ) une suite 
= 0 v n 

d'éléments de § b telle que £ s^c J a U^w

n 3 • Comme 

l T < S«Wjég W n: d'après (3-2)(c), V- = < S n > ( T < ̂  „y f b 

et T =V A( A V' ) € S. . On a encore T € T et comme 
n n pin P = b n = CO V , 

T é V , S est la limite des T . De plus sur A ( S < T | 
n n n 1 1 

on a T Q = 5 pour n assez grand, donc B = (j ^ T < S ̂  T ] t. A . 

La propriété . d'ess-inf de S entraine alors que V R É S ^ , 

P(f| \T< R< T Q] ) = 0 . 

Mais, comme T ne satisfait pas la condition de l'énoncé, 

il faut que l'un au moins des ensembles C = P) { T <r S ̂  T R } 

ou D r = {T < 'SN<^ S ] ne soit pas P-négligeable (on rappelle 

encore que les (SR) sont un dénombrement de R ). Donc l'un 

des ensembles C = J T Q , SQJ 0 [ 0 C ou D r =J T d , ( S Q ) D ] f) 

[ 0 , T U n'appartient pas à N , alors qu'ils appartiennent 

tous à P . Or, d'après ce qu'on a vu plus haut, l'intersec­

tion d'un quelconque de ces ensembles avec le graphe d'un 

élément de § b est dans N . Il n'est pas difficile d'en 

déduire que pour tout couple R , R'e § b , ces ensembles 

appartiennent, à une partie de N près, soit à HR.R'IT, 

soit à Ï[R,R'1[C : autrement dit ils sont contenus, toujours 

à une partie de N près, dans un atome de Q . Or 1'un de 

ces ensembles, par example D n , n'appartient pas à N , ni 

évidemment son complémentaire: d'après ce qu'on vient de 

voir, il existe un atome A de Q tel que D cz A . Mais 

A est une intersection d'ensembles de la forme tR,R'|T, 

et étant donnée la structure de D il est très facile 
n 

d'en déduire que A^ (Dn(l A ) ^ N : on a ainsi contredit l'hy­

pothèse P = Q . • 
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