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METHODE D'ELEMENTS FINIS POUR LA RESQLUTION
NUWMERIQUE DE PROBLEMES EXTERIEURS EN DIMENSION DEUX

par M.N. LE ROUX

INTRODUCTION.

Cette &tude a pour objet le calcul du potentiel électrique dans le
plan en présence d'un conducteur §, ouvert boyné de RZ, dont la frontiére est T.

Le potentiel u est alors solution de :

Au =0 dans §] )

fu =0 dans 2°

u = 11 .
ir o

La premiére partie rappelle les résultats théoriques 3 le calcul de

¢ se raméne au calcul de la charge €lectrique q sur ' définie par :

Ju Ju - a -
molint T ol ext T (o n est la normale extérieure 3 T)

et le calcul de q est un probléme variationnel coercif ([9]).

Dans la deuxi&me partie, on définit une méthode variationnelle du
type &léments finis pour la résclution numérique dv probhléme. La frontiére

est approchée par Jdes arcs de courbe polynSmiaux A, Ai (1 « i « n) de degréd

p, Ssoit [y, cette approximation de la frontiére. On détermine alors une solution

approchée Q. dans un espace de dimension finie V, {(ce qui correspond @ résoudre

h

un systéme lindaire). L'espace V. sera l'espace des fonctions constantes sur

h

A,_, A,, dont 1'intégrale sur I, est nulle ou 1l'espace des fonctions continues

sur Th, dont l'intégrale sur Fh est nulle et dont les projections sur les seg-~

ments Ai-l Ai sont des polyndmes d'ordre k. Le paragraphe III est consacré i



L'étude de l'erreur qui provient de l'introduction des espaces V. et de l'appro-

h

ximation de la frontiére. On montre alors qu'on obtient une précisicn optimale
en prenant une approximation de la fronti&re T par des éléments courbes d'ordre

k et pour l'espace V, des polynBmes d'ordre k-l. Ceci semble confirmé par les

h

résultats numériques obtenus au paragraphe IV,

T - RAPPELS THEORIQUES.

Nous rappelons ici des résultats obtenus par 1'auteur ([9], [}D]},
. - 2 ‘o - . - :
51 ! est un ouvert borné de R, de frontiére T réguliére, les équations

du potentiel &lectrique u engendré& par ce conducteur sont alors :

by = 0O dans :
(1.1) Au = O dans
ul =u .
T

. ] .
Soit W ERZ) l'espace suivant :

. e &%) ; (l+r2)-”2(l+1.og /r2+1)-] e eLP@®?) ; grad we (P @4)%3

puni de la norme @

Null - (|® Z . |2u_|? L 12w |2 JH2
1,2 72 X ™
W &) r +1] (1+L032§§+1} LzﬂRz) i LzﬁRz) 9 LZGRZ)

On a alors la proposition suivante 1

Propesition 1.1.| Le probléme (1.1) admet une solution unique u si la fonction

/

u, est donnée dans 1'espace I-Il 2(I‘) : la fonction u ainsi

aps . . 1, 2
définie est.dans le sous—-espace vectoriel fermé K de W [R)

)
défini par : K = {ue 14] EERZ) 3 Au E'(W] IIRZJ} , supp (Au)e I;

/

Le probléme (1.1) définit un isomorphisme de H1 z(r) sur K.




D'autre part, si 3 désigne la normale extérieure 2 I', la charge &élec-

trigque g du conducteur est définie parx :

du au
(.2 9 7 3nlint T  Q3nlext T

La charge &lectrique q vérifie alors la relation @

. 1.2
(1.3) f (grad u, grad v) dw = <q,v | > _ : Yvew &)
!Rz |r o 1!2(1,)21{1!2(1,)

et donc appartient 3 l'espace :

-1/2 -1/2

B (T) = {qeH = 0} .

')

()

{q:I:' _"!2

52 yxu' 2

D'autre part, nous avoas le résultat :

L'expression :

2 2
gu au 1/2
.& x r——— —— d
(1.4) f|ull ( f2 ( gy Ty ) dw)

1,2 . - . |
est une norme sur ]l'espace W (R") quotienté par les constantes, soit W (R )}/C
et cette norme est &quivalente & la norme habituelle.

Ceci nous permet de déduire la propesition 1.2 :

Proposition 1.2. | Le probléme (1.3) admet une solution unique u dans l'espace
- .P"
w'¢a2)fc si q est dans l'espace H ]'Z(T). En outre, si q est

0
dans l'espace H;]fz

(CY Y S(T), cette solution est donnée par

1'expression

] 1 2
.5 % e L d ; Vxer® : .
(1.5) ux) o { q{y) Log T;:;T Y(y) + C XE. c€R

De ces deux propositions, on peut déduire que la charge électrique
q du conducteur est solution d'une équation intégrale sur I' ; et le calcul de
cette charge permettra d'obtenir le potentiel dans tout l'espace ; c'est ce

qu'exprime le théordme suivant @



-1/2 oo e
Théoreme 1.1. " L'application de*ﬁ}(rjfﬁﬂ / (I') dans W R7)/C définie par
1l'expression (1.5) est continue de H ~1/2 (T) dans K/C (et dans
} ]f'{f)fCJ et se prolonge de maniére unique en un iscmorphismye
-1f2 1/2

de H . (I) sur K/C (et sur H (M/c). D'autre part, cet isco-

| morphisme correspond au probléme variationnel coercii défini

comme suit :

~1/2
| Trouver q dans l'espace Hu / (T) tel que

-1/2 ) 2

] !
L'r by P ! L d d = ",
i 0) 3T { { q(x)q" (y) Log T Y(x)dy(y) = <q',u >
Vq'EH;”z(I‘).

La forme bilinéaire du premier membre est définie pour g et g'
—If?

dans 1'espace D) N H
—lf2(r ~1f2
o

(T), est continue sur l'espace

)xH (T) et donc se prolonge de maniére unigue €I une

1/2

-1,/2

forme bilinéaire continue sur l'espace H (T}!H o,

Enfin l'expression :

l 1 1/2
(1.7) lall = &z Hq(x) q(y)  Log 7o dv(x) dy(y)
i f 2

est une norme sur 1'espace Hu (I') équivalente 3 la norme ha-

bituelle.

D'autre part, des hypothéses supplémentaires de régularité sur la
fonction u, entralnent également davantage de régularité sur u et q.

Le théoréme 1.2 est un théoréme de régularité sur la frontidre T.

Théoreme 1.2. ! La solution u.dans ﬁlﬂﬂz)fC du probléme

|
(1.3) f2 (grad u ,grad v) dw = <q,v|p>
[R i.

L]

§ o 8
_ : Yve W (19
w2yt 2 (ry

admet une trace sur la frontiére T, soit u,_ qul est dans 1'es-

By
5 ; : ; 4 s=1 . call W
pace H (T) si la distribution q est dans l'espace H ek l
)

(s>ls20Y:

H (L_)‘F'..I-Ik:.

-

()



. . . . !
L'application g v ulP est un isomorphisme de l'espace Hz (T)
sur 1l'espace HS(T)!c pour tout s réel, auto—adjoint par rapport
au produit scalaire de 1l'espace LZ(PJ si H:(F} est 1l'espace

sulvant

KO () = {qeR () ; <q,l> ) «0}
| © HO () xH -~ (T)

' - - -t L] - 2 -
Le théoreme (1.3) est un résultat de régularité dans R” gt de comportement &

I'infini. On définit pour cela les espaces Hm(ﬂc)
- =1
WH{e®) = luedy (2% ; (1+r2) 1/2 (1 + Log f‘r2+1) uELz(ﬂc),

Jalot

(r2+l) 2 p” u &Lz(ﬂc) H [u| =1,2,...m} .

Théoréme 1.3, Le probléme (1.1) admet uyne solution unique u telle que :

u'ﬂcaHm(Q} . u! <€ Hm{ﬁc) 3 (m entier positif)
Q

si1 la fonction uCI est dans 1'espace HP_IIZ(F).

(f)

L'application q.*"""‘*"'u]ﬂ est continue de Hm-lfz(r)(iH;lfz

dans 1'espace Hm+l(ﬂ)fc.

- -1/
L'appliﬂation q = c est Cﬂntinue dz -Hm- IIZ(I‘)QHQ],Z(T)
§

dans 1'espace W ' (8%)/c.

IT - DEFINITION DU FROBLEME APPROCHE.

La formulation variationnelle du probléme (1.6) va nous permettre
d'en déduire une méthode variationnelle d'éléments finis courbes pour la réso-

lution numérique. Le probléme (1.6) s'Ecrit :

1/

Déterminer q dans 1'espace H; 2(I‘) tel que :

3 -U'Z
a(q,q') = <g',u> _ :Va'ek (D ;
9 i IIZ(F)xHIKZ(F) o

1/

ol u est donné dans l'espace H 2(?) et a(q,q') est la forme bilinéaire symé-



\ . -1/2 .
trique et coercive dans l'espace Ho / {IY qui vaut :

alq,q"} ='%; { { q{x) q'(y) Llog T;é;T dy(x) dvy(y).

La frontiédre I est approchée par des arcs de courbe polynomiaux que

1'on note I, et on définit des sous-espaces de dimension finie de l'espace de

Hilbert H;]fz(Fh} quli seont notés V

hl
Le probléme approché s'édcrit alors :

Trouver un élément a4y da l'espace V. tel que ¢

h

(2.1) a, (a,,a0) = frh u () @) Ay, ) 5 Valev, ;

oli la quantité u _ est une approximation de la donnée u et ah(qh,qﬁ} est la

oh

forme bilinéaire symétrique définie sur V, par

h

' - ] T 1
a9 ,9)) = 5 frh frh q, (x} qp(y) Log TooyT e dy, ).

L'erreur comnise en remplagant par q proviendra donc, d'une part

%

de l'approximation de ¢ par une fonction qp de V., d'autre parc de l'approxi-

hl‘

mation de la frontidre I par rh'

a} Choix de l'approximation T

h
La courbe T étant réguliére, elle admet des représentations paramé-

triques réguliBres. Son £quation peut donc s'écrire !

. . dF
x = F(s) ; s e ]:O,L] ; F application de (R dans IRZ, telle que Py
¢oit un vecteur non nul en tout point.
On peut par exemple choisir pour s 1l'abscisse curviligne ;

{L = L{I') est la longueur de la courbe} Si la courbe T est de classe CP, F sera

un CP-difféomDrphisme de [p,L(P)] sur T.



On choisit alors n points Ai (I £ i <n) sur la frontidre I tels que

ﬂi = F(si), (1 <1 <n),

et &, ~ B. = h. (on pose s =
1 1~} P o

0, s = L(I), c'est-a-dire A = A car la
n o n
courbe est fermée).

Notons h, = A._, A, = ]F(sij = Blay Y] -
La fonction F étant réguliére, il existe un point £ tel que :

St < < 5

[

F(s;) = F(s,_ ) = (s, = s._|) F'(£).

La dérivée premiére F' est bornée ; donc :

h, = 0(h) (1 <1i<n).

o - i
Considérons alors le systéme d'axes orthonormés (u., v.) d'origine
Y 1 1

=) PUSE—— _}
A

;-) ©t de vecteur unitaire u; colindaire a A. |, A.. L'équation paramétrique

de l'arc de courbe Ai | Ai (noté& T'.) par rapport i ce systéme d'axes peut
- i

s'écrire :

(2.2) u

* —
v = fi(t} =V ﬁi-l F(s) ;

ol s est défini en fonction de t par la relation :

.74 . ik F h
': . ) ui - 1"'I (5) = t i-

La fonction F étant réguliére, pour h suffisamment petit, s est

défini de fagon unique en fonction de t ; donc

(2.4) s = g;(t) , tE[U,l:I

ot - est une bijection de [D,l] sur [Si-l’ Si] .



Lemme 2.1, Pour tout i (1 < i < n), on a les majorations
g" m
{2:5) — g () <ch (1 <m<p) Veelo,1]
dg 2
aE., m
: 2 d :
(2.6) £ ()] <en” 3 =2 (]| <en’® ; [f=f.(0)] <c "
1 = dt — m 1 -
dt
) 2 <m<p
Y telo,1]
Démonstration : La relation (2.3) s'écrit :
t h, = o, A F(g. () , Ve e[o,1] }
- n = e 1
donc h; = (u; F'(g.(£))) gi(t) , Vee[0,1] .
On a : ldz i F'(gi(t))l = 8 ]ﬁ;l |fTTEi{t)}| > c ; pour h assez

petit car F' est non nul et l'angle de d; avec F'(s) n'est pas proche de /2

pour h assez petit ; d'ou %E {gi(t}} <c h.
La majoration (2.5) est donc obtenue pour m = | ; supposons le ré-

sultat démontré jusqu'ad l'ordre (m-1) ; (m > 1). La dérivée d'ordre m de la

.. > —_— ; ..
quantité u, . &i-l F(gi(t}) est nulle ; d'autre part, elle peut s'écrire :

-+ .
m dg. i m 1
'3 -
) o, Py g = @' Es g e =0
£=1 1€I(4,m) dt
oli 8§ = gi(t} et I(2,m) = {1 = (il,...,im) y i * e i = 1L
i, +2, + ... +mi =n}
1 1 m
2
On obtient donc :
—re - dm m
(F'(s) « u.) (=——g.(t)) = 0(h)
i m =i
dt
dm m |
c'est-a-dire m——_ gi(t} = 0(h) (1 <m < p).

dt



D'autre part, le segment ﬁi-l &i représente le polyndme d'interpolation

de degré un de la courbe T entre les points d'abscisse curviligne s, | et s,
§

donc d'aprés la théorie de 1'interpolation,

- — _ 2 x r .
vi, Ai—l F(s) = 0(h ) s VEELEi_]' 51-.1 ¥

-+ —
et vi o F'(s) = 0(h) ; VsEEsi_],si].
+ s - L ]
Or fi(t) ia T Ai-l E(s} ou § = gi(t) g B E[@,ij 5
donc fiﬁt} = O(hz) ;Y e[b,l],
.
et fi(t) = (é; . F'(s)) gi(t) = U(hz) ; d'aprés 1'inégalité (I.5).

Pour les dérivées d'ordre supérieur ou égal 3 deux, on utilise la

majoration ([Kﬂ} E

m m - dg, 1 m 1
EI"'I"E fi(t) = e ) {E‘(E)(s)-‘-’:l E ’E'E-L(t) b o E—m' Si(t) &
dt 2=1 1€I(L,m) dt
ot I(&,m) = {i= (i ,e00,i) 1o & s ke Eol
1 hoH X 1 m
1l+212+..+mim=m}

s = gi(t).

d'ol, en utilisant les majorations (2.5)

IARIORAR

| A
N
g

1

Les dérivées successives de F &tant bornées, on en déduit la majo-

ration (2.€).

Lemme 2.2. Pour tout i (I < i < n), pour toutm (I <m < p)

on a la majoration :

dm

s ]
;;E g; (s)

2.7
e 27 3 Vsels; s




.—10_

Démonstration : Par définition de g., (2.4)
u. . A, F(s)
t = -1(5} o 1 l.""]
L h,
i
S R
m
4" g_l(s} _ 4% ) . D7 F{s)
dsm & ds™ hl

c ; AW s
<.E_ ; car la fonction F a des dérivées bornees.
i

Soit Pi le polyndme d'interpolation de degré p de fi aux points-%

(O < j <p+l). L'approximation Fi de ri sera alors la courbe dont 1'équation

h

- - - =+ = - =
paramétrique dans le systéme d'axes local (ui,vi) peut s'écrire :

. = s i [
(2.8) a=thy 3 t ef0,1]
v = Pi(t) ¥
jh. :
Si on note Ai-jfp (0 < j < p) les points de coordonnées = : ,fi(ijj

. + > : 2 )
dans le systéme d'axes (ui,vi), la courbe I'., est l'interpolée d'ordre p de P

ih
aux points Ai"jfp (0 <3 <p)

On notera : X = Fi(t) 1'équation de Fi et x = Fih(t) 1'équation

b S
de I',. dans le svstéme d'axes (u.,v.).
1ih 2 1’1

L'approximation '’ de T sera l'arc polynCmial constitué par les arcs

h

de courbe rih'

b) Choix des espaces V, .

Premier cas : L'espace vh est 1'espace des fonctions constantes sur chaque arc

de courbe Pih (l_i i1 < n) et dont 1'intégrale sur Fh est nulle. Sa dimension

est donc n-1 et l'espace V. est inclus dans 1l'espace Lz(Th).

h

Deuxiéme cas : L'espace ?h est 1l'espace des fonctions continues sur Tyo d'in=-
L

et dont la restriction & chacun des arcs rih {1 < 1 < 1)

tégrale nulle sur Th

i

est dans l'espace Pk

que 1l'on va définir :



_..1‘_

Fa)
Notons P 1l'espace des polyndmes en t (tErBLi]) de degré infcéricur

ou égal a k. A une fonction qp, définie sur Fih’ on peut associer la fonction

- - - * f"'\
q © }ih et, lnversement, 3 une fonction Uy,

=

9y, définie sur [b,l] par ah
A e

définie sur [b,!] , on associe la fonction 9 définie sur rih par q = q © b*h

L'espace P; est alors défini par :

-1 A ~
P, ={p/p=9%. Fih ,I}EPk} .

L'espace P; étant de dimension k+l, Vh est de dimension n k-1 et

de plus, V_ est inclus dans l'espace Hl{Ph).

h

I1I - ETURDE DE L'ERREUR.

L'erreur proviendra d'une part de 1l'approximation de ¢ par une fonc-

tion de V_, d'autre part de 1l'approximation de la frontiére I par I' . La fron-

h’ h

R . F +1]
tiere [ sera supposée au moins de classe ghon

La solution q du probléme exact (1.6) est définie sur la frontiére T,

tandis que la solution qp du probléme approché est définie sur I . Pour pou-

h

voir les comparer, il faudra donc définir une approximation de q, Sur r.

- n'r -
A une fonction q définie sur Fi, on peut assocler la fonction q dé-

Wl i
finie sur [b,l] par q = q o F. 3

m - L -
et inversement 3 une fonction q définie sur [b,l], on assocle ia fonction q
% =]

définie sur Pi par : g =q o Fi i

De meme, si q est définie sur Tih’ on a déja défini Qh sur [p,{] DET

g = F. et inversement q. = q F-l
9 7 9h ® “in = % T 9h ® Fip -
Soit alors r l'opérateur de vh dans Hﬁl;z(r} défini par :
ic A v .
(3 Ty 9y = 9 ghe:"d’h $ (1 <i < n)
1 R S .
c'est-a-dire r, G, ® Fi q, © Fih (1 <1i<mn)



-]12=

l 7

La fonction r 9 ainsi définie n'est pas dans 1'espace H; g 4 i i

c'est pourquoi, on définit l'opérateur Ph de V. dans H;IIE(T} par :

h
dF A |dF.
N 1 1h i
7 s e ' -
(3. 2Y P, 9y g % |5% . “?’th‘.h (1 <1 <n).

(Dans ce cas, f Py qh(x} dy(x) = IT qh(x} dTh{x} = 0 car G &V Y
T ' h

Pour obtenir des majorations de :q—rh qh]! “1/2 » On utiligera
H i 5
des résultats de la théorie de l'interpolation rappelés dans la proposition
suivante : (i?.:!).
Proposition 3.1. Soient des espaces de Hilbert X, Y, S, T avec YO X, ic.3
| et soient des espaces intermédiaires définis par une nithndc
d'interpolation de type 0. Alors nous avons
i 1-0 ]
(3.3 ul <cllu lu ueV.
) foll g < e Hsll® Mall§ o v

L'espace [ﬁ,ﬁ]g est par définition l'interpolé de paramctre
© (0 < 0 < 1) entre les espaces X et Y. (On a E{"ﬂc = X
[ﬁ,f]I = Y). D'autre part soit un opérateur linéaire A cou-
tinu de 1'espace X dans l'espace S de norme o et linécire
continu de 1'&5pa:e Y dans 1'e5pace T de norme B, nous &vcns

! 1-0 ] Il . RTE
;&.u]| [SJ]@ <Cca 8 ”-uI] [X,Y]@ ; Vue [}\,Y_JG .

(3.4)

: - .S i«
Ces résultats seront utilisés pour les espaces H (I'), avec s réel.

Lemme 3.1. Soit q, un élément de 1'espace Vi» on a les inégalités
(3.5) € | A < |q,] <c, |r. q] R o
] h *Hi 2 - 2 - 2 ' 2 | B
L5m T My PR

Demonstration : Elle résulte immédiatement de la définition de 1'opérateur LI

en utilisant le fait que Fi et F. étant régulidres, il existe deux constanczes

ih

¢, et c, telles que :



dF d¥ dF
i ih i
& |9t | = |9 = €2 [Tt
Lemme 3.2, 7 Inégalitlds invermes ; pour tout dp de l'espace vh. on a les majo~
rations
(3.6) lir. 9,1l < === |z, qll )
h "h HE(F) B o t h *h Ht(F] )

~ 1 <t €8 <0 dans le premier cas ("J’hC.Lz(F)) }

-1 <ct<0} t<s <] dans le deuxiéme cas (th‘.HI(F))-

De plus, dana la sscond cae, on & aussi les majorations

(3.7) ( E e, a1t %, 2 y!/2 gl Mroadl i Vaqev .
iel H (v h H ()
~1&t<0 | 1<s<k k2> 1.

L

Démonstration ¢ Dans ie premier cas, la démonatration est lnalbgue i celle

faite par NEDELEC et PLANCHARD en dimension 3 ([12]).

Dans le second cas, on démontre d'abord le vésultat pour t = 0 et 8 = 1.

Alore pour tout { (1 ¢ 1 « n), les infgalités suivantes résultent

de la définivion de i et ry

1/2

¢, b l I)'E A

T % ¢ 3
hiy2e0 1y % & Ty 9| 2“‘1) 2 B |hle(D .

o320

ol ¢, et ¢, sont deux constantes positives.

De plus, par définition de l'aspace ?h, 1a fonction ah est dans 1'es-—

pace ﬁk' qui est de dimension finia } sur cat espaca, il y a donc @quivalence

entre les normes HI et L2 -

atod ¢+ fiq Il < Ié‘l
' (0,1) RICRI



On a &galement ¢

g,
I, o 112, = e q )2 y h<t>| 4
hhH(r) thE(” (t)
Or -
g; (t) h,
done —--I— <E-
g:{t)| —h
1
2 2 2
et Irh qh“ 1 "rh qh” 2 +':::I' Hh[

D'oli pour tout i , (! < i < n)

L
*

le q|l << [r qf
h % H(”—h Ty Iy 2“.)

La majoration (3.6} pour t = 0, 8 = | est obteanue en sommant $ur tous
les indices i.

Pour | < m < %, on utilise la najoration suivante : ( [13]).

m E dL N = dg- jl 4
— I 4, (5)} < q, (t) —(8)| ... ---g ')
g™ BB - ;I h jeJ(&,m) 1ds ds”

ol & = g, (t) et J(t,m) = {j = (jl,,....,,jm)«r.u"“/jI $eee e joma,

jl"‘zjz“'--- +mjm-m}1-

En utilisant le lemme (2.2), on obtient donc :

-] - | " ) X
-:-:E r, g (s)] < c JEEI h :_cT g (t)
. . 2 s 14| Al
d'ol e, a,ll YN <ch 'thLZ(o R
|
et fr, gl ch ™ lr, q! :
h *h Hm{I'i) h*h LZ(I' )




En sommant sur tous les indices i, on obtient le résultat pour t = 0,

§ * m. Les autres résultats s'en déduisent par dualité et interpolation,

Lemme 3,3, Soit q, unm Elément de 1'espace vh ; on a les in&galités :
(3.8) lp, & - r, q | <=hp+ qu ;
h *h h “h LZ(P) h Lz{r )
+1/2
(3.9) Ip, a, - =, a I _ e 0P Jir, g} | :
hh h 1!2() h 'h H”z(r)

Démonstration : Soit qp, un él&ment de 1'espace L alors, d'aprés les défini-

tions de p, et r,  :
h h aF,
2 B 1 a2 lde (6 2 |9F,
Pp 9 ~ T} 9 =} [l @l (=——= -1 —=(t)| dt
|Pn 9n hIL "y 41 o ' m d Fi(t} dt
dt
d F
Or (t) h + (P'(tJ) ]1}2 H
d F, 2.1/2
ot ()| = (h + (BN VYeelo,1] .

La fonction Pi étant le polyndme d'interpolation d'ordre p de fi' on

& l'égalicé :

| 1
£, (6) ~ B, () - n{t) fi[u. Seee % seive L, 8], Veefo,f] ,
P

ol T(t) = ® (£ - j)
j=o0

et £, [@ .-.., . ﬁ] représente une différence divisée.

bene £1(e) = P{(8) =~ a'(8) £, [ty ¢ w0 £ [0, 50

et comme la fonction fi est réguliére, il existe deux points &, et & dans l'in-

tervalle [0,1:] tels que ¢

e PI(L) » mt8) £(PH1) (p+2) . :
HORS HORE -~ M GO = Tt YRR AL (R



En utilisant les inégalités (2.6), on en déduit :

£1¢0) - 2i(e)| = 0™y 5 Yee[o,n] .

De plus, £](t) = O(hY) ; BI(t) =0() ; Vee[o,i]

done 1en? - @t <o v, vee[o,] -
d Fi
(t)
et g:F -1=0 MY Vte[u,l] .
ih(t)
it

On obtient donc :

1
Ip, a, - &, q.| <e v’ [r g}
h "h ThTh 20 B B2y

L'inégalitd (3.9) s'en déduit en appliquant les inégalités inverses

d la fonction Ty e

Proposition 3.2. | On suppose que la frontidre T est de classe CP+2 ; si q et

9, sont deux é&léments de l'espace ?h' on a la majoration :
' | +1
(3.10) latp, aps b, a) -8 qs ) <e P g, de,
L (T ) L°(T.)
h h
Démonstration : Soient qp et qﬂ dans l'espace vh. Cn a alors :
1 1 f1 A A [xh-yh|
a(p, 4P, 4') = 2, {q.,q') =s= I [ [ 4 (&) ql(s) Log —
h *h* h “n k**h’“h 27 i5e1 0 0 h h |x y|
d Fih d F'h
'a-E—-—(t) __Lds (S) dt ds,

ol dans les systémes de coordonnées locales:

X = Fi(t)* X, = Fih(t) 5 Y- Fj(s) A th(s).

Il faudra donc majorer la quantit@ :



1% -y |
Log ;?h ’ xeri. ye% ’ xheﬂh ’ th%h.

1) cas ol i = j.

Dans ce cas x = Fi(t) ; oy = Fi(s)-
Donc la quantité !x—y[ s'annule si t est égal 3 s. -
De plus |Fi(t) - Fi(s)I2 - hi(t-s)z + |fi(t) - fi(s)]2 ;
[P, (6) - B (|7 = n2(e-0)® ¢ R (0) - 2 (0]
et fi{t) - Pi(t) = n{t) fi [O, Tt»....,%,...,},t] ;

P ‘
ol n(t) = 7 (t-4) ; te;l:ﬂ,l] .
jo P

Notons G(t) = n(t) fi [ﬂ,é,...,-%...., l,‘ﬂ ) te[ﬂ,l].
. - . pti ' _ ]
La fonction £, &tant de classe C sur l'intervalle [b.!] est de classe C

sur cet intervalle ; de plus en utilisant les in&galités (2.6), on a la ma-

joration :
l6' e} <c WP Vee[o,1] .
D'autre part, on & la relation : |
P, (t) - Pi(s) = (£,(t) - £,(e)) ~ (G(r) ~ G(s)),
c'est-3-dire P.(t) —P.(8) = (t=8) (£}(E) - G'(E"))

£, E':ED,I].
0~ F o2 wd e e - o’

|F, (£ - Fi(s)|i_ hi + (fi(E))z

done H

Or fi(ﬁ) = O(hz) i G'(') = O(hp+1) .

Ir.h(:) - F.h(=)| 1)
On en déduit : Log L — = = 0(h? .
lFiit) Fi(l)]
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2) cas ol | = i+1 (ou i-1).

Danis ce cas, la quantité |x~y| peut s'annuler en un point.

Considérons le systdme d'axes ecrthonormés (d;.ﬁ;)-d'origine Ai de vecteur

a-l’
——

" + + - &
unitaire u, colinéaire 3 Ai-l

Ai. Les points A, . A,, A ont pour coordonnées

i=lti i+]

dans ce systéme @

A (0,00 , A e (h,0) , A m (V)

avec la relation :

2 2 .2
Byd ¥ Vier " P

{u.

1+]

L'&quation de la courbe I restreinte 3 Pi. I'i+ s'€crit dans ce sys3-

]
téme !

u,
uiti#ﬂ

u=th Y
i i
v -fi(t)-
1 r .
L'&quation de la courbe constitufs par rih et ri+111 sera alers :
_ u
ueth 0 < ¢ ¢« 2]
i - ----h1
v - Pi(t)

P, est le polyndme d'interpolation de degré p de £, entre O et | est entre |
u,
i+l

™ »
i

et

On a alors les relationa !

' u,
? 1+]
)4+ (fi(l + l(hi
2 4]
ixh.yhl - ((l=t~3) hi + 3 ui+l)2 + (pi_(l+'ﬁﬁizl -1)) - Pi(t))z .

- 1) - £.(e0)?

2
]x-y| = (l=t=3) h, + su. .

De plus, fi étant le polynome 4'interpolation d'ordre p de fi' on a

les &galités :



_lg-

P . .
= I -
fi{t) = Pi(tj = lif (... = i’) fi. E},-p-,"ii,'lp',i-i]'t] >
3=0
., i, 1, +] F .
£ (1+s(l o1y - B Geseitlonyy = (L P L - )
1 h, 1 h, h. . P
1 1 1 31=0
u, u, u,
1, 1+ i+1 1+
fi[l,i+-£(hi -1)..s, = ,I+s(h' -|)] .
1 i i
u,
Considérons la fonction définie sur l'intervalle [%, Eiii] par
i
P .
ce) =( 7 (c-H e P, =, 0, 8] e [0,0]
i 20 p’ i P
]
{ fr -1 -ditloryy .- L, 1 lis Yiel
. h, ] **p ph, ? *h, °* ] '
\ 1=0 1 1 1
u,
+1
tE[l,-i-{%——] .
i
. . Yi4
La fonction G est continue sur 1'intervalle [;, T ] ; elle est
i

dérivable sur cet intervalle, sauf au point | ; oli elle admet cependant une
dérivée 3 droite et une dérivée & gauche bornées ; donc elle est lipschitzienue

et [G{u) - G(V)| < |u=v| sup _ |GI(}]
EE |u,Vv

. +2 - . ;
La fonction fi Etant de classe CP , en utilisant les majorations

{(2.6), on obtient :

u.
l6(w) - 6] < ¢ WP [u-v] , Vu,ve ['o —’f-']

u.
Ce plus, il existe un point ¢ dans 1'intervalle [?,*%fj] tel que :
1

u'
1+1]

-+
fi(l s(h

u.
1)) = £ 08 = (L e s GEm1) -n) £140).
i i

On en déduit les majorations :

2

2 p+l 2 2 2 +1
Wit ) - e w7 Iy ot () v h?7)
< 7 £ .
be v (g1 (e’ % - ¥| h: + (£1(5))°
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u.
Dans l'intervalle [b,-nl:%], la dérivée fi est de l'ordre de h2 :
i
done
| =y |
h h' ptl .

3) cas oli j # i, i-1, i+l. (eon peut supposer i < j}.

L'équation de la courbe T ga'écrit =x = F(s), s E.[O,L(l“):l H

donc si x est sur l'arc de courbe, Fi ,
x =~ F(g,(t)) i tel0,1];
de méme, vy = F{gj(s}) , sE-[_'O.I:I ; yEr.i
dong X — y = F(gi(t)) - F(gj(s)).
En outre, pour tout point x de ri, on a 1'égalité :

bt -3 . N N
X, = %= {Pi(t) - fi(t)) \f (vi, vecteur unitaire directement

perpendiculaire & Ai-l hi} 3

A A (Pj{s) - fj(a)) ﬁ; (6} vecteur unitaire directement perpendiculaire

or P, (t) - fi(t) = O(hp”) ’ VtEEDr'] ’
Pi(s) - £.(s) = 0Py |, Vue[0,1] ;

done Ixh - yh|2 - ]x—ylz + 2(Pi(t) - fi(t)) G;.ﬁz; * Z(Pj(s) - fjis}} J} %y

+ 0 (h29+2) .

En développant F en série de Taylor, on obtient :

-

;i(F(gj(s)) - F(gi(t))) = (gj{s) - Ei(t)}{}‘r(gi(t))n;; + %—(gj(s)—gi(t)) F"{(z) v

LT

L

ol EE[,-Bi(t): Ej (S)J-

D'aprés la théorie de l'interpolation, on a la majoration :

-]
]r‘(g’i(t)).vi| <Ch.



On e&n déduit dont ¢
: 2
I"n;;- (F(Sj (3)} "'F(Ei(t))! i c l‘j(E) - sl(t)l *
On démontre de la méme fagon :
+ 2
lvj-(F(gj(SJ) ~ Flg(t))] < ¢ I:j (s) - g, (©)]" .
On a également :

JFigg(e)) - Flg (e < e fg (o) - g ()7

On paut alors en daduire :

2
%, = ¥yl
B A et R I
| lx - y|
Donc i |
X -y o
Log 12 . y? - 0Py |

Finalement, pour tout i, j (1 < i, j <n), on a la majoration :

x =¥ |
xh h <c 1'11:"'-I

|x = y]

Log
od dans les gystémes de coordonnées locales !
X - Fi(t}, x = Fih(t) : tt[ﬁ.lj 3
y = Fj(a), vy = By () sefo,1] .
On en déduit alors @

{a( 'y-a_(q_,q")| < ¢ nP*! n ¥ ' e [drih dF oy | |
a Ph qh!ph qh "h qhiqh el c g Hh(t) qh(8)| E'E'"'(t)l |d3 (S) dt dS,

D) ey,
O

et d'aprés la définition de iL :



Lerme 3.4. Le probléme approché (2.1) est coercif 8i h est suffisamment petic.

I1 existe une constante B positive telle que :

2
(3.11) a (q., g.) > Blr. q _ ;Vq ev. .
h *h* R’ =~ I h hIfH Ifz(r) h™"h

Dimonstration : En utilisant la proposition (3.2), on obtient la miporation :
2
2
T
L { h)

+1] .
ah(qh’qh)-i a(Ph 9 Ph-qh) - ¢ tf |qh| ; \fqhe:vh .

IKZ(P) et la forme bidti-

Or la foncrion p, q_ est dans 1'espace H_
néaire a est coercive sur cet espace ; donc en utilisant le lemme (3.3), on

obtient :

2
- P .
ah(qhi qh) ks (a ¢ h') IthLz(I‘ )
h

Le probléme approchd est donc coercif pour h assez petit.

Théoréme 3.1, , Soit q la solution du probléme exact (1.9) et 9 la sclution

du probléme approché {2.1) i mous avous les estimations d'er-—

reurs suivantas

: 1/2 1
(3.12) la -2, q !l _ < ¢ {int [Hq-r apdl P g,

u 2
: L] h oh Hl}’«(?)

Démonstration ¢ Soit qﬁ dans l'espace V, i On peut alors écrire !

o - ! - = - - bl !
- 1 t ' - 1 - t - 1
+alg =~ py gy P9 -Py a) *alp, i P9y T Py 9 7oA (qn, 9 -l

La fonction q étant solution du probléme exact et 9y solution du
praobléme approché, en utilisant la propesitien (3.2) et le lemme (3.4), on

obtient la majoration ;
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8lle, (q - q')l|2_ < [tu_, ,9,~q") - (u., P G ~ P, Q) l
h' h W' 1!2(P) oh’ h 'h 2(F ) o *h "h  Fh "h Lz(r)

+ Mliqg - p, gl ] _ |lp, Cap = a1} _ + e WP g lq, ~q |
h h q IIZ(r) h**h h u IIE(F) h Lz(th h *h LZ(F )

En utilisant alors les inégalités (3.5), (3.8), (3.9), il vient :

|lr (g, = q!) ] <c{llg-p q'll _ s WP
It 2q, = g} -, P q =P q), |
oh*"*h  *h LE(Ph) o' *h *'h h *h L (1
e
[z, ¢q, = a }[| _ ’
h'*h h H 1!2{r)
I1 faut donc majorer la différence [(u ,q) (u o) [
oh’ “h LZ(P ) h 'h Lz{r)
pour une fonction qh de 1l'espace ?h. On a : |
(u_..q, = (P q) =
g j’ dF, 'ﬁ; dF -)
- (t)I - L: (t) p (t) dt
LR Frae h 1
- g Il 4 RAPFIE, % dF
| (us, () - u (6)) qi(e) | 2e)
i=] O
et d'aprés la définition de Ty
(u,,q' = {u_,p, q,) ={r_ v, ~u, p q')
oh” *h Li(rh) o’ h *h Lz(r} h oh o h “h LZ(P)
d'olt : | (u ,q" - {(u_,p,. q | < ¢ fe, u. - ufl e, q"]
] 2 — /2 ..
oh’ 'h Lz{rh) o’*h 4 t2(ry | h “oh o Hl!2(r) h “h' / ;
On en dé&duit, pour tout élément qﬁ de Vh :
2
e, (g - q')] <cillg~-p q'll _ + W2 o]
h™*h h ’ " (ry = h 7B 'fz(r) B Lz(th

lu - u | }
o h oh H]fz(P)
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La majeration (3.2) s'obtient alors en utilisant une inégalité tri-

angul aire.

, 2
lemme 3.5, Soit Sy 1'opérateur de projection orthogonale de L™ (I) sur 1'espace

t, vh. On a les inégalités suivantes :

2
Dans le premier cas (thL (r))

(3.13) (g - & qll <c r*7" g
BN 1S (T)

Dans le second cas : (?hC:HI{F)}

+ wPt

lq~s,, all <ec{n®" {ql|
h ¢ H°(T) L (I)

H ()
0t <1 ; 0¢exkl

lo-s, all ,  ce(n®™® falt .+ u®'"F|g] , )
H (T) H (T) L (T)

si—- ) <t<0; 0<s8 < ktl,

Démonstration : Dans le premier cas, l'opérateur s est défini pour toute fonc~

tion q de l'espace Lz(r) par :

[ alx) dy(x).
r

Cet opérateur laisse invariantes les constantes sur chaque arc de

g
(s, 9 (r)

courbe I"i. on en déduit donc ([13]) :

2
{q - s, qj <ec |q , Yqel“(r) ;
S RTe L2(m

la-s.al, <e¢ gl , Veek (1.
L (r) H (T)

En outre, 8, étant un projecteur, l'opérateur I-s_ est auto-adjoint

h
daus I'ESpace'Lz(r), d'oi :



(q-s q’(_P) ' ("-'-I"*S q,L?-s f‘?:'
] P ) e
[lq sh q“ - =  sup Ilf_?” =  Ssup ”C? ||'
(D wegl(ny B (1) e’ (1) u (r)
c'est=a-dire ”q*sh q|| -1 =< C hz ”4|l 1
H (D) B (T)

Le résultat général s'en dé&duit immé&diatement en utilisant la propo-
sition (3.1).
Dans le deuxi&me cas, si § est une fonction définie sur 1'intervaiie
A A A . M .
[ﬁ,f], son Pk-lnterpolé de Lagrange ™, q est la fonction de l'espace Pk qul

+ A L4 L] [ - [ - " .
interpole q aux points j/k (0 € j < k). Si q est une fonction définie sur Tos

on définit la fonction ﬂ; q par i

- A ' Y. i L B
L p @ 5 clest-3d dire L Fi ﬂh(q o Fi)

Si 1a fonction q est définie sur I', on définit alors r, q comme la

h
fonction dont les restrictions 2 chacun des args ri {1 < i < 1) sont n; 3.
Cn & alors : Hh q " Ih dt >
. i - - .
ol qt {Fih{t)} - q(Fi{t}) ; te 0,1] (1 <i<n);
et qE'n Fih est.dans 1'aspace ﬁ;.

mais la fonetfon qﬁ n'est pas dans l'espace ¥, i car sou intégrale sur re n'ast

pas nulle j; on pose alors @

= g¥* - *
h

La fonction q, est dans l'espace V_ et,

h

£, = moqa- [ afi(x) dy(x) = (r, @7 .

Fh.
En outre, on a :



n

[ ape0 an e = ) ' e () o] dt
i=1 0
. d Flh( ) )
n 1 i 3t ¢ F
- { L q(x) dy(x) + izl g LY (Fi ( 3 Fi - 1) lﬁ—(t)i dt .
TS (t}

En utilisant le lemme 3.3, on ebtient :

(3.14) | [ @t av G| <c - m a} , + &P g

2 b
I‘h L (I L ()

. . k+l
D'autre part, si la fonction g est dans 1l'espace H (_l"). on a4 aAlors

les majorations suivantes pour 0 <m < k+l ([13])

— {q - 7 q) < C (su {t) inf —=(t))
ds® h Lz{Fi) cef0,1] ©° te[p,1] 9%

-1 . .
m dg. 3 mo Jm
E ): { sup __dsl {s} . .S‘._E gil (8)
t=] jE€I(L,m) 5,.,38%8, ds

[kil .dia dg, iy k+1 Jke1
{ su ~—=(t) cee |mmme g (1)

gel st Lz(ri) j'eJ(r,k+1) telo,i] de dtkﬂ > }]

ot J(L,m) = {j = (i, ere J) / j1 + oaa. * jm- L, jI 2, 4 et aj, = m }.

En utilisant alor: les lemmes {2.1) et (2.2), il vient :

::’11:|1 i k+1-mn
ds L (ri) H (I‘i)

en sommant alors sur tous les indices i et en utilisant (3.14), on obtient :

(3.15) tq = (my D 2 ic{h‘-‘”

lall « W g }
L2 ry wtay Tl



lg - (o I, <c{n Jlalf .+ g, 3
H (D) #(r) L (D
1/2 k+1-m +1
(Y fa- e ML P lal WP g )
1=] h Hm(Fi) Hk+'(r) thr}

Le résultat ne s'étend pas au cas ol le paramétre m est négatif ;

de L2(P) sur r, V.. Par définition

c¢'est pourquoi, on utilise le projecteur s
4 h 'h

h

de Spo

- # gl 1

lq = s, ql < |q - (= oF] <c{n
L h 2 - 12ery

hall
Lo (M) L (T) ol

Vqe ‘H]'HFl (T} .

De plus, nous avons @

g 2 1/2 g ¥ 2 o 2
()} lla-s, all Y <y fla=tr, )7 ] + ( (r.q) -s. qll
im| h Hm(ri) =l h ﬁm(ri) izl " n h 1o(r

d'oli en utilisant les inégalictés (3.7) et (3.15)
1/2 k+1-m

B 2 +]
(y lla - s_all Y <cin {al] + W0 g } .
i=1 h BT ) - 1<y L)

Le résultat général s'en d&duit par dualité& et interpolation en uti-

isant le fait que l'opérateur I-s_ est auto—adjoint dans l'espace szr).

h

Théoréme 3.2. ) Scit q 1a solution du probléme exact (1.6), dy la sclution
du probléme approché (2.1) ; si la fonction q est dans 1l'espace

s [ ] | o
R (I'), on a les majorations sulvantes !

- -t
(3.16) la = £, all < ¢ (b i) + 87" {q
BT gty B (r) L*(r)
-t~1/2
| .- lagr, s, ) ;
(3.16) © 'h Tohl 41120y
- %ff.t <0 ; t<s<1l, dans le premier cas (thLLz(F}) H

'%.i t <l ; t=<«s < k+] dans le second cas (?hCZHl(P)J.




e

# - A 1 L} L}
Démonstration : D'aprés le théordme (3.1) pour t = = > s ona la majoration :

1/2
la -z qll _ <c{lla-s, all _ + WPT s q +flu -ru |/,
h “hY IIZ(F) h H I!Z(T) h Lz(T) o hoh'y f_{?;
d'ol avec la majoration (3.13) :
+1/2 p+1/2 :
la= 2 )l . < cfn® lqll +h |q + flu -r u_ || I
h *h i IIZ(P) HS(F) Lz(r) o h oh HIXZ(F)
En outre,
-£=-1/2
la -z, q |l < lla - s gl +Ch " ey 4 = oy gl . ;
h “h gty h it (ry h h 'h Hlfzm
<3 %—j_t <0, dans le premier cas,
-—%i t <1, dans le second cas.

En utilisant alors les inégalités (3.13), on obtient le résultat :

Théoréme 3.3., Soit la fonction u définie par 1'expression (1.5) et la fonction

u, sulvante :

h

uh(x) ='%; [ qh(y) Log
rh

Alors pour x tel que d(x,I') > 8 > 0 et h assez petit, on a :

1
|x-yi th(y) :

[(x. T 7 |u(x) - uh(x)l < E'(-E—-l':)- {hp+l Iql z(r)
’ L
+ b5 gl #llu-ru_|| + VA flu ~ru || )
] HS(F) o h oh LZ(F) o h oh HIHZ(F)
(3.18) |Du u(x) - p%u (x}[ < ¢ = {hP+1 ]q| 5
B = e ryy Lol e,y o] L2(r)
+ 051 |l q| + Jlu-ru |l + R Juru ] b
HS(F) o h oh LZ(T) o h oh HIIZ(F)

0 < s <1 dans le premier cas ,

0O < s < k+t]l dans le second cas.
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Démonstration : On calcule d'abord 1l'erreur entre q et Ph,

(q - p. q,stp)
h I ¢f LZ(C) |
<l ] ’
H ()

”q = P 94 I[ = sup
h 'h -]
B pen' ()

Soit alors la fonction g de 1'espace Li(F) !

(Lifr) = {gELLZ(P) s [ g(x) dy(x) =01}) définie par :
r

P(x) =-21-T—T 1{ g(y) Log}?iﬂ- dy(y) ; Vxer

D'aprés le théoréme 1.2, on a la majoration :

9

“Bll 2 G C”ﬁ?ll 1 ’
L (T) H (T')/C
d'ol :
a(q-p, q,,g)
"q -~ Ph qh!! o <C supz “gTi 2
i (E) gel.> (I) L (r)

dans 1l'espace H*I(T}

Soit sy & la projection de g sur 1l'espace T Vh ; alors il existe

g, dans 1'espace V. telle que : s, g8=Tr

h h &h°

On calcule alors

a(q = py 9;58) = 3a(q - p, q» 8~ P, 8) * alqa = p, 4P &) -

Le premier terme sc majore par :

C ”q = Py 4 ]l 2 ”S - P B II i
h *h H IZZ(P} h “°h H 1!2{r
et en utilisant les lemmes 3.5 et 3.3.

]a(q = Ph th g - Ph gh)!'i C/ﬂﬁ ”q B ph thlﬁ—lfzfr)

Le deuxiéme terme s'écrit :

(u_,p, 8) - (u.,,8)
o’*h ®h Lz(r) oh’®h Lz(Th)

= (uo-r UL Py gh) " ¥ ah(qh,gh) = al(py 9> Py gh)

b Loi{lY

)

.
]

8| .
LE

(T)

+a (q,8,) ~ alpy 95 Py 8)
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On majore alors en utilisant la proposition 3.2 par :

+1
C("U‘r“]lz + nP |'1I|2 |5I2
Ol R e Pty LN
On en déduit donc :
+1 s+
la-p, all o, ccto” g, +n" g |
H (I) L (T) H™ (T)
+”u-ru” +f1?|[u-ru|| |
2
(o} h oh L“(I) fe) h “oh HIKZ(F)
0 <s <1 dans le premier cas,
O < s < k+l dans le second cas.
D'autre part, on a !
I ’E‘ L 1 4 Fen
u (y) = 5= q, (F, (t)) Log = ()| dt 3
h 2m & o “hih IF. (8)-y[  ldt
F.(t)-y| dF,
1 ! 1 T gl I¥; ih
w & =57 | py 9,(0) Log =7 dv(x) + 5= } [aq; (F., (£))Llog 1 —y R
h 2m r h “h | %x-y] 27 1210 R ik IFih(t) y| |dt
c'est-3-dire
: _ 1 _ 1
u(y) u () =57 { (q(x) - py qhiﬁ)) Log T;:;T dy(x)
F.(t)-y| d F,
1 e 1 I ih
) [7 q (F. (t)) Log e | £yl 4Ae -
Zm .o, 5 hUih |F i (877 dt
On vtilise alors le fait que la distance de x @ ' est plus grande
que ¢ fixé&, donc nous avons :
|E (t) - y] P+
Log - <€ ( ~————
[F. (® -y | = = dG,D
D'autre part, soit X un point de T tel que ]y = xo| = d(y,I),
comme la fonction q - Py, 9y est d'intégrale nulle sur T, on en déduit :
[ (a(x) (x)) Log == dy(x) = [ (q(x) . g
q(x) = p, q, (x)) Log 7= y(x) = q(x)-p, q (x)) Log ————— dy(x
T h *h |x yl T h *h |y=x |

d
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ly-x_|

o C
e Log == e —
Iy x‘ li](F) d(y,I)
C +1 s+l
done, |u(y) - uh(y)[ s oy { nP lq| 9 + h lall . }
’ T () H ()
+ Jlu - u || + /h lu - ¢ u || }
2
0 h oh L () o I oh H]fz(r)
O <s <1 dans le premier cas,
0 < s < k+l dans le second cas.
On a également
l -
grad u(y) = 5= [ a) “E“E“E' dy(x)
r |y=x|
t -
grad u (y) = 57 f q, (x) = 5 dy, (x).
I | y=x|

La différence se majore de la méme fagon que dans le cas de u ; le

résultat sur les dérivées d'ordre supérieur est analogue.

Remarque I. On n'a pas obtenu d'estimation au voisinage de la surface T ;

la difficulté provient du fait que le grad u subit une discontinuité d la tra-
versée de la surface I', tandis que le gradient de u_ a une discontinuité & la

traversée de Fh ; donc 1'erreur est trés mauvaise pour un point x entie I' et

Fh.

Par contre, si on pose :

uy (x) =-21-—~ 1{ Py qh(y) Log T’—f‘]'-?T dy(y) ;

hp+lf2 i hk+3f2

on obtient une erreur en dans 1'espace W R7)/C

Remarque 2.

. . + . "
Si la fonction q est dans l'espace Hk 1(I‘), on a donc la majoration :
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luG) = w (x)| < s (0P} |q] « 12 gl
h — d(x,0) Lz(r) Hk+!(l..

+”u-ru|| +l@1-"u*ru|| } .
o h “oh LZ(P) o h oh Hlf2(r)

La précision maximale est donc obtenue quand p est égal a k+1 ;
donc quand la frontiére est approchée par des éléments courbes d'ordre p,
il faudrait approcher q par des polynBmes en t de degré p-] } ceci est une
généralisarion tu résultat annoncé par HESS {[E]), dans le cas d'approximation

d'ordre un par différence finie.

IV -~ EXEMPLES NUMERIQUES.

-Jls ont €té traités avec des &lémepnts droits et des éléments courbes

d'ordre deux ; 1'espaca V. est constitud de fonctions constantes par morceaux

h

ou linéaires affines par morceaux.

Soient (w.), . les fonctionsg de base de 1'espace V., ; la mathode
TRRRSAVAL h

variationnelie nous conduit alors 4 la résolution du systéme linaire :

n-1
iz. A 855 by l2izmly

ot les coefficients a; et bj sont définis par :

] 1 1] *
a,: = 7 w, (X)) w. Lo d x) d 1 1 < 1 < n=-1 3

(¥)

1 £ j <« n~i.

b= f uw, woly) d

Dans le cas ol Vh est 1'ensemble des fonctions constantes par morceaux,

d'intégrale nulle sur [ , le calcul des coefficients aij se ramdne au calcul

hl

des intégrales :

1
é

1 o
Log _——-]__— dﬂ dt

Ix(0)-y(s)}°

H

Q=
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¥ - = . - . _+.A‘ 21 & . .
od |x(o)-y(t)| |aAi_1 A, 1$AJ_]AJ AJ—i 1-11 pour &léments droits ;
—_— — iy e
-— — -1 - - - A.
|x()=y (0| = |oa,"A; =T ATTAL + GaCi=0K; TR - a0k, R
R " ‘s
pour les éléments courbes ; (Ai—IIE est le milieu du segment Ai-l Ai et Ai-l!Z
le point d'intersection de la perpendiculaire Ai-le
en i& 4 A, . A, avec la frontidre [ .
i-1/2 i=1 i -
A1 fer2 By

Dans le cas ol V; est l'ensemble des fonctions affines par morceaux,

d'intégrale nulle sur I'., le calcul des coefficients aij se raméne au calcul

h!

des intégrales :

I el 1 . 1 I _ ]
£ é ¢ T Log [x(0) - y{D) do d1 3 é é (I-0) T Log [x() = y(o)] dodTt

f' fl (1-5) (1-1) Log I do drt

o O [x(c} =~ y(O)]

ol la fonction (o,T) #+~— ]x(a) “'y(T)l est la méme que dans le cas des fonc-

tions constantes par morceaux.

Si i est &gal 3 j, ces int@grales sont des intégrales singulidres cal-
culées, exactement dans le cas des éléments droite ef avec une erreur en h2 dans
le cas des &l&ments courbes d'ordre 2. Sinon, on utilise une formule d'intégra-
tion d'ordre deux sur le carré [p,l] X ED,EI. (pour le détail du calcul de ces

coefficients a5 Voir [ld]).

ler exemple.

2
L'ouvert ¢ est 1l'ellipse d'équation-if + ?2 = 1,
R
Le potentiel u_ sur la frontidre est donné par ;

(x|Y) ='E' .



Pour calculer le potentiel dans l'espace, on se raméne au cas du cercle

de centre O et de rayon 1, par une transformation de JOUKOWSKI. On obtient :

u{x,y) = %-; si (x,y)edb.
/2
2

/2

+ &ngzjl + (xz - }rz - 12’.2+I)JI )

2 2 2 2
U(x,}') - ﬁ':’lnT {x_sg(x} E((x "y R +1)

si (x,y) ¢ &5,

La charge électrique g vaut alors, si (x,y) est un point de la fron-

X

tigre I' : g(x,y) = ﬁ% + 1) > .
R; /éz-+ yz

On choisit comme points A. sur la frontiére les points de coordonnées

im . 1T .
Ai= (R cos e 51n-;) » {1 €1 <mn).

Les essals numériques ont &té faits avec n égal 3 8 et 16. Le poren-

tiel u est calculé sur 1’axe des x sur l'intervalle [p,ld] et

u(x,0) = E- ; X < R

u{x,0) = —é— {x - ffxz - R2+I} x > R,

Dans le cas oli R est &gal 3 4, on obtient les erreurs relatives :

n=2=8 n =16
hmmE mi? h. 1,368 0,489
[<1<n
h = max h. 2,844 1,533
I<i<n t
élements droits fonctions constantes 0,15 0,045
fonctions affines 0,10 0,035
élé&ments courbes fonctions constantes 0,05 0,01
fonctions affines 0,05 0,01




C'est sur la frontidre I que 1l"erreur est maximale. La figure !
représente les résultats obtenus dafhs le cas oi n est égal i B. Les deux
courbes sont pratiquement confondues dans le cas des éléments courbes. Cet

exemple montre l'importance de 1'approximation de la frontiére ' ; les élé-

ments courbes avec des fonctions constantes par morceaux donnant des résultats

meilleurs que les Eléments droits, meéme avec des fonctions affines.




2éme exemple.

L'ouvert } est le cercle de centre O, de rayon 1. Le potentiel u,
sur la frontiére est donné par :

uu(x,y) = {xﬁ si x>0

0 six <0 .

Pour calculer le potentiel dans l'espace, on utilise les coordonnées

polaires :

{x=pcasq’

¥y =0 sin.L?

Alors en développant u, en série de Fourier, on obtient :

_3 . 2cos2¥ | &coshep 1 T .k, 1 (2ke1)  2(2k+1)
W) =gt e Tyt Tt tho Etof DAY s e T k3 kD)
- E?E%:TT f k! cns(2k+l)c? : ei p < 1.

[ - L] L] a I -
Si p est supérieur & 1, il suffit de remplacer p par E-dans 1'expres—
sion précé&dente pour obtenir le potentiel & 1'extérieur de 1l'ouvert.
Les points A, sont les mémes que préc&demment avec n &gal 3 8 et 16. La méthode

numérigque calcule alors :

0 (x) =*%-;; { q{y) Log fxly dy{y) ;

c'est une fonction qui tend vers 0 3 1'infini et qui est &gale 3 u, i une cons—
tante prés. Duns le cas du cercle, en développant u en série de Fourier, on

voit immédiatement que cette constante est le terme constant de la série de

. . 1
Fourier, c'est~3-~dire : I_TT { un(x,y) dy.

La méthode numérique nous dennera donc ici la valeur u --%E en tout

paint de l'espace. Le potentiel u est calculé sur les deux segments suivants :



segment n° 1 : c'est le segment [p,ld] de 1l'axe des x

segment n® 2 : c'est le segment [-2,+8] de la droite x = 1.

On obtient les erreurs relatives :

segment n° 1

segment n° 2

n =28 n=16{ n=28 n=16
h 0,7654 0,3902 | 0,7654 0,3902
€léments droits | fonctions constantes 0,4 0,08 0,4 0,08
fonctions affines 0,25 0,07 0,3 0,08
éléments courbes| fonctions constantes 0,25 0,04 0,25 0,04
fonctions affines 0,01 0,002 0,03 0,006




-18-

Les figures 2 et 3 représentent les fonctions u calculées sur chacun
des deux segments quand n est égal i 8.

figure n® 2 : potentiel u sur 1l'axe x.

£4. |
éﬂ””““b= dﬂﬁba g%nbbﬁu ﬂﬁE%ElV$ﬂ -———
& . . conts T et e s

figure n® 3 : potenciel sur la droite x = 1.
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En comparant les différentes méthodes, on remarque donc que les élé-
ments courbes avec des fonctions affines par morceaux donnent de trés bons reé-
sultats avec n égal 3 8, méme si le pas h est grand. Cette méthode est nette-
ment meilleure que les trois autres qui, dans l'exemple 2 donnent le potentiel

avec un erreur du méme ordre. Ceci correspond au résultat obtenu théoriquement.
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