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Notations Générales 

On désignera par u, v, w, ... des fonctions définies sur un ouvert 

0 du plan 0 *j x2 e t ^ valeurs dans |R y on posera 

llu II - { |u(x)|2 d x } 1 / 2 

et pour m entier > 0 

H u n - < i f |i-Lil- | 2 d « } ' / 2 

Oj+a2 < m 1 2 

am n 2 1/2 
|u| ft - { E | dx} 

al » °2 e Jfl 3X,1 3x 2

2 

On désignera par p, q, r , ... des fonctions définies sur un ouvert 
2 

fi et à valeurs dans (R ; si p · (pj , p^) on posera 

I»I».Q - « l » i l i . û * l » 2 l - . a > ' / 2 · 
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1. FORMULATIONS DUALES. 

Dans un ouvert Q borné de 1R , de frontière T lipschitzienne, 

soit J\l l'opérateur aux dérivées partielles du second ordre défini par 

i>J = l i J J 

Les coefficients a^j sont supposés donnés dans l'espce L̂ Cft) et 

satisfont l'hypothèse d'ellipticité usuelle : il existe une constante 

e > 0 telle que pour presque tout x dans (] , on a 

VÇ - (5, , S 2) e (R
2 , l a..(xK.Ç. > e|ç|2 . 

A titre d'exemple, on traite le problème de Dirichlet homogène associé à 

cet opérateur Jf : trouver u solution du problème 

Jtxi * f , dans fl 

< 1- 2 ). { u = 0 , . sur F 

La donnée f sera supposée dans l'espace ^(ft) · 

En formulation primale (i.e. ... classique !) , l'inconnue fondamentale 

est la fonction u elle-même ; en formulation duale, l'inconnue fondamentale 
2 

est le cogradient p de u , c'est-à-dire la fonction (à valeurs dans IR ) 

de composantes Pj et p£ données par 
f 3u 3u-

Pl = ail 3x, al2 3x0 

(1.3) J 1 2 

3u _L. 3u 
1 P 2 " a21 3^ + a22 3ÏÏ2 

Pour donner cette formulation duale simplement, nous introduisons les notations 

suivantes : Soit ((A.̂ .)) la matrice inverse de la matrice des coefficients 

((a^)) ; à cette matrice ((A^)) on associe la forme bilinêaire 

f 2 

(1.4) a(p,q) = { Z A., p, q..} dx . 

J n i . i - i 1 J 3 1 

Les hypothèses faites sur les coefficients a^ impliquent que cette forme 

2 
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2 2 
bilinéaire est continue sur 1 espace produit (L^(^)) * (L^(Q)) 

2 
et elle est (L^iQ)) -elliptique : 

Vp,q e (L2(rt))
2 , a(p,q) < Il ail llpli^ llqll^ 

3a > 0 , Vq e (L2(fì))
2 , a(q,q) > a II q|l ^ 

On note V(ft) 1!espace de Hilbert défini par 

(1.5) V«» = {q e (L2(ft))
2 ; div q e L^G)} . 

A une fonction f de l'espace L^iiï) » nous associons la variété affine 

Vf(ft) de l'espace V(^) : 

(1.6) Vf(fì) - {q e V(fl) , div q + f - 0 dans Q} 

En particulier pour f « 0 , V°(R) est le sous-espace des fonctions q 

de V(Œ) à divergence nulle dans · 

La formulation variationnelle duale du problème (1.2) consiste à 

trouver une fonction (vectorielle) p solution de 

p e V f (n) 

(1.7) < 

^ Vq e V°(fl) , a(p,q) = 0 

On démontre sans difficulté le 

THEOREME 1. Potin tout f donni danò l'espace. L2(ft), le. pKobllmz 

(1.7) admet une. solution p et unz Aeult. En outnz ¿1 u dt&tgnz la 

àolutlon du ptioblèwe. (J.2) , la òoùition p eût le. cogiadLlznt (- KeZa-

ttvement à VopViateuA ) de. la fonction u , t. e. leÀ leJLattonò (7.3) 

òont òatU^aitzò. • 

Si l'on connaît a phÂJOKt un élément p e V^(Œ) , le problème (1.7) se 

linéarise en la recherche de p = p-p solution de : 

f pe v°(n) 

I Vq e V°(Q) , a(p,q) - - a(p,q) . 

Construisant un sous-espace V° de dimension finie de V°(Œ), les méthodes 

générales d'approximation interne conduisent à chercher p^ solution du 

problème 
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Vq e V° , a(p h , q) - - a(p,q). 

La solution "approchée" du problème (1.7) est alors fournie par 

P h = F + P h · 

Lfanalyse mathématique de cette méthode a été récemment donnée par 

HASLINGER & HLAVACEK [ 6 ] dans le cas où V° est constitué des 
n 

fonctions affines par triangles et à divergence nulle dans fi . 

Malheureusement il s'avère fort délicat en pratique de construire 

un élément p dans V (fi) : penser au cas le plus simple où la 

fonction f est constante par morceaux et aux problèmes de raccord 

que soulève le relèvement global f r^r* p . En vue d'éviter cette 

difficulté pratique, nous donnons une variante de la formulation hybride 

duale (cf .THOMAS [ 9 ] par exemple). La méthode numérique basée sur cette 

formulation ne supposera connue que des relèvements locaux f r^r^ p f 

autrement dit les problèmes de raccord auront, été éludés;. 

On suppose désormais pour simplifier que le domaine fi est polygonal ; 

soit une triangulation de fi : 

fi = U T 
Te * e h 

On introduit l'espace " K défini par 

(1.8) 3C = {q e (L^fi))2 ; VT e ^ , q e (HJ(T))2} . 

À une fonction f de l'espace L (fi) , on associe la variété affine 

36 £ = 

(1.9) X f • {q e X ; VT e ^ , div q + f = 0 dans T} . 

En particulier X ° est le sous-espace des fonctions q de X qui 

sont à divergence nulle dans chaque triangle T de · 

Pour toute fonction q e X et toute fonction y e II L-(3T), on 
T e °S, 

note r n 
(1.10) b(q, u) = - Z uv »q dy 

où v T est le vecteur unitaire de la normale extérieure au triangle T . 

Soit Mj l'espace vectoriel défini par 
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.(1.11) Jb = {u € n L(3T) ; Vq e X n v(n) b(q ,u) = 0} . 
T e *"£ 

n 

On remarquera qu'une fonction y de l'espace II L (3T) 

appartient à l'espace cAt? si et seulement si elle vérifie 

VT,Tf e <h y | 8 T - y | 3 T , sur 3T H 9 T ' 

VT e ^ h y| 9 T = »0 sur 3T H r . 

On considère alors le problème : trouver un couple (p,X) tel que 

(p,X) e # f x o% 
(1.12) Vq e JC ° , a(p,q) + b(q,X) = 0 

, Vy e c/Vb , b(p,y) = 0 

THEOREME 2. On Auppoàe. qua £e cogiadlznt de la {onction u , AolutLon 

du problème (1.2) , appaAXldwt à Veapace K.-MoKA £e pKobllmc (J.J2) 

admet une 6oùition (p,x) et une 4 e u£e. En oatte p e*<f £a àoùjution du 

pKoblmz (1.7), donc la cogiacLLcwt de u ; de pluà X eôt £a tnacz de u 

¿ 0 / 1 £eô cotu deô VUanglcs T de £a t/Uangulatlon. • 

Ce résultat est une application de [ 9 ] , théorème 2.2, par exemple • 

2. METHODE DES ELEMENTS FINIS EQUILIBRE. 

Soit k un entier > 0 , désormais fixé. 

On choisit d'une part pour sous-espace de LMÏ : 

(2.1) c/VUh = {yh e X ; VT 6 *£h ; y J 8 T e Sk(3T)> 

où S^(3T) est l'espace des fonctions définies sur le bord 9T du triangle 

T , polynômiales de degré < k sur chaque côté de T . Il n'y a pas de 

condition de continuité aux sommets du triangle T dans l'appartenance à 

l'espace S^(3T) , par suite cet espace S^(9T) n'est pas un sous-espace 

1 /2 1 
de H (9T) , espace des traces des fonctions de H (T)· 
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o o 
On choisit d autre part pour sous-espace K ̂  de 3f 

(2.2) 3C £ = {qh e 3C ° ; VT e ̂  > q h| T e (Pk(T))
2} 

où ^(T) e s t l ? e s P a c e ^ e s restrictions au triangle T des fonctions 

polynomiales de degré < k . 

Etant donné une fonction f, de l'espace L0(Œ) dont la restriction 
n l 

à tout triangle T de est polynomiale de degré < k 
h 

(2.3) f hl T e Pk(T) 

— 2 

on sait construire une fonction p^ de l'espace (L^Cft)) telle que 
pour tout triangle de , on a 

f ? h | T e ( p k + i
( T ) ) 2 

(2-4) 

^ div p^ + f^ = 0 , dans T 

avec en outre 

(2.5) v T · F h e Sk(3T) · 

Nous préciserons (au théorème 6) le choix de f, et donnerons une 
n 

construction systématique de p, · 
n 

Ayant déterminé une telle fonction p, , on pose 
h 

(2.6) JC £ = p h + J(£ 

t fh 
Il est clair Que 3C, est une sous-variété affine de K 

n 

On considère alors le "problème approché de (1.12)"· Trouver un couple 

(Ph , X h) tel que 

(2.7) I Vq he K° , a(p h , q h) + b(qh , Xfc) - 0 

. % e A > b ( p h · V = 0 · 

THEOREME 3. Le pwbllmz (2.7) admeX. une. solution (ph , X h) oX une 
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DEMONSTRATION du THEOREME 3. 

Par linéarité, il suffit de vérifier que le problème homogène 

associé 

r ( p h , X h)e K ° * ^ 

< Vq h e X°h , a(p h , q h) + b(qh , Ufe) - 0 

s. V " h e A ' b ( p h » V " 0 · 
admet pour unique solution = 0 , = 0 . A l'aide de la 

2 

(L2(Q)) -ellipticité de la forme bilinéaire a(p,q) , l'unicité de 

p^ est immédiate. Il reste à montrer que I 1 es^act 

zh = { x h e ^ h ; V q h e b ( q h · V = 0 } 

est réduit à {0} . Soit donc A, un élément quelconque de Z . On a 
h n 

en particulier dans tout triangle T de : 
(2.8) X h l 3 T e Sk(8T) 

et r 

(2.9) Vq e (P k(T))
2 n V°(T) , \ v^q dy = 0 · 

Ayant remarqué qu'une fonction q appartient à l'espace 
2 o 

P^(T)) n V (T) si et seulement si elle est le rotationnel d'une 

fonction w de l'espace P^+j(T) , la propriété (2.9) équivaut à 

j 3 T T 

où — désigne la dérivée tangentielle le long de 3T . Comme l'ap-
3 T T 

plication 
3w 

T 

est surjective de l'espace P k + J(T) sur le sous-espace s£(3T) de 

Sk(3T), où 

(2.10) S°OT) = W e Sk(3T) ; M Y = 0} 
•'3T 
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la propriété (2.9) se traduit par 
f 

V <p e s£(3T) , X h Y? dy = 0 

autrement dit la fonction est orthogonale dans L ^ T ) au 

sous-espace S°(8T) · 

Or d'après (2.8), la projection orthogonale de *h|3T
 s u r S°(8T) 

n'est autre que la fonction : 

X t J 3T ~ MesT^T) Xh d ï " 

Par conséquent les conditions (2.8) et (2.9) impliquent que la fonction 

?„_ est constante, pour tout triangle T de °6, . Exprimant les 

j oT n 

conditions de raccord contenues dans l'appartenance de la fonction X^ 

à l'espace M), on en conclut s 0 , ce qui démontre le théorème. • 

Il résulte de ce théorème 3 , que la variété affine V̂ (fi) définie par 

(2.11) v£(ß) = {qh e 3^ ; Vy h e ̂  , b(qh , ̂  = 0} 

est non vide, en général V̂ (fi) n'est pas le translaté par la fonction 

p^ du sous-espaca défini par 

(2.12) v£(fl) = {qh e ï£ , Vy h e c/W>h , b(qh , v^) - 0} * 

On considère comme "problème approché de (1.7)" le problème : trouver une 

fonction p^ telle que 

P h e vj( 0) 

(2.13) 

. V q h € v h ( n ) · a ( p h ·
 qh> = 0 · 

THEOREME 4. Le pfioblhnz (2.73) admet une solution p L et une 4eu£e. _ _ _ _ _ _ 

Pe p£a4 on a £eô c<vi<xc£é.sùAatconô 4tUvante6 : 

(2.74) v°(n) = 3^ n v(n) 

(2.75) v£(n) = ( F h

 + n V(fl) i • 
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Remarque. La propriété (2.15) justifie la terminologie de méthode 

des éléments finis équilibre donnée par F. DE VEUBEKE et son équipe 

[3 ] [4 ] [5 ] : la solution p satisfait "l'équation d'équilibre" 

div p + f = 0 dans fi , 

la solution approchée p^ satisfait 

div p, + f, = 0 dans fi • 
n n 

DEMONSTRATION du THEOREME 4. Pour l'unicité, il suffit de remarquer 

que la variété V̂ (fi) est un translaté de l'espace V°(fi) ; pour 
n n 

l'existence, il est évident que si (p, , À, ) est la solution du problème 
h n 

(2.7) , alors p^ est solution de (2.13). Passons à la démonstration de 

(2.15) : soit y un coté commun à deux triangles T et T' de . 
n 

Pour toute fonction w polynomiale de degré < k définie sur le coté y, 

la fonction définie par 
u, = w sur le côté y 
h 
u, = 0 sur tout autre coté de *ê>, 
n h 

appartient à l'espace cM> . Si q^ est une fonction de ^(fl) elle 

vérifie donc : 

Vw € Pfc(y) , ^V^JT + V * %\T}) D Y * ° ' 

\ 
Grâce au choix de p, satisfaisant (2.5), les traces normales v «q, |_ 

n l n 11 
sont polynomiales de degré < k , d'où 

VT ' qh 'T + VT' " qh|T' - 0 9 S U R T O U T ( 3 T ) N <3T?>-
Il en résulte que la distribution-sur- fi div q, définit un élément de 

h 

l'espace L̂ (fi) , ainsi q^ appartient à l'espace V(fi). Réciproquement 

il est évident que toute fonction (p^ + #£) n V(fi) appartient à la 

variété V*(fi). • 
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. 3 . MAJORATION D'ERREUR. 

Nous utilisons systématiquement la technique du passage à l'élément 

fini de référence , cf. CIARLET & RAVIART [2 ] par exemple. 

Soit 0^j^2 * e P^ a n euclidien de référence et T le triangle de ce 

plan de sommets (1,0), (0,1) et (0,0). Pour tout triangle T de , 

il existe une application affine inversible telle que 

(3.1) T = FT(T) . 

L'application linéaire tangente 9F^ est représentée par une matrice 2 x 2 

constante, inversible ; le jacobien Ĵ, de l'application est 

J T = |dët(3FT)| = 2 Mes(T). 

A toute fonction scalaire w définie sur le triangle T , on associe la 

fonction w « (h^iw) définie sur le triangle T par 

-1 
w = w o F T * 

A toute fonction scalaire y définie sur le bord 3ï , on associe la 

fonction y = .3^ (y) définie sur le bord 3T par 
0 1 

»-V F; '>I 3 I · 
# 2 

A toute fonction q définie sur le triangle T et à valeurs dans fR , 

on associe la fonction q = ^^(5) définie sur le triangle T par 

D'après ( [ 9 ] , lemme 5.1) , on a le 

LEMME 1. L'appZ>LccuLLon j z&t un JUomoKphUmz dz Vupacz (H ](T)) 2 

6uA l'eApacz (H ](T)) 2 tzL quz 
* f 

( 3 . 2 ) Vw e L (T) , w div q dx « û div q̂ dx 

et 

( 3 . 3 ) Vp e L2(3T) , f y v «q dy « [ y v~ · q dx . • 

Ainsi on a 
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(3.2 bis) div q = 4— div^ q 
JT x 

propriété que l'on ne peut obtenir avec une transformation q q 

effectuée composante par composante. 

On note le diamètre d'un triangle T de la triangulation et 

(3.4) h = Max h . 

Nous ne considérons que des suites de triangulations régulières , 

c'est-à-dire telles que pour tout triangle T e le plus petit angle 

de T est minoré par un angle 0 > 0 indépendant de h ; la notation 

C désigne diverses constantes indépendantes de h . Il s'avère agréable 

1 2 
de munir l'espace (H (T)) de la norme 

( 3 . 5 ) l l lqjl l ] ) T = { l l q 1 1 ^ + h £ | q | ^ T } l / 2 

puis l'espace 3C de la norme 

( 3 . 6 ) | | | q | | | „ = ( Z III q | | | ^ _ ) 1 / 2 . 

Le lemme suivant permettra d'éluder la construction d'un opérateur 

d'interpolation dans l'espace ^ : 

LEMME 2. Il ex-Ute. une constante. C , indépendante de h , tdULz qaz 
fh 

( 3 . 7 ) V q'e V n (9.) n X , Inf Il q-r. Il < C Inf l l l q - q , . • 

r , e Vf(0) h o , 0 q h e * f h * 

La démonstration de ce lemme technique est reportée en annexe ; c'est 

essentiellement une adaptation de la méthode proposée par F. BREZZI 

[ 1 ] dans un cadre abstrait. • 

THEOREME 5. On Auppoào. qixz la ùolvution p dm pKoblzmz (7.7) appasutlznt 

à. Vespace K ; boit p^ la Aolmtion du pn.obllmz (2.13). On tyxppobd 

VT e f h dx = ( f dx . 

Mou il <ixJa>t<L une aonàtanto. c , Indépendante, dz h , toXld que 

q h e \ 
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Remarque: De plus, on a par construction 

(3.9) l | d i v ( P - V l l o , n = l l f- fh l lo,Q-

DEMONSTRATION du THEOREME 5t Soit r h un élément quelconque de 

V̂ (ft) ; comme la fonction (p,~r, ) appartient à V°(ft) sous-espace 
n n n n 

de V°(ft) , on a 

^ P'VV = 0 = a ( p h · v V 
d'où 

a( P-r h , p h-r h) = a(p h~r h , p ^ ) . 

On en déduit la majoration classique pour les problèmes variationnels 

elliptiques : 

(3.10) llp-p.ll _ < C Inf llp-r.ll' _ -
h °'Q rue v£(n)

 h 

n n 

Dans le cas particulier où f = f^ , le théorème 5 est alors une 

conséquence évidente de (3.7) et de (3.10)· Pour l'étude du cas général, 
2 

nous introduisons la "perturbation11 ôp de l'espace (L^(^)) définie 

dans chaque triangle T de par 

(3.11) (ôp)jT = J T ( ^ T o $ o # T
1 ) ( f h ~ f ) | T 

où </t° est l'application qui a une fonction gv de I^CT) , telle que 

g(x) dx = 0 , associe la fonction p « ̂ (g) solution du problème 

J T 

de minimisation ^£ ~ ̂  1 p> c V8(T) ; v~ · p « 0 sur 3T ; 

T 

il?» 0î= M r J q i 0 î 

0 , 1 q e Vg(T) ; v- · q - 0 sur 3T U , i 

T 
^ * ^ . 

ßa solution p de ce problème se caractérise comme étant le gradient de 

la solution w - w définie à une constante près- du problème de Neumann 

f 
" A~ w • g , dans T 

x 
- 0 , sur 3T . 
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En vertu de la régularité du problème de Neumann dans T (polygone 

convexe !) on a 

iip*ii - = nJT'(g) h , ^ < c h g i i Q ) î 

d'où en revenant au triangle T pour la fonction <Sp définie en (3.11) 

n u p i i i 1 ) T < c h T . i f - f h n o > T 

et a fortiori puisque div p + f = 0 et div q^ + f^ » 0 dans T pour 

(iUplll, . < C Ird lilp-q.lll, _ 
q h 6 3 0 h 

donc 

(3.12) i l U p l l l j f < c inf I»p-q h ' i i3c ' 

Par construction les traces normales de ôp sont nulles sur le bord 3T 

de tout triangle T de ; on en déduit que la fonction p + ôp 

appartient à la variété V f h(Q) n 3C · Reprenant (3.10) , on écrit 

IIP-P* Il o < C { Il 6p II 0 + Inf Hp+ôp-rJI } n o,n o,tt n 0 

et en appliquant le lemme 2 à la fonction p+ôp 

Il P - p h II < C {Il 6 P II Q > f i + Inf , f III p + S p - q ^ } 
q h e K h 

d'où 

(3.13) » p - p h l l o < C { l l l f iplHjf + Inf f III p - q h I I I K } . 

q h € 5 f h 

Des majorations (3.12) et (3.13) on déduit le résultat annoncé (3.8). • 

Soit p* une fonction de la variété J(F ; introduisant la fonction p 

de l'espace 3C° définie par 

(3.14) p - P + P 
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la majoration (3.8) obtenue par le théorème 5 s'écrit 

( 3 - 1 5 ) l |p-p h

| lo,Q < c (1»P-Ph,ll?f + ~ I n f

v o
i l | P ^ h , V ' 

Nous obtiendrons une majoration de cette dernière quantité à l*aide du 

LEMME 3. Il exÂAte. um conàtantz C , indépendant d dz h , teZte que. 

pouA toute fonction p appa/Uznant à Vespace (H k + 1(T)) 2 n v°(T) on a 

13.16) Inf IH^qlL < C h k + 1 |'p| . 
q e (P (T)) H v°(T) 1 , 1 

DEMONSTRATION du LEMME 3. Une fonction p de (H k + 1 (T))2 n v°(T) est 

le rotationnel d'une fonction w de l'espace H k + 2(T) ; une fonction q 

appartient à l'espace (P^(T))2 rï V°(T) si et seulement si elle est le 

rotationnel d'un polynôme de degré < k+1 . On a donc 

Inf lllï-qlll . . - Inf { | î - w | ? - • , ) " 2 

( P k ( T ) ) 2 n v ° ( T ) ' » ' P k . . < T ) 

et par les majorations standard 

Inf {|w-w!j + h 2 |^w| 2

 T >
1 / 2 < C l^l\Z\ 

w e P (T) 1 , 1 1 1 * Z , i 

k+1 

soit en repassant à la fonction p la majoration (3.16). • 

Pour pouvoir conclure, il nous faut préciser le choix du relèvement 

qui fournit p^ à partir de la fonction f^ . 

Soit R le relèvement continu de dans V(T) défini par 

(3.17) q = R(g) { 

1 ( 
q (x , x ) - - - §(x ,n) dn 
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Si q *-,S(g) , on a 
div* q + g = 0 dans T 

x 

l l q l l o > î < c !lg 

En outre si g e H*(T) , Jt entier > 1 , on a q e (H*(T))2 et 

K l . . * * c l l « i » - i . « + l « l * . î J · 

A ce relèvement R défini sur T , nous associons le relèvement R^ 

défini sur un triangle T de par 

( 3 . 1 8 ) R T = J T ^ T o R o ^ 

Utilisant ( 3 . 2 bis) et les propriétés précédentes de R , on a si q = RT(g) · 

( 3 . 1 9 ) div q + f = 0 dans T 

et 

(3.20) f | | q | l 0 j T < Ch Tllgll o > T 

. Nli.T < ° { ' S U-1,T + h

T l 8 U , T } (* « « * « > » . 

Lorsque g est un polynôme de degré < k , on a q • R»j,(g) e (P^+^(T)) 

donc v T · q e S f c + 1OT) et en général (hormis le cas k = 0 ) v T · q ̂  Sk(3T). 

En vue de satisfaire la condition (2.5 ) nous définissons sur l'espace 

Pk(T) un relèvement R ^ tel que si q « o n a 

q e (P k + 1(T))
2 ; v~ + q e Sk(3T) 

( 3 . 2 1 ) div q + g * 0 , dans T 
x 

L s i ¡ 6 Pk^j(T) , on a R ( f c ) (g) = R(g) 

Il est possible pour tout entier k de trouver un tel relèvement 

(cf. RAVIART [7 ]). A titre d'exemple, R ^ relève la fonction constante 

a en la fonction q » (q- , q 0) donnée par 
o l i 

A / A A \ 1 _ A 

q,(x, . x 2) - - j Vi 
q 2(îj , x 2) - - I a ox 2 
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et l'opérateur R / l N relève la fonction affine a + a.x1 + a 0x 0 (1; o 11 il 

en la fonction q donnée par 

; , < * , . V = - 1 a o x, + i ( - 2 a 1 + a 2 ) x 1 ( x 1 + x 2 ) 

q 2 ( X j , x 2 ) = - I a o x , + i(a r2a 2 ) x 2(5 1 + x 2 ) 

Pour k > 2 , les relations (3.21) ne définissent plus de façon 

unique, A ce relèvement R(k) <* a n s T n o u s associons Le relèvement 

R ( k ) , T

 d a n s T : 

(3.22) V),T = JT % · *(k) **T · 

Le relèvement R ( k ) ^ associe à un polynôme g de degré < k une 

fonction q telle que 

q e (P k + 1(T))
2 ; v T · q e Sk(3T) 

div q + g = 0 , dans T · 

THEOREME 6. On *uppo*z quz la àotution p du problème. (7.7) ^atu^cUX 

le* hypothztzà de. tâgu&vuXz p e (Hk+1(fi))2 et div p e H k + 1(fl). Soit 

f h unz {onctijon de. L2(Q) dont la KeAtAlctlon à tout t/Uanglz T dz ^ h 

eAt un polynomz dz dzgn.z < k teZ que. 

f dx - f dx 
JT

 N JT 
(3.23 K et 

{ v £ - o . i k, ! f - f h l £ f T < c h
k + 1 - A | f | k + 1 > T . 

A dette, fonction • ffa , on OAIOCIZ 2L Valdz dz VopViateuJi T devint 

pcji (3.27) et (3.22) la. fonction p f a teJULz quz 

(3.24) VT« *€ h ? h l T " R ( k ) > T ( f h l T ) · 

Soit la àolutlon du pn.obl$mz (2.73) cûml tonàttuut. On a 

(3.25) IIP-P hll 0,,<Ch
k + 1(|p| k + I > f i + h | d i v P | k + U Q ) 

l l d i v ( p - P h ) l l o , n < ; c h k + 1 l d i v p l k + i , « · 

Remarque L'hypothèse (3.23) est satisfaite lorsque f _ L est la 
h 1T 

projection orthogonale dans L2(T) de la fonction f|T sur l'espace 
P k(D. 
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DEMONSTRATION du THEOREME 6 . Nous précisons la majoration ( 3 . 1 5 ) 

déduite du théorème 5 , en choisissant pour fonction p de ^ 

p| T = RT(f | T) , dans tout T e ̂  . 

La régularité de f = - div p implique que la restriction pl^ à 

un triangle T de ^ h appartient à la variété (H k + 1(T)) 2 n Vf(T) 

et avec la régularité de p, la fonction p | T = p | T ~ p | T appartient 

à l'espace (H k + 1(T)) 2 n V°(T). En vertu du lemme 3 , on a alors 

Inf |||p-q m i f T < C h k + 1 | p | k + 1 ) T < C h
k + I ( | p | k + 1 > T + I F I ^ ) 

q e (P k(T))
2 n v°(T) 

D'après (3.20) appliqué pour l - k+1 à la fonction p , on a 

H c + I , T
< c <lf!k,T +

 h l £l k+l.T> • 

d'où 

Inf » ; - q « l f T < C h k + 1 ( | p | k + 1 > T + h | d i v P | k + 1 ) T ) 

q e (P k(T))
2 n v°(T) 

puis 

(3.26) Inf » ^ V » K < C h k * \ | p | . h | d i v p | ) . 

D'autre part, on a dans tout triangle T de 

V -ïï h - RT(f) - * ( k ) f T < f h ) - ̂ ( f - V - (VR(k) ,T> ( fh> 

d'où 

m?-?h i n , > T < m yf-f b > m l > T + m (R T- R ( k ) > T ) ( y m , > T . 
Par application de ( 3 . 2 0 ) pour £ = 0 et t • 1 , on a 

H i V f - f h ) l i i 1 ) T < c ( h il f-f h n 0 > T + h 2 |£-f h| l f T) 

d'où avec l'hypothèse (3.23) 

(3.27) l||RT(f-fh)HI ] ^ < C h k + 2|f | k + 1 / r = C h
k + 2|div p | k + 1 / [ * 

Enfin puisque l'application R - R ^ , définie sur l'espace de dimension 

Pfc(T), s'annule sur P f c - 1(T) , on a 
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v i e P k ( T ) , H(R-R ( k ))(8)ll l fî < c | g | k > î 

soit en revenant au triangle T 

y g e P k ( T ) , H K R T - R ( k ) j T ) ( g ) l l l ] ) T < c h k + 1 | g | k > T 

En particulier on obtient ainsi 

dfoù avec l'hypothèse (3.23) 

( 3 . 2 8 ) H K V ^ . T ^ V 1 » l , T < C h k + 1 ( f f l k , T + h l f l k + l . T > 

Des majorations (3.27) et (3.28), on déduit 

! i i F - F h H i 1 | T < c h k + 1 ( | d i v P | k f T + h|div P | k + 1 ) T ) 

puis 

( 3 . 2 9 ) Ill7-Fhlll ^ < C h k + 1 ( | d i v p | k > n + h |div ^ ^ . 

Il reste à reporter les majorations (3.26) et (3.29) dans (3.15) pour 

obtenir la majoration annoncée (3.25). La majoration de 

Il div(p-p, )|| ^ est évidente. • 
h o,Œ 
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A N N E X E (Démonstration du lemme 2) 

fh 

Soit q une fonction de V (Q) H K ; nous allons montrer que 

toute fonction q^ de "K ̂  , on a 
(4.1) Inf « q - r h « 0 t n < C W q - q h D I K 

ce qui prouvera le lemme 2. On obtiendra ( 4 .1 ) en choisissant pour 

fonction r^ la projection orthogonale -au sens du produit scalaire 

de l'espace L n(Œ)- de la fonction q, . La démonstration utilise la 
2 n 

définition (2.11) de la variété V^(Œ) et non sa caractérisation (2.15). 
n 

L espace <M}, dëf ini en (1.11) est muni de la norme hilbertienne 

(4 .2 ) m y III = { E hZ1 II y II * . _ } 1 / 2 

h 

où 

(4.3) Il y II = Inf II y+c II a - T 

LEMME A. [unl^ome continuité de ta {onme bUXneouuie b(q,y)) 

II existe une coûtante c , -indépendante, de h , telle que 

(4.4) Vq e 3{° , Vy e A , b(q,y) < C III q I I I K l l l y III . • 

DEMONSTRATION, Soit q une fonction de l'espace (H !(T)) 2 n v°(T) 

et soit y une fonction de l'espace L (8T) $ où T est un triangle 

quelconque de · Par passage au triangle de référence T , on a en 
n 

vertu du lemme 1 

yvT*q dy = y v~«qdy 

t 3T J3T 

et la fonction q appartient à l'espace V°(T) n (h'(T))^. 

Puisque cette fonction est à divergence nulle, on a 
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v̂jj-q dy = 0 

d'où 

y V q d Y < • î ^ f ^ τ l l ^ « ^ i ^ τ < C B 5 ^ i ^ τ " « l , l f τ 
HI 

La triangulation cr£ étant régulière, on obtient en revenant au 
h 

triangle T 

y vT-q dy < C h ~ 1 / 2
 II £ " 0 ,3T ^ 1 ,T 

« 3T 

On en déduit la majoration (4.4) à l'aide de l'inégalité de Cauchy-Schwarz. 
• 

LEMME B. [txYii&ohmz compatibUMz doA tepacte zt CMF^] 

JL 2XÂJ>tz une con&tantz B > 0 , Indlpwdayvtz-dz h, tzJULz quz 

(4.5) V p h e c * , Sup T q ^ T " " > * V ! U ' 
q^ e Jt̂  h o , 0 

DEMONSTRATION. Montrons que dans tout triangle T de , on a avec 

6 > 0 / 

L T * V Q DY _./2 . 
(4.6) Vp e S O D , Sup r ., > B V ' l I p II a T ' 

* q e V°(T) n (P k(T))
2 " q l o , T T ° , < H 

Soit donc u une fonction de S^(9T). Puisque l'application ^ ' est un iso-

morphisme de l'espace V ° ( T ) n ( P f c ( T ) ) 2 sur l'espace V ° ( T ) n ( P f c ( T ) ) 2 tel 

que 

on a f 

V V q d Y f ~ Û v~q dv 
J 3T • J 3T y VT q Y 

Sup > C j Sup — · 

q e V°(T) O (P k(T))
2 11 q "o,T q e V°(T) O (Pfc(T))

2 11 q "o,T 

D'après la démonstration du théorème 3 , l'application 
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^ y v~*q dy 
^ 3T 

{î rv^-> Sup — 
q 6 V ° ( T ) H (P k(T))

2 llq II q ~ 

définit une norme sur l'espace quotient S^OT)/R ; cet espace étant 

de dimension finie, il existe une constante g > 0 telle que 

s u ? T > g no n o > 3 Î 

q e V°(T) H (P k(T))
2 11 ̂  "o,T 

Or revenant au triangle T , on a avec constante > 0 

' · ' . . « » C 2 \ 1 / 2 | l « » o , 3 I 

soit en récapitulant les résultats 

L TV v -q dy A , 
S U P JH î > c, 0 C, h T

1 7 ^ Il v I L - a T 

n n 1 2 - T O,d T 

q 6 V ° ( T ) n (P k(T))
2 , , q 1 o,T 

c'est-à-dire (4.6). Par une technique analogue à celle développée dans 

[ 8 ] [ 9 ] , on en déduit le lemme B . • 

Nous sommes à présent en mesure de démontrer (4.1) donc le lemme 2. 

Soit q une fonction de V n K et soit q, un élément quelconque de 
f . h 

JC · A l'aide d'une variante du théorème 3 , nous définissons le couple 

(r, , t, ) solution du problème 
n n 

f (rh , r h) e K J x Jbh 

(4.7) x Vq h e X ° , dx + b(qh , T h) = dx 

k V u h « « \ . b ( r h . y h ) - 0 

D'après le théorème 4, la fonction r , est la projection orthogonale de 
f 

q, sur la variété V, : 
n f ( 

rh € vh ; v«h € vh » V<h d x
 - V « h d x · 
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La fonction (q^-r*) appartient à ift? , sous-espace de dimension finie h n n 
2 

de ^(ft)) ; on a par dualité 
r 

.. „ Q l n

 ( V r h ) , ; h d x 

" V r h «0,0 = ~ S u 5 o — j = — 

soit avec (4.7) 

et à lTaide du lemme B 

< 4 - 8 > " V h ' o . » » 6 1 1 1 V U · 

D'autre pai.i:, en choisissant dans (4.20) pour q^ la fonction q^ = Q^""1^ > 

on obtient „ „2 , , \ , / N 
l V r h l o , o " b ( V V T h ) - b < V T h > · 

Puisque la fonction q appartient à V(îî) n 3C , on a 

b(q,Th) = 0 

d'où 

" V ' h ' o.O " b < V q » T h ) 

Il reste à remarquer que la fonction q * q^Ç appartient au sous-espace 

pour déduire à lfaide du lemme A 

(4.9) Hqh-rhli;>n < C III q-qjlfc 111x^11^ 

Des inégalités (4.8) et (4.9) nous déduisons 

ce qui démontre (4.1) puisque r, appartient à la variété V^(fi). • 
n h 
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