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CORPS DES FRACTIONS (1)

par

Ahmed JEBLI

(1) Le présent article, est la seconde partie d'un travail dont la publicatlon a

&€té commencée dans un fascicula précédent, et qui comporte la bibliographie.






CHAPITRE 111

TOPOLOGIES ARTINIENNES

Une topologie linéaire sur un A-module M est dite artinienne, si elle
possede un systéme fondamental de voisinages de O, (Ma} tel gue M/M, soit un
A-module artinien. Les modules topologiquement artiniens ont €té étudiés par
Ballst dans sa thése [S]. Nous étudions dans ce chapitre, les topologies A-
artiniennes sur K = Fr{Al}, 1'anneau A étant supposé intégre. La proposition
sulvante ceractérise les anneaux intégres A pour lesquels la topologie QfA sur

K ast A-artinienne :

Proposition 3.1 : Sotent A intégre et K = FrlA). La topclogie ﬁjk sur K est

A-artinienne, si et seulement si A est semi-local noethérien de dimension 1,
et dans ce cas, toutes les topologies A-lindaires non discrétes sur K sont

artiniennes.

Preuve :

1) Si E;

A et donc A est noethérien de dimenslon 1. D'autre part, K/A est un A-module

est artinienne, alors A/a est artinien pour tout idésl non nul a de

artinien, d’'ol (d'aprés [19]. théoréme A.7) K/A est somme directe des [K/AJW
4
quand ms parcourt le spectre maximal de A , et puisque K/A est A~artinien,

cette somme est finie, donc A est semi-local.

2) Réciproquement, si A est noethérien semi-lgcal de dimension 1, Matlis a
démontré dans [19, th.'1} gue K/A est un A-module artinien, et si M est un
sous A-module non nul de K et m € M~(0) K/Am est isomorphe & K/A, la suite
exacte K/Am —> K/M —> 0 monire que K/M est aussi A-ortinien, d'ol la con-

clusion.



Corollaire 3.2. : Un anneau tniégre est ouvert powr wie topologie artiniemne

de son corps des fractions, st et seulemeni si il est noethérien gemi-local

de dimension 1.

Dans le cas o0 A n'est pas semi-~local, nous avons le théoréme sui-

vant

Théoréme 3.3. : Pour A intdgre de corps des fracticns K, les deux propriétés

sutvanteg sont équivalentes !
1) Toute topologie A-linéaire de corps nom diserdte sur K est artinienne

2) A est noethérien de dimension I.

Comme 1§A est la plus fine des topologies A-linéalres de corps sur
K, 11 suffit de montrer que q§A est artinienne, si et seulemenrnt si A est noe-
thérien de dimension 1 :
- 8i 12A est artinienne, K/IAI est A-artinien pour tout idéal non nul I
de A, donc A/1 aussi, et par suite, A est rosthérien de dimension 1.

- La réciproque résultera des deux lemmes sulvants :

Lemme 3.4. (Ballet, [5]) i Sofent A wn aowmeau, wm w tdéal .maximal de A, i
L'application canonique A ——> AW, M un Amwmodule. Four que M soit artinien,

i1 faut et Il suffit que le A-module i m soit ariinien,

En effet : la condition est évidemment suffisante. Inversement, soit

(Mn)n>o une suite décroissante de sous A-modules de i'(MJ, alors il existe un

Sult s € M /M . il existe t ¢ 'm tel que

1
tx=0. D'autre part, m & VAnn x d'aprés ([5], prop. 1.3), et 1'inclusion est

entier n tel gue (M1 = (M ] .
n'm n+1'm

stricte puisque t #g¢m d'od Annx = A puisque m est maximal, par suite x=0 et

Lemme 3.5. : Sott A un anmnequ intégre de corps des fractions K, les deux pro-
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priétés suivantes sont équivalentes :
1) K/IA, est A-artinien pour tout idéal non nul I de A

2) A est noethérien de dimension 1.

Preuve :

- Nous avons déjd vu gus 1) == 2],

- Réciproquement, supposons A noathérien de dimension 1, st soit I un
idéal non nul de A. Comme I est contenu seulement dans un nombre fini d’idéaux
premiers et que IAI = TC:\m (IAI)m, 11 suffit de montrer que K/[IAI]m est A-
artinien pour chaque mLOrI, et K/(IAI)m est un Am—module, donc d'aprés la pro-
position 3.1, 1l est Am—artinien ot puisque m est maximal, le lemme précédent
3.4 nous montre qu'il est A-artinien. c.q.f.d.

Nous voyons donc gue Q;A est artinienne, sl et seulement si A est
nosthérien de dimension 1. D'ocl le théorems 3.3.

Comme corollaire de ce résultat, nous pouvons retrouver le théoréme

suivant de Cohen :

Théoréme 2.6. [Cohen, B bis] : SZ A est noethérien intégre de dimension 1,

tout anneau intermédiaive B entre A et K = FrlA) est noethérien de dimension 1

et 8t A est semi~local, 1l en est de méme de B.

En effet : toute topologle B~linéaire de corps sur K est A-linéaire,
danc A-artinienne et par suite B-artinienne. D’autre part, il est évident que

'fB est B-artinienne si ?_.?A 1'est.

Corcllaire 3.7. : Si A est wun anneau de valuation, K = Fr(A)} alors la topologie

définie sur K par la valuation ae A est A-artinienmne, si et seulement 8i A est

de valuation discréte.

Cela résulte du falt que l'anneau d'une valuation est noethérien, si

et seulement si elle est discrate.



Corollaire 3.8. : S A est wn awmeau "presgue de Dedekind”, K = Fr(A) wne to-

pologie A-lindaire de corps non discrédte sur K est artinienns, si et seulement

87 elle est borne supérieure d'une famille de topologies p-adiques (p € Spec A).

En effet : pour tout p € Spec A, Ap g8t un anneau de valuatlon dis~
crete dong be ast Ap—artinienne, et comma p est maximal elle est A-artinisnne
d'aprés 3.4., il en est donc de méme d'une borne supérieurevde “I;.
Reciproguement, soit ﬁf’topologie de corps A-artinienne sur K. Si M est un
voilsinage de O pour G, Supp(K/M} est fini d'od M = fﬂ\ M. 0Onen déduit.de
la méme menidre que dans A.2.7 chapitre II, que € s:in;orne supérieure d’une
famille de topologies p-adigues.

Cette démonstration montre gue le corollalre précédent est an fait un

cas particulier du résultat plus général suivant :

Proposition 3.3. : Sotent A intédgre de dimension 1, K = Fr(A) les deuxr pro-

priétés sutvantes sont équivalenteg :
1) Les seules topolcgies de corps non dissrétes A-artiniemnes sur K sont leg
bornes supéricures de familles de topologies p~adiques

2) Pour tout p € Spec A, Ap est noethérien analytiquement irréductible.

En affet 1) entralne que Ap est noethérien d'aprés 3.1 st pour toute
valuatiah essentielle v de Ay ??; est Ap—artinienne donc A-artinienne, qr;
sst donc une borne supérieure d'une famille de tepologies p-adiquss, on an
déduit comme dans B.2.1 que Ap est analytigquement irréductible.

L'implication 2) == 1} se démontre comme dans A.2.7.

Dimension > 1 : Dans ce ces, nous allons chercher parmi les topologies A-arti-
niennes de K, celles qui sont bornes supérieurss de topologies p-adigues.
Les résultats obtenus généralisent ceux du chapitre I (ol dim A=1 et toutss

les topologies consaldérées sont artiniennes]).



Proposition 3.10. : Soient A un anwneau noethérien intégre, K = Fr(A) et P wn

idéal premier non nul de A. La topologie ‘T?p est A-artintenne sur K, 8i et

seulement 81 P est maximal de hauteur 1.

Preuve

1) si ?f; est A-artinianne, K/’Ap est un A-module artinien donc Ap-module ar-
tinien d'od dim[Ap) = 1 d'éprés 3.1 et par suite p est de hauteur 1. D'autre
part, K/pAp est aussi A-artinien, on en déduit gue A/p &3t artinien, donc P

est maximal.

2) Réciproguement, si P est maximal de hauteur 1, K/pnAp est Ap-artinien d'a-
prés 3.1 st comme P est maximal, c'est aussi un A-module artinien en vertu de

3.4, donc f; est A-artinienne.

Soit maintenant % une topologie A-artinienne de corps sur K, ells
indult sur A une topclogle artinienne. Si QT? est la famille des idéaux maxi-
maux de A ouverts pour cette topologie, nous allons comparer G et mSE%R: 1%1:
remarquons d'abord que si Tos mSgnQ %%. les ‘E; sont artiniennes donc les m

sont de hauteur 1 d'aprés la proposition précédents. La réciproque n'est pas

vraie, i1 suffit de prendre A local de dimension 1 qui n'est pas de Mori, la

topologie ?f;. ol A' est la clbBture intégrale de A, est A~artinienne mais n'est
pas égale a i;;.

Nous avons cependant la proposition suivante :

Proposition 3.11. : ST les éléments de QT? sont de hauteur 1 et 3i7? est in=-
m

tdgre pour tout m € 8. alors B = mSgPQG (2%

Démonstration : Soient M un voisinage de O pour % et aM = MnNnA.
Si aM c m, alars Mm # K donc Mm ast un Am—module de type fini puisque Am est
analytiquemsnt irréductibls. Par conséquent Am est ouvert pour tf«at G ast

plus fina que 1:;.



Soit alors M' un autre voisinage de O pour % tel que a", Aa < Mol
: "
aN’ = M NA. Or K/M étant artinien, Supp(K/M) est fini et constitué d’éléments
maximaux d'cd M > N(4,, A; ) intersection finie dans laquelle ne figurent
M m

que les termes corrgspandants aux m >4,,, car si aM’ 4’- m, i1 lui est &tranger

Ml
}] = K pulsque Arn gst de dimenslon 1 [les éléments de ﬂg sont sup-
M m.
posés de hauteur 1). ¥ ast donc moins fine que Sup < , d'od 1'égalilts.
mc f}c', m :

et (am, Aa

Les conditions des la propositicn précédente sont vérifiées par exemple
lorsqus A est un anneau de Mori et le morphisme Spec A' ~> Spec A est injectif,

en particulier, on a le :

Théordme 3.12. : ST A est noethérien intégralement clos, T wne topologie A-

artinienne de corps non diecréte sur K, les deux propriétés suivantes sont
équivalentes :

1) €- mSgpﬂ %'m

123
2) Pour tout M, sous-module de K, voieinage de O pouwr T, a, est wn idéal

divisoriel de A.

Preuve : Il ast évident que 1) === 2] pulsque les m sont alors.de hauteur 1
et les '-z,‘;n poss@dant un systéme fondamsntal de voisinages divisoriels de O,
Réciproguement, si 2) est vérifide, Ass(A/aN) ast formé d’idéaux prémieré ‘de
hauteur 1, et comme A/aﬂ est artinien supp(A/‘aN) = Asa(A/aN),' donc les &léments
de ﬂf sont de'hauteur 1, et puisque ;es localisés de A en m € § sont d8 va-

b -3
luation discrdte, on est dans las conditions d'application de 3.11.

Corollaire 3.13. : Soit A noethérien intégralement clos, si L est artinienne

et posadde un systéme fondamental de voisinages divisoriels de 0, alors elle

eat borne supérieure d'une fomille de topologies m-adiques.

L'est une généralisation du théorédms A.1.8 du chepitre I.
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Remarque et application aux anneaux de polynfmes :

Les topologies artiniennes sur K = Fr(A) sont liées eux idéaux
maximaux de hauteur 7 de A, de tels idéaux n'existent pas toujours, par exemple
J\D] n'en contient gque si A ast un G-anneau (i.e. : l'intersection de ses idéaux
premiers non nuls et non nulle) [cf. Gilmer : Pacific J. Maths Vol. 18, n® 2,
1966 th. 3]. Un anneau nosthérien intégre est un G-annsau, si et seulement si

i1 est-semi local de dimension 1. On a alors le :

Théorgme 2.14. : Soit A wn anmeau de Dedekind semi-local, B = A[T]. Alors toute

topologie de corps A[T]~artinienne sur K1) possédant un systéme fondamental

de voisinages divisoriels de O induit swr K la topologie discréte.

En effet : A[T] contient des 1déaux maximaux de hauteur 1, d'aprés le
corollaire précmédent une topologie vérifiant les hypothéses du théoréme est
borne supérisure de topologies ?%; {avec m maximal de hauteur 1), lesguelles
induisent la topologie discréte sur K car m NA = (0) puisgue m ne peut étre

de la farme pA[X] (n € SpecAl, cs dernler n'étant jamais maximal,

Remarque 3.15. : De tout ce qui précdde, il résulte gque si A est noethérien

intégralement clos de dimension > 1, il n'y a pas toujours de topologies A-
artiniennes des corps sur K. C'est le cas per exempis lorsqus des chalnes maxi-
males d'idéaux premiers de A ont méme longueur : anneaux de polynomes & plu=-

sleurs variasbles sur un corps, et plus généralement les anneaux réguliers.

Une généralisation :

Propesition 3.16, : Soit A noethérien intégre, K = Fr{Aj. 57 G- Sup <
- A me Qz: m

' . ~ .
pour toute topologie A-artinienne de corps sur K, alors Am est intégre pour

tout tdéal maximal de hauteur 1 de A.

En effet : Soient m un idéal maximal de hauteur 1 de A et v uhe va-

luation essentielle de (Am}' (clfture intégrale de Am), ‘ﬁ; se topologle :



comme Am est de dimension 1, G; ast Am—artinienne dont aussi A-artinienne

puisque m est maximal, 1'hypothdse implique alors gue T, = % Wb = (m))
' v

d’od on dédult deux choses :

- Toutes les valuations essentielles de (Amlf définissent la méme topo-
logie, a8lles sont identiques et Am est unibrancha.

~ La topologie définie par les ldéasux non nuls de (Am]' est égale A By

)
c'est-a~-dire Am est de Mori, donc Am gst intégre.

A
Remarque 3.17. : Si A est tel gue Am soit intégre pour tout m maximal de hau-

teur 1 (par exemple D[T] ol D est noethérien semi-local de dimension 1), on
peut montrer comme dens B.Z.1 que toute topologie A-artinienns de corps pos-
sédant un systdme fondamental de voisinages "divisorisls” (dans le sens de

B.2.1) de D est borne supérisure d'une famille de topologies m-adiques.



CHAPITRE IV

COMPACTTE LINEAIRE

Bans ce chapitre, on cherche & déterminer les anneaux intégres A

pour lesqguels Fr(A) est A-linéairsment compact pour une topologie de corps.

A ce sujet, on connalt essentiellement les deux résultats sulvants :

1) Si A est un anneau de valuation, alors K = Fr(A) est linéairement compact
pour la topologie de la valuation de A, si et ssulement 51 1l est maximal pour

la relation d’extension immédiate [Keplansky, (171].

2] Si A est noethérien local complet, Ballet a démontré dans [8] que K est

linéairemant compact pour la topnlegie discrete, si et seulement si dim A < 1.

Dans ces deux cas, K est lingairement compact pour ia {topologis
définie sur K par les idéaux non rnuls de A), et dans le cas des anneaux de va-
luations, ceci est égquivalent & la proprig&td : "K est linésiremsnt compact
pour la topologle discréte"”. La proposition suilvante montre que c'est aussi

vral pour les anneaux noethériens.

Proposition 4.1. : Soitent A noethérien intégre et K son corps des fractiona,

les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) K est lindairement compact pour ‘;;n
(2) K est lindairement compact pour la topologie discréte.

(3) A eet Llocal complet de dimension 1.

Preuve :

1) (2] st (3) sont équivalentes d'aprés le résuitat de Ballet cité plus haut.

2} (3) implique gque la clfture intégrale de A est un anneay de valuation dis-
créte et K est lindairement compact pour la topologie de cette valuation qui

st identiqua 3 4{.
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3) Reste & démontrer qus 1) ™ 3] : la propriété 1) impligque que K est complet
pour toute topologle A-linéaire non discréte (qui est moins fine que ‘ﬁz). En
particulier, K est complet pour toutes les valuations essentielles de 1'anneau
de Krull A' (cl8ture intégrale de A) car d'aprds Schmidt [Math. Annden 108
{13933} p. 1~2§]. Si un corps est complet pour une valuation discrdte, celle-ci
eat sa seule valuation discréte. On &n dédult donc que (1) implique que 1'an-
neau de Krull A’ possdde une seule valuation essentislle, ec'est donc un anneau

de valuation discréte, et par conséquent, A est local de dimension 1 complet.

Remarque : Contrairement & ce gqu'affirme Bourbaki (Algébre commutative, chap.VI
Ex. 1, § 5 ), un anneau local intdgre A peut donc &tre linéairement compact

pour %,

s Sans que K = Fr(A) le soit pour la méme topologile, il suffit, d'aprés

la proposition précédente, de prendre un annsau local noethérien intégre com—

plet de dimensicn > 1 par exempls k{[X1,X2]] ol K ast un corps.

Théorgme 4.2. : Soit A noethérien de Mori et de dimension 1, les deux propriétés
suivantes eont équivalentes :
(1) K est A~linéairement compact pour wie topologie de corps.

(2) A est local complet.

Preuve : Si A est local complet, K est strictement linéairement compact pour
toute topologle A~lingaire de corps. Inversement : soient % une topologile
A-lingaire de corps non discréte sur K supposée lingairement compacte et MFK
un sous A-module de K, voisinage de @ pour ¥. Il existe au moins un p € SpecA

tel que MD#K, on distingue alors deux cas @

1) S1 p ne contient pas le conductaur de A (dans A'}, Ap est un anneau de va-
luation discréte et Mp est un Ap~module de type fini. Par suite Ap ast ocuvert
pour et donc € est plus fine que 't; qui sera alors complate, et d’aprés

Schmidt, A' sera de valuation discr2te complet.
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2) Si p ne contient‘pas la conducteur, Ap n'esst pas Intégralement clas, mals
il ast de Mori. Soit (Ap)’ = V1 n ... n Vn sa clftures intégrale qul est un
anneau de Dedekind semi-local [Vi valuations discrétesl). Il existe a € Ap tel
que a[Ap]' c Ap et comme MD#K. on aura aussi M[Ap]’#&. M(Ap]’ sst alors un
(Ap)'-module. il existe par conséquent un indice i, 1 < 1 < n tel que MvifK.

On conclut alors comme précédemment, en disant gue K sst complet pour Vi’ donc

c'sst son seul anneau de valuation discr2te, d'ol A locel complet.

Remarque :
1) L'hypothése que A' est un A-module de ﬁypa finl est essentiella comme le

montre l'exemple d'un anneauw noethérien local de dimension 1 non de Mori, dent
la clBture intégrale est un anneau de valuation discréte complet, K est liné-

airement compact pour cette valuation, mais A n’est pas complet.

2} I1 est possible que la compacité lindaire de K Impligue que A est de dimen-
sion 1, nous n'avons pas réussi & la démentrer ni 2 donner un contre exemple.
Le résultat de Ballet cité plus haut montrs qu'on ne peut espérer trouver un
axample avec une topologie définie par une valuation. On psut, sulvant une
1dés de Ballet, se ramener au cas ol A st local complet :

Soient en effet, A un anneau noethérien intégre, K = Fr(A) gu'on suppose muni
d'une topologie de corps, A-lindairement compacte ©. Soit 12‘ la topologie
ayant un systéme fondamental ds velsinages de 0 les sous modules ouverts pour
et abrités (Bourbaki, Chepitre III, § 2, Ex. 1B). ¢ est linéairement com=
pacte, en particulier K ast complet pour 15*. Soit 1% la topologlie induite
par q;’ sur A, cdette topelogie est artinienne et séparée. Soit A le séparé
complété de A pour ?§;. Comme 1'applicetion (x,y) —> xy de AxA ~—> K est con-
tinue (AxA muni de E; gt K de if‘]. 1’injection A —+ K se prolonge en un
monomorphisme d’annsau de R dans X, ainsi ﬁ sast intégre de corps des fractions

k. Mais d'aprés Ballet [5, Chapitre II, prop. 1.2], A sst isomorphe &
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A
Q : ensemble des idéaux maximaux de A ouverts pour t;). A

| A
mo ‘3;.; m% m
étent le séparé complété de Am muni de sa topologie de A-module déduite de
1 A
8;, ﬂm est strictement linéalrement compact locsl, et A est intégre et pro-

”
duit d’anneaux locaux donc local at er est réduit 3 un édlément m, A = Am’
[

on a donc les inclusions A € Am = Km < K.

Paur pouvoir remplacer A par 3m, il reste & démontrer que las sous
A-modules de K ouverts pour € sont des ﬁm-modulss. Comme un tel module sst
intersection d'ouverts de tf‘, il suffit de lg fairs pour les ouverts de tf* :
saient M ouvert pour 1:” et £ €M : 11 est facile de wvoir gue 1'homothétie
x ~=> Ex est continue pour 1:‘, il existe donc N ouvert pour !;* tel gue
EN © M, N N A est ouvert dans A, A/N A A= A/NAA et N DN DA,
31 maintenant a' € A, 11 existe a € A tel que a’'-u € ﬁj;ﬁ < N, donc
(a'-a) & cENc M et comme a &£ €M, on en dédult a't € M, d'od M est un ﬁa-
module puisque ﬁ = ﬁm' On gst ainsi ramané au cas ol A est local complet et

fermé dens K. On peut méme supposar A régulier en vertuy du théoréme de Cohen.

Quastion : Soit A local complet et régulier, si K = Fr{A) sat A-linéairement

compact pour une topolagle de corps, A est-il dea dimension 1 7

Une généralisation : Le théoréme 4.2 est encore vral pour certains anneaux

cohérents : on utilise le résultet suilvant de Quentel.

Théordme 4.3. : Un anneau local intégralement clos cohérent de dimension 1

eet un anneau de valuation.

D'al : un anneau intdgralement cleos cohérent de dimension 1 est un
anneau de Priifer. On en déduit que sl A est intdgre cohdrent dont la cldture
intégrale est un A-meduls de présentation finie, alors son corps des fractions
est A-linéairsment compact pour une taopologie de corps non diserete, si et

seulement si 11 est linéalrement cempact discrst.



La démonstration est la méme gue celle de 4.2 en utilizant cette fois le falt
qu'un corps ne psut 8tre complet pour deux valustions de rang 1 non éguivalentes

{Ribenboim ¢ thécrie des valuations).



