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APPROXIMATION, PAR UN PROCESSUS DE DIFFUSION,
DES OSCILLATIONS,AUTOUR D'UNE VALEUR MOYENNE,
D'UN PROCESSUS DE MARKOV DE SAUTS PUR

- M.F. ALLAIN -

INTRODUCTION

Dans le présent travail on étudie les oscillations autour

d'une valeur moyenne, d'une suite de processus de Markov de saut pur.

Des problémes de ce type apparaissent dans de nombreux
domaines (physique, biologie, étude de files d'attente...). Prenons par
exemple le cas d'une population dont l'évolution est décrite par un
processus de branchement de taux de croissance A ; si xt est la taille

de la population & l'instant t, la moyenne M_ = E (xt) satisfait a

t
1'équation :
d
It M (t) = AM(t)
De plus, si (xn (o))n‘ - est une suite de valeurs initiales
telles que lim _x“r(l_o) = M{o) , en notant = le processus ayant méme loi que

n
X. pour x(o)n= xg s on sait que la suite (-z—') converge en proba-

n€ N
bilité vers M. uniformément sur B),T] . On peut alors envisager d'étudier
plus précisément la différence
n
X.
n

Pour une classe de suites de processus de Markov de saut pur
pour lesquels il existe une fonction déterministe X. solution d'une équation

différentielle du ler ordre telle que

¥e> 0 lim P(Sup lxn(s)-x(s)| >e)=0
n s £t
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T.G. Kurtz a montré que la suite obtenue, en normalisant convenablement
la suite (x‘? - x.)n‘ n ' converge en loi vers une diffusion.

Dans la premiére partie de ce travail, nous étendons les
résultats de T.G. Kurtz & une classe plus vaste de processus de Markov de

saut pur.

Dans la deuxiéme partie, & partir de la page 51, nous

étudions la vitesse de convergence.
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f THEOREMES DE CONVERGENCE J

I - INTRODUCTION

Nous allons énoncer essentiellement deux théorémes de conver-
gence, du type central-limite ; pour leur démonstration, nous mettrons en

oeuvre la technique des martingales de Stroock-Varadhan.

Les résultats et méthodes resteront valables si au lieu de la

suite (x!.l) on consid@re une suite (g(xx.l)) pour des fonctions g

n€mMmN n €M

suffisamment réguliéres.

Notons que, dans un article récent, T.G. Kurtz [10] donne‘
des conditions suffisantes de convergence en loi de processus non markoviens
vers une diffusion; Grigelionis, dans un article récent également, donne des
conditions analogues, en particulier pour des processus ponctuelsi ces con-

ditions sont assez restrictives.

Nous restons ici, dans le cadre des processus markoviens du
type décrit au paragraphe II, et pour ces processus nous pourrons dans la

deuxiéme partie évaluer de fagon précise la vitesse de convergence.

Le plan de cette premiére partie est le suivant

II -Hypothéses générales et notations P. 4
III - Rappels de propriétés fondamentales et majorations p. 9

IV -Théoréme de convergence du type martingale p. 20
V -Théoréme de convergence de processus de Markov p. 27
VI -Appendice : Majorations p. 40
VII ~Exemple p. 49
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II ~ HYPOTHESES GENERALES ET NOTATIONS

Tous les processus considérés sont définis sur l'espace

canonique (p, &, (st)ttto,'l‘])

d

p={f|£:[0,7] » &« £ c.a.d.l.a.q}

D étant muni de la topologie de Skorokhod (cf. Billingsley [4])

On se donne (xl:‘) une suite de processus de Markov de

neWN

.
saut pur d valeurs dans En , homogénes dans le temps, de loi P, de générateur
infinitésimal (An, Dn) ; E est un ouvert contenant nléJIN En.

Soit B = { ¢/¢ : &+ r , ¢ bornée et mesurable }

On sait que pour tout n, B est inclus dans Dn et que pour toute
fonction ¢ de B, A, $(x) est de la forme :

A4 =2 () J bz) - ¢] v (x, az)
ol un(x,.) est une probabilité de transition et Xn (x) le taux de croissance.
On suppose que pour tout n et tout élément x de En :

@0 [ 1l = ol W a0 <o .

0 | llz - xl12 W, am <o

Pour tout n, on définit les fomctions Fn et Gn sur En par :

n
F (x) Xn(x) [z -1 (x, az)

A [ @ - @2 7, an

Fn est 3 valeurs dans !Rd et Gn a valeurs dans le ® th ; ce sont respec-

G_(x)
n

tivement les moments locaux d'ordre 1 et 2 ; on les prdlonge par zéro en

dehors de En .



1)
2)
3)
4)

5)

6)

K

Une

Une

Une

Une

Une
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2.3. Hypothéses

pans toute la suite, on suppose qu'il existe :

constante K, telle que : ||Fn(x) | |sl<1 (1 +] 1| l)

n"n€ N

suite (a ) de matrices d x 4 telle que 11m| |u.n|| =+ ®
n

suite (t»:n)n de nombres réels, telle que lim

€ IN n

constante K, telle gue :||a.n Gn(x) Q 'II £ K, (1 +|lx||)

2 n

suite (an)n de nombres réels telle que

el

lim 371—=o
n n

X2 2
B0 € o7 @ +N=xl19

ol 8 (x) = A_(x) J Ha z -0 [1% v* x, az)

Une

| Ian(z-x) | |>en

fonction H définie sur E & valeurs dans le ® MR continue e

telle que pour tout compact K de (Rd

Un élément x de I'Rd tel que : 1:;m E (l lx;l - x°| |2) = 0.

lim suwp |l Gr“(x) a: -am|| =o
n x €K n

2.4. Remarque

On peut remplacer 1'hypothése

o, 6, G0 o 1< x,@ +I1xl])
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par llay 600 o, 11 < %@ +11xl1?)

A () JHz w1t P @ s kg +]1x][Y

sipE (|[x2]|Y) <+ =
n

Dans la suite, on notera 2.4. les hypothéses obtenues

en faisant cette substitution dans les hypothéses 2.3.

2.5. Définition de X

Dans le cas ol une sous-suite (F_ ) , extraite de la

suite (Fn) , converge vers une fonction F, nk kem uniformément sur

tout compact de E, on notera X (t,xo) l'unique solution de 1'équation

-a— =
3% X(t) F(X(t))
X(o) = x,

2.6. Hypothéses sur la suite (xn)ne

N

La suite de processus (xn.) considérée plus loin satis-

neiN
fait toujours aux hypothé&ses (2.1, 2.3, 2.5) ou aux hypothéses (2.1, 2.4, 2.5)

Rema rques

a) Dans toutes les démonstrations, on. supposera que c'est la suite (Fn)n €m
qui converge uniformément vers F sur tout compact ; les résultats obtenus
s'étendent facilement au cas ol {Fn}

N . '
ne N 4 plusieurs points d'adhérence.
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b) Dans [9 ], Kurtz adopte les hypothéses suivantes :

lim Sup ||[F (x) - F(x)]|] =0
n X n

et |[|[F0 -Fw ] sk ||x-y]]

Les hypothéses choisies ici sont donc plus faibles et, dans le cas ot
{Fn} nemw posséde une limite (uniforme sur tout compact), la conclusion
que nous obtiendrons est aussi précise que celle donnée par Kurtz.

2.7. Hypothéses sur les équations différentielles stochastiques

On considére par la suite des équations différentielles stochas-

tiques, par rapport au mouvement Brownien, du type :

t t
2.7. xt = xo + J of{s) 4 Bs + J m(s) xs ds
o o
-O(S)Gmd® v Su o) < + =
sS6 OIT]
d d
avec -m(s) e R @ R 3 Suj ||m(s)“< + @
s & [0,T]

o et m continues

Il convient de préciser en quel sens sont prises les solutions.

Or, nous allons étudier la convergence d'une suite de lois
(Qn)n EM et la limite Q sera caractérisée comme &tant 1l'unique solution
d'un certain probléme de martingale, ce qui revient & considérer l'existence

et 1'unicité d'une solution faible pour une égquation du type 2.7.

Notons cependant que par suite des hypothéses sur ¢ et m
1'équation 2.7. posséde une solution forte unique d&s que 1l'on se fixe
1'espace Brownien {Q, ¥, (@t) P, (8,)) et donc aussi une solution faible
unique (cf. [1] ’ [11] ’ [12] P [13] ).

la forme
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2.8. Remarque

Les résultats restent valables si le générateur de x. est de

AL £00 = A_(x) J E - £0] w™(s + x, az)

et si toutes les hypothéses sont vérifiées uniformément par rapport i s sur

[o,7] .

L oax ~ -
Dans ce cas X(., x ) est solution de { e (t)= F(X,, £, X xo}
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III - RAPPEL DE PROPRIETES FONDAMENTALES ET MAJORATIONS

Toutes les propriétés indiquées ci-aprés résultent de 1l'étude
générale des processus (cf. par exemple, Dynkin [6] )
n n n t n n
Soit z, = x_ - X~ F (x_ ) ds ol (x.) est une suite
t t [} ° n s netN

de processus du type défini en II.

3.1. Générateurs infinitésimaux

En = (xn. ' zn.) est un processus de Markov de générateur &

Toute fonction £ (x,z) = f(z) différentiable et telle que :

sup A (x) j | £(w-x+z) - £(z) - DE(z) (wx) ]| VHix,dw) <+ =
X,z

Df absolument continue (cf. [7]. p-285)

est dans le domaine de a" ; de plus, dans ce cas 3
n n t 2" (> n
E, £z - £z)] = Jo E [d7E0] , 2] ds

avec A" (x,2) = An(x) J[_f(tt)-xi»z) - f(2) - pf(z) (m—x)]un(X.dm)

3.2. Martingalité

est une martingale.

n
z¢) ¢ gfo,T]

3.3. Inégalité de martingale pour toute fonction convexe &
& valeurs dans R+

P (sup Hzn-zn||2£>s L e lef]]z" - 2"
tl(ssstz s Y 8 (e) [mtz txll)]
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3.4. Majorations

Dans le cas ol les hypothéses 2.3 et 2.5 sont satisfaites,

on a €galement :

K

e ex, @ 11xll) -+ T, 11 =2 @ +1lel)
o
n

et |50 |} sx,Q +|]x]])

On montre alors, en utilisant le lemme 6.1. donné en annexe, que pour tout

élément t de [0,T]

E (Sup llxn(s)lla < [K4(n)] 2 e2 X3 (n)

s<t

2 “
avec K3(n) = 47T [l(1 T + TI-&-_IIZ’-]
n

2K
2 2 2 .2 2
Ky =4 qﬁz—“ 2x; T + £ (|| ))
n

En posant Sup K3(n)
nelN

5

I
lal

Sup K,(n) =
ne N 4 4

on en déduit que :

[ = (sup |11« 2 28
s <t s 4
E (Sup |le ) I& : (1 + K ex3)
sst M 5 %l]2 4

3:4.1- { e (swp ||m (x:)ll)s K01 + K, eK3)
t

E (Supt ”Fn(x:)H)s K1 (1 + K, eKB)

E (Supt HF(x:)H) S Kl(l + K4 eK3)
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2
K
(& (sup lle, (X)Hz) |(, ”4 G+ K ™)
£
E (Sup |H(x )”3 2 K (1 + K, e2K3)
3.4.1. 4
E (Sup HB (x )H) (1 + Ky 921(3)
kE(s“p ||z||2) (1+1<2 29
n

Par ailleurs, si les hypothéses 2.4 et 2.5 sont satisfaites,

on a :

||F(x)||<K(l+||XH) : ”Gn(x)”S" “2 + 1= ”2)
et |80 || s x, @ +|1x11?)

on en déduit

( e (Sup ||x ”2) < K2 e2K3' E(Suszn”’) ”u H2(1+x2 e2K3)
s £
2K.
E (ss‘slpt”Gn(x:)”) £ -I-&-;ll—l'i Q + K4 e 3)
E (Sup Hﬂ(x:)ll) 1(2(1 + K, e2K3)
s <t
3.4.2. { E (sw HFn(x:)H) <k (1 +x, )
s £t
K
E (Sup (x"))g—%— Q-+ x2 e2K3)
(
ss‘:pt E<||Gn *s “| 9 ”u ”4 ( KB a
E(Ha(x's')llz) < 2 x2 Q-+ Kg ex9>
\
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3.4.3. Majoration de P I(Sup' Hu (z - z: )|] > t-:)
t-s

I1 suffit d'utiliser le corollaire 6.1.3. de l'appendice

,xz = —52— ’ K3 et K (resp. K_ et Kg)

a=a ; €' =¢ .:H=K
! ! TENIE 4 8

n n 1 1

définis précédemment, pour voir qu'il existe une constante K telle :

P ( Sup ||an(z;l - z:)||> e)

|t-s|

A
[y Io»

%
K [ 1 + e2 + su n ]
. — p E (B (x))
o 5 |1, 1] n (n u)

3 usrT

et compte-tenu de 3.4.1. et 3.4.2.

P ( Sup ||n(zn-z)H<e
(lt_sl <5 . n s t )
K )
o [5 1 2 1
g — —_— + € +T]
L TE A T

3.5. Convergence en moyenne

A partir de maintenant, on suppose que la suite (l."n)n €N

converge vers une fonction F uniformément sur tout compact.

On suppose de plus qu’il existe une fonction & croissante
continue telle que .
j Jﬂ__ =+ ™
o+
k{u)

et que Fn vérifie 1'une des hypothéses suivantes :
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II - 13
n i npi n i
B -|F ) - F ][] s (|jxy|]) et « concave. SS:PtIIxS - xts, x)||" < Ai<S:pt HzgH™ + =g - =1
B, -||F 0 - F ]| s H; 2 K (”anz x-y [ ]) t n i
n +a, I (Sup HFn(xu) - Fn(x(u, xo))”) ds
o usgs
et x(@ = X (1 +Hu||) '
t
i
‘ n +a, J' (Sup HFn(X(u. xo))— F(x(u, xo))”) ds)
alors sous H, lim E(Sup Hx —X(s,x)||)=0 © ucxg
s o
n s £t
d'ol
et sous H, lim E (Sup Hx: - X(s, x°)||2) = 0. i,é
n s <t n i np2 n i
= 3.5.1. E{ Sup X - X{(s,x) )sA [E Sup| |z ] + E(]|x. - x
st B(sw |- x| i{ el 13119 ]+ (115 - %11
On a encore cette derniére convergence si 1'hypothése 31 est satisfaite n 1
) + a, E(Sup”F (x)-F(X(u,x)”)ds
et sik(u) = bu i Jo uss nu n o
i
Démonstration ve T sw e, G x)) - Fhta ) l}

s
Ona: X(s, x)=x + Jo F(x(“' x°)> du. F_converge vers F uniformément sur tout compact et X{(., x) est continue

alors : ||xrl - X(s, x )||\<"xn - X" - JS F (xn) duH + Hxn - x ” o [o’T] aone
s [e] s [+] o n u o [« i
3 ) um  suwp ||F (@, x)) - F, xo))H =0
+IIL €05 - Pl x) aull Pt

2
aron de plus lim E -(le2 -x |19 =0
sup ||x] - xts, x ) ||« sup ||22]] + [ - x || K,T
sst s ° ss<t s ° ° et E ( sup ||zn||2) PR N (G NC RS
. (oo, N 1) < e € *xae™)
v osw [o e 00 - F @ || @
<
8 t s Alors sous l'hypothése Bl' K étant concave et croissante,
+ Sup J ”Fn(x(u, xo)) - F(X(u, xo))”du on a (Inégalité de Jensen) :
st ‘o : i
: 1/2
E (s ||x] - xG, x°)||) g —j— [y TQ+x, €] + (=2 - = |])
sst |%a]|
) 3
Posons A, =1, A, =2 ,a, =1eta, =T. On a alors : t
1 2 1 2 3.5.2. + Jo K @ (uslsps Hxﬁ - X(u, xo) ”))ds

+ T Sup HFn(x (u, xo))- F(X(u, xo))H
usrT
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e v = | 2w so uz 0
De méme, sous 1'hypothése H, comme k (u) £ K (1 +||u”>, soit u) = S >
u n(v)
on a :
n 3} 1 K a Une généralisation du lemme de Bellman due a Bihari [3]
E(s - 2) <2 3 =
(S:l:l |xS x(s,xo) I < {I “n' 2 [(I(ZT(IH(4 e ]+ E(l |xo xol |3 permet d'écrire :
2 [t n 2
+ T 2!(0 E(Sup”x - X{u,x )H )ds _
3.5.3: o uss ° 3.5.5. o () s NI (s + at)
—_— n
+ 72 Sup ||Fn(x(u,x°)) - F(x(u,xo))l |2
usT Notons que, dans le cas particulier ol n(u) = u, ceci
+ 2 K2 T . n'est autre que l'inégalité de Gronvald
° %ll*
2 at 2
¢n (t) £ e . Gn
. 1 2 K. 1/2 n
soit § = —S — KT + K, e 3) +E(||x —x”)
2 4
i “unH ° ° Dans tous les cas, on a donc :
+ T Sup “Fn (x (u,xo)) - F(X (u,xo))” lim ¢ _(t) =0 ce qui achéve la démonstration de la propo-
usT n

sition 3.5.

=

2 .3 1 K3 n_ 2 2 1
8° =2 {|—|“n||2 1(2'1'(1+1<4 e )+E(||xo x°||)+ K T. TENI Remargues

} - 1’hypothése H, s'adapte au cas ol considére un processus (xt) te [O,T]

2 2
T S F - .
* 1:'1; ” n(x(“'xo)) l=l<5((1:l'x0))|I a trajectoires croissantes, et dont le moment d’ordre 1 vérifie :

ug
[lFeo - ro |]s e (flx-y]])

1 .
¢, (t) = E (Sup ”xrsl - X(s,xo)H) x, n
sst ’ si on définit x: =5 X = x
2 n 2
(t) = E (5 - X( )
*n (s:‘t’ ixg six) |[) alors ||F 0 -F || = i— | 1F(nx) - Fny) ||
s e |lneen]|
Les deux inégalités précédentes sont du type : n
+ et a = /rT
3.5.4. ¢_(t) < § +aJ n{¢_(s)) as vt € |o,T 1
=2 n n ° (n ) [ ' J donc HFn(x) - F ¥) Il = W K(’ |<!i (x-y) | I)
3.5.4. n
avec lim Gn =0 - si les fonctions F sont uniformément lipschitziennes, les hypothéses
" Hl et H2 sont identiques.
n fonction croissante continue
] aw_, .,
et ot l’\(u)_ +
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3.6. Corollaire ¥ C > 0, il existe une fonction ke continue concave croissante telle que
On considére 1'hypothése suivante : —du + ®
oF k (u)+u

H_:la suite (Fn)n converge uniformément vers une fonction F vérifiant :

3 em

et telle que pour tout x et y vérifiant ||xH £ C, HYH < C

e - F |l s e (Ixv]])

ona: |lFw - Fm || < e (lx-vl))
oli K continue croissante concave telle gue J ':—"(16) =+ =
ot Si cette hypothése H4 est satisfaite, on a:
Si cette hypothése H3 est satisfaite, on a : n
1!'1;m E(sslzpt ||xs - X(s, x°)||) =0
lim E(Sup Hx:—x(s,xo)l|)=o N n
n s st De plus, si Ko (u) = bu, on a : lim E(Sup Hxs - X(s,xo) ||3 =0
n sst
plus, si «k(u) = u, on a : Démonstration
n 2 Il suffit d'écrire :
E Sup x - X(s, x) =0
(sue 1125 113
n n
eyt = P& M lsee (g x @) 1D -1y | 1aPoxca,x ) []<1)
ugt
Démonstration
+ 2 sup [EGa |- tes,y [ - xx )] >1)
ona |lralls xQ+ |lxl]) ; ust
) n n
Il suffit alors d'écrire ' ”Fn(xu) ] F(xu) I ll(Sus ||x3 - X(u,xo) I Isl)
usg
n n
HFn(x:) - F(x(s, xo))l | S HFn(x:) - F(x:)H + HF(x:) - F(x(s,xo))ll + ”Fn(xu) - l=l(xu) Hl(Sup |]x2 - X(u,xo)”>1)
usgt

d'ou HFn(xI;)- F(X(s,xo))” < Sup ||Fn(x)' F (x) H +x (Sup Hx:- x(s,xo)”
x s ot ¢ =sup |[X(ux)||+1
ugt

<

pour retrouver une inégalité du type 3.5.4.
alors E(Sup HF (xn)-F(X(u,xo))|D$|<c (E (Sup Hxn - X(u,x_) H
ugs nu ugs u

3.7. Corollaire + 4 sup ||F(x)]] E(Sup ||xn -X H)
—_—— x uss u u
On considére l'hypothése suivante :
+ sup ||F 0 - Fo|].
x| l<c

4" la suite (Fn)n converge uniformément sur tout compact vers une

€N
fonction bornée telle que : ce qui permet de conclure.
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Notons que si Kd{u) = bu, on a 1'inégalité suivante :

2
Esup||F_ (xM)-Fx (u,x D] |Dsx_[E(up| |x "2 iu,x ) |])+
(u.<s”n u 0”3 o[(uSSHU 'OH)H

Suj
xlTsc

lan(x)-F(x)llzl

II - 20

IV - THEOREME DE CONVERGENCE DE TYPE MARTINGALES

Théoréme 4

- Soit (xr,x) une suite de processus de Markov de sauts purs satisfai-

nem
sant aux hypothéses indiquées au paragraphe II; on suppose de plus, que

la suite (Fn) vérifie 1'une des hypothéses H,, Hz, H, ou B4(cf.3.5)

nk W
t n
F (x) ds)
n s

t

n n
On pose W = an(xt - %, Jo

On note Qrl la loi de vfl

Alors : 1la suite (Qn) converge faiblement vers une loi Pxo unique

ne w
solution du probléme de martingales

X
o N ¥ _ 1 2
@’ ., ©0) oa L =3 @ (x(t,x ) D% )

Ceci équivaut a3 la propriété suivante :

La suite {W.} converge en loi vers le processus de

n€ N
diffusion W,° tel que

t 1/2
w:° = L (B (s,x )] d 8,

ol (B.) est un mouvement Brownien.

Démonstration

Nous ferons la démonstration en trois étapes.

4.1. La suite (Qn)ne 'm est équitendue et toute loi a limite d'une
sous-suite extraite de la suite (Qn)ne N véfifie a c) =1
oac=C (1 . r).

4.2. Pour toute sous-suite convergente extraite de la suite (Qn)

né N
n
la limite Q est solution du probléme des martingales :

(L:O ., ©,0))
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x
4.3 Le probléme des martingales (Lto , (0,0)) posséde une solution

*o
unique P .

Il résulte alors de 4.2 et 4.3 que la suite (Qn) converge

X n€ N
faiblement vers P ©.

Démonstration de la propriété 4.1.

D'aprés Billingsley [4] il suffit de vérifier que

4.1.1. i) Vnaa: Qn {x : Ix(0)|> al g n

iyvevn JoseloT[ et 3 n :

I

vnzn, 0 {x:wx(6)>,e}sn
o W, (6) = Ssup |x(t) —x(s)l
t—s|s6

i) w; =0 donc i) est satisfaite.

I1 reste & prouver ii). On a :

tx:u® zeh =P (lw: sup || -wl]2ec1})
It—sTsd

2 ({m :I fuﬁ:(sllan (z:__l - z: Y| Ze})

et d'aprés 3.4.3.

K
n o Vs 1 2 1
Q({X:NX(G)ZF:})S——‘I e ||a”+en+a7
1 AE— n n
s
on peut supposer |la || 21 ¥n  puisque lim|la_||= + =

n
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Pour ¢ et n fixés, on pose :

5 =(2.can —i‘-) )2
(n.e)—(3.e 64 KT
o
et on choisit no(n. €) tel que
€ n 54 1
n £33 (1A E[) - KT
¥vn 2 n_(n,e ) °
° 1 n et 1
g AA=F) .
a2 3 6 l(o'l‘
n
ce qui est possible puisque
lim € =0
n
n
1 . [o]
im - =
n n
Alors e et n étant fixés, on a :
Qn({x : wx( 8(n,e))> t-:) £n dés que n > no(n.e)
ce qui achéve la démonstration de la propriété 4.1.
Démonstration de la propriété 4.2.
Pour alléger les notations, on note (Wn.)n e la sous-suite

extraite convergente. Il suffit de vérifier que

Pour toute fonction K, $ - mesurable, continue et bornée
4.2.1. et pour toute fonction g de ﬂ‘; (IRd)

N
2 & @ - g(x))) = 2« J: L“x° g(x)) du

Pour cela, remarquons que, par suite du caractére Markovien

de En. = (xn., zn.), on a :
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1 1.9 t g2
n E(KrL (w) du) = ~ E¥n (k p2g"), B (X(u,x ))du
2 6( (g(xt) - g(xs))) = s B 2 Is ( a ( v o) )

= E(K Is du An(xﬁ)j[g(an(w—xu)m‘::) g(ws) d'od

N .
- g ), a w-x2>] 1" D, dw) 4.2.6. E (x [C Ll aw + 2 « [ G (x ) B (K(u,x ))du)

D'autre part, 2 3
pour Ln (u) et Ln (u)

n n
4.2.3. 2 (x. (g(x(t)) - g(xs))) > EQ(K(g(xt) - g(xs)))

remarquons que :

Etudions alors le membre de droite de 4.2.2. On pose : l L2 (u)l < %_ Supl Ing(x) ” SupI lanG (x:ll) an._ H(xz) ”
. n x usT n
J (a)= 2 (xn)j [g(a (m—x")+#')-g(wn)-<Dg(Wn) o (m-xn)>]un(xn, dw )
n n u n  u u u n u u | Li (w] = -;— Sup| |ng(x) || supl|r (xz) - H(X(ufxo))”
x usT

K_(w "n"‘u’J ¥l om xD), W) WD, dw )
du lemme 6.1.4. de l'appendice, on déduit que

’ 1 n 2 n n n
4.2.4. L{w= A (x ) J< D g(Wn)a (w=-x) ,a_ (w-x)> un(x w )
—— 2 'n"u u' n u 4 t 2
n won u 4.2.7. 1x11m l[E@ [ wa) | =0
ol ¥(y,z) = g(y+Z) - g(z) - < Dg(2),y > -% (qu(z) Yo y) et lim .| z(x ft L3 (u) du) | =0
n ’ s ' n
On a donc Jn(u)= Kn(u)+ Ln(u) :
Etudions maintenant Kn (u)
4.2.5. L (w= =2 (x" J @%s ™, o tw-x™ ®3 o
—_ n 2 "'n""a g, Loyl xu] ) N (xu' dw ) xn(u) = Xn(x:;) J ¥ (xn(w-x:), W::) un(x::, dm)
2
=5 (D g(w“u) ¢oa Gn(xs) a:) _ Ecrivons
n n n, n
=-;_ 6)29("2) . H(X(u,xo))) |Kn(u)[s Aty J’ I\l’(‘!n (o= xy) "::)‘ Hoxye de )
. ) | Ian(m—x:) | |>en
+5 @) L ) o - BED)
2 u n n u n u n n nyn
+ A (x) J |‘l’<:n(w- x) . W:;)l H (xu. du)
1 2
+ 3 (D g(w::) ’ H(xg) - H(x(u,xo))) H“n(““xz)ll‘en

- 1! 2 3
= Ln(u) + Ln (u) + Ln (u)
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or Y¥(y,z) = g(y+z) -g(z) - <Dg(z),y> - ;—< qu(z) Y.y >

od g€ 82 (le)

[¥y,2) ]| ¥,z 1]
en conséquence —_— <K' et lim Sup I —— =0
Hyll y+o =z Hyll

On sait que ¥e > O, 3 Ne tel que : ||y|| < n‘5 implique

[¥yez ]|
Sup —TS €
z Hyll

on choisit alors nE tel que, pour n 2 ne ’ en £n
€

Pour € > O, fixé, et n2 n., ona:

k] < S‘:-? Ah(xl‘:) K' I Hunll2 ||(m—x:)||2 un(xz, dz)
us
Ha, o2y [|>e

n 2 n 112 n_n
v s, e [ Hagl1? He <112 w0, s

d'ol
Efk|s k' E (u Bn(x:))
usT

+e E(Sup lja. @ =™ u"”)
usT m n u n

: *
mais lim E(Sup g8 (xM)=o0 et E(Supl la G = a )< + »
n uer P u) er R RU n||

4.2.8. 1lim E (x. Jt K_(u) du) =0
S

de 4.2.3., 4.2.6., 4.2.7., et 4.2.8. on déduit 4.2.1., ce qui achéve la

démonstration de la propriété 4.2.
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Démonstration de la propriété 4.3.

X,
Le probléme des martingales (Lt + (0,0)) posséde une solution

unique on car H (x(s,xo)) ne dépend que du temps et Sup ”E(X(s,xo) H <+ =
. . s &{0,T

en conséquence, la suite (Qn) converge vers on

nem

Ceci achéve la démonstration du théoréme.

4.4. Corollaire

Dans le cas ol la suite (Fn)n e posséde plusieurs points
.
d'adhérence (F, , F, ... F, ) , la suite (Q“)neN posséde également
1 2
plusieurs points d'adhérence qui sont (Q’1‘°,... Q;O) tels que Q:" est
solution du probléme de martingale

é,éi"‘o’ . ©,00)
[ L (). o )

1 3 4 1 _
pai(x (t,x) =3¢ X (tx), X (0x) =x,
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V - THEOREME DE CONVERGENCE DE PROCESSUS DE MARXOV < : :
inégalité gui permettra de conclure pour la sous-suite (vnk.)

kem
correspondante.
Dans ce paragraphe, on étudie la convergence en loi de la

suite de processus Vn =a (xn - X(t,x )) ; dans le cas ol a_ est inversible
n t (o] n

n t
Vel eefo,r

Nous allons supposer que o est inversible pour tout n et
] est un processus de Markov ; ceci n'est pas nécessairement le n
cas si o n'est pas inversible.

que la suite (fbn) converge.

néE N

Dans [9], Kurtz a étudié le cas ol a est réel. Quand on
suppose que o est un élément de md@) g i1 apparaft une difficulté ppr ~ TTTUUTTTTTTTCR
1'un des termes gui s'écrit an DF(xu) (xﬁ - x(u,xo)) ; dans le cas ol un Soit (xn.)ne N une suite de processus satisfaisant aux hypothéses indiquées
est réel, ce terme est &gal & DF(xu) v: ce qui permet de conclure ; dans au paragraphe Il et vérifiant, de plus :
le cas général, on ne peut pas toujours faire la permutation. Il faut donc
introduire une hypothése supplémentaire qui sera automatiquement satisfaite ¥n , W Han(i’n (x) - F(x)) || < KO(I +| lx! !)
dans le cas ol an( R.

Sup E(ﬂun(xg - xo) ”) < K

Remarquons que, dans le cas ol a, est inversible, en définis- n
sant la famille de fonctions a H v alors sous les hypothéses 112 ou 53 (cf. 3) avec «k(u) = bu
d> .
o.1] y——ri® = sup & (suplla [F ™ - Fl(u,x M <+
o n sst B0 U °
u y——’@n(u) =a DF (xu) o= On(u)
: Démonstration
on a 1) su Han DF(xu) a—IH'<+ ©
ué O,TJ n Sous 1’'hypothése 82, on écrit :
car DF(.) ét: X. sont continues. n
||un [i-‘n(xu) - FO((u,xo))]”sH uann(x:) - Fn(x(u,xo))]”
2) La famille Wn)nem est égquicontinue. +” an[Fn(x(u,xo)) - F(x(u,xo))] H
D'aprés le théoréme d'Ascoli, la famille (8) ..~ est rela- a'od  sup|la_ [Fn(xz)-F(x(u.xo)]lls 'al— k (Sup ”"i("ﬁ - xta,x )]
tivement compacte pour la topologie de la convergence uniforme. uss ” n” ust
Soit A un point d4'adhérence ; alors, pour toute sous-suite + K (t + sup ||X(u,x )H)
d'on o osT o
convergeant vers A.
n nk Sup E 6 F (x7) - P(x '
HankDF x) GG - xtux)) - A x) voF | it u:z”“n NG ¢ (“'xo))]”> g +w

En effet, en se reportant & la démonstration de la propo-

-1
€ ”an DF (Xu) ank - A (xu)” HVE( ” sition 3.5, on a :

k
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2
K (Sup! ',an(xﬁ - X(u,xo) | ‘) £ Ko(l + E@i)l Iai(x:: - X(u,xo))[D

ust

2 at
et E{ Sup Hxn—x(u,x) 3 s 68 e
(soe 11, Q1) <o
Kl
2 [<]
et § N
SERNTCNTE

Par ailleurs, si on su se que (F . i -
. ppose q ( n)n e Cconverge unifor

mément vers F, avec F fonction Lipschitzienne, on a :

n
|[a.n Fox) - F(X(u.xo))]Hs Hun @‘n(xﬁ) - F(x:))ll

+ Han[F‘(x:) - F-(x(u,xoml I

. n
d'oi E (i;zgl Ianﬁ?n..(xu) - F(x(u.xo))]llsl IKO(I + Sup E (Hxﬁ”)
usT

n
+Hun”E(‘S‘:<x€ qu X(u,xo)ll)

et pour les mémes raisons que précédemment

sup E(Sup |la [F ™ - F(Xlu,x) )(-rm
o g st o

Si la suite (F i
e ( n)ne m converge uniformément sur tout compact

vers la fonction F bornée et localement lipschitzienne, on a également :

Sup E éup”an[Fn(x::) - F(x(u,xo))JH> < w
n ust

Démonstration
On écrit :
HoplF ) = Flax N1s fla [P G0 - Fe]l!

+ Han[l“(xz) - F(x(u,xom ”
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. n, ' n
d'ol E(‘Sl:i! |un[Fn(xu) F(X(u,xo))] IDS K (1 +» lslg (101D
clla, s Gue |15 - xtx)|])
uss
{(cf démonstration du corollaire 3.6). On en déduit que

siv & G, [, 0 - rscas ) <+ -

Théoréme 5.

Hypothéses : Soit (xn.)ne ™ une suite de processus de Markov de saut pur
satisfaisant aux hypothéses indiquées au paragraphe I et

vérifiant de plus, les hypothéses suivantes :

H.5.1. r- il existe une fonction B de Rd dans le continue et une

constanﬁe l(o telles que :

B wol] ¢ xa +flxl])
lm  sup |la F (x) - F0) - B[} =0
n  xex n

pour tout compact K de rd

- lin 2 (e 62 -x) -yll ) =0

- la suite (Fn)néu satisfait :

Sup E (Supl |a.n[r-‘n(‘x:) - F(X(u,x°)2| l)< + ®
ugT

- DF existe et est continue

H.5.2. - a_ est inversible pour tout n

- il existe une application A définie sur le a valeurs dans

I'Rd ® le telle que lim Sup| |a DF (x) u_l— A(x)” =0
n n
n x€K
pour tout compact K de IRd
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n
On pose Vn(.) = an(x . - Xx(., xo)> et on note Qn la loi de V".

Alors la suite (Qn) converge faiblement vers la loi Qx° unique solution

neg N
du probléme des martingales (B:O B (o,Vo))

N 1,2
ot B:o g- = 3 (D g. + H (X(t,xo))>+ < Dg ., A,(x(t,xo)).>+< Dg., B(X(t,xo))>

ce qui équivauc a dire que la suite (Vn.) converge en loi vers le

n€m
processus de diffusion v¥0 solution faible unique de 1'équation :

1/2
(5) v, =v, + fs [H(x(s.xo))] as,+ f; [A(x(s,xo))vs+a(x(s,xo))] as

Démonstration

La démarche suivie est essentiellement la méme que pour le

théoréme 4 précédent.

On wa d'aboxd prouver la propriété 5.1. qui suit @

. . n
5.1. La suite des lois (Q )ne ™

A
d'une sous-suite extraite vérifie Q (c) =1

On a:

LT
est équitendue , et toute loi Q limite

"2 N aa.(x: - xst’xo))

= an(x: - xZ‘- f; Fn(x::)du) + cc.n<x':l - X(t,xo))+ ey ft Fn(xz)du
o

=WE 4o 60 - x) +oa [OIF &) - F&ux )] du
=w: + an(x:)l -x )+ a f;: [Fn(x::) - Fn(X(u,xo))] du
+a J'E [ Gx)) - Fiu,x))] au
d'ol
Hv:—v:” < || || + (t-s) Sup”an[F (x) - F®(u,x ))]II

ugT

alors Pl( Slllp HV -V H> e) <P ( Su§l> HW - WZ”> €/2>
t-s

+ P(<S i:gl lanEFn(xu) - FQ((u,xo))]H> e/2)
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/s
e

| 1 2 1
nais  ® (up| [W W] &) < [2 NS +__2_]
( T ) < o (e/4) [{onf| = @

et P(5. ‘slggllan[ﬁ‘n(xz) - F&,x N[ > e/2)

< 26 E <Sup Ila [F (x y- FX(u,x ))1')

d'ou -
] 2/8
n 1 28
P(Su HV —VH>E/2) S +-€n+;T +T « M
Jt- T«S s(ern n
€ et N étant fixés
2 1 n 2(c/4)
i . > £ = . ——
Soit “em f ¥a 2 e, €nt 2 2 K
3 : 4 < DE A (_h__. e §( £ ))2
€n en - M EKO 4
on a alors pour tout £ et tout n
P( su ||_Vn —Vn||>e) £n dds queniz n_(e,n)
. T‘G t s <]

(een)
D'autre part, ¥ § a a tel que P( IV’:O)I > a) <96

On peut donc affirmer que la suite des lois (Qn)n em est équitendue et

n
toute loi a limite 4'une sous-suite extraite vérifie : ©Q (C) = 1.

5.2. Nous allons maintenant prouver l'analogue de la propriété 4.2.
Notons que Vrf est un processus de Markov quand o est inversible.

Soit f(t,y) = un(y—x(t,x°)> . Alors, pour toute fonction g de t:(md)
n
9@, @)= g0t & ")

et n n t n,_ 3 n
gof (t,x) -gof (0,x) - J'o [(A +t3-) g0 f)] (u,x )du

est une martingale
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. ~ Xo
et pour toute fonction K bornée continue ﬁs - mesurable il en résulte que Q est solution du probléme de martingale (Bt ' (O.Vo))
%o
3 1 bléme de martingale (B,° , (0O,v_)) posséde une solution unigue
n n _ t n n or le pro g 't o )
5.2.1. B [@op- o)) ek [E (@™ =) g0 4] (wx7) du) o © - 1
De la définition de A" et de la propriété -
s ) car Sy ||H(t,x°)||<+ °
L = - 2 = - telo,T
F™ £ (u.y) % 3a x(u,xo) a Fc((u,xo)) ’

Su | |oF (X(t,xo))ll <+ @

ti[g,'r]
il résult
T et sup ||oF(x(t,x M-DF (k(t,x ))y|]| s su ||DF(x(t,x°))H.Hx—y||
3 te[g,'r ° teio,'ﬂ
5.2.2.  [a™ 32 )gof] (u,y)=ln(y)Irq<xn(z-x (w,x -9 @, G-Xta,x )]u" v,02) . %

La suite (Q )nem converge donc vers Q .
- <Dgén(y—x(u,x°))),an F(((u,xo)) > -
Il ne reste donc plus qu'd prouver la propriété 5.2.5.

n n : ‘

Le générateur infinitésimal B . de V. s'écrit donc pour toute fonction g n -1 n -1

2 B° . Btg(V)=An(x(t,xo)'ran @J @(un(z—x(t,x‘)»—g(‘r))u @(t.xo)mn v,GZ)
o«

- , _ - <bgi{v), a F(X )>
5.2.3. 87 g(v)=ln(x(t,x°)+an1\>J[g(an(z-x(t,xo))-g(v)]un(!((t,xo)mnlvldz) noe

pour alléger la rédaction, on écrira X(t) au lieu de x(t,xo))
- <pg(v,s_ F (X(t,x)) > . 1 g2 2
99 e, F &tix ) Soit ¥(u,v) = g(w - g(v) - <Bg(v), uw-v> - 5 Eg(v), (u-v) @79

"N
soit alors Q limite d'une sous-suite extraite de la suite (Qn)

alors
nem - :
Pour alléger les notations on note (Qn)n €, Cette sous-suite. On a : B:g(v) =X é((t)q. a;lv) I !@n(z-x(t) ,v)) un(x(t)+ u;lv, az)
n
N .
- 2 -1
5:24.  la e (o) - g2 ) = & [oixp - atx)]) + 1 @mor oty J 60’5, [ Gxw)-] ® 2) PG+ o'v,a0)
t n
= 1m ek . B g™ & - -
n é( ls h 9V “) + < Dg(V), an@n(k(tw unlv) -F(t) + unlv)) >
I1 suffit alors de vérifier que pour toute fonction g de ‘ : ( Rd)

+ < pg(v), uné‘ &) + u;lv) - F(x(t) - DP(X) u;l wa>>
s u .

5.2.5. lim Bk [T slg(van) = E & It8°g (v,) ag)
n
B G )

+ < Dg(v), o, DF(xt) a;l v >

n _ -1 _ n -1
soit C} g(v) = A_(X(t)+ a_ v)J Y, Gxw) M) u kie) + o " v, dz)
ce qui permet d'affirmer que :
e %o " E(X. [: 5] g(V:)du)=E(K. f; cy g(V:)d19+ E (k. f: (8] ) g(vy) d19
5.2.6. g(xt) - g(xo) - Io B‘1 g(xu) du est une Q - martingale
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lim  Su Sup ll[(la't1 - c’;) g ](v) - B:° gl =0
n te O,T] v

1im E (sup Hc":[1 g(vﬁ)ll) =0

n t€|0,T

rappelons que

Xo
B g(v)

alors

5.2.8.

= % (ng(v) ' H(Xt)) +< Dg(v), A(xt)v + B(xt) s

[(B: - C:) g] (v) - B:O g(v)

1

1 72 - .
=3 @ gv) , a G (X(t) +a Ve - H(Xt))

+<pgv), o [F o)+ a;1 v - P&+ a;lv)] - B(x) >

+<pg, oy [ FL&® + ot W) - Fx) -orxp ot v ] >

1

+ <pg),[a DF (x.) o’ -ax)] v o>

Pour toute la suite C désignera un éompact convenable. On a alors :

5.2.9.

<

-1 -1
tesuo,'r] 53p [] |pg(w) || IIan[Fth(t)mn v)-F(X(t)ﬂxn (v)]-B(xt) | l]

||D<JH0° Sup Han[Fn(x) - F(x)] - B(x)||
x€C

+ ||Dg[|m Sup Sup lIsC(t) + a—l v) - B(X )
te[o,'r] v € Suppg ( n ) t ”

B ‘étant continue est uniformément continue sur tout compact, le terme

majorant tend vers zéro.

5.2.10.

-1 -1
S Dg . = -
te[;;:’r] S:;p Hog o ] [l [F& )+ o o) -Fx)-0rx o " ]|
< | |ng| Ia: Sup Sup Hun [F (x+ a;IV) ~ F(x) - DF({x) al:l vj I

x & C v ESuppqg
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et le terme majorant tend vers zéro car DF est continue.

-1
5.2.11. Sup sup |[pgv) || Jlo DF (x) a " -A@®)]|] -]|v]]
—_— te {O,T] v n t n t
< llogll, swe ||v|]| Sw lla, DF&) o' - A
X

v € Suppg

et le terme majorant tend vers »zéro par hypothése.

5.2.12.  Sup sup ||p%g || o, Gn(X(t)+ a;1v> o't“n-n(x(t) + a: 9|

telo, ] v

< 1lo%ll, sue |la, 6, t0a% - 5]
x€C

mais lim Sup |la_ G () o - H&)|| =o0.
n xeC n n
5.2.13. Su sup ||p%g |].[[EG® +a 'y - BEE)]]

tefo,1] v

< | |D2gi [m Sup Sup | |3+ a,;lv) - Hx ||

x€C v € Suppg

H étant uniformément continue sur tout compact

m s sw  ||E&x+a v -E@]|| =0
n x€C v € Suppg

il en résulte que :

5.2.14. lim Sup Sup Hng(V) I HanGn (Xt+ a;lv) a: - H(Xt) H =0

n tefo,T] v

De 5.2.9. 4 5.2.14 , on déduit :

lim  Sup Sup ‘ [(13::l - c:) gv) - B:° gw] |=o.
n teo,T] v

Il reste & vérifier que :

lim E (Sup ICn g(vn)l =0
n teo,r] t 0 0F )

or, la fonction ¥ (u,v) appartient a C: (|'Rd x l'Rd)
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I ¥ (u,v) |
et Sup 3 = Mct
u,v € Suppg Hu - VH
| ¥ (u,v) |
lim ————=0
[lo-v|| + o [a - ]
alors
-1 -1
5.2.15. lczg(v) Is)‘n(x(t)ﬂxn V)Jl‘l’@n(z-x(t)),v)|u“<x(t)+an v, dz)

£ A (X(t)+u;1V)J |y @n G-x (t)),v)lu“@(t)+a;1v, az)
I |an (z-x(t)) -v| Isen

+ Anéi(t)ﬂx;l\ajl‘l’@n(z-x(t)),v)lun@(t)+a;1v, dz)
| |un(z-x(t))—vl I>e

On a donc pour tout ¢ et n 3> NE
| CEg(v)'S er (or+ a;lv) JI |an(z—x(t))—v||2u“6((t)+ u.;lv, az)

+M xn(x(t)m;lv) Jl |an(z-x(t))—v”2un6((t)+ a;lv, &)

||an(z-x(t))—v|| > e,

d'oa
. Ic’t‘g(v)l < € Han Gn(X(t) +<:;;1 v) “‘;1”
-1
+M Bn(x(t)+ o v)

-1 n 3

et E(Gu _ | cPavH | Vse- e(sup [lac (it)+ Vi) 4

celorr] |t ) (“[g',d non % i nH)
-1 _n
+ E(su B, &) + o v} ))

t€lo,T

dés que n 2 N

n

Compte-tenu du fait que X X(t) + a;l v:

on a :
r

s26. | = (

d'ot lim E
n
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Sup "a G X (t) +a

efo,]

L)etl)

_ n o) <
E (S o Gn(xt) o) s

G ]c: g(V:) I) =0

teé O,T

E (Sup B (X(t) + a. Vn))
tefo,T]

8 (x™) X
t(zltg,'r] “x“)< aZ

ce qui achéve la démonstration de 5.2.7. et du théoréme 5.

Remarquons que l'équation (5) posséde une solution forte unique

en trajectoire sur 1l'espace canonique. On peut donc énoncer le corollaire :

Coro.

Corollaire 5.1.

' La suite de processus de Markov (Vn)

converge en loi vers
nem i

la diffusion Vx° unique solution pour (c, (c.), P, (B. )) de 1l'équation :

t
et

V::‘O =exp ¢ (é.xo) [v°+ f; (exp - Q(s,xo))

It
ol [ ] (t,xo) = g

v =V + f:;‘(ﬂ(x(s,xo»l/z dg_ + )'2 A&s.x ) v+ slisx))] as

1/2
[H(X(s,xo))] da BS

t
+ Io exp - Q(s,xo) B (X(s,xo)) dS]

A (x(s:x°)> ds.

llaire 5.3.

Coro

Dans le cas particulier o L

est une fonction 1

lim
n

ipschitzienne telle gque

sup|la @ (x) - Fx)|
X

a
n

I avec ;ne R et ou F
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la suite (Qn) converge vers la loi on unique solution du probléme

n€ N
des martingales (B::‘{o (o,vo)) ou

1 72
B°= 57 0%g.. mlit,x ) + <vg. , DF(x(t,x). >
Remarque 1 : Ceci est le résultat démontré par Kurtz [9 ] .

Remarque 2 : Dans le cas ou an n'est pas inversible, on peut encore démontrer
le résultat en supposant :

lim Sup

[la_ DFi(x) - A(x) a Il =o
n xec n n

-1
%l

pour tout compact C et ”DF (x)H g Kl(l + ”xll)
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VI - APPENDICE : MAJORATIONS

6.1. Lemme de majoration pour un processus de Markov de saut pur

est un processus de Markov de saut pur défini sur
t e [o,T a
un espace ( Q,d}' , P) & valeurs dans un ouvert E de MR dont le générateur

(xt)
PR . . . 2 a
infinitésimal A s'écrit pour toute fonction ¢ de Rb (mR")

Ap (x) = J [etz) - 4] v (x,82)

on suppose gque

[ 1y ==l vean <+

8

- 2
Jlly “x|12 vixsdz) < +
on définit les fonctions F et G par :

F(x)
G(x)

[z=x) vix,d2)
[z @2 | (x,a2)

X, X, - fz F(xs) ds est une martingale de carré intégrable

(oynkin [3]).

alors z + =

Lemme 6.1.1.

Soit (xt)te I:O,T:[ un tel processus de Markov vérifiant de plus :

2
o ety s lFlle g +llxlh o Tletalls e, @+ (1]

alors pour chaque t il existe deux constantes K3(t) et 1(4 (t) positives

telles que :
2K, (t)
3
E(up |Ix,}]) < k,®] 2
s gt
De plus Sup K3 (t) <+ o et Sup K4(t) <+ w
t€fo,r] t€ [o,T]
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Démonstration
t
i Hellzg et 11 1 Tmep las < Lzl [+]1x s g 5 el lxg[]bas

4‘'otd

2 2 2
Eisup [ |x [T <4 {E(Sup Hz 1) + =, 119
t sst

s £
vaed [ [1 + E@up qu||2)] ds}

us<s

: 2 t
mais E(”th) < Io E(uS\:ps HG(xu)H) ds

t 2
$ Kpt + ok, Io E(Sup ”qu) ds
u<ss
d'ou
2 2 2 2y t 2
eGounllx, | 1)< 4{x2t+s<nxo||)+zx1 € vy 20 E w@up (x| 17 as}
uss

s <t

en conséquence (inégalité de Gronvald)

2
} e4(.<2+ 2t|<1) t

E (up ||xs||2) <4 {(Kzt v 238) + g [x |15
s £t :
soit K3(t) = 2 (|<2 + 2t|<f ) t
2 2 2
et Ky(t) = 4 (Kzt + 2t +E ([ ))

ce qui achéve la démonstration du lemme.

Corollaire 6.1.1.

2 . 2K3(t))

EGu |z 1% < e @+ [K,0]
s £ t
K3(t)
E (Sup HF(xs)H) £ Ky 1 + 1(4(t) e )
s £t

2 2K, (t)
E (Sup IIG(XS)H) g xy (1 +[K4(t)l e 3
s £t
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si de plus : HG(x)HSKz(l +!x|h

’ 2K4 (t)
alors : E (Sup HG(xs)Hz) £ 2 Kg (1 + |K4(t)|2e 3
st

)

On suppose que { Iex) I Skzcl +”x||2)

[Haxl1® versan < k@ +11x11%

alors il existe deux constantes 1(8 et Kg telles que pour tout t € [0,'1']

e(llexp (1) ¢ 262 @+ x5 e?)

Démonstration
e 12 < 22 @ «|Ixl]%
11 suffit donc de majorer E(]|x,}]%)
or e(llxllY =[5 = [szn‘ < Hal19) wens an) | au v 2Qllx,l19
come ||2/|* | lx[1* = allx[1? < xozx > +] x| [*[|z=x| 12 20 <x 2552
+ 4 <x,z2-x> ||z—x||2 +”Z'x”4

Oon a

2 Ix 1% = 4[5 Bl 1% <x 0 Jtax) vix a2 > ]du
s [te |:||xu||2 [11z=x, 1> \)(xu,dz)]du
+2 [° E[():u@xu D JEx) @ ex ) v (xu,dz))J du
vaft E[< x, o [ Vzx ]|? v x 020>

t 4
+fs E[IHz-quI v ox dz)] au. + & (}x |

du
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d'ou

sllx 1% < 4 {f}; £(1be | P g1+l oo
2
(RIS PR

o

w [EE(x ] b 2a + e 11DY2 2 4] 15 11D

LA AR I P T du} w5 (|]x, 1%
Compte-tenu du fait que :
2 dllx 1P < [l B dixg19] 72 < & el 12+ & s 1]
ceae G +lll1) @Ity < o G lxl1)?

i | J— .
Il existe K' = 2 (|<1 + |<2 + |<5.)} :

5k 119 < k0 05 [5 Al l1D 219 + 1 ] au v = dlx 119

' 2K, (T
mais d'aprés le lemme 6.1.1. E(qullz) £ K2 30
2K, (T
a‘oun E(th||4) < Ec"r<1 + Ki ) e3¢ )) + E(Hx°||4)] &7
' K
il en résulte que E (thl|4) §$Kg e 9

2 2K3 (T)

ol Ky = K' '1'<1+1<4 (T) e )
Ky = K' T.

e E(lomplld s 262 Qrge’)

Lemme 6.1.3.

Soient €> 0, §> O, O <g' < 1 , o matrice 4 x 4 inversible

alors :

1/2 1/2
P(Sup ||a(z -z )|| )< - I:G—E Hor.||3 Sup E(Bi(xu)). Sur_)[E([Bi(xu)] 2)]
2 usT uwT

t—s <8

+ ¢'2|la Sup E{(B!(x)) + sup E (B , (x )
””m Broe) « sweE G, 00 )
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ou B&(x) = J Hu.(z—x)”2 v(x,dz)

By cr () = J ]]a(z-x)“ 2 (x,az)
|l tz=x) | [>e"

Démonstration

az, étant une martingale

1
P (sup [atz,~z_ )] > €) = E( ¢([latz, - 2z_]])
tl(st t, vty ) e (e) ( 2 0Y )

pour toute fonction convexe ¢ .

D'autre part, pour toute subdivision (ti)i =1 telle que
S<tiy-t $28 i=2 ...n01, ¢ =T, t=0
on a
n-1
P <Su ||a(zt—zs)|| > e) < I P ( Sup I |a (zt—zt " > e/3)
t-sT<6 i=1 tist Sti+1 i

11 suffit donc d'étudier

p( Sup latz,-z, 211 > ¢
t.stg t, t ti
i i+l

soit ¢(u)={u‘ si 0Ogusgl

4u - 3 si u>1

on a toujours d(u) £ 2 u2
P( Sup Hu(z-z )H>€>S
t, <t$ 1

_t

( Ha(w-x )|| vix ,dm))- 1 (Sup [Ia(z -z )||> €/2)]

d(e/2) t
<sgt
R

1
+ ZquE (| latw-x ) |]) vix ,aw)).1

®(e/2) t [( u u ) (SI:LSD< Iu(zs-zt)illse/z)

tyssst,
ST, +1
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d'ou
1/2
. t 172 t,
Etudions I, I s — jtz 63(]8& (xu)l 2)) du-% ”“”[Jt E(Bi (xu))du]
*) 1 1
[ma(m_ x| v dw = .
Ha - x)[l<e o w=x)|[>e , 3 ( 172 3/2
1 [
I, £ = Ala sup EQ@! (x)). sup ( E(BL(x) (t.-t,)
et pour O<e'< 1 1 q>(%) € HH ug T (I u)ust I u) 2 71
4 2 2
J Qlla(w-xu)llv(xu,dm) < [ ||a(m—xu)|| v(xu,dm)se'JHa(w—xu)H \)(xu,dm)
Ha(m—xu)||<e' Ha(w-xu)]l<e'
=e? gr(x) _
a u on en déduit que
, P (sw e~z 001>¢ )
J o] Ja x|y o) < 2[ laGx 11" v Gyoaw) =28, ., (x) EP St !
e w-x)] [>¢* o twx ) | >e" y2 ., 3 2y 12
u u < (t,-t,) = e sup E{8!(x) Sup E(B'(x ))
7 g el me sl (o 26y
d'ou
t 2 2. 2
2 + (t-t.) €'?]al]® swp E@'(x))+sw EQ , (x)
1, ¢ 1E J [E.z E@;‘xu’) + 2 z(s(xu))] du 2 1 N;—) [ us T (BI wl e ac’ u)
<l>(§') t1 'on :
2(t.-t,) o 2r /2
2 "1 2 1/2 3 ' 2
g —=—T¢e“° su E(B'(x) + Sup E(B . (x ))] P (s |letz,-z )|]|> €) < 8 Hall” sup E(B'(x)Sup E@!{x)) 5
o) L usT W) wusgr MV |t_:f<<s t's ) e (5 wugT I “215 -r( I w
2r | 21112
2(t,~t,) + e'“lla]|“ sup E@: (x )+ swE (B ,(x))
2 1 2 2 I Ty ag u
g ——— 1 e'“|]a sup E(B: (x)) + Sup E(B .(x))l o(e—)[ ug T ug T
o) Ceral] usgT €5 ) wgT Coe s 2
Corvllaire
Pour I, i) quand ||G(x)|| $K2(1 +||x| I) la majoration devient :
2
E JHa(m—x VS vix ,da) 1 s (z - V|1 > & o7 61/2 3 2 K 2
[: u u (t Su};st e Zg Zt1 I 2) P(Su ”a(zt-zs)||>e)s - [-—e Hal|® 2 €5 (1 + K, e 3)
1 2 /2 ft-s|g6 * (3
1/2 1/2
2 E 2 2 K.
s{E (|B: (x)] D) P ( sw ||°‘(Z'Z)H>_} +e |la]|“«, @ +k, &3
) { * u] } { tis st s Yy 2) 2 < 4 )
t + Sup E(Bu,(x)).]
4 2 2 € u
mais P (Sup I[(y.(zs—zt ) > %) £ [al] f E (B]': (xu)) du ugT
t1‘< sg t2 1 € t:1
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i1) quand |le|ls x, (@ + HX||2)

e Ho - xl* vouar g @+ 119

la majoration devient :

1/2 3 k. 1
P (Sup l]a(z 2] > e )s - [g Hall 2 65 @, (i+xge 9)

€
ts\ 4’(2)

E'2”(l||2 k(L + Ki

+ Sup E(B ' (x)]
ueT ae

lim E('Sup Han Gn(x:) a.: - H(xﬁ) I l) =0
n ugT

l.Lm E(Sup H H (x ) - HQ{(u,x »”)— [¢]

ugT

Démonstration
soit y () ={la, 6 ) o* - HG) ||

. e _ . n _ .
soit A = {u: “S:pT qu x(u,xo)H g£¢e}
sur A:l ,ona Sup Hxﬁ” £ 1+ Sup HX(u,xO)H =K

ugtT ug'tT
d'ou
E (Sup ¢ (u)) £ sup Hcv. G_(x) o* - H(x)
wgt B )‘”xlsx n n n I

st

n n
+J “Sup e, 6 x) o - H(x)|| e

1.¢c
(a)

£ Sup Hun G, x) a: - H(x) ||

x|l <x
+ Sup a G (xn)m"r + Sy H( n) )dP
J (s o, 5, 6paglle s [aod)]]

@ale
n

92K3)
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et d'aprés 3.4.1. , 3.4.2.

E (sup |la_ G(x)c||)<+°°

ust
E (sup |] H(xﬁ)“z) <+ @
usgt
d'od
E (Sup ¢ _(u)) £ Su Hu G_(x) a* - H(x)ll
ugt ©° x T< k " n
1/2
+ X (P(A:c))
. -1 1
mais E(uSI:pT Hx:: - X(u,xo) | D =N (N(Gn + a‘l'))
P(All‘ c) g

n ‘ 2 ) 2 aT
E(Sup ”xu - x(u,xo)” ) 8 e
ugT

a'od  lim E(Sup ¢.n(u)) =
n ugT

de méme, en posant wn(u) =| |H(x::) - H(X(u,xo))”

E (Sup v (u)) J Sup ”H(xz) - HQ((“’XO))” a®
ugt

ugt

+ (Sup HH(xE)” + Sup HH(X(u,xo)”) ap
(As)c ugtT usgtT
n

H étant continue est uniformément continue sur tout compact, donc

veqne vtelf,r], vx

I1x - xex) || s n. = [|B0 - BEEx Y] < e
e .c
P(( A%) )

il en résulte que lim E (Sup xpn(u)) =
n ugt

1/2
d'ol Ve E (Sup ] (u)) £e +K
n
wgt
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VII - EXEMPLE

On suppose que x est un processus de branchement a 2 types de

particules dont les transitions sont du type :

(Xg s X)) Mt (x + ky= 1, XpF K)) k, 2 0,1 < ky < K
(xl. xz) aw--»(xl + ko oxt k- 1) k, 2 0,1 < k, < K

(k1. k2) #C.
On suppose que F(x) = ()‘1 x1+ )\2 x2) Fo

G(x) (A1x+)‘ x)Go

1 2 72

Dans cet exemple, l'extinction n'est pas possible et méme, la population

croit P.p.s.

1
soit alors x: = i X, On a Fn(x) =4 F(nx) = F(x)
1 1
Gn(x) =, G(nx) = n G(x)
n
soit ¢ =vn I a G (x) ot* = G(x)
n n n n
1 2 2 2
Bn (x) =0 en prenant e, = -: KO(KO = 2(!(1 + Kz))

Dans ce cas F et G sont lipschitziennes et

A.F A,. F
At 170 2 o
X(t,xo) =e " x avec A = 1 1] = F ® 1

2
: . n n n t n n _
soient LA vn G{t X - jo Fn(xs) ds) ; x, = (a,b)
- 1 n t
w =—(x - x —f F (xs) ds)
€ I~ t (¢} o

1 n t ..n o
= (xt - xo - J’o < A, xs> FO ds).xo = (na, nb)
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ﬁn et wn. ont méme loi ; et par application du théoréme 4, on en déduit

que v_w". converge en lois vers W. tel que
_rt As , a 1/2
we=Jo Gr 200> 6) a8,

Par application du deuxiéme théoréme et en définissant

-n _ 1 _ At a n _
vt_—/_ Q(tne(b)),xo—(na,nb)
n

. —n ~ . n
on voit que V. a méme loi que V. et converge donc en loi vers le processus
de diffusion V. tel que

e e o) e,

+ fg <A,V >F ds



II - 51 II - 52

II - HYPOTHESES ET NOTATIONS

ETUDE DE LA VITESSE DE CONVERGENCE

Outre les hypothéses et notations du paragraphe II de la

premiére partie, nous introduisons les hypothéses et notations suivantes :

9X
T - INTRODUCTION On note E, 1'équation : 7= = F(X,)
Dans cette deuxiéme partie, on étudie la vitesse de convergence
n N 2.0. - Définition
des fonctions de répartition des variables aléatoires <6, Vt> ol 8 est —_—
P a n .
élément de R, et (V.)ne ™ est la suite de processus définis dans le On définit 1'application ¥ sur [O,T] a valeurs dans
théoréme 5 de la premiére partie. Plus précisément, on donne une majoration le @ le par :
de la différence : _ It A(X )as
Yt)=e ° ° ¥ (o)
| 2(< 6, V> s %) - p(c8, V> 5 x)|
Y est continue et & ”w(t) H =M<+
el
A. BARBOUR t2] a étudié cette vitesse de convergence dans le cas particu-
lier d'un processus de branchement admettant un nombre fini de transition. De plus Y vérifie 1'équation
L]
E2 : Ty ¥(t) + ¥(t) A(xt) =0

Le plan est le suivant :

2.1. - Transformation de V.

II - Hypothéses et notations p. 52

. Rappelons que V. est solution de 1l'équation différentielle
III - Etude de la vitesse de convergence p. 55

stochastique :
_ t 1/2 t
v = v+ [0 [Ex))] as+ [- [axpv, + B(x)] as
on définit le processus R. par :
R.= ¥ty v, - [° ¥(s) B(X_) ds
t t o s

(R,) est alors une diffusion de générateur (5{ tel que, pour toute
t' te [o,T]

fonction g appartenant a C: (le) :

»
@tg (r) = -;— @2g(s). ¥(s) H(X,) ‘l’(s))



Démonstration

soit ?(t,x) = ¥(t) x - J'z ¥(s) B(XS) ds

on a Rt = ¢(t,Vt) d'ol, par application de la formule de Ito :

R -R = q>(t'vt) - 4>(olvo)

- It Dy, (s [mx)] 1/2dss

t .
+ fo Dy, ¥(s/V,) A(X) V_ s
+%bp_ e(s,v) B ds
o o1 s s
t
+ _[o D

10 <I>(s,Vs) ds

_ft /2

= Io ¥ (s) [H(xs)] ag_

+ [Evis) ax) v_as + [ ¥(s) BIX) as
o] s s [o] s

t t
- IQ ¥(s) A(X) V_ds - [ ¥(s) B(x ) ds

[]
S
t

oY) [mx )] 1/2 as_ -

2.2. - Corollaire

La fonction caractéristique de Rt est :
t »
6,0 = 4, (0) e -1/2 @ @0 . [, ¥(s) B(Xg) ¥(s) as)

Démonstration

On pose gl(r) = et <6,x>

Par définition du générateur infinitésimal et application & cette fonction g,

on a :
2y o) =Lk
ac %@ = F EGQ®RY - 9R)) = E (R a(R,))
. 4 1 -
E, T ® = -50,0 (xo, ¥ HEY ¥@©) )

il en résulte que

-1/2 @6/ ¥v(s) mix) ¥{5) as)
¢t(e) = ¢°(9) e Yo s

_ 0.y ;
¢°(B) = e ol R,

]

¥ (o) v,
pour toute la suite, on suppose que ¥(o) = Id et on définit o(s) par :
2 »
g (s) = ¥(s) H(xs) ¥ (s)

et () par (0 = [ o'(s) as

2.3. - Transformation de V'.‘

On définit R: par :

- n, _ n_ (t
Ry = 0(t,Vp) = ¥(t) Vg - Jo ¥(s) B(x) as

o

est un processus de Markov. On détermine aisément son générateur

(R:) t6[0,T] iy
infinitésimal Q en écrivant :

n n - t !
R = ¥(e) o (- X(t.x ) - [°¥(s) B(x) ds
; t
sott T _(x,t) = ¥(t) a (x - X(t,x)) - [ ¥(s) B(s) as

alors Q: glr)

An(yn(r.t)) f q(I'n(z,t)) - glr) un(Yn(r,t), dz)

<Dg(r). ¥ (t) [A(xt)v Y'(r,£) + o F(X) + B(X) 1>

oty _(x,t) =all Y e+ ¥is) Blx) as) + x(t,x )

n
-1
Yt = ¥ @[ ve) Bix) as)
on en déduit que :

3 n n i<6,rn(z,t)> i<e,R:> n n
3t b (8) = E[A (v (R .,T)) J Qe - e )u (Yn(Rt't) ,dz)
0,5 .

- 1.E[:<8 e , ¥ () A(Xt) Vt + ‘f(t)unF(Xt)‘l' ‘l’(t)B(xt) >]
. . n . n
3 n n i<§, ¥(t) an(z—xt)> nsn 1<3,Rt>

. T 6, () = El}n(xt) J@ —l)u Gct,dz e
4

n i<9,RD>
- 1i1E <6,‘{"(t)A(Xt)Vt+ ‘l’(t)anF(Xt)O-'i' (t)B(Xt)> e
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IIT - ETUDE DE LA VITESSE DE CONVERGENCE

Dans ce paragraphe, nous allons comparer ¢:(9) et ¢t(e)
et en déduire une majoration pour la différence des fonctions de répartition
n
de Rt et Rt'
Nous commengons par donner une majoration de]d): e) - ¢t(9)|
dans le cas od un(x,x+I‘) = vn(I‘) pour tout €lément x de md ; ensuite nous
donnerons une majoration moins précise mais valable dans un cadre plus

général.

Proposition 3.1.

Hypothéses

- On se place sous les mé@mes hypothéses que pour le théoréme 5 de la

lére partie

- On suppose, de plus, qu'il existe une constante Uf) strictement positive

telle que :
<02(t) X,Xx > 2 0§<x,x> Vt‘[O,T] Vxelkd

~ On suppose également qu'il existe pour tout n une probabilité vt
4
v TeB (R)

telle que un(x,x+I‘) = \)n(I‘)

alors il existe une constante K et No tels que
2
C,o
¥n 2 N et ”9”5-——
° 8e K

a_(9) [ -1/7a(e @, Zz(t))]
—2 _ -

l6,(0) - o7 (0] < 4

TR
Hle]}? £ -1/4( @0.2% (1)
3 r
T-K-[ s +Hel%e +llollZk | e
an
= 2 2 n n n
oa a (® = [lo|| M @] +a2) «[lo|1* M @ + df +c) )ello]? o o) €

o
[]

1)
]

Qs
]

0 .B%
[} (]

(o]
I

H
[]

C =

Noesttelque ¥n 2N
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n n _ n n -
Su E.(Ilan F oap -Fen 1-86)]])+ titfg,ﬂ(lls(xt) B(X,

tefo,r]

a1 su
n te%

n n
E(” F(x.) - F(X)) - DF(X) (x, - xt)H

’

Hlapre) ol-amp |l =] - x,]1)
Sy E(lle_ x7) o® - 1(xh [
te O,Tl ( n n t n t )

Su E(l |H(x:) - H(x) | I)
te[o,T]

K

2( n 2
350 +2 (su Jle- x| ] +c)

ale (tﬁ'i'),'l'] t t 5

P+ a%+ su
ST % t & [o,1]

E(Hun(x:: - xo) - VOID

- ~
HH(xt) @G (x) a¥ ||

sup _|ix, 1}

t¢o,r1] *

sup _|lewy]] M = swp _|la& || +1
telo,T 1 tefg.'r] ((t)

o
K 1 2
sup lla 6 (x)a -BEX)I|] s 1 et =— sz 0
te O,T] n n t n t ';21 8 "o
_fS3 2 2
x-—(n M VKM c+ 1)
Démonstration
On a donc E 'd—¢ (9)=—1—¢(9) @@6 Uz(t))
37 4t Tt 2 7t ’

Réécrivons E

4
at

4

n _ AN _ n n
o (0) = C'(t,0) + An(xt)J o0, ¥()a (z-x )" (x_,dz) ¢, (0)

i<e ,R2> n n n
+1iE Ea r<e, Yo o € ) - P - B >

]

)



II - 58

1 - 57
~ i1<8,RM> 3.1.3. Pour D> (t,8) = i E ei<°'R2’< [ FD-FX JAX Do (x0-X ) 1
ciefe v fo EFe-FEOAX e (- x ) T e TR TR t}J
| ’ n¥% Ut t ttnt 't
N n
r i<g,R_> on a
1 e N, 4 n ot
- = E Je (9® 0, ‘V(t)@G (X, )a® - H(x ))‘l’(t))]
2 n't t 2 n n
- i n n Io;e.0) || le]].m. { &} [Fix))-F(x)-DF (x ) (x.-x )] |
- _;_E el<e,Rt>@ © 6, vy @) - H(x,)) w"('t)) ] : n
- + El||a DF(X)-A(X) o ||-]]x -%x ||
n t t n L S
1 n 2
-3 67 G ®e . o)
2 %t < ||e[|.M.”anH{E “F(x:) - F(X.)-DF(X) (xg- x|}
2 o6,z =e Ty <o+l (@0, z®2 -1
o Em me o>ty €00 2@2) Hla, or0x) o= oo [[E( e - %, 1D
c"t,0) = | ¥ R:>[A (x“)J o @, v(to_(z- X" 0L, az)
’ n t ! n AR soit
- R 2 n n
_ _ n a = ||a_|| sup E |||F(x) - F(X) - DF(X ) (x_ - X)
An(xt)J ¢ @ ¥®) o (zx))u (xt,dz)]] n nlte [o,w]{ [H t t o) X T X H}
B -1 n
_ i< o,R® > n : n + DF (X, ) -a) |- (2% |
- ot OB [0 0m - ) 0 @ veiad) o (dz,]] Hog P 0 '- a0 || (] |<g- % ||

Enfin écrivons avec des notations évidentes : n
3 - _1 i<g, Ry N s Na &
3.1.4. Pour D_(t,8)= - F E [e >(é)@e.\y(t) fa,6, x)a¥ H(xt)]\}‘(t))

3=t 3
. 3 n on a

4
{ p"(¢,0) = c(t,0) + 5 D (t,0)
4 3t %

() = D"(t,8) + ¢ (8) I_(t, B)
£ n I} ce.0) <] [l |- w°. sw  E(]la 6 (x)a¥- HOD | )

1 2 " n teEO'TI

oa I (e,0)=-5 (@ 6.,0°()) + A (x) [ ¢ @, vit) a_ D) viazm)
soit di = Sup E(l |anGn(x:) a: - H(x:) | D

on a alors, en résolvant Ea . t€[0,'1‘]
t s
fF 1 (s,0)as - /21 (u,0) au ) n
t 4 1 /R «
3.1.1. ¢p (@) =e ° T [fo D (s,0)e ° " ds + ¢7(8) ] 3.1.5. Pour D_(t,0) = - 'Z‘E[GKB t’@@emt) o) - 5x)] v(t))]
i<8, w(O)an(xg-xob on a

n
et ¢ (8) = e
° ID:(t;e)I <lle]|. M2, suwp B laee) - Bx) | [)
Nous allons maintenant majorer Dn(t,e) t O'T]

. 4 _ n, _
| i<e,R:> n i i soit & ;es‘ig 1] E(] |H(xt) H(X,) | |)
3.1.2. pour DY (t,0) = i E[e <6, (&) fa @ _(xp)- Fx)-B(x)] >] !

Enfin
4 n n n
ona |plce,0)| < |fo]] - » E[“an(Fn(xt) - Fa) - B | [+l Bix) - B[] ] 3.1.6.  |c™t,0) ]| ¢ E[hn(x:) - x| J lo8,¥(t)a_z) | vn(dz)]
—_— n

soit d:x = Sup {E[I Iun@‘n(xz) - F(x:)) - B(x:)]l]'* E(| IB(xrtl)— B(x.) [ ) }

te [o,T]
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e (8,2)] le (8,2)]

[
[ad
A

U] —_— 1 et su _
ATNIERTETE oz [lo]13]|z]]

En conségquence

Ic®(e,0 ] s M® {e]]? E[A (xt)” J” ||az|| vn(dz)]
a z >e
+ MZHGH2 E[vxn(xt) j Ha z[| vn(‘dz)]
o zll>e
+ oo )? €n E[ |xn(xt) - A x| Han2||2 v (dz)]
Hayzlls €

A

3, —||e|| €= (s 2 e p I )
m ||e|| e, E(l la G (xp) a® - a G (X)) a:”))

2 2 1 3 2
w2 e |% el +w |fe|]? ¢, cp

+

L

! 3K2( (s 11 - x11) ]
oi ¢ = —— (1. + E( Sup x - X +Sup X )
n 2 t¢fo,r] t
n
c2=(d +d4+ Su o ¢ x) o® - 5(x ) ||
n te T] nn t n t )

en conséquence :
1,.2 2 273, 4 . 1
3.1.7. teSlEg,T Io_te,0 |<llol| M@ +ad) +|lo]|* w? @)+ & +c )
lel]P e e =a (@

soit maintenant

3.1.8. ¢:(t,9)

JE I (u,6) au
S n

n e _rt
8 (t,0) = ¢ (t,0) = ¢ (£,0) = /s D (s,0) e ds

1]

n t P
4)0(6) exp fo In(s,e) ds et définissons An(t,e) par :

t
3.1.9. IAn(t,9)|$dn(e) I, e
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Majoration de 4 (t , 6)

' 1, 2
on a In(u,e) = - 5(6@6, o (u))+ An(Xu)J 0(6, ¥ (u) an2) v (dz)
’ 2
etlxn(xu) J o(s, ¥ a 2) vidz) [s M |le||2 Slfp [|en(xt)||
tefo,q

3 3
ruflef]” e sup oo x) o

te[o,T]
soit M, =tiuo T] | |H(xt) || + 1 alors il existe n, tel que pour tout n 3 n,
r
Su flo. 6 (x) u"l £ M
te O,T] n n't n I 1
d'autre part )
s ”B x )H KZ ( II HZ (C2+ 1) K2
up s = (Q + sy X g —
tefo,e] ™ ¢ a2 " telor] ° ) af)

(] n
a'ol ')‘n(xn) J 90, (W az) v (az) |
2 2
2 2 3]
o120 S+ lol P e, mee x (220 op 2y
n an

dés que n 2 n ol K = @3 Hl v leéc2+ 1))

alors

- % @®o.£ - 2 (s)

la, 0 ]s a0 [Fe e In(t:®-Tn(s,0) |

P t
en écrivant J_(t,0) = fo An(xu) J é (B, ¥ (u) unz) v'(dz) du

+ olPe)) (t-s)

ﬂn‘Nlt—

2
et |e Tn(t:®) ~ In(s.0)) el Inte0) - s, SUY

aten -6®0.1% (1) -1 (s))+Q< el +||6H3e B e-9)

n ds

Remarquons que <6®6; 02(“)) 2 ||6||2 02
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d'oll en intégrant entre s et t <§ ©eo. Zz(t) - Ez(si>a||6ilz cg (t-s)

d'autre part, on sait que 1lim =0

n a
n

2

soit n, tel que : ¥n 2 n o

1
1 £7g ¢

K
1Y% 3
a
n

alors —’2‘ Hell?t-s) < %(e@e e - )
an
2
(o]

et pour||6]|s BTnK

3
lell® e xt=s) < |lof| o2 (t-) s ¥ @ @e, () - 2% (s))

en conséquence,

1 2 2
-7 G®s, (- 2%¢(s)
la,e.00]s a0 J’z e 4 ( )ds

2
a
[]

8 £ K
n

dés que n = n,

vn° etllell <

compte-tenu du fait que

- 50®0.2% 0 -1%(s)

e ;— e ®e.2% - r2(s)
3s (%

= % Q):ce,az(s))e

1 2 2
-5 (8@®8,I7 (t) - (s)
aﬂm&&2(®' )

on a
1 2
4 _(8) -7 (6®@9, ()
3.1.10. lAn(t,9)|$-4—-—nz—2— (1 - 4 ¢ )) pour n 2 n_ V m= Ny
T el \
ecllof] « 522
n

3.1.11. Soit maintenant

- Y _ l_ 2 n

An (t,8) = ¢n(t,9) - ¢t(6)— exp - 2(6@6.2 (t)) E»o(e) exp Jn(t,e)—Cbo(e)]
on a :

1 4 1 2
[a) (.8} s exp - 5 (@@ 0.2 (t))[lexp J_(t,8) -1 +|¢2(e) - ¢°(e)|]

II - 62

or jao( - s @ s E(lla G- x) - v ) lel]= [lelg

et lexp 3 (£,0) - 1] ¢ |3_(t,0] elTntei®r |

et d'aprés ce qui précéde

3 1 2
e 3,60 -1 | & [lolf L5 +fiel” ¢ ) o 70 @0 1)
a

n 2
o
dés que n 2 nOan et pour O tel quellells BEOK
. n
d'ol 1 ) 2 )
——@ ©6, I°(t) 8ll2
3.1.12. |A,.:(t,e)| sexp * (r.@ ____l|2H +He||35nK)+ [16}] fn)
an
02
dés que n 3 n Vi, =N, etpour § tel que : [lel] = §E§E

de 3.1.8. & 3.1.12. on déduit qu'il existe un rang N° tel que pour tout n 3N°
n
[ ®) - ¢ @] < [a (0] +[at(t,0)]

4.4 (0 —% e ®e, *m)
el Rl )

L
N 22
Hell%og

2 1 2
[le]] 3 @ ®e.2°(v)
o |an (el Pe ) ol |e
2

2
a
n

o
o
dés que ||9||s_§E;—E

La proposition suivante se trouve dans le livre de Chung [5] ;
elle permet de déduire dans le cas unidimensionnel une majoration de la diffé-
rence des fonctions de répartitions lorsqu'on connait une majoration de la

différence des fonctions caractéristiques.



3.2. - Proposition

Hypotnéses F et G sont deux fonctions de répartitions de V.A. réelles
telles que _‘:LGd.,.((ﬂ est bornée par C
rto

J IF (x) -G dx <+ =

-0

o i & LY i
Notations £(8) = F e P8 gp(ny 5 g r e 19X a6
A= Sup [F(x) - G(x)|
X
9 -
alors A g 2 J [f(e) (9)| de + 24c ¥V 0 €R
" o o TQ +

-+ 00
remarquons que l'hypothése J [F(x) - G(x)| dx < + = est satisfaite

dés que les moments d'ordre 27" existent
3.3. - Définition
d e s
Pour chaque t ¢ [O,T] et chaque £ € R~ on définit
B, =<, R'> e R = <f, R>
t, L t t,L t

. n X i gt .
soient ¢t L et ¢t 2 leurs fonctions caractéristiques respectives.
r ,

3.4. - Propriété
3.4.1. Rt'z suit une loi U"o(<£,R°> 2 (Z@Ii zi ))
1 .2 2
- @t zt)

3.4.2. o, 218 = ¢t(e£) =e 8, (8)
n _ .n
°t,£(e) = ¢t(e£) )
4.a_ (£9) 2 (l@l,zz(t))
3.4.3. { PACLEE éeh < 5 (- e
. 5 Hz‘f

n

2
21 112 _9 2
) ARES , , 20 ©2,5% )
R PYTEINE A W TPSY ,e:f]e s b onT)
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3.5. - Proposition
Hypothéses

On suppose qu'il existe deux polyndOmes pn et qn
tels que

3 3 :
'@ = 5 ol o]l @ = & oflell?
i=t i=1

et qu'il existe No et yn tels que lim Yn =0
n
et tels que .
1 2
vy e®el z (t))
n _ (9) 4 (
lop ©)- ¢ @) ]5 ——175—5- (1-
STLIRLD)

+TK q"(0) e )

pour n >N et ||e[|.<
° 8K v

alors

swp|p(L.V> s %) - (L, V> s x) |«
x
2

8 n 1 1 2 1 n 2 n n
—5— |5y (5@ 3 o9+ 1]+ 50 ojt+p) logo+ pe
LI
n
q 2
v B[ @ A e g Al ]
oot o, t (o t)
02
24 1
* . pour n:N_ ,0 <@ ¢ 2 P of = Sup ||02(S)||2
TO ‘/2“ ait 8K ¥ s e[o,'r]
Démonstration
Soit n: z(x) =P (<£ ,V:> < x)
L4
T, =P (<€ V> s x)
alors

ﬂ:’z(x) -m = P(<£,‘l‘;1 (R:__l + fz ¥(s) B(X) ds) > ¢ X)
- P <!_,w;1 ®, + fz ¥(s) B(X) ds) >5 %)
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2 2.0 31,03
a'ou or p'ep) = p lo] . |&ll+ e, o [1e]]” + 3 lel7Ile]]

‘n s | n bt |
3.5.1. S:p e 4% - ﬂt'éx)] < S:p p(s ¥, L., r> ¢ x)- p(¥, L,Rt>.< ]

n 2 n 3
Py lel+ 2y o +py o]

d'abord, tili t1 ition 3.2. do tion 4 3
on va rd, en utilisant la proposition nner une majoration de qn(ﬁl) _ q’; |9| + qg 62 + qg Iel
|p< &, R2>\<x)-P(<£, Rn>$x)| pour ||&}] =
2 2
- i n -1/4 0°Q @ £, 17()
on a vuque R , suit une lai tﬁ(«ﬂ ¢ R> (L@t EZ’)) ot JQ P ‘(gQ (1 - e v & ) a
o [}

en notant 71, ,sa fonction de répartition, on a :
L 1

-(1/2) ﬁﬂ_—

1 -G/l @® L. $Pt)
1
o+ e +pn 6 i-e
(x) = — 1 — & (z@z:) "L 63 6’1 % 3 3) (

)

8 p—
. m
ax  tf
21{(£ l.Z) o nl___,_ ‘n !—+ n) a6
M I (py 3+ 2 g+ P
1 0
3 — 1
et Sup — (x) = - =C
ax td =2 t,L n 1 2 1 2
x van (lé‘SZ- Zt) ' s By 3 (ﬂ@l, b (t)) (1+ 5 Q,@L, bX (t)))
- no 1 2 n L n oo -
soit &0 " Sup { ;z'l 0 -7, , (x) | +p, 3 (t@l. z (t)) + p3 + p1 (1 S ) +p,logé +p, (e 1))
AT : Flifel @it oi)
n n, »tefo,T] °
par suite des hypothéses, on a ) (@) - ¢ (6)' ='¢ (8) - ¢_(ol)
l t, L t.L t t l + % pg Sup uzz(t) i '+ p; log® + pg °]
- tefo.T]
d'ou )
n g 2 2 2] 2 w2
4 -1 ) -
-0 . P (eﬁ) G- @Pe“t@ &, ¢ (t))) o J L g o V40 Cor “w) 4
© ot el oy ' lo
2 2 /Dl @t 22
. en X e-ire (l@l. T (t)) < J (ql+q29+q 3 4 (@ ) de
o
n i e — 2, 2h
< . - -
et par application de la proposition 3.2. 1 (l@ L. gz(t—_))]/2 2 QQL, );z(t)> 3 (l@l,zz(t))3/2
N n
-0 (g) - (0)| deo
3.5.2. 5y 4« % | e, be,g (O] .24 cmpye-tenu du fait que
e . » j o *
o 0» ne ) ﬂ: tL , (l@l, zz(t))aozt||l||2=°(2,t
. _8 I A (Y4) G- /4 6°(t @2, ¢ (t))) 40 ' ; ° :
"I ;“42 ai Io 9‘3 ; ' 1 j tion suivante
0 - 2 2 on a la majorati :
+2-TKj’ SRCTA IR 1/45(K®£'2(t)) a + 22 ¢
! Te tL
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n n oft 1 2 1 n 2
3.5.3. Gt'ﬁ [Pl 6 A G+ 2 9% "-)) t7 p, o ¢ Nous allons maintenant appliquer les résultats précédents dans
le cadre du théoréme 5 de la premiére partie.
+p,log® + p 8
2 3 " 02
Plus précisément, nous allons démontrer le résultat suivant :
B s B =
o5 t ot (0 £) 3.6. - Corxollaire
y28_ 1
LL Vor 02 t Hypothéses
[
2 n
a 2 2 Soit (x.) ~ une suite de processus satisfaisant aux hypo-
pour n 2 N et @ s et 0% = sy [lots) || neé
8K Y 1 s€ O,T] théses du paragraphe II et du thé€or2me 5 de la premiédre partie.

- On suppose de plus que :

si maintenant [|&|]| # 1 et £ # 0 n
i) pour tout n, il existe une probabilité v telle que

( | WP x,xtD) = v v x emd
zl? ep) e |z|| .

ii) B,DF et H sont localement lipschitziennes

P(<L,R>50)-p <R >sx) | =|p (<

n
P

P

el 111)  o%(t) = y(t) H(X(L)) (L) est strictement elliptique (C.a.d. : il
existe o2 > 0 tel que < o2(t) x, x > 2 02 <x,x> VE€R v te[or])

pour £ = 0 1'inégalité est trivialement vérifiée ; en conséquence :
iv) il existe une constante K. telle que :

.

3.5.4.
E ( su xX_ - X(s,x )
a8 1 o ) A AN TATE
Sup 8", ¢ — 1+ — = =p?
tead t 57 ¢ @ oy + 3050 ft+ P, log 0+ py0
o alors
2TK n r"l_ n _2 n 2 24 1
M 1 =T oty 372 |* . s o Sw [P(LVp e)-p(cL . v < 9|
‘}ozt ot (o t) T Tot Lemr” xem
o 2 ; 2 2 2 2 n
o 8 o t 1 n 2 % 9o P3
d@s que n > N et © s —2 s 3 P1[‘_(1+_ )+l + 38, oy* By 1°9exe * Tex
BK Yy LAC
o + 235 '1% 2-—/;+222 * 3/'37/2"
n en déduit que ot a ot (oot) n
n
Sup Sup | (x) -« x| ¢ Sup & 24 1 8Ke
Lele x t,L t,L e t, L + ~ > - 2n pour n 2 No
21I1° t Uo

et la proposition est démontrée.
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n
oi p, =M Su le. F (x) - F(x)) - B(x) ||
L ol
1/2 -1
9‘- tSuo ] Ha pFix) a ° - ax)]]
1/2
1/2 1/2
* Tl [:2 K @+ A3)Y2 22 (x aqt 2K, (14C)
+&0 R (3+20) + 1w, ]
po = [{a G (x) a¥* - Hx) ||
2 ” IT< o+l nn n
“1/2 , .
[+) 1/2
+ T + ¥/ k7 + 30
”an“ [a‘c+1 o 2
3K
2 2
+ X 1+c?+¥)
n

n _ 3 _ -
p; =M { 21leTp< o et - a6 G o¥|
xy2 2
MICHT Kt %, 30

M, = suwp _|loraxp]] s o= 12w || < ¥2. n, .
2 te‘.[g,T] t ! teﬁ;.'r !

) »
1‘ a “a et d‘ a sont respectivement les constantes de Lipschitz
pour DF,H, B sur le domaine { x : ||x|] sa}.

Avarit de faire la démonstration, nous allons rappeler les hypo-
théses essentielles du paragraphe ITet du théoréme 5 de la premidre partie,

et expliciter les constantes.

3.6.1. Rappel des hypothéses fondamentales

n . .
- (x.)n «m est une suite de processus de saut pur de générateur (An,Dn) o
tels que pour toute fonction g mesurable bornée

n

Ag (x) = An(x) J Ef(z) - f(x)] un(x.dz)

II - 70

-F.(x) = ln(x) J (z-x) u"(x,dz) ||Fn(x)|l S Kl(l +Hx||)
-6 0 = A () J P2 P (x,a0)

K
- B ) =} (x) f Ilan(z—x)||2 W x,dz) € 1+ ||x||2)

2
] lan(z—x) ] |>sn aﬁ

1
- = e [o)
liln T—-— lim E lim ai =

- la suite (F ) w converge uniformément sur tout compact vers une fonction F
n
t tisfait S E - <+
et satisfait Sup (us:xg Hun(Fn(_xu)) F(X(u,xo))lD .

n

- la suite (an (Fn- P))n c converge uniformément sur tout compact vers
une fonction B continue telle I lB(x) H < Ko(l +[ |x| |)

. ’ p -1

- DF. existe et est continue ; de plus, la suite (anDF. un) neEw converge
uniformément sur tout compact vers une fonction A.

- la suite (u G. an) ™ converge uniformément sur tout compact vers une
fonction H continue et l|u G (x) a H sk, (1 + [1xl])

- la suite (x ) converge dans L2 vers un élément X, de le, la suite

n€Mw

ne N converge dans Lz vers un élément Vo de lkd.

n
(an (xo - xo)

- X(t,x) est 1l'unique solution quand elle existe de 1l'équation g—é (t)=F(x(t))

X(o) =

3.6.2. Les hypothéses Hl' HZ' H3, H4 introduites dans le paragraphe 3.5
de la premiére partie assurent l'existence et 1l'unicité de x(t,xo) .

La proposition 3.5. et les corollaires 3.6. et 3.7. donnent,

sous ces mémes hypoth&ses une majoration de E(su[p _JHx - X(t,x )Hi)
- t&|0,T

pour 1 = 1 ou 2.

De plus, dans le cas de 1'hypothése 82’ on a effectivement

E(s ||xt - x(t.xo)ll) Ko

tefo, 1] ”“n||2
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ol 560 ne dépend que de T, Kl' Kyr Ko V- (cf démonstration de la propo-

sition 3.5.).

1) L} L
En appelant H1 ' H3, H4

et H

les hypothéses obtenues en prenant

K(u) = bu dans H, , H respectivement on obtient le méme résultat et

1 3 4
1'expression du 'J(O correspondant.

Les propriétés 5.1. et 5.2. donnent dans les mémes conditions

un majorant de E (Sup [la F (x)) - F&u,x) |D
v s T n(n u ( 'o)

3.6.3. - Notations

-2 =y mx) ¥¥e 2 = r o2(s) ds
(o)

- toutes les autres constantes intervenant sont définies dans la proposition

3.1, de cette 2é&me :partie.

Notons que les résultats restent valables pour le cas ol
2
o, 6,0 aXll kG +l1xl1)
n; 4
sap E (] x°|| ) <+t

n

4
3 [ 1z = xl1* W oan < 16 +l1el19

et plus généralement dans tous les cas oi les hypothéses 3.6.1. et les hypo-

théses du corollaire 3.6. sont satisfaites.

3.6.4. - Démonstration du corollaire 3.6.
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par applicaticn de la proposition 3.5. on a alors
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Nous allons préciser chacun des termes.
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ou *c-l-l est la constante de Lipschitz pour DF sur le domaine :

x: ||x|] sc+1}

K
& K o, éx (1+C) + Sup DF(X.) ) —C_
2 c+1 ”an”Z 1 te [0.1] oeex,) || [Ha,l12
1/2 o, -t
+ K sup _|la DF(X) « ~ - A(X)]]
o] te [o,T] n t n t
soit M, = Sup ||DF(X il
t€fo,T]
n
soit p, = M Sup Hu. (F (x})- F(x)) - B(x)”
' ﬁ|x||s et PR )

1/2 -1
+%K sup |la_ DF(X) a_ - A (X )]
o t‘[O T] n t n t

1/2 7
il R SRS MR LY
n

lz@c a+o+uqr, % G vxc)

%
" Mol

, n
dg = Sup E (| [an G (k) u: - H(x:)“)

t e [o,7]
< sup  |]a G (x) o ~HG ||+ 2x,@ +|xp]]) @
Fix]lsc+ Hx- x H>1
< Sup e G (x) a¥ - Hx) ||+ 2K, (240) —=
%] |sc+ HegSa ) o 2 [ag |12

II - 74

n oon
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H étant localement lipschitzienne, soit 11.3 sa constante de

Lipschitz sur le domaine : {x : |[x|]| s a }
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on en déduit la majoration :
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ce qui achéve la démonstration du corollaire.

3.7. - Corollaire

On suppose que la vitesse de convergence des coefficients est

1 a
au plus de 1l'ordre de +———— )j)que B _(x) = O et que ¢ = ——
Mo [T n 2 el
alors
o s ¥ € ) ~ 2L, v £ )| = o —eaioall
Sup Sup P(<L, V> < x) —P(<&, V> < x =O(—-—)
Lews XxX€E€M t ) t Han“
3.8. - Exemple

On considére un processus de branchement unidimensionnel avec

un nombre fini de transitions possibles, tel que F(x) = Alx, G(x) = ).zx

n_ %t n
alors, en posant X = 1
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-
on a : Fn(x) = F(x) = )\lx
A

6 () = 6 = 2«

n n n

a =/n

n .

B (x) =0 ¢ =2-

n " A

H(x) = G(x)

F et G sont lipschitziennes

pour simplifier, on va prendre Al =1
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et on a la majoration :



11 - 77

sup [PV 5 x P(stx) |
X
-T 2
2 A, e /o g
8 1 1/2 6T+ 4X T+1/2< 2 o
—_— 2 —_—————— ———
< [f_uz AT) e A,T+ log 8Ka * 8K
™ g n
e 1 24 1 8K a

3 -

a
—_—  + . — .
/r (0(2) T) 3/2 /; v /21!00 t 0(2)

a(T) dog /n O

n n

A

$(a(™ v b(m). i’/{—i—;

n

Revenons au cas général, c'est-a-dire au cas ol on ne suppose plus que

n n < ; ;
H (x,x+ T) = v (I') ; on peut encore étudier la vitesse de convergence

mais elle sera moins rapide.

Nous démontrons d'abord 1'analogue de la proposition 3.1.

3.8. - Proposition

On se place sous les mémes hypothéses que pour le théoréme 5

de la premiére partie et on suppose de plus que oz(t) vérifie :
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Démonstration
Elle est trés woisine de celle de la proposition 3.1.
On écrit :
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on a également 1' analogue du corollaire 3.6.

3.9. - Corollaire

On suppose de plus que DF H, B sont localement lipschitziennes

et que E Sup [|xn ”
(te[o,'r] s 7 ”2

alors |P (<£ R V:> < x) - P(<£, V> g x)l

8 n Ult n
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o
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Démonstration
Par application de la proposition 3.5. avec p"(e) = é“(e)
et q"(e) = O on obtient immédiatement le résultat.

Si on suppose que la vitesse de convergence des coefficients est de 1l'ordre
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Rappelons que Rt suit une loi (f(Ro, Zt) alors

= £ 'R suit une loi W ):;1 R, D)

plus P (<, it> < x) = P(< f-;_:l R, R > ¢ x)

définissant iz par :

déduit facilement du corollaire précédent une majoration pour :
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