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INTRODUCT I ON

Le travail ainsi présenté est une rédaction autenome d'un certain
nombre de résultats obtenus sur 1'intégrale stochastique et certaines applica-
tions aux équatiéns différentielles stochastiques par Monsieur Métivier et nous,
soit sépardment, soit en collaboration. 7

Quelques résultats ont &té déjia publiés ([lﬁ], []7], [l&l) et nous y
faisons références ; mais en ré8gle générale, nous apportons des améliorations
ou proposons des démonstrations nouvelles.

Dans le chapitre I, nous donnons une définition de 1'int&grale stochas-
tique basée sur la remarque que nous avons fait sur la nécessité d'avoir la possi-
bilité d'intégrer les processus faiblement mesurables 3 valeurs opéraféurs dans
le cadre de 1'intégrale de Kunita [11].

Dans le chapitre 1I, nous étudions certains cas d'é@quations d'évolution
stochastiques & partir des méthodes introduites notamment par Curtain~Falb [ﬁ]
et Bensoussan~Teman{?]-

L'appendice concerne quelques notions de la théorie générale des pro-

cessus de Meyer [19] et Dellacherie [6] qui sont utiles pour les chapitres I et II.

Je remercie vivement Monsieur Métivier sous la direction duquel ce

travail a été réalisé

Je remercie &galement Messieurs Geymonat, Jacod et Pellaumail pour
1'aide qu'ils m'ont apportée et pour avoir biem voulu faire partie du jury. Je
remercie aussi Mesdames Cherriaux, Lanneau et Mouezy pour le soin qu'elles ont

apporté & la dactylographie du manuscrit.

Une partie du travail a &té effectude alors que 1'auteur bénéficiait
d'une bourse du CNR (Consiglio Nazionale delie Recerche)} ; je remercie vivement
Messieurs Rigamonti, Rettore du Politecnico di Torino, et Buzano, Directeur de
1

1'Istituto Matematico, qui ont bien voulu autoriser le congé qui m'a permis

d'accomplir ce travail.






CHAPITRE T

UNE FORMULE D'ISOMETRIE ET EXTEMSICH DE L'INTEGRALE STOCHASTLQUE.

Sommaire.

Dans plusieurs travaux sur 1'intégrale stochastique, notamment dans

a1
[N

ont &

o]

[1], [3], ﬁd,‘ des intégrales du type f{bm 8 tes, B &tant un processus
de Wiener i valeurs dans un espace de Hilbert E et ¢ &tant un processus, & valeurs
dans l'espace &(E, F) des applications linéaires bornées de E davs 1'Hilbert ¥ et
faiblement mesurables.

L'espace % (I, [F) &tant, pour & et ¥ de dimension infinie, non sépara-
hle, f ¢d B n'est pas une intégrale au sens fort vomme dans 4}. Nousrdéveloppons
ici les détails d'une définition de [ $d M, (M étant une martingale du second
ordre dans ) qui généralise la définition classique au cas de la faible mesura-
bilité. L'existence de {s@d%ﬁ vient alors de 1'existence d'une semi-norme sur
l'espace des processus Tfaiblement mesurables telie que 1'application 4 ~> f<§dhd
soit une isométrie dans 1'espace de Frechet des martingales du second ordre dans

.

F, cette semi-uorme étant doennée par une formule explicite, 3 savoir
i 2 [ T . S ,
bl o = | ho @b ax (|-}, norme de Hilbert-Sichmide des
. A <

opérateurs).

On obtient ainsi un thioréme de convergence dominée pour la topologie

P 4

faihle des opérateurs et la caractérisation de 1l espace fermé des processus inté-

grables pour une martingale hilbertienne. (Ce probléme a été posé pary [Jo}),

Les références du chapitre sont indiquées au § 8.
La terminclogie est précisée dans 1'appendice ainsi que les hypothéses
la "base stochastique” (&, ¥, P, (F +}, Part R* -? 4w R = toof
sur la ase stochastigue” (Q,°3, P, ( t)téfR }. Partout R, =jo,+=l, R =0, ;

E, F, ¢ sont des espaces de Hilbert réels et séparables ; si u est un opérateur,

X . s
uw est 1'adjoint de w .



Signalons les suivants abus de langage :

~ le terme "martingale" signifie martingale de carré'de la norme intégrable,
continue 3 droite et pourvue de limites & gauche ('"d-continue') ; si la

martingale est gseulement de norme intégrable, nous dirons "martingale

intégrable” ;

- "processus continu" signifie : "presque slirement continu", etc...

< . P 2
Nous avons essayé de ne pas sortir du cadre de la théorie L de

1'intégrale stochastique



§ 1. Rappels sur les martingales hilbertiennes.

Soit [ un espace de Hilbert (réel et séparable} dont la norme sera
notée ll et le produit scalaire (.,.). W,(|JE) est 1'espace vectoriel des martin-

gales (pour la famille (’3 t) ) & valeurs dans E nulles pour t =0, (Le temps

tem*
+

im M par
+0 €

O n'est pas dans IR*, mais une martingale est d-continue, donc Mo=€1
définition et Mo est adapté pour ’30 =f2 ‘%’t ; les remarques analogues sont sous-
entendues dans la suite).Rappelons que Mh([E) est un espace de Frechet dénombra-
blement hilbertien pour les formes bilinéaires (M’N)t =IE(Mt , Nt) et que la con~
vergence d'une suite dans M(E) implique la convergence d'une sous-suite dans -
&2, uniformément en t < t, pour chaque t donné. L'espace %c(ﬂi) des martingales
continues est; fermé dans ML(E) . L'espace '"bb([E) des martingales bornées dans

‘;f,z (i.e. S\tlp E IMt{2 <+®) est dense dans Yb(E) . Démontrons ceci. Soit Me& M((E)
et soit (g ;) la famille naturelle de M, i savoir g/t = <:r(Mu ; u<t) UqQ,Q étant
la tribu des €léments de ‘:f triviaux pour [P. La famille (g’tz est continue & droite.

A .} , - n _
Soit M une famille de martingales bornées telles que Mt E [Mnl ”Hnl f.“}‘ %t*:] .

Alors, chaque M? est dans ’”Lb(fE) et MY —s M,

Pour tout M € M,(E) soient A et A respectivement, la mesure de Doleans
de la sous-martingale iM!z et le processus naturel de A. (cf. Appendice). Pour
P I . r - 21 = ey .
tout B x ]s,t] prévisible, ona : E | 1 B lMt Ms! 3 = A(B x]a,t]), ‘ fE[‘B‘siAt& an)]

et l‘application

1Bx]s,t] » “B(Mtl\u - BsAu))ue IR*

o)

est une isométrie de 1'espace %120‘:(&',_(.?, A) dans 1'espace Mb( E) , dont le pro-
longement 3 tout %lzoc 2st 1'intégrale stochastique ¢ ~—> fd»dM. Le symbole
t
fo ¢ dM dénotera la valeur de la martingale [ $dM au temps t. Pour tout t, on a
t +eo ] '

= Lia i ' r s
fo $ dM fo 4 Qx ]o,t] ¢‘d M. Soit T un temps d'arrgt ; le processus 1&10,,1.] est
prévisible et on montre facilement que les processus (MTAt) et f gl ]0’ ] d M sont

indistinguables, donc que MT est une martingale dans M,(E), bien que, en général,

Fer e

) {ioc est 1'espace asspcié aux semi-normes jﬂ*]mt]’?zv a



La mesure de Doleans A' de la martingale f PdM est ¢Z.A et son

+

;2
processus naturel A' est | ¢7 dA.

§ 2. Processus naturel d'une martingale hilbertienne.

Scient £, F deux espaces de Hilbert réels séparables. L'espace %O(IE,lF)
des opérateurs compacts de [E dans IF est un sous—espace fermé de 1'espace L(E,w)
doué de la norme uniforme et les &léments du type
N\

e, @f. : e ~ (e,e.,) E.

1 J 1 J
forment un sous—ensemble total dans %O(IE,!F), (ei), (ji) étant des bases ortho-
normées données de £ et F respectivement. Soilent Sgl(EE,EF) et gz(lﬁi,ﬁ}) respecti-
vement 1'espace des opérateurs de trace finiec et des opérateurs de Hilbert-Schmidt.

2 1
%2(&1,5}‘) est un espace de Hilbert pour la norme E!uiz = L ;u(ei)[z = Tr(u* o u) et

b

(ei % fj) est une base orthonormée.

Etant donné %Z(IE,{F) . %O(HE,EF) avec injection dense et continue, le
dual de £O(XE,EF) s'identifie avec un sous-espace de $Z(E,ﬁ’) et ce sous-espace
est (théor&me de Shatter) 1'espace %l(tﬁ:,ﬂ?) qui est donc un Banach pour 1; norme
ﬁull = sup {!T%(V* ﬂ‘u")‘ rved v} <1}, En plus, le dual de 31 s'identifie
avec L(E,IF) ; sur %(E, F), on a donc une topologie faible qui s"'idént/ifiéi
avec la topologie de la convergence faible des opérateurs, 3 savoir :

a) u >0 faiblement,
b) (un(x),y) ——> @ pour tout ¥ G.(L et y & IF,
c) sup 'Mukﬂ < + = et (un(ei), ej) — )
sont équivalentes (Hanh- Banach).
Les esgpaces ﬁl et é@z sont respectivement #quivalents aux produits

- ~ "
tensoriels [E ®] F et E®, IF, grice & 1'identification x @y ~— x ® y.



Nous allons démontrer 1'existence du processus croissant naturel de

I ~ .
M éM(E) ("croissant” au gsens de la positivité des éléments de [E @H E).

Définition 1.

On dit que <M> est le processus croissant naturel de M si < M > est

. . ., Crojigsan ~ )
prev151ble)}§ vaféurs dans [E GH {£, intégrable, d=-continu, nul pour t=o et tel que

MGDZ - <M>soit une martingale intégrable.

La définition 1 est justifiée par la remafyueyyu un tel processus est
bnfque cdr Unk martitipale prévisible dt de variation borndé est nulle La pro-
PPUFLEILE BUlvints montre 1'existence de (M) et précise’sa structure.

Proposition |.

I1 existe un processus prévisible C, 8 valeurs dans E éﬁ E, positif,
tel que Tr C = | J-presque partout et <M>= f C dA.

(C sera dit processus de covariance de M, ou bien covariance de M).

Démonstration :

Soit (Ei) una base orthonormée de £ et soit A(i,}) =l@ [A(ei4-ej) -
l(el —ej)], oli, pour tout x €, A(x) est la mesure prévisible de la martingale
réelle (M,x). Pour chaque couple ¢, §' d'éléments de & Q', %, %) on a
Jwe' @, =E[([van, e) ([ aM, ej)]. Pour tout ' €%°, on a :
lk(i,j) (r)! < (), &ohc la mesure X(i,}) est absolument continue pour. X ‘Aves
‘densité C(i,j) = dA{i,3)}/4) bornée en valeur absolue par 1. Pour A-presgue tout
(w,t) on a :

a) |C, 1] <t
b) C(i,j) = C(j,1)

) C(i,i) >0

Montrons d). Etant donné C(i,1) >0, il nous suffit de vérifier que powr

tout T dans $on a : f L I C{i,i) dr = | LN di. On a :
ri -



[ pci a=1 1 a6 =1e [ 1, a )] = [ 1, ax.
i i
Quitte & remplacer [C(i,j)] par une suite de densités A-équiuvalente,
on a : a)-d) pour tout (w,t). Seit C = I C(i,]) eier . C'est un processus

X,]
A - . >
34 valeurs dans lE®l [E, prévisible, 3 valeurs symétriques et positifs, tel que

"CI“_ = 1 pour tout (w,t). Définissons < M > = f: C, d A,. Le processus <M>
est prévisible (C et A &tant prévisibles), & valeurs dans E§1 E, cdntinu a
droite et pourvu de limites & gauche et tous ses sauts sont contenus dans des
sauts de A. On a

2

Mt -<M>t = i),:j (Mt’ei) (Mt’ej) - f € (1,3) dt] ei@ej .

D'aprés la définition de C(i,j), MQZ - <M > est une martingale intégra-

ble car eier [MGZ__ <M>] sont des martingales intégrables.

Remarquons que le processus < M > est unique ; autrement, la différence
entre deux processus naturels serait une martingale inté@grable & variation bornée

et prévisible, donc la martingale nulle.

De l'unicité de A on tire, &tant B<M>tul = Tr<M> , 1'égalité
Tr<M> = A, Le processus < M > &tant croissant au sens de la positivité dans

~ . R e
E G’ [E, sur chaque trajectoire T, <M> est la frontidre variation de <M>. Pour

2
tout processus réel tel que [ 47dM existe. on g :

<foams = ¢2'" 4 < ,',;"; }Qk‘ cdas [ EET

oll A' est le processus naturel associé a la martingale [ ¢ dM (dans 1" g
tion plus haut, on peut prendre A'(i,j) = ¢2 A(i,j) donc, on peut prendre C' =C,

étant A' = ¢2.A.).

Remarque :

La démonstration plus haut est une démonstration sur un exemple du
résulat suivant :
. .. A
Soit u une mesure positive A valeurs dans (E@1 £ ; alors p << '1‘: TR

la densité du/dTr y existe et Tr(du/dT:r u) =1 presque partout.



Proposition 2.

Soit ue H(E, F). Alors, < u(M) > = u®2< M >,

Démonstration :

"N A
Si u,v e &{E, F), u® v est 1'élément de B (E ®l E, IF ®l [F) défini

par u@ v @ x @y ~> u{x) ® viy).

® . .
Etant M 2_ < M > une martingale intégrable dans [E @2 E, le
® 2 @ 2 . N
processus u 2 (M® ~<M>) = (u(M)) - u® < M > est une martingale. D'aprés
1'unicité du processus naturel, on a : u®2 <M>=<uM) >

§ 3. Processus faiblement prévisibles.

Soient E, IF deux espaces de Hilbert réels et séparables et soit V un

espace de Banach, sous-espace de &H(E, F), tel que n.ﬂx(m, F) <K|.} v

Définition 2.

Un processus ¢ 3 valeurs dans ¥V est faiblement prévisible si pour tout

eelE et f el le processus réel (¢ e,f) est prévisible.

Pour toute mesure admissible X, &ioc R, £, X ; V) est 1'espace des

t .
processus faiblement prévisibles dans V tels que f " q;"%vdl <+ pour tout t.
o]

{On suppose v ——> Hv" v mesurable pour la topologie faible : c¢'est vrai, si ¥
est le dual d'un Banach séparable, par exemple si V = L (E, IF), ou bien si V est

séparable).

51 V est séparable, chaque processus dans Q.?LOC(\V) est la limite de

processus du type I (Pk v s avec xpk réel prévisible et v
k<n

K e V. Soit,Ml une

martingale dans Mb(E) de mesure prévisible ) et définissons :



I ¢, v, dM =
FERAEN

o

£ v, [y au
(n’k k

Quitte a remplacer (\pk) par une suite orthogonale pour A, on a

t t
2 2 2 2
® b dM <K 1 2 dd o= k b d>

(l‘{ ls:<n‘pk Yk RIF) T k<n BVkM%‘!” ’ .”l "k wkg% "

done 1'application ¢»N“~>f¢ dM se prolonge par densité et continuité en applica-
tion de q)"ioc (V) dans M(F) . Remarquons que cptte définition d'intégrale sto~
chastique n'est plus utilisable si ¥ n'est pa:égg':?;e(par exemple, gi VWV = E(E,w))
et que l'on a perdu, par rapport au cas réel, la propriéfé d'isométrie
E | £t v am]? = [ 4 axr.

Pour une définition convenable de [ ¢ dM dans le cas ¥V = z(E, ),

nous adopterons pour les processus ¢ & valeurs dans & (E, IF) la semi-norme

t
naturelle [E [E£ ¢ dﬂgé ]

Proposition 3.

Sont équivalentes :
a) ¢ est faiblement prévisible dans H(E, F) ;
b) pour tout e ¢ E, ¢ e est prévisible dansF
¢) il existe une suite:(ﬁz

que 1a suite n
Y =

Ok - de processus prévisibles réels telle

- ;1 o
A - (-8 @
hikcn mE @

converge vers ¢ faiblement pour tout (w,t) € 0' [(el)et(fl) stantined

bases orthonormées de [ et IF respectivement ] .

La démonstration est triviale, Remarquons que si

n
. [N . T
Hn Pe S L (e-,ei) e; et Hu I S r S (f,fk) fk alors Y Hn s ¢ o Hn .
i<k k<n

Proposition 4,

Soit M dans ",([E) et C sa covarianece. Pour tout t, 1'dpplication :



~-10~

Y
6~ (f e 622 ¢ dr)'2

Flly, . 2xone]

est une semi-norme sur l'espace des processus faiblement prévisibles i valeurs
dans $ (E,F). Si ¢n est une suite qui converge faiblement vers O, pour tout

r®2 . -
C est uniformément

(w,t), alors "¢n“n ¢ > 0 si et seulement si Tr ¢

intégrable pour A sur @ x ]o,t].

. s P 2 .
Remarque : Signalons des &critures &quivalentes de Tr ¢ C que 1l'on retrouve

e . ®2 N v »*®
dans la littérature. Etant donné (¢ C) =¢o°C°¢ , on a :
Vo s vl V1 * L.
Tr 682 C=Tr ¢o Cogdp =Tr ¢poC h ° (C 2) o ¢ , étant donné C auto-adjoint,

2

o & '\'1/20* r\,]22
d'od Tr ¢ “C=|C ¢ I%(rp,m) fooc 'sz(lE,ﬂ-‘")

Démonstration :

. n . .
Soit u une suite dans Sg(m,mj faiblement convergente vers u’. Alors,
. . n n. » 3 o o ¢
pour tout C de trace finie : u °Coe (u) est convergente vers u o Co (u ) pour

x2 ~lpn2 C
la trace ; donc Tr ¢ = C = "¢ o C 2"2 est un processus prévisible réel et H¢HM ¢
b

est bien définie. En plus, ”'HM ‘ vient d'une forme bilinéaire, donc est une semi-
b .

2

norme. Si ¢r --—> 0 faiblement, alors Tr &8 C ——> 0 et, d'aprés l'uniforme inté-

grabilité, 1¢%]

M, t > 0.

Proposition 5.

Soient A(M) et (M) respectivement 1'espace des processus faiblement

. finies et 1l'espace des éléments:

prévisibles dans é@(uz,m) de semi-normes M.t
. 3

f\, .
de A(M) de la forme n z G)fk . Alors, €(M) est dense dans A(M) et,

K< %k %n

si un des espaces [E, [F est de dimension finie, A(M) est complet.

Démonstration :

Soient (IL ), (1) respectivement les systémes de projecteurs associés

aux bases (ei), (fj). Soit ¢ e A(M) et ¢n = HA °¢ °Hn . Tout‘¢n est dans' e(M) :

étant Tr(¢'-¢n)®2C = Tr &820 - Tr(¢n)®20, on a : Tr(¢n)@2C 5_Tr(¢)®QC. En plus,



-zil..

n . N n
¢ est faiblement convergente vers d pour tout {(w,t), donc ¢ —> ¢ dans A(M).

f\_.l/
o n s N | A .
8i (4 ) est une suite de Cauchy pour A{M), alors (¢" oC ) est une

. 2 . - (D S . . e
suite de Cauchy dans &g;)t(h',mp,.k; oL, (I, F)) qui est un espace complet. Soit
LQL P
m‘ﬁ

o . n v R . ; n . - a1 /'2 ~
S =1mm ¢ °C 7. Quitte i rewplacer ¢ par une sous—-suite, on a : 3 o C —

- >

Ny "f' n

our presque tout {w.t). Pour (w,t) [ix&, ona : C "=LX (w,t) x.®x, , (x.,) étant
P : 4 i 1 1 1

une base orthonormée (qui dépend de (w,t)). Soit [ le projecteur

a > }Z(e,xi) Xt 1!{)\‘#0}. On a :
m’/ o1 ;
n Yho_owm Nlyz 2 .m_ m 2
o - (4] ‘, i = 3/ (u, - - «
[o7ec™ g ec Ty = Ay 167 - 47 elg

1
Y
Si E est de dimension finie, (il suffirait rang C “(w,t) <+=), ceci

implique que ¢n est de Cauchy dans LE,F). $i F est de dimension finie, ceci
. . n . .
LR+ ds :
implique que sgp H¢ g‘ﬁ(ﬂm,ﬁﬂ = ; dans les deux cas, 1l existe un processus
$ ¢ L(NE, F), tel que lim ¢n = ¢ o Il dans & (IE,F) faible. Or, ¢ oIl est prévisible

v E/') 4y !/2
et poJl oC " = ¢ = 5,

Remargues.
a) Dans le cas général, on peut caractériser la limite d'une suite de Cauchy
dans A(M) en termes d’opérateurs non bornés de E dans IF dont les domaines

fbl,l') .
contiennent € “(&) . cf. [16] et [18] .

n

b) On peut Enoncer la propriété de Cauchy de la facon suivante : Soit (¢ ) de

Cauchy pour A(M) et telle que sup ﬁ¢nﬁ g ~ < + o, Alors, la limite des
n :([E;ﬂ‘)

¢n est dans A(M).
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§ 4. Définition de 1'intégrale stochastique.

-
it élé . M) 7 e, & . Dlapre
Soit ¢ wun €lément de (M) : ¢ = : wh,k h<& £ prés
h,kgn
les propriét&s du processus naturel, on a

((M,eh) = eﬁz (M} = (M) eh,eh) < Tr{M) =4,

donc S‘ph,k d(M,ah) est bien défini. Dé&finissons

Jo daM = %

d(M,e, ) £,
h,ken b Tk

i
Uhk
et, si tous les termes sont bien définis,

- 3 3t (o .
Jé¢ dM . ;<n ehfﬁ fk ¥ wh,k daM)

Proposition 6.

L'application ¢ -z.»/pdM se prolonge en isométrie de A(M)

dans MU(F) .

Démonstration

(M) étant un sous-espace dense de A(M) et 1l'application
$ ~Z—>f¢dM Etant lindaire, il suffit de vérifier 1'énoncé pour un ¢ du
type ye, @ fk . D'aprés les propriétés du processus naturel, on a

"
< eh® fk dMy= [y d<eh® fk M)

)®2

= [y .o, & f C daA

h k
d'otd la proposition.
L'intégrale stochastique est donc définie par la formule

E

Propogition 7.

Soit ¢ faiblement continu & gauche, et uniformément borné dans
X (E,F) . Alors

fo & = lin ¥ ¢, , (M
o Kk Kignk



Démonstration :

Appliquer la propriété de convergence dominée dams A@M) .

§.5. La variation quadratique

Nous allons associer 3 chaque martingale M dans M(E) un proces-
A

sus & valeurs dans E @H E  qui jouera le r8le de "variation quadratique", &

savoir

. ® 2
M, =lim =, -M )

n k A = At

"fmite €tant prise dans le sens précisé plus bas., Bien que 1'existence de

la variation quadratique soit bien connue, nous reprenons ici les démonstrations
avec un systéme d'hypothéses qui permet de travailler partout avec la notion
d'intégrale stochastique que nous avons définie, i.e. la définition de type

2 . o e
£° pour les processus faiblement mesurables, Nous montrons que la variation
quadratique est 1ie & un processus "densité" de la méme fagon que le proces-

sus naturel est 11é & la covariance.

Définition 3.

Une martingale M e -M(E) est admissible (pour la variation quadra~

tique) si la suite }Mn!z , ol (Mn) est la suite des approximations dyadiguey

L Mk

O L
2

© uniformément intégrable pour la mesure admissible X  sur tout ©x ]o,t ].
Si la martingale M est admissible, etzzzzﬁTg?;n,. ®2 ¢ & anlz et MD o M«
dans E pour tout (w,t) , l'intégrale f(M,dM) est bien définie et
f(Mn,dM) + [(M,dM) au sens de la mBtrique de 1'espace deé martingales réelles.

[Qn pourrait aussi biem prendre comme condition d'admissibilité la condition

& . - . ‘
"rr(M°,.) %c uniformément intégrable" 1.
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La définition 3 n'a pour but que de préciser une terminologle commode
pour les &noncés qui vont suivre. Voici deux conditions suffisantes pour

1'admissibilité.

Proposition 8.

. 2 .
Pour tout t soit Ut = sup lMt[ . Si pour tout ¢t E(UtAt) < +

s<t
A étant le processus réel naturel de la martingale M , ou bien si
E(Uthtgz) < + o, alors M est admissible.

Démonstration.

On vérifie aisément que le processus U est croissant et continu
. n . .
32 gauche. Etant Ut > |[M| pour tout w,t,n, si U est intégrable pour A
| 4
.. . n . .
sur tout Q:x]o,tl , alors M est admissible. Soient U les approximations

n n+l

dyadiques de U . Etant o gU ¢ U , le processus U1Q><]o ﬁ] est inté-

. . ; n
grable si et seulement si (Beppo devi) on a sup U dA < + ©
a .fQX]o,q

D'aprés la définition de XA et de A on a

-

5 S 2 2 2
Jofo,g U =8 E(U My, IMk_Atle efu, Ix]%]
2t 2" 2"

n
et analoguement fQX]o,t] U dx < \E[UtAt .
Remarquons que les hypothéses

5) At est borné presque surement pour tout ¢t ;

b) |Mt| est borné presque surement pour tout t ,
impliquent que M est admissible.

L'inégalité de Doob

2 4
< M
E(U) < 16 E[M_|
donne la condition suffisante
4
c) E]Mt_! < 4+ © pour tout ¢t .
En utilisant la condition a) on peut montrer que chaque martingale

est "localement" admissible.
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Proposition 9.

Soit M & TVUE) et soit A le processus réel croissant naturel de M.

. . n - n .
I1 existe une suite (O ) de temps d'arrét telle que ¢ *t+ @ ot A , Soient bor-
o

nés, donc telle que les martingales arrétées M 0 soient admissibles.
o

Dironstration.

. -n n n, . . ~ .
Soit ={A <nl= ]O,T [; (T) &étant une suite de temps d'arrét crois-

. n -~ P
sante vers +®. Soit 0 le temps d'arrét défini par :

o™(w) = max { TN(w) ; TF@) < T™(w) }

0 . I n n

avec T° = O.-Etant donné 0 < T , ona A n <n. On a encore o AN+ % car
o
n .
l'ensemble () 0 (w) n'est pas.fini pour presque tout ¥ et est contenu dans 1'en-
n
semble (} TR w).
n

Définition 4.

Le processus [LMJ] réel, croissant, d-continu, adapté, intégrable,

est la variation quadratique réelle de la martingale M si pour tout temps

d'arrt 0 tel que la martingale arrétée M, soit admissible, on a

2 -—
Im_ |7=2 oft(Mo,dMO)+ [[M]]OM

Remargues H

a) la variation quadratique est évidemment unique

b) &tant données M_cr ]]0’0] =M l]o,GJ et dM = Ho,cj M, la



-16~

formule précédente peut s'écrire

M, 0ol ? = 2 rSaT ) + (0]

G/\t,l gANnt
¢) Soit (on) une suite croissante de temps d'arrét telle que
M gsoit admissible et M o >M¥ . Le processus

(o]

. g
N = 1lim sOfaM ) + M2 c
t Gﬂ

n

n
{ g:\o,cr 1}
est une martingale intégrable qu'on peut noter
t -
Nt IO(M,dM)

bieni que 1l'int8grale d droite ne soit pas définie dans le sens &2 .

Proposition 10.

Pour ﬁoute M €M(E) 1la variation quadratique [[Mj‘\ existe. Si
la martingale M est admissible on a pour tout ¢t
, 2,2
) 1lim E[sup |[[M]]s -, - =0 .
n sgt k T/\ 5 Yy As

2 2
8i M) est le processus réel naturel de la martingale M , le pro-

cessus (M) - ﬁ_‘Mj est une martingale intégrable dont les trajectoires

-

gsont & variation bornée., Si M est continu, (('M)) = [[M:D .

Démonstration :

Soit M sdmissible. Si (M") est la suite des approximatioiiidie-
diques de M on a '
w 12 t 2
M S =2 s (4%, +l)i 'Pﬁﬂ”l,\t_ﬂ.‘.‘..!
,n )0
d'oll; d'aprés la convergence de [(M",dM). vers [f(M,dM) dans (E) on a

Ot) et toutes les propriétés de [[_M:n .
Si M n'est pas admissible, soit (cn) une suite de temps d'arrét

- . +
telle que Mcn-—-)M et Mcn soit admissible (gvec cn < O‘n l)' . [[M:B est alors
défini localement. Soit Y®° 1la variation quadratique réelle de M n " Si
a

Jo,onj sur

ams 6" ona Y =Y sur Jo,0"] et [[M]] = lim Y"1
n
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U Jo,0"3 . Ailleurs {[MI} = ’Mtiz, . La variatien quadratique est intégrable
L ¢
car
- ERR Y T v v 12
E E@s t l'im MM@n AR LN e ﬁf}cnmoc} l E !Mci :

n
2 . s 2 '

Etant |Mt]” - 1D , ume martingale intégrable <\M)> - [{_}ﬂ} est une mar-

tingale intégrable 3 variation bornée sur chaque trajectoire. S5i M est con-

tinue, alors  [(M,dM) est continue, done {MP - [[M}] est continue, donc

oy =[] .

Pasgons & la version vectorielle de la variation quadratique. Pour
tout x,y¢E , soit xg y = —'2- (x® y + y® x) 1le produit tensdriel symétrique
de x et y . L'application j : e va(f f:.:;(*gﬁ f) est une isom@trie de E
dans Ff(E,E @2 E) , donc pour tout processus ¢ prévisible dans E , tel
que fs‘zx]o,tfj !‘HZE di ¢« + « , 1'intégrale stochastique [¢ é dM = j(d)dM

est bien définie dans M(E Q%,) E) . (11 suffirait fpx (Ed),sb}d}\ < +m),

Jo,t]

Définition 5.

~
Le processus EM] a valeurs dans £ ®‘ E , croissant au sens
. . I3 » -~ - . " - s -
de la positivité dans E @l £ , d~coutinu adapté, intégrable est la vari ation

quadratique de M si pour tout temps d'arr@t o tel que la martingale

soit admissible on a

®2 _, oAt - 2 .
M )T =2 M ®LM+LM]GAC.

Cette égalité est valable dans l'espace E @2 E dans le sens

t -3 oD - Ju . -

I‘;A M ® dM = fs M n® dMm 0 On verra plus bas qu'on peut interpréter
t o~ A o g’ A

t j’o M ® dM comme martingale intégrable dans 1'espace & ®l £ .

Proposgition 11.

Pour tout Me&M(E) la variation quadratique ' M]  existe et est
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unique. Si O est un temps d'arrgt tel que MU goit admissible on a pour

tout t
) , ‘ . 2.2 '
) linEoew |0, -T M4, ~-W )‘glfg =0 .
n sgt k- TAS oA
2 2"

Soit (M)} -fC d (\’«'{M)"\, le processus naturel de M . Alors le
processus (M) ~ [M] iest une martingale intégrablfz dans E @1 E de va-
riation bornée et, si M est continue, (M) = [M] .

La variation quadratique est de la forme [M:}» /o d E[M'ﬂ , ol

D est un processus bien mesurable et @‘Iﬂ = Tr [M] .

Jzmarque @ Nous n'avons pas &tudié le lien entre C et D .,
Démonstration.

” .
L'espace € @2 E  &tant un hilbert, la proposition se démontre
exactement comme dans le cas réel sauf que toutes ‘les propriétés sont inter-
» A
prétées dans 1'espace [E ®2 € . Il existe donc un processus unique [M] ,

4 valeurs dans € @2 & , croissant, adapté, intdgrable et tel que
22 t .- 5
@ 7 v
M 2/ M @dv+ L““t

ol 1'intégrale stochastique est une martingale intégrable. D'aprés la positi-
vité de [M} t on iR,

et 11T 8

EUIYHTJI,] =Tr E([M]}) = Trﬂmtz

5 : . g N
donc EM]:: est presque surement dans @i E et SfM® dM est une martingale

el
intégrable dans & ® {£ .
i
Soit (Hn) un systéme de projecteurs de £ . Alors H?z est un

”~ -~
élément de J(E ® E,EY® E) et

®2 ot - 82 . -
M M) " =27 T M & d(n M) + 1 (]

d'oli, d'aprés 1l'unicité, n?; ZI:M] = [_Hn M et
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Te[M] = lim T 127 [i] =eLin 270, ¥, T 0 .| 2

. - 2
= - 1;m 2 f Mo, dM) + M |7 = [[ij

[MJ 8tant croissant, un calcul analogue montre gue u}ij} est la fonction

variation de la mesure d[M] a valeurs dans & & € , donc que [M}

1
est d-continu pour la topologie de [E @1 £ , et que la densité D de la
mesure E [f.d {M7]] par rapport i la mesure E D’ d [[MY] existe,
c.q.f.d.

Etudions la structure de [f ¢ dM] . Pour tout u,v dans

LENF) , u® v est 1'élément de L (F @1 E, F &® F) tel que

1
U VvV :xX® y Zoulx) @ viy) .
[’«(] étant croissant, sa variation sur chaque trajectoire est
Tr Dﬂ et la variation de la mesure U est u =E[ /. d Tr ™ ]. Soit
D = dﬁ/dp‘ . (cf, la remarque aprés la propositicn 1). On a
t - -

[:Mlt = [, DdTr [M] , étant donné pour tout es

. ®e, Ml =e, ®@e, Tr [M]

e, ®e. (Ml=e ®@e D arr [M

et la variation quadratique de la martingale (M,ei) étant unique.,

Soit ¢ wun élément de A(M) . Nous &tudions la structure de
[ ¢ aM]. Pour tout wu,v dans F(E,F) , soit u® v 1'élément de
A

P (E QI E, E él E) défini pour tout x® y  par

u® v (x® y) = ulx) ® vly) .

Proposition 1l.

On a

[Fead =/ ¢®2 a ]

-

1'intégrale 3 droite &tant définie par

6% 4 M = f62 0D a1 [M]
ol ¢®2 D est un processus prévisible & valeurs dans ¥ @] F .
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Pour la démonstration noug faisons référence a DS] avec la
remarque qu'il suffit de déﬁxontrer 1'énoncé pour des ¢ fortement mesurables.
Signalons seulement un cas particulier dont on aura besoin dans la suite.
Pour tout ueX(E,F) on a

u®2(x ; y) = v’ (x) *;’ iy,
d'ol on montre

s _ s
&2 M@ aM= fuM)® d uM)
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§ 6. Formule de Ito. Cas continu

La -formule de Ito pour une martingale vectorielle continue est
bien connue. Nous reprenons ici les parties de la démonstration dans lesquelles
interviennent les notions de processus faiblement prévisible et de covariance

. ' . . ~ .
d'une martingale. Remarquons d'abord qu une fonction ne doit pas nécessai-~

Ko

rement &tre de classe pour avoir une formule de Ito. Soit par exemple

. - . . . 2
(Bt) un brownien réel et soit fn une suite de fonction de classe c(‘)
dont les dérivées f; et fg soient bornées uniformément. On a

Lt oon
S LB ds .

£

t o
fn(Bt) - fn(o) * o fn(Bs) d Bg *

Soit fg + f" partout et fn(a) + £(o) , £ &tant défini 3 partir de f£" .

On a

~r

st
‘o

! f”(BS) ds

I

£(B,) = £(o) + f o £'(R) dp_+

mais f" n'est pas nécessairement continue.

Dans le cas vectoriel avec dimension infinie, on peut démontrer
la formule de Tto trés faiblement sous des hypothéses qui n'impliquent pas
la dérivabilité deux fois au sens de Frechet. Voici les hypothéses les plus

maniables.

Définition 5.

Une application ¢ de E dans 1'Hilbert [ est réguliére (pourr
la formule de Ito) si pour tout x, y dans E on a
$C) = 6 = 6" (N Gmy) + 3 8" e+ R
ol |R(x,y)] = o(fx~y|2} et
a) ¢' 1+ E » L(E,F) est continue de E dans P(E,F) faible
b) ¢" + E > P (® é] E,F) est continue de ® dans & @F @l E,F)
faible

¢) ¢' et ¢" sont uniformément bornées en norme.
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Démontrons alors que si M est une martingale continue et si

(M) = sz d A on a pour toute fonction régulidre ¢ 1a formule de Ito.
= L I et n
¢M) =¢(o) + S 0T (M) dM v 5 [ ") C o d A

Tous les lemmes sont bien définis : ¢ est continue de E dans
F, ¢'"(M) est un processus faiblement prévisible et borné, ¢"(M)C est
prévisible et borné dans F . Soit M) 1a suite des approximations dyadi-
ques contenues & gauche de M . On a
for™ aMm -+ fo' (M) amM
donc un calcul classique montre que

pM) = d(0) + /410 W + Lim UY

e b
oii
n = ..!. " - ®2
Ut L 2 ¢ (Mk )(Mk+1 Mk ) -
k - At Y AL
2 2 2
La martingale M étant continue on a [M] = SC d A, d'od
s
2./ @am+ /Ecaa
t o )
et

®2 t s t
(Mt-Ms) = 2 fs(ur—ms) ® aM -+ fs ‘c dA.

Cette dernidre formula permet d'écrire Uz sous la forme

.54
n Zn n 3 | A TP
Ut-§¢n(Mk) . M-M") @ dM+—2-f°¢"(M)CdA .
— 4 = At
2n 2!1

Rappelons que 1'intégrale JS(M-M") ® dM est 1'intégrale du
s
\ - ‘ -
processus & valeurs dans X(E,E ‘3’2 E) défini par e ™ (M-Mn) ® e ; ce
processus est au fait 3 valeurs dans £(E,E @] E) et la formule de la varia-
s

tion quadratique montre que 1l'intégrale f:(M«Mn) ® dM est pour tout a

- - E l U
et b un élément de iﬁ@lﬁ

Soit (I[m) une suite compléte de projecteurs de E ; pour tout
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22 =
x dans E @1 E ona H:Z x + x douc, ¢"(Mk )nm étant 3 valeurs dans

N
RE B, E,F)
k+1 k+1
S—— At e
zn n 8 2n &2 m 8
¢"(Mk ) (M-M) @ dM = 1im (M, ) R M-M) & dM
k k T m
st moA At a
2 2 2 2
LSRN
. 2" P N n
= lim Lo ™5 oM™ aM
kK aer

ol on dénote par u® 1'élément de & (E, ¥ (E,F)) tel que us(x,y) = u(x® y),
u étant dans Y (E ®, E,F) .
On a donc
n_ ot eyl S o _L [T o
U, fo[¢ ] (MM)dM+2,r0¢(M)CdA
d'ol, si M est admissible,

., .n 1 .t
Lim U7 = 3 75 6"00 ¢ d A

n
et la formule de Ito. Il suffit encore de remarquer qu'il suffit de démontrer

la formule pour une suite de martingales arrétées (M n) .
T

La formule passe % la limite pour une classe de fonctions limites

de fonctions réguliéres au sens suivant.

Définition 6.

Une fonction ¢ est admissible (pour la formule de Ito) s'il .
existe une suite ¢n de fonctions réguliéres telles que @n(x) > ¢(x)
pour tout x dans E et si les suites (¢n)' et (¢n)” sont convergentes
vers ¢' et ¢" dans le sens

{[(d)n)' - '] (M)}®2 C O dans &A;ocr Q" Pr; F® 1)

@MD" M) C > ¢"(M) C dans :E;DCJF faible .

En fait, 1la premiére condition implique 1'existence de [d'(M) dM et

F™ M) dM + foT(M) aM ;
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1a deuxiéme implique 1'existence de Jf¢"(M) C d A et

SEeMT  caas semen cda

pour tout ¢t .
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§ 7. Intégration par parties

Proposition 12.

Soit ¢ wune application de §' x Ea,ﬁ] (a,b réels) dans Y (E,F)
faiblement mesurable pour la tribu produit 5® Borel [A,B] et uniformément
bornée en norme de i;(E,F) . Pour tout t 1'application u ft;fg ¢S(u)dMs

.2, . . b
est mesurable de [é,ﬁ] dans 2£W(§t) et 1'applicdtion «u,t)qﬂ;fa ¢t0u,u)du
est un processus faiblement prévisible et uniformément borné dans & (E,F) .
En plus on a 1'égalité

PPUte w am) au=riG e ) du) an

Démonstration.

Si ¢ est fortement mesurable, c'est le théoréme de Fubini pour
1'intégrale vecsorielle (%) . Autrement on approche ¢ par ¢ o Hn ,
(Hn) étant un systéme de projecteurs de £ . L'uniforme majoration permet

de passer 3 la limitg , c.q.f.d.

Signalons le cas particulier suivant. Spit X un processus faible-
ment prévisible dans F(E,F) et appliquons la formule de Fubini 2

dglasu) = 1 (u) X, W) . §5i X est uniformément borné, on a

do,s]
[oln X, dw & ¥ = (ff X, dwM, - [0 K, K do

Proposition 13.

Seit V un processus de la forme Vt = v + f; Au du , A étant
un processus faiblement prévisible dans éHE,F) . Supposons V intégrable
pour M . Alors on a

t t
SV dM =V M - [ A M du

Démonstration.

. n t .n - n . P
Soit Vt = v + fo Au du , ot A" est une suite de processus bornés

() On démontre le théorgme de Fubini pour un produit de deux mesures vectorielles
dont 1'une & variation bornée.



[*ad
i

[aWi

. ) R .
dans < (FE,¥) telle que A - A dans pour teut w . On a

et tous les termes passent & la limite.

lemargue o
i ey v vt
Dans le chanitre 2 nous utiliserons plusieurs variantes de la
formzle d'intégration par parties gue nous démontrerons ©as par cas.
La démonstration de la formule plus générale nécessite de la
définition de 1'intégrale stochastique pour des martingales a valeurs dans
.

un Banach et de la formule de Ito pour M discontinue' Nous ne développons

pas ces notions.
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§ 8. Commentaires bibliographiques

La construction de 1'intégrale stochastique gue nous avons donmnée
reprend la définition de mesure stochastique vectorielle de [14] , [15] , [20]
et généralise la notion d'intégrale stochastique faible donnéde pour le cas
brownien par Dﬂ et Eﬂ . La généralisation au cas des martingales locales
et des processus i valeurs opérateurs non-continus est faite dans [16] et
[18] .

La notion de Variastion quadratique a &té définie dans [14] pour
le cas vectoriel ; les conditions d'admissibilité (proposition 4) sont dues i
M. Métivier.

La formule de Ito pour une martingale hilbertienne se trouve dans

[10] et [14] ; pour le cas non-continu, qui n'est pas traité ici, voir {3] .
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SOMMAIRE.

La construction de 1'iatéprale stochastique développée au chapitre |

est motivée, entre autres, par la remarque suivante. Soit A un opérateur non bor-

né dans un espace de Hilbert ¥ et soit B le semi-groupe pénéré par & ; autrement

“

1

dit supposons que Kt X soit la solution unique de 1'équation dy/ds = Ay de condi-

tion initiale x. On sait que la solution du probléme non howogéne dy/ds = Ay + f

. . . . ) . 1 - o .
peut, dans certains cas, otre dcrite sous la forme Rr o+ Rt ui(u)du. Consi-
) )

dérons un probléme stochasticue avalogue :

5] dY_ = AY_ ds + M,

M étant une martingale. Cn se demande si 1a solutlon est de ia forme
> t M . [ - N .
ht x + Rt*u dmu et dans guel sens est prise l'integrale stochastique. En gé-
o
néral le processus {(indépendant de «) ® n'est pas fortement mesurable en tant
4Ry |

gu'applicaticn de R dans JZ(%% Gy . Dlaprés la construction du chapitre I, le

e

t ., . s . -
processus f Rt"u dM est bien défini si t-— R _ est faiblement mesurable et

s f Tr R%?ﬂ C di{s) <« +o pour tout t.
%] 0, t] .

Dang le cas oli M est un processus de Wiener le probléme (¥) a été
- . it r . . . . s o
étudié notamment par [5] et (4;. Dans le cas général nous faisons référence a
5183. Au paragraphbe | nous étudions le problénme (¥} en définissant une notion

de solution au sens fort ; autrement dit on demande que AY seit défini pour tout

on o A est un

[N

(w,t). Au paragraphe 2 nous &étudions un cas d'équation d'évolut
z . CE LR 1. T {na” . 23
opérateur non linéaire ; en utilisant les méthodes de [2] et L22] nous nous in

téressons 4 1'existence de la sclution et aux propriétés de continuité des tra-



jectoires. Le résultat est le méme que dans [12] sauf que la méthade d'approxi-
mation n'est pas la méme.

Les méthodes et les résultats du paragraphe 2 s'appliquent en parti-
culier aux équations linéaires considirées dans [1].

Rappelons les abus de langage :

- "martingale" sous entend 1'intégrabilité du carré de la norme ;

- autrement on dira "martingale intégrable'.



§ t. Le cas linéaire.

i.1 Hypothéses générales. Probléme.

Sont données une martingale M dans 1'espace de Hilbert H (de norme
{.1 et produit scalaire (.,.)) et un opérateur A sur H de domaine D.

Nous supposons A fermé ; D est alors doude dela norme associe au
produit scalaire (x,y)D = (x,y) + (Ax,Ay), un espace de Hilbert tel que 1l'injec-
" tion D =™+ H est continue.

Nous associons & A et M 1'équation d'évolution stochastique.

(1.1) dYt=AYtdt+th,Of_tf_to.

Définition 1.

Soit £ une variable aléatoire & valeurs dans H, 3g~mesurab1e.
Un processus Y & valeurs dans H est une solution de 1l'&quation (1.1) de condi-~
tion initiale £ si AX est défini presque partout pour la mesure d P x dt et

si presque silirement
t
(1.2) Y =6+ [Fae du+n
0

pour tout 0 < t < to .

Le probléme étant lipéaire, nous supposerons dans la suite £ = 0,

5

Remarquons que }a sotution Y est, d'aprds 1'égalité (u}; d«cmmﬁe f&t #pot:

nue si M est continue). D'autre part, 8if¥fest un processus tel que 1'%n #te

1'égalité (1.2) pour presque tout t, alors le processus

L

; o
(1.3) Y =g+ g A §u du + M,

. n,
est d-continu et Y = Y presque partout pour la mesure dP @ du, donc on a (1.2)

pour tout t,

Supposons que A soit générateur infinitésimal d'un semi-groupe forte-

ment continu dans H. Autrement dit : il existe une famille (Rt)t>o d'opérateur
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borné de HH dans i telle que R = I, R“s =R, 0 R , pour tout h & 1'application
-

¢ s Rt h est continue de [b,toj dans H et pour tout d € D on a
t s
(1.4) R, d=d+ [TAoR ddu
o

1'application u = A ¢ R“1 étant continue de jO,to'j dang . On sait (cf. tg ])

1 oot Ao R _d=R A d ] tden t 0
que 0;:2‘:0 “Rt”&(ﬂi, ) <+ e o R p ©Ad pour tout ¢ et > 0,
d'od

2 2 2 ;
[IRtH“&@, oy = sup (R 4]+ Jaor al® s fldffy <13
; 2 (2
(1.5) = sup {{R, d|” + [k, oA d]" Ndll < 1}
| 2
et sup HR H < + =,
ost<t_ t'{o, ) -

Si M est une martingale dans 'WH‘.D), le processus (indépendant de w)

Rt— 1]0 t] est alors intégrable pour M et on a le théoréme d'existence suivant @
» 13

Proposition .

Soit M une martingale dans l7'72/(1)). Pour toute £ dans L;(Q, 3},, P)

l'é'quatiqn'('!.‘{l}j B goe dolution unique 4 valeurs dans # et ﬁ'mn&m;

pour tout t par la formule

r
(1.6) Y= R £+ £ R, dM.

8i ¢e ié, alors IE!Yt]Z < + « pour tout t.

Démonstration.

L'unicité résulte de 1l'unicité de la solution du probléme homogéne

associé.

Soit Qt = jt R _, d M. R &tant borné uniformément dans @,
o
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on a sup E”Yt”12)<+°°, et

t<t
-0
N t \
(1.7) AY, = [AoR_ dM.
Q
Etant donné& R = 1+ ftAoR du sur®, on a
t~u u 8-u
W t t
(1.8) Y= [F @+ [FaoRr_ ds)dM.

o u

La fonction A o R est bornée dans S‘( O, 0), donc,

s-u 1{u<s_<_t)

d'aprés la formule de Fubini,

a t t
(1.9) Yo=M + [ C [ AoRr_ ) ds.
[0} (o]
De (1.7)
v t N
(1.10) ¥, = £ AY_ ds+ M

[“ - 3 - - . . 3 13
et Y est la solution cherchée. D'aprés la linéarité la solution de condition

initiale_g egt hien {}.6},

En analysant la démonstration donnée on s'apergoit que l'on peut
considérablement affaiblir les hypothé&ses. Au fait les deux points essentiels

sont (1.3) et la formule de Fubini.

bisons fi formate de Pubini dans le cas ¢'opérateurs non-bprafs.

Goit M dne martingale dans WD et soit $ une application dé
Lo,to] % [Q, tol a valeurs opérateurs bornés ou pas de H dans D.
Nous ¢irons que j,;(,s) dM est bien définie pour tout s si ¢e 2(s) C existe
(i.e. si le domaine de ¢ﬁ 2(8,) contient, pour tout s, le rang de (w,u)™ Cu(m),
et 8d i} axiste une suite (ﬂa) de prpjecteurs telle que

Trlé(s)or - #(s) P2 ¢ dh —=— 0
Qx]o’t-ol n

pour teut s, é{e) o “n étant un &léwment de i,aﬂ, P). Si f ¢ dM est bien définie,
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la suite de martingales dans Wﬂﬂb) donnée par [¢ o ™ dM est convergente vers

un élément définissant [¢ aM.

Proposition 2.

Soit Me YHM) et ¢ (o) telle que s f ¢(s) dM soit bien défini.

Si
t @2
j ° J’Qx]O t ] Tr ¢ (s) Cdrxds « + =
o 19t

alors 1'application

(1.11) s~ [* 3(s) am
o

est intégrable pour la mesure de Lebesgue et & valeurs dans'yQﬂD) et I'applica-

tion
(1.12) ¥(E) = (wyu) e [T $(s) ds
[o]

est telle que
J ¥ty av

et bien définie pour tout t.

En plus on a
L

t t
(1:13) wWey = [0 [° ols) D) ds

& o o

Démonstration.

e @2 )
L'application § ~ve—>r [$(si] C est mesurable de {p,t&] dans
A (0 x [D,tcj,A ; DO, D) et donc (1.12) est bien défini par
¥(s) = lim f¢ o ﬂn~dM, mesurable et borné de B),t;] dans . ), d'od (i.13).

L'égalité (1.13) se déduit alors de la proposition 12 du chapitre | par projec-

. 2 = &2 . ®2
tion et troncature, étant donné (¢ o nn) C s{ﬁi¢ “nlg < n} ¢ C

——

1 A
dans 5> 0 x o,t ], r®@ds ; D ®, D
]
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S$i on reprend alors mot par mot la démonstration de la propostion |

dans le cadre de la proposition 2 on a le résultat suivant.

Proposition 3.

Soit Me:’ﬂ&an) et (Rt)L‘O tel que (en tant que famille d'opérateurs
non bornée de i dans D) 1l'on ait
t t

Q o]
(1.14) i’ (f Tr R__)

ot F(u) = E |M |2
u

Alors (1.6) est la sclution unique de 1'8quation {l.1) de condition

initiale ¢ € é&"(n, ‘30,¢P;I_D). $1 en plus CRt([H)C O pour tout t > O, on peut pren—

dre £ dans $&°(Q, 3O,P;H).

Démonstration.
I1 suffit de remarquer que dF = d)\ pour tout "processus' indépendant

de w.

§ 2. Le-cas non~linéalre monotone.

2.1 Position.du probléme.

Rappelons quelques résultats d'analyse fonctionnelle (pour les dé-

monstrations cf. [3 ] et 0zl ).

Soit H un espace de Hilbert réel séparable, dont la norme sera notée
. . LY . . . Y
et le produit scalaire (.,.). Soit A une application. de ¥ son domaine gJ\AXjH

.

dans M.

Définition 1.

o . ) ) "
A est un opératedr momotone si pour tout x, y dans le domaine D) on a

(2.1) (Ax - Xy, x~y) > 0.
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On montre que la condition (2.1) est équivalente & la condition

e, ~ B A 3 »
{2.2) pour tout x,ye;g)(A) et L » 0, fx-yi < !(X+A Ax)y = (y+> Ay)i,

"'l

Autrement dit, pour tout opérateur monotone A et tout A > 0
' I3 . - .’\"> . . tr -
1'application (I + X A) est une bijection dont 1'inverse est une contraction
s ; ] , . : ~1 . .
(en général non stricte) dans H. L'application Joo= (I + A4A) est dite résol-

'\; .
vante de A. Op a le cas plus utile quand J, est définie sur tout H.

Définition 2.

f\‘ . . B . *
A monotone est maximal si (I + AA) est une surjection sur H pour

tout x > 0.
Dans la suite A est touiours un opérateur maximal monotone.
. g ’ . - . N
Soit AA =Aod, =5 (L~1J) 1'approximation de Yoshida  de A.

On montre que, pour tout i, A, est maximal mcnotone. de domaine H et lipschitzien

A

de param@tre 1/X,

Donnons 1'exemple d'opérateur maximal monotone avec lequel on tra-

vaillera. Soit ¥ un espace de Banach réel, réflexif, séparable, dont la norme

sera notée ||. ||, tel que W C M, 1'injection dtant continue et ¥V &étant dense
dans H. On identifie M et son dual ; alors le dual W' de ¥V s'identifie avec un
sur-espace de H, 1'injection de  dans W' &étant continue et {1 étant dense dans

V'. On notera || H* la norme de W' et <.,.> la dualité entre W' et ¥. Pour

tout ve ¥V et hel on a <h,v> = (h,v).

Soit A un opérateur de W dans ¥' tel que
(2.3) A est continu de ¥ fort dans V' faible ,

e fx]| 7",

ia

(2.4)  pour tout xeUW, “AX[L
(2.5) pour tout xeW, <Ax,x> > o uxfip,

(2.6) pour tout x, yeV, <Ax-Ay, x~y> > O,

p €tant un réel > 2, a et c ‘tant des réels positifs.



._.3 6~

fm oontre que la cenditiom £2.3) est équivalente, s €2.5) ot (£.9)
sont vérifides, & la condition d'hémicontinuité et que (I +) A) est une surjec-
. ' . v ; . . P u
tion de W sur ¥'. Si A est la resiriction de 4 & 1l espace {x : Ax € (H}, A est
maximale monotcene.
Dans la suite A viérifie {2.3) - (Z.6) ¢v nous n'écrirons plus la

tilde : par exemple A, signie A = A o J,+ Sous les hypothéses (2.3) - (2.6)
A

A

on étudie dans [2] et @2] 1'existence des scolutions des Bquations du type

- ‘O“ t A ¥ @
(2.7) Y, =Y g AY, ds v M,

oli M est un processus 4 valeurs dans H satisfaisant des hypothé&ses convenables.

Ici nous étudions 1'éguation (2.7) sous 1'hypothése que M soit une
martingale dans 77UL@H), par une méthode d'approximation "de Yoshida". Nous nous
intéressons surtout aux propriétés des trajectoires du processus Y. Le résul-
tat est énoncé plus bas. Remarquons que les m@mes méthodes s'appliquent, en
particulier, au cas ot H est de dimension finic, donnant lieu @ un théoréme
d'existence des solutions des &quations de 1to sans hypoth&ses de Lipschitz.

. . PR - . -
Dans [éZj et [éj] on travaille aussi le ecas ol A dépend du temps. Nous n'étu-

dierons pas ce cas.

.

Définition 3.

Soient M une martingale dans 7L(H), A un opérateur vérifiant (2.3) -
(2.6), y, up €lément de {H. Un processus Y est une solution de 1'équation

dY = =AY ds + dM , t < ¢

O
(2.8)
Yaz yf}
si pour presque tout w
r . - - t
(2.9) ¥ () =y £ AY (w) ds + M (w) ,t<t,
)

- -y - : 1
A Ys(w) étant, presque partout, un élément de (ﬁé(o,to;ds).
v’

(%) AY est prise dans le sens suivant : 1 ensemble Q={(w,t) : Yt(m)$YY} ast
bien-mesurable et de mesure nulle pour d P & ds. Alors
AY = A(Y) sur QL et = 0 sur Q.
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2.2 Existence et unicité.

L'idée est d'approchersY, solution de (2.8), par une suite (Yl} de

solutions des équations dYA = - AA YA ds + dM, 3 savoir :
A & A
. = - M R
(2.10) Yt Yo éf A/\ Ys ds “t

Ax étant lipschitsienne de B dans H, 1'existence de (YA) est donnée par le

lemme suivant.

Proposition 1.

Soit ¢ : H —— (M telle que
(2.11) pour tout x, yel |¢(x) - (| < K!x-y}‘
I1 existe un processus Y 3 valeurs dans M, adapté, d-continu, dans

ﬁoc(d P ®dt ; M) (*), unique tel que, pour tout y_  donné dans M,
(2.12) Y o=y + [0 (Y ds + M
' t - Yo 5 ¥i'g t

En plus Y vérifie

@13y |y P = fy P ez [ e e 2 gt (6(¥),¥ )ds +1r [M]
[0}

ot 1l'intégrale stochastique est la martingale intégrable définie par
tho t
i = \ v ' a
£ (Ys_ ,dbs) £ (YS_ . dMoAs) pour tout temps d'arrdt o tel que

la martingale arr8tée'M soit telle que | sup ]MGA |
7x]0, t] s<u s
; > 8tant la mesure de:Doléans de M.

2 .
drlu) < *mey

Pour les notions lifes & 1'intégrabilité de --sup IM , cf.

]2
oAs'

s<u
chapitre 1, § 5.

]
¢) a savoir |“ d P ® du < + @ pour tout t.

Y
ado,t] "
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Démonstration.

Soit (Yk) la suite des itérées définies pour tout t <t par

0
4 = + }
T, =y, * M

(2.14)

kel _ t ky
Y, oyo+£ ¢(¥) ds + M .

Chaque Yk est adapté et d~continu. D'aprés 1'hypothése (2.11) on

peut supposer |¢(x )] < R(1 + [xl) pour tout x € H, d'ol

(2.15) ¥ - ¥°] <k [ 4 M dde <K, (0 +sup M ])
: t<t
[o]

Pour tout k >1lona

k+1

(2.16) - ok Y- AT s

et d'aprés (2.15) et 1'inégalité maximale de Doob

Kt )*

ket PR F NI Y B Y
O

K
(2.17) |y -1
f2 e o as;m)

La suite (Yk) est une suite de Cauchy dans

2 . .
io o x [Q,to] 32, dP ®ds ; H) = ;ﬁ% ®). Soit ¥ un processus bien~
Q
mesurable tel que T — ¥ dans 56‘2 1) et soit Y,
o

t
y, * | ¢(§S)ds + M
o
. Ny
Le processgus ¥ est adapté et d-fcontinu, et, &tant Y = Y pour presque tout

(w,t), Y est la solution sur [(),to-_] de 1'équation (2,12),

Comme la méme démonstration marche pour une condition initiale
2 .
dans i—» (%, '30,P; #), on peut prolonger la solution pour tout t > O.
. 2
Soit Ut = sup {MJ et supposons fo](),t] UdA +« pour tout t. La mar-

s<t
tingale M est alors admissible (cf. chapitre 1, § 5) et

@ M )2 = 2 * onan) + e B,
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D'autre part, étant domnné

— t g -
(2.19) Yo.=y, ¢+ é{ $(¥_ ) ds + M
on a

2 2 2., fF v 12 -2
(2.20) l¥,. 1" < 3y |7+ 6t K £ (1 + UU“[ dydu + 3 M |

donc ils existent deux constantes Cl(to), Cz(to) telles que

2 .
(2.21) Y -I" <, ed +C kU, £t

et le processus Yr- = Y est intégrable pour la martingale M.

D'aprés la formule d'intégration par parties et (2.8) on a

2 [* @, =2 [° (v, + [% 4D du, au) +
[o] 0 0

s2 [P, a =

(2.20) e
=2 (Y, - M, M) -2 £‘ (b(Y), M) ds +
s M % - 1 [M]
N ot
d'ol
2 . 2 -2
1 1 =y, = % e ] e 2 o om0 w
2 t v et : '
- lyof + 2.!)‘ ($(Y ), ¥ M )ds + 2 { (6(¥),M)) ds +
(2.21)

s2 [P, an o+ oTe o, -
0

2 t - t
= |y |+ 2 £ (Y, d) + 2 £ (4(¥),¥) ds + Tr [M] .
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Si M est générique dans TN@E), il existe ung suite de temps ?’arrét

n .
(0"} croissante et telle que

n

2.22) (v [P= ]y 0% e 2 S, ama + 2 1€ M), Y 0ds + Te[M]

n o) [a) -’ 8 8 n
tTAt o o o

(m€me démonstration que pluas haut ; la suite (0“} est définie au § 5 du chapi-

tre 1) ; le processus N défini localement est tel que N a = 2 ft(Y-,dM n)‘

o At o o
est intégrable et donc une martingale intégrable. M

Reprenons 1'é&tude de 1'équation dY = - AY ds + dM_. Soient
(YA) les solutions des équations

dYA = --AA Yi ds + dMS
(2.23)

D'aprés la définition de AA e la propriété (2.5) (dite "coercivit@")

on a, pour tout ye€{,

4 : 2

(A, ¥,9) = (A, y, I, y) + A {A v
(2.24)
) 2
> Ala, yl® walla, vl P
de (2.13) on tire

ff*xft ' ’f" ds + a f 9, 1f[pds<

(2.25)
2 t ,
Shylm vz (¥, ) + e [, -
Le terme 3 droite &tant une scus—martingale positive, on a
t t :
2 .
'/sup E{Yﬁlz + 2B [ O'AA Yzl ds + o ® [ ° I, Y;“ Pds ¢
tit [0} o
(2.26) 4




4]

et
) © 2 2
(2.27) Plsup [Y.|2el <~ {Sy-(}! + mt 1}
t<t o]
-0
Considérons les espaces réflexifs
- @) - BP@x0,e ], 2, dP@ds ;W
' 2
-£E21’ %(9;3,@ ;m)
! p' ‘ 1 '
-G - B @x 0], drB®as ;U
(1/p + 1/p') = 1).
La majoration (2.26) et
t 1 v t
o Aap P o Ayp
(2.28) E { lia, YSH* ds < ¢ E ({ HJA_YSH ds

impliquent 1l'existence d'uné suite ‘(Ak) telle que A‘k\j 0 et (en posan‘f

A
Y k, Yk etc,)

Yt converge dans bgé faible ;
o]

(2.29) Iy ¥ converge dans :f;p(é;ﬁi) faible vers Y ;

k t
A, Y converge dans ;@ {g:v') faible vers X .

,Par dé‘ﬂ‘iﬁiiiaﬂf’ﬂe, -AR,;,(m ax—k = Ak Ak ™ 4 Jk Yk, et d'aprés (2.2%)

= S [oie 1,2 4.0 ©ds 0 Laible.
megahte (2.24) dit que f— Ay ™ est bornée dans g(@:ﬁ) donc

Ak Ak Yk ~—> 0 dans g@ (&%m) fort et Yk — Y dans o(k?(‘z;ﬂl) faible.

Soit
L.t .
(2.30) Y o=y [T x, du+n ;

o}
Q

Y est un processus adapté et d-continu dans §¥'.
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I1 nous reste # démontrer que X = AY sauf sur un ensemble de mesure

nulle pour 4 P ® ds.

VOna

K t k
(2.31) Y, - Y, { (x, A}_&Yu) du

Etant donné Yk ——- % dans %2‘(?,;0{) faible et Ak Yk — X dans
1 K ]
%" (Z;w') faible, on a ft (xu - Ak Y:) du ~— 0 dans Sgp (&W') faible
)
d'olt ¥ = Yt sur un ensemble de mesure nulle pour d P ® ds.

Analdguement on montre que Yt —— Yﬁ dans ;Z; faible.
o o '

Proposition 2.

t
Soit Me'rn'aﬂ) est telle que E f © HMuI [P du < 4o ,
¢}

Supposons M. localement _bornée' dans W. Alors Y - M est continu dans {H et

» 2 t 2
(2.32) ey |° = |y |- 28 £ <x ¥ du +EM ]

Sous les m€mes hypothéses ona x = AY et

k
8

>ds= B [° <AY., Y > ds

t
(2.32 bis) lim B [° <A ¥, ¥
. (8]

Démonstration.

cations aux équations stochastiques), que nous utiliserons ‘sous’¥a'¥ofd
vante

i
soit £'e ¥ ([0,t.],ds;0") et £(t) = £(0) + [* £'(s) ds ,
- t H °
Si £(0)eM et [ °li£(a)||P ds < + = , alors f est continue de E),toj
o ‘ '
dans H et

lre) 2= [£@)]2 +2 % < £'(s),8(s)> ds .
[+}
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Nous appliquons ce résultat & chaque trajectoire du processus Y - M.

Alors Y = M est continu dans H, ¥ est d-continu, tous ces sauts &tant de

de M et
2 2 t
(2.33) le, - Mtl = 1yol -2 Ky ¥, - My du
(o]
t
ol g€ [° §<xu, T - 1~>_xu>§ du < + o=,
0o
On a encore
2 2 £ 2
€lv, |® = ’)’QI ~2E £ X, Y,> du HE!Mt] + R(t)
(2.34)

" t
R(E) = 2E(Y, - M, M) +E f

<X, Mu> du
: 1)

Pour toute martingale M' bornée dans ¥ on a, si Vt = Yt - Mt et

(L‘i)’ est un découplage de £0,t0]

1y . - 1 -
EV,,M) = i ® (vtn Vi e M)
kK k-1 %%
(2.35)
= t - 1 -
i £ xXy» : M*n 1]9’ (u) du
“k k~1

n >
oty ]

La martingsle M' étant d-continue dans M et bornée dans ¥V, et donc

e . 3 droite de (2.35) est &gal A
& (j; o M Taa

Soit (S;) une suite de temps d'arrdt croissante vers +=» et telle

que MS soit uniformément bornée dans V. On a :
n
BV M, ) =B ft <x,» M > du
t? S _At Xy* 7S pu
n o n
(2.36)

t
= E < > du + E(V_ 1 M )
£ Xu' Ty ﬁ_]o,sn] t {5 st}, 7s At

et, étant domné V €£é, M —r M _ dans £2, <y M e(&i(o,t ;ds) on a R(t)=0,
t SnAt t H 0.



Démontrons ¥ = AY. Nous utiliserons seulement 1'égalité (dite "de

1'énergie') (2.32).

Etant donné Yltc — Yt dans £§ faible, on a

o] O
(2.37) lin inf BIY° |2 sEly, |}
e t
k o o
ét de (2.32) on tire
t
o . - - 2 2 2
2E [0 ¥ dus= £ |y [Tyt s ey |
) o o
(3.38) t
> limsup { 2E [ ° (A Y5, ¥ ds }
" Kk s’ s
Q
D'aprés un caltul classique, en utilisant 1'inégalité
k k k
(3.39) A TS, T 2 <A VST YO

on montre que pour tout x & HF (W) on a
to
{E f <x = AXS, YS-XS> ds >
o 8
(3.40)

Yk-x >ds >0
X '8 8 -

b
> liminf & [0 <A Y- AX, J,
0

k

et ceci implique x = AY ( cf. [2] pour un calcul analogue).

Or d'aprés la monotonie (2.6) on a !

t t

, Kk

e [° A Y, Y) du> & [° % Y:;, T) du+
[s] o] .

t .
+ @ f.°<AYs, .

o

Yk—Y>ds
s s

f
Etant donné Ak Yk -t AY dans ‘£§ (?,:@") faible et Jk Yk —— Y

- dans 'S&pQ:;W) faible, (3.14) et (3.42) impliquent



wf 5=

t t
o k k o
(3.43) e J (&, Y5, Y) du ——— E / <MY ,¥ > du.
o o .

(cf. [2] pour un calcul analogue).

Remarquons que la démonstration de la (3.43) peut se faire chaque fois que’

Yl: —* Y, dans é@; faible pour démontrer le méme résultat avec t & la placa

de £
5]
En plus de (3.43) on tire que
IZ

(3.44) el 12 — &y,
[e) o

donc Yk - Y dans 382 fort,
to t, H

Proposition 3.
Soit M € %({H), localement bornée dans W et telle que

t
B(f° fil™, i P dd]< + =. Alors le processus
o

t )
(3.45) Nt = (Yt Ht,Mt) - £ <AY M > du

egt une martingale intégrable, et

2 2 t
(3.46) thl = |y |° -2 £ <AY ,Y > du - 2N + Tr 0, -

est un processus continu dans M et on a (2,33) avee = ATk

2 2 t
(3.47) lYt M, 1€ = ly |” - 2 £ <AY,Y - M> du.
On a encore, d'aprés la formule de la variation quadratique
(3.48) ey |?-2 [ «av,v>du-2N +7Tc (M, .
t Yo 5 u''u t : t
Le processus N est d-continu et adapté.

Soit Ae '38. Alors, si M;: = (Mt - Ms) 'ﬂA .
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- t -
e[, o N )] = B[, v,V 1] -&[1, { <AY .Y > du] =

(3.49)

L ~e (v~ ,M)] - [it <AY 0> dd]

d'oli, d'aprés la démonstration de la proposition 2, (€ EmA(Nt-NS)] = (), &tant
M' une martingale pcur la famille (f&t)

£>s

Résumons les résultats obtenus. Nous donnons‘éB e H.

Proposition 4.

Soit Me M @), localement bornée dans ¥V et telle que
%
E f ﬂMullp du < +», Alors il existe un processus unique Y & valeurs dans

o
1, d-continu, dans %p(z,;W), tel que

t
(3.50) Y, o=y £ AY du+M  pour OcEct .

En plus on a

2 2 £
(3.51) ®ly |" =y |” -2 £ <AY Y > du - 2N+ Tr [M;I

ol N est une martingale intégrable.

Soit Y' la solution de 1'équation d'évolution associée a A, ygeiﬁ

et M' satisfaisant les mémes hypoth@ses que M. On a

12 e g2 g gt At v ts o
. lY,-v1% = [y, - vl 2£ <AY -AY!,Y ~Y'> du

-2 N+ Tr [uen]
ol N' est une martingale intégrable.

Démonstration.

Nous avons démontré toutes les propriétés, sauf 1'unicité, 1'adapta-

tion et (3.52). L'unicité résulte de 1'unicité dans le cas M = 0. L'adaptation
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résulte du fait que Y est bien-mesurable et somme d'un processus continu
dans V' et de M. La propriété (3.52) se montre en reprenant mot par mot la

démonstration de la proposition 3.

Nous avons maintenant tous les &€l&éments pour démontrer un théoréme

général d'existence.

Remarquons d'abord que 1l'inégalité (2.52) est une condition de

continuité pour l'application M ——+ Y : d'aprés la monotonie et la coercivité

de A on a

2 E oy 2 .
(2.53) v, %+ 24 ({ e 1l Plaw e fy [©~2w +1r M,
et

- <, - 2 _ Forem ]
(2.54) Ly, Y;! ;_Iyo yéi 2N+ Te (M)

Les deux termes & droite de (2.53) et (2.54) étant des sous-martingales
positives et intégrables, on a

2 2
i

t 5
(2.55) sup E}Yt + 2 alE f © ”YUH P au = ly i"" + & !Mt’l
tf_to o a

et (inégalité maximale des sous—martingales)

2 1 2 2
(2.56) - e {sup. |Y,-11]% > e} 2= {lyoi‘ +~$tmto -

t<t -
-

Soit M une martingale dans TN (). Etant Mt € 3%21 et ¥ &tant densé dans
o Rl

. . . n . . . , . . .
H, 1l existe une suite ¥ de variables al@atoires & valeurs dans ¥ et bornées

dans ¥, telle que X" Mt dans éﬁé Soit M" la suite de martingales (de la
o

famille (%t_’_)) d-continues dans H et telles que M: = X%, Chaque M" est bornée
Q
dans V s
HM:H = gup l(ﬁ:,x)i = sup l{h[(Mﬁ ,x)t 3‘t+]{ S
IE3IRS ], =1 0

(2.57)

< { su (Xn,x) ! + = X
= %ﬂaﬁ | lni%] 7]
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En plus on a an,‘ab{@_ Ao dans 1'espace des martingales me {H’(%u))
[¢]

par rapport 3 la famille continue & droite .(3‘”).

L'idée est alors d'approcher la solution Y de 1'8quation d'évolution
. 0 ” . 1 oll i ¢
dy = -AYS ds + dM par les solutions ¥ des équations dY = =~ AY s ds + dM,

n . , ,
M~ étant la suite construite plus haut.

Proposition 5.

Soit Me’:’m,(ﬂi) et Yo e€H. 11 existe un processus Y, 3 valeurs dans @,

d~continu, dans XJP(Z;W), adapté, tel que

t
.5 i - ; big
(2.58) Y, <Y, é‘: AT du + ‘it

3 1'indistingabilité pour 0 < t < £
(Rappelons que %Pcz);si) = ﬁ(ﬁ x [(},toj,'b, dP ®du ; V)).

Démonstration.

L'unicité résulte de 1'unicité dans le cas Y, = 0 et M =0 et est
une conséquence triviale de la formule de 1'&nergie dans W([O,t‘;[ W,V et
de la monotonie.

Remarquons que si Y est bien-mesurable, alors d'aprés (2.58) est
adapté, étant donnée la somme d'une processus continu dans W' (et donc (:3:'.‘;_‘,)

adapté) et de M.

Soit M" une suite de martingales dans mm{,(ﬁ‘“}} bornées dans W &t
telles que Mt — M,

D'aprids la proposition 4 il existe la suite ¥" des solutions des
équations ay" = AY ds + dM" de condition initiale Yy (Ici et dans la suite

la famille d'adaptation est toujours (%t-i-))'

Quitte & passer & une sous-suite de (2.54), (2.56) et de 1'inégalité

“Ay“¥ < ¢ llyll ol on voit qu'il existe un processus Y & valeurs dans [H,
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d-continu, dans gﬂ?(gﬁy) et é?“({b,cgj;éaé) tel que YY" —s ¥ en probabilité
dans H uniformément en t < té,‘ dax.;s ipc?,;m fa.i.blg, dans éf;&( [O,to:}, é‘gé) et
dans ngfbﬂﬁ) fort et en plus que la suite AY' est faiblement convergente
dans P @) faible, soit AY" — y.

11 nous reste A démontrer X = AY.

'[Remarquons que, si A est linéaire (respectivement strictement monotone, i.e.
telle que pour tout x, ye W on ait <Ax-Ay, x-y> > a[ix~y“ P) alors on a

n P’ o : ible))
AY" —> AY dans (L") fort (respectivement faible)]

I

m Y du B & XY du

Démontrons (B ft <AY
o o

(ef. [2]).
La monotonie et (2.52) .impliquent que pour tout € > 0 on a
(2.59) 0sE [ <AY] - A7), Y-Yi>du < e sium> nle)

0

d'ol (en simplifiant 1'8criture)

(2.60) <AYn,Yn>- > <Ayn’ym> + <A Y - <t v
et
(2.61) ‘:AYm,Ym> e~ <A, ¥ + <Ay, ¥ 4 <Aynsym>,

LTe (2:60) ¢t [2.61) on a
(2.63) ALY v < art Y

< g . o n . . , P
d'old lim sup <AYm,’i'm> < € * lim inf <AY ,Y - et, ¢ étant arbitraire, 1'exis-

n n
tence de lim <AYn,Yn>. On peut donc passer i la limite dans (2.59) pour avoir
n
(2.64) 0 <2 [lim < AYLY™ - <,v]<e,
n

d'oi lim B [° ¥, Y% du=E [5 < ,v> du.
n o noon o noR
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fD'aprés (2.46) on a, étant donné E’iY:fé W"'*ﬁii‘ltf‘:,

2 2 r 2
(2.65) ely i = |y |° -€ x> du B M |5 .

(&) “r
o]

Pour tout X e£p(27;ﬁ3) on a, de {A‘Zn,’f) R 95 £

t
[¢] - ) - -
E (f’ <x A XY, = Y> du

(2.66)

= lin & JF <Ay -

e

AX , YO =K > du > 0
u u 53 -
d'odt - (ef [12] )  x = Av.

Remarg ue.

Au cours de la démonstration nous avons démontré 1'sgalité de 1'énergie
(2.65). En plus il est facile de démontrer que les indgalirée (2.55) et (2.56)

restent vraies pour M, M' quelconques zinsi que 1'inégalité

t
. [ - t 2 i - | 2 ~ 1
(2.67) & i lYu Yu] du <y -y |"+@ |u . }4%

Cette remarque permet de démontrer des thBordmes d'existence dans

le cas des Equations du type dYS = *AY‘; dg + &(Y) dM.

Proposition 6.

Soit € un mepace de Hilbert et M une martingale dans 'm,(t;) de  cova~

P @du (iie. martingale de t

Etant donnés yae Het ¢ : H ég{'c; §i) demi-continu (i.e. vonti=
nu de H fort dans f)(@; ) faible), uniformément borude et telle que, pour
x, YEH
. 2 ¢ 2
(2.68) et - ¢y P e < K ix-y|”
il existe un processus unique Y, & valeurs dans H, d-continu, dans égp(?j%f),

adapté, tel que

j t .
(2.69) Y, =y, " £ AY, du + £ $CY ) aM



Démonstration.

« n I o -
Soient Y les iterees définies par

- O st e I
r = - AY" du
{ Yt yU /. EH o
l )
. n+ | rt i |
. 4 = -~ 1TAY . du + M
(2.70) { Yy Ya ! a o £
o
+1 )
K e 1 ety A
t é u= 81

) . 1 . 2 _
Si on démontre que Y est convergente dans 35 (7:H) on a terminé,
4 O

» M dans WUMH) et, d'aprés la remarque précédente et les tech-

n

car alors M
. . ) Ly LU :

niques de la démonstration de la proposition 3 on a ¥ - Y et (2.69) avec

toutes les propriétés de régularité,

Or on a, pour un L > §,

- i - s’,'v] - 'L,;l 2.
(2.71) wly, -yl <@ ju 1% <1,
0
étant borné. fn plus
vk . v 2 . it | ,-2 r P R -~} D2
IR SRR L A R SR CTe 4y R T 4 N ®? ¢
- ox]o,e ] ¥
(2.72) J °
! 5
t PO R ¥ n— A
\_ < K f iEgY! S !5 du
- ° i1 11

- Cebeta : . T . ) |
d'ol la propriété de Cauchy de la suite (Y ; et donc de la suite (M)
(cf. chapitre t)}.

L'équation (2.59) a été érudiée par'gézg sous 1'hypothése

¢

:‘W’“““W'KEG;M) avec condition de Lipshitz sur les projections.



APPENDICE

SUR LES MESURES PREVISIBLES

SOMMAIRE .

Dans cet appendice nous précisons notre terminologie et les hypothé-
ses sur la base stochastique (Q,i%,f?,{{}r}) adaptées aux problémes traités
dans les chapitres I et II. Nous avons ainsi donné des démonstrations rapides

de quelques résultats de théorie générale des processus qui sont utiles pour

la construction de 1'intégrale stochastique.

Signalons que la propesition 4 (existence du processus croissant

naturel) est démonitrée en travaillant sur la tribu bien-mesurable, ce gqu

.

Ty} o .
201, Notre démonstration

H
i
i P

simplifie certaines parties de la démonstraticn de

Py

repose sur i'existence d'un prolongement “maturel " d'une mesure sur la

’ - . . ~ - . -l b
tribu prévisible & une mesure sur la tribu bien-mesurable. (of. {223 pour le
résultat de prolongement pour les mesures vectorielles). Notre rédaction est
-

. . - 1 - s ] -1 [ - .
en grande partie constituée de rappels d'aprés [19], [6] et [20] ; néanmoins

nous avons essayé de mettre en &vidence les propriétés de type pseudo-topolo~-
gique (cf. proposition 2) et le lien entre la tribu prévisible et la tribu

bien~mesurable.



§ 1. Rappels sur la tribu prévisible.

Soit (Q,t&,!?) un espace probabilisé complet, muni d'une famille

) ’ : k] ’ ’ -
(C%t)t(am? croissante de sous=tribu de 2&, teile que '% = Y ?%t et que tous
Y + -

. ' e
les ensembles de mesure nulle soient dans E%t pour tout t. (Ici R = ]u,+m[).

On posei%o = N %ff La "base stochastique" (Q,E}, ?,(‘ﬁt)t ) est fixée
t>0

dans la suite et porte toutes les variables aléatoives dont on parlera.

e
e}

Un temps est une variable aléatoire & valeurs dans {p,+«§ 1 comme

PO

nous n'avons pas fait 1'hypoth@se de continuité 3 droite de la famille de

tribu, nous faisons 1'abus de langage d'appeler temps d'arrft un temps tel

que {T < t} e f&t pour tout t > O. Ceci équivaut & {T < t} & 7§t, a

»

T < € et 4 l'adaptati rocessus continu i gauche { |, .
{T < t} '3t$ 1'adaptation du processus contim gauche € 1., tEﬁﬂ:

L G2 . . A 4 A 3
Soit ¥ la tribu engendrée par les rectangles A x |s,t), oli 0 < s S B <t

-

¥* - -
s oo . e b A I B
et A & ég, sur Q' = 2 xIR_. Remarquons que chaque A" > |s,t) avee Aw:‘¥t+

6? . I . P p ;
est dans : done la tribu & {dite tribu prévisible} ne dépend pas des

hypothéses de continuité sur la famille (*ﬁr).

Chaque processus prévisible est adapt® 3 la famille (Eﬁtu). Un
processus presque-sirement continu i gauche et adaptd est prévisible (i.e.
6P*mesurable)'et on montre que la tribu prévisible est engendrée par les.
prbcessus (presque~sirement) continus et adaptés : nous laissercns tomber -
dans la suite ces précisions qui seront partout sous-entendues). Les pro=-
cessus continus surrﬁt égrant définis d'une fagon naturelle pour t = 0 (en

restant adapté, car on a posé 3. =’§'+} on appellera encore tribu prévi-
(o)

“ g

sible la tribu engeundrée sur & * [b,+WL par les processus continus.

L'exemple fondamental de processus prévisible est le suivant :

soit T un temps ; l'application indicatrice de l'intervalle stochastique jG,Sﬂ
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est continue 3 gauche et est un processus prévisible si1 et seulement si elle

11!

est adaptée, 3 savoir gi T est un d'arrft.

Définition 1.

.

Un ensemble prévisible & est

a) borné s'il existe un t tel que AC G ~ jﬁ,tl :

&

b} pseudo~fermé s'il existe un processus (adapt®) contine ¥ tel que

A= {X=0};

¢) pseudo=compact si on a 4} et by

d) pseudo—ouvert si son complémentaire est pssudo~fermé.

Dans la suite nous dcerivons p-iermi pour pseudo-f

by
fa)
v
"ﬁ
m
o
&
o)

m,
o
o9
o
1o
§

ion | n'a pour but que de permettre une

s
M
[N
'~
-
ror
[

wment p-compact, p-ouvert. La déf
terminologle efficace dans les démonstrations qui vent suivre.

Les classes d'ensembles précisées joulssent des propriétés elé-

o

mentaires suivantes !

Proposition 1.

Soient K&, L, ¥ respectivement la classe des prévisibles p-compacts,

la classe des p-ouverts cf la classe des p~fermés. On a

L N L . L. . . ..
a) ¥, 0, %3 sont {ermés pour les réunions et intersections finies ;

Dé&monstration.

. o ) s
On peut supposer le processus Xl, défipissant le fernmé S

borné entre O et !. On a alors, par exemple,



“55"

[+9
]
B
ie}
O(’ T
L]
“
)
13
ur
B
o
e
"4
m
m
[aN
%\
;;;
o
T
=¥
il
e
[
o
=
o
W
(s
=]
ot
&
]
ol
el
O
oo
s
b1
o

Soit C = {X , O

[
<@
=

¥ < 1, un p~fermé ; le temps
D = inf {t = Xt = 0} est un temps d'arrét que 1'on appelle ggégg de C. Le

r s e - . ] -
graphe LD} d'un tel temps d'arret est prévisible, €tant donné Ib} = 76,&](ﬁb*

r

D'une fagon générale nous définissons

Définition 2.

Un temps S est prévisible si 1'intervalle stochastique ]O,S[:est
1= (W '
un élément de o .
Dans ce cas on a {4 < t}é%kt_ pour tout & > O,

. P - N . -
Soit 8 un temps et soit (T ) une suite de temps d'arrét telle

. N T, " T el T
que lim Y =Set T <8 sur (T>0} Ona 0,8 =) Jo,7], donc §
rry oy n

est prévisible. La réciproque de cette propriété est démontrée dans le co-

o

s

rollaire de la proposition 2.

§ 2. Définition de mesure admissible.

Dé&finition 3.

Une mesure admissible est une mesure A sur (Q',Q?3 positive, nulle

sur chaque prévisible &vénement et finie sur chaque prévisible borné.
L'exemple suivant est le prototvpe de mesure admissible {cf. propo=~

sition 4). Soit A un processus presque-siirement croissant, nulle pour t = 0,

continu i droite, intégrable pour tout t (non nécessairement adapté). On vé-

PR r ‘e
rifie que A : T ’x»-+ﬂZE; ?F dA] est une mesure admissible. Un cas intéres—



-

sant est donné par At = ﬂ{r,t}oﬁ T est un temps presgque-sirement non-nulie.

5

Pour tout temps prévigible S on a :
MED = e o<cT=58<+ ]

Proposition 2.

: . L (OR .
Soit A une mesure admissible. Pour tout B dans la tribu S complée~

tée de<§} pour A on a :

A{B) = sup AKY.
KeB,Ke o

Démonstration.

Il suffit de considérer une mesure bornée. Si X est borné la régula-

LI

rité 34 1l'intérieur par rapport au p-compact est &quivalente & la régularité 3
1'extérieur par rapport aux p~ouverts, 3 savoir

A{B} = inf A(C).
CoB,CEC

. C . - - Py .
Soit X' le second membre ; étant donnde O, fermée pour les réunions

x

dénombrables et pour les intersections finies, A est une mesure extérieure.

&, a

Or &L engendre 'oii la proposition.

Corollaire.
Soit S un temps prévisible., Il existe ume suite de temps d'arréet

(Tk) telle que 1lim Tk = § et Tk < 8 sur {8 > O} presqua'pﬁrtout.
ot

Démonstration.

S8i 8 = +», alors T" = n. Si Q[E < +éﬂ > 0, soit A la mesure admis-—

. . . M. .
sible associée au processus croissant At = ﬂ{ t} et soit K une suite de

g¢
p-compacts telle que A(Kn),/é7 A([ﬁ]) et K" Eﬂ. Chaque k" = 1x" = 0} coin-
cide avec son début $", donc {?nj =K"= {x" = 0} et 5'.= A S” est un temps

n
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o’

prévisible presque-slirement &gal 2 § sur {0 < § < +»] gar

= g’p:b < & < +~<=o:} . Quitte 3

efo < a8 =5 <= a() 5D = (D
n n

o : . e s .o
remplacer (¥ ) par une suite définissant encore {K') et telle que

n n+k n . R PSS .
X =X sur {8 < +»} pour tout k, les suites (a" K des débuts des ensem-
. ¢! N ; 4 . ok Lk C s
bles p-fermés {X < 1/k} sont telles que la suite T = f 5 satisfait
n

1'énoncé.

§ 3. Prolongement d'une mesure admissible. Mesures prévisibies.

Définition 4.

La tribu bien-mesurable est ia tribu, notée ">, engendrée sur Q'
- N - .
par les ensembles de la forme JQ,T[; ot T est un temps d'arrét borné.
I1 est bien connu gue la tribu T est engendrde par les processus

adaptés d& la famille (f§t+) continus 3 droite et pourvus de limites & gauche.

. . . e F ) - ~ N . .
On pourrait aussi bien définir & sur 9 x rb,+w; grace 2 la continuité &
P L
droite des processus et 3 la condition & = ' 3,
: 0 iyt

Proposition 3.

Soit A une mesure admissible. Pour tout temps d'arrét T il existe
un temps prévisible T' dont le graphe est contenu dans le graphe de T et tel

que A([T']) est égal 3 la mesure intérieure de E’Ij

Démonstration.

- . . . . !
D'aprés la proposition 2 il existe une suite de p~compacts (K )

n+]

.0 a4 s W . . N
telle que KHCLVDﬁ, K'eX et lim A(K") = mesure intérieure de {f}» Chaque

n », . - 1} » - Cand
K” coincide avec son début D dfod T' = A A .



Remargue.
Si i est en particulier lu mesure associée & ﬂ{Tet} alors

-
i

A 1]y = PO <T' =T <+=] et T' est le "plus grand" temps prévisible dont

le graphe est contenu dans le graphe de T. Le temps prévisible T' qu'on vient

de définir s'appelle partiec prévisible de T et T’ = Tip1d Tepemy S5t un temps
) Tdeo ;

i

d'arr@t dit partie imprévisibie de T. Un temps d'arrgt dont la partie prévi-

sible est vide s'appelle totalement imprévizible.

Définition 5.

Un temps d’arrét 7 est totalement inaccessible si pour tout temps

oo ’ r =t p
prévisible S on a @[T = § < +=] = 0,

bDans le reste du paragraphe nous étudions le probléme suivant :

A

étant donnée une mesure admissible A existe-t~il une mesure i sur (, prolon-

geante A et qui ne change pas les graphes des temps d'arr@t totalement inac-

&

cessibles ? Dans quel cas on e unicité du prolongement ?

Rappelons le théordme suivant {cf. [20]) : pour toute mesure admis-

-
i

sible A il existe une suite (T ) de temps df
n

arrét prévisible telle que H[Eg]

contienne tous les graphes des tewmps prévisibles changés par A . Autrement dit

chaque A est de la forme A = AC + X }ﬁ oi lc est une mesure admissible diffuse
n

{i.e. qui pe change pas les graphes des temps prévisibles) et chaque l# SEL Une,

mesure concentrée sur Et;}. La mesure Rc’ partie diffuse de X, est l’un%ﬁaﬁ

mesure diffuse telle que 3 - AC s0it portée par une réunion de gfaphes de

temps prévisibles.

Proposition 4.

4%

Soit X une mesure admissible. Il existe une mesure i sux & de la
o - . ,
forme Aa +[E ['f ‘.dAé] gqui prolonge X et qui ne change pas les graphes des
Fass

. . . - con d
temps totalement inacessibles, lC érant diffuse et A~ étant un processus



o by G

croissant, continu & droite et prévisible.

Y Iy .
En plus A est le seul prolongement de X & {» qui ne change pas les
graphes des temps d'arr8t totalement inacessibles si et seulement si tout temps
d'arrét dont le graphe est contenu dans un graphe de temps d'arr8t changé par A

est prévisible.

Démonstration.

Sgit A = lc + z An’ ol RC ast la partie diffuse de A et Xn ne

n . ’ ] o, ) .
change que le temps T . Il existe un prolongement canonique unique AC qui

L. - . . no . .
est une mesure diffuse sur (5 (cf. [21]). Pour tout T  goit %?n la tribu

41 < n P : n
des &léments B € jf tels que TB est un temps prévisible, et soit ¢ 1la

densité de la mesure B #~—> kq(ﬁfg}) par rapport & la mesure {P. La mesure

v N o =
o=k [ff QTa 1,
(T n n
temps totalement inacessibles. En plus le processus croissant & = Q

.4

1 5
n I prolenge Ay et ne change pas les graphes des
ol
»

n ) d T n ., d i?n!+mL‘
est prévisible, pulsque § est %%n~mesurable. 81 A" = ) A", A est prévisible

n d \ "
et la mesure )+ (£ (jf . dA ] est le prolongement anmencé.
c . :

. . At . . ~
La construction de A  montre que s'il existe un temps d'arrét §

n . 1 . e - .
tel que A( T[S‘_,Eﬁ%;} > O et tel rgue T[Snm 3 ne soit pas prévisible aloxs

le prolongement comstruit sur la tribu @ Vs = T <] ale;

D'autre part supposons que chaque temps d'arrét dont le graphe
est contenu dans un graphe changé par X soit prévisible., Soit ?7}1a classe
des réunions dénombrables de graphes de temps totalement imprévisibles. Chaque
rs™.- A : ez " . fe s .
Uis est de mesure intévieure nulle : soit U un temps prévisible inclu

dans U[S?]. Si [ﬁ] est changé par X alors U est prévisible s'il est
Mg i
L wl
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=50

= U S A2 - [ e T . s s .
changé et Ur~u aw.vaj, d'od P {§ =Ul = 0 car [$ | est imprévisible.
[s"=u]
I''od une coantradiction.
nj:’ A 7y
Le prolongement de A &2 O W ¥ = {; aest alors unique d'aprds un

lemme de théorie de la mesure (cf. 19).

Proposition 5.

£
[

roissant, intégrable, continu i droite, prévi-

Soit A un processus

<

sible (resp. bien-—mesurable}. Si la mesure u =& { /. dé} est nulle sur
S £
: . Lo i Y
{resp. C;) alors A = 0. Seit A une mesure sur - (resp. /) de la forme
4

d

, o & est diffuse et A est un processus de sauts, alors

Ao+ [ [.aa
C
la décomposition est unigque.

45 . e

JA o+ As) d & et de 1'unicité
g :

o

La démonstration résulte de A_
L

i

de la partie diffuse d'une mesure.

Définition 6.

=
/

Une mesure U sur (; est prévisible si u/ N est admissible et si
. . . e s 2 ‘d o
sa partie discontinue est de la forme p, =W | |} . & A} avec A prévisible.

§ 4. Désintégration d'une mesure prévisible. Processus croissant prévisible.

471

Proposition 4.

Soit A une mesure admissible. Il existe un processus A crolssant,
intégrable (i.e. E At < + = pour tout t), continu i droite, nulle pour t = 0,
2

. I I ” . . .
unique, tel que ) =1f LAI. dél sur la tribu bien-mesurable soit le prolongement

prévisible de A.

Démonstration.

a} Unicité. L'unicité résulte de la proposition 5.

b) Lemme. Soit T un temps d'arrét borné et soit



wfy ]

n ¢ +

¢ = ) (@4 k+!\)+ ¥ - Ry o X est la martingale continue
i S } emes o
k H T A i § n 2 n ; F)
ot i 2 |
2 P2 B
- . «F M N U B N . . . . -
a droite telle que X, = &{}jgg§r+g Chague { 25t continu & droite et borne
ot LT 0 N o ~ v - _.n
entre 0 et 1, On a i, o o= done € = 0 sur (T,+=;, d'ot 1, > ¢ > 0.
v {T>t} "t t’ Lh T {T»t} =~ "t -
. e n+t n . .. .n n
Analoguement on vérifie que C > ¢ ‘e suite Bo= B, , = C est non~
q STup ]
- RN |

< . . . ; i e n , , .
négative, décrolissante et nulle sur L;,*mi. Soit » le temps d'entrée de in
n n+i . . n ) -~
dans B),e[; QnaT>0o »o . Démonerens que o = A g = 0 presque-sdrement.
- n
g th] . 4 .
Sur {t < o'} onat <ol ot 8% > ¢, donc B[P | > ¢ P{t < ¢'}. Or B est con-
— e 1 % - i

=3 ;fl 7] LA - i - e . >
vergente vers zére dans oo , done Wit < o'l = 0 et o' = G presque-siirement.

~

) n
Remarquons encore Bt"

i

v, oli X est

4
5

1 ~ )
€

{T>t} o k+t,” ik e+ 1
Z o } S XL
vn izn qn i
“ .: . i
i e ¢ inue & gauche telle que X =E[X {2 e résultat :
la martingale continue 3 gauche tell A X % 1. Le résultat qu'on

o
[

va utiliser est alors : pour tout

T 11 existe une suite

n - . . . .. o0 _ 4 n .
¢ de temps d'arret, décroissante vers O tells qus (B .0 est <« auf‘jv +eo
¢) Construction de A. Soit Rt la mesure sur (Qﬁyé) définia par
AC(H) = f H 119 rijdk . L& mesure A, est absolument coutinge par rapport a .
4Y -

dification prés, le

{\J / .
Soit At = dkt/ dP. La fonction al

tolre A est, a3 une

pracessus A, On vérifie qgue Ar_iz¥~p0ur t>r presque-sidrement et que At est %r“

mesurable. Il existe une wodification de A, soit At’ centinue @ gauche , -¢crois-
P T . N ! [ W e L
sante, adaptée 8 (v ) telle que BB _A | = | H 14, r~ di. Solt A_ = A .
3 oo 2 1y - 4 INERE - ofe
t H t o, t t
e r - . , . .
Alors [ET A ] = | H Ty = dA . Pour tout K dans ™ on a
H t ‘ 40,1 ~5
L ; Ne! o - - o ,
El4 (A -A)] = [K &, o db=a(K<]s,i]), car K =1 pour tout u > s,
K t 5 o is,tg - - B K
i)
.y . - e i N . P R4
En conclusion 1a mesure 1A' =tnt_f .dal est Egale & ) sur la tribu prévisible AN

+

. - + R . a i A TR
d) Application du lemme b). Nous allons montrer que A’{JU,TJ) 2 A(}O,I[)

pour tout temps d'arrdt bornd T. D'aprés les propositions 4 et 5 il nous suffit

(a5

de considérer le cas ot » est diffuse. Le processus 1

gap OSE continu i droite

et borné, done
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vilo,rD o= 1 K - & )]
At{jo,T) lim )3 mu{‘;#L (%Hl AL,
1o ; 1T » H B [oa
3 n 9 n AT

d'oun }\'(]O,TE= lim ‘,[ X" dx, avec

-r4
u r‘: { ' F. -1
A R LI TR e
k ir.{’ ) M““j‘ ima e " ke
50 DA L
- [ PR N 1L (e U $ 5N =
or, ijo,ip [ x% d fgﬁ{? 01 Y da o=
n 3 ¢l
= fxax+ [ A - XD dn+ (I, = X)) da
"1“) Ll-] UI_::t_! ¢ —E |9 7 113}:}
JvYsa -_1(} ] ]
. n . , . . o T . .
et lim f X" dx = A(}D,f}). Mais X est diffuse , donc A(jQ,T]) = A(jO,I‘D

et A = A'. En plus A est continue.

e) A est prévisible. Le processus A est de la forme

. ,C . d e e - - ;
oli A~ est continue et A  est prévisible d'aprés la proposition 4.

Remargues.

.

La démonstration que 1'on a donnfe est inspirée de [?0'] ; mals,

I3

comme on a défini les mesures prévisibles sur la tribu %, certains détails

sont simplifiés.,

Dans certains cas, la construction du processus A est encore plus

simple : scit par exemple A une mesure prévisible absclument continue par
- , . " . - . .
rapport 3 la mesure y restriction de d P @ dt 2 2. Seit X = di/dy. Alors

A =

. i e s . P .
r X du est uv processu prévisible, continu, tel gue ) = m{”; .dA}.
R

u

%y,

e

. . . . W] ,
Dans ce cas la tribu ¥» est contenue dans la tribu 3 complétée de ) pour A .



§ 5. Mesure de Doléans associée & upe sous-martingale positive.

. . - . 1
Seit Y une sous-martingalie positive bornee dans é& , dont les tra-
jectoires sont continues 2 droite et pourvues de limites & gauche. Pour tout

prévisible du type A X |s,t| , définissons A(A x Js,t]) = E[:QA(Yt~YS)j.

. .- . (Do B
La fonction A se prolonge sur 1'algébre de Boole Y~ engendrée par les rec-

(o
tangles A X }s,;]. Chaque #lément I de 7 est réunion de rectangles disjoints :

r="0 Ai x ]Si’ti]' Pour tout ¢ il existe des ensembles du type A, X [};}t;]
. R RN

E™S . . . v “r: - “1
; et M) <) E LﬂA.(Yt. Yof )] + e. Chaque

1 1 1 17

tels que 5. < 8
€ . * D . P < u
kK- =Ua, x [;.,t.j est un prévisible fermé de d&but 4 = Z’ s 1, . Or
1 17k 1 A,
n a0 n .
: . A ; " »
si I'"" est une suite dans , telle que ' | @ on peut choisir des compacts

n Lo n n 1 . - .
K du type précédent tels que K § g et A(I") < = + E EY - Y . Mais

o .
D

u . 3 ; ) e -
DY =7 4 et A(I ) ~y0, dene A est une mesure prévisible hornée.

C'est évident que la mme démonstration (cf. [ g7]) et {?j) marche

sous des hypothéses plus générales.

L q ; . 2 .

Nous utiliserons seulement le cas ou Y = M et M est une martingale
continue & droite, pourvue de limites 3 gauche et de carré Intégrable. Préci-
. . . can a2 .

sons seulement la terminologie : la mesure } associde 3 M gera appelée la

i

mesure de Dol&ans de M et le processus croissant A associ€ & 1 le processus

. . 2 .
croissant naturel de M. Analoguement pour Y = ﬁMi] , M &tant une martingale

hilbertienne.
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