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Résume. Nous donnons ici des estimations d'erreurs pour la méthode des éléments 

finis. Nous appliquons ceci à l'approximation des équations d'évolution parabo­

liques du second ordre par une méthode d'éléments finis avec intégration numéri­

que. Nous en déduisons dans une dernière partie des estimations d'erreurs pour 

les schémas approchés des équations de Riccati par des méthodes d'éléments finis. 

Nos techniques et résultats sont très proches des techniques de Ciarlet-

Raviart [5], Raviart [JL2] et Wheeler [le]. Mais nous nous sommes efforcés de faire 

apparaître le minimum d'hypothèses de régularité (en particulier en utilisant des 

estimations d'erreurs dans des espaces de Sobolev d'indice négatif) nécessaires 

pour obtenir des estimations d'erreurs raisonnables pour les équations de Riccati. 

Notations. C désignera toujours une constante. 

Si SI est un ouvert de R n nous désignerons par : 

l^,P(n) = {uê.LP(Q) , D A UGL P(0) ; | a | < m 

ho(fi> = (u^Ol) ; U | 3 Q = 0} . 

1.1 Estimations d'erreurs duales dans les éléments finis. 

Nous donnons ici de? estimations d'erreurs pour les méthode? d'élé­

ments finis dans des espaces de Sobolev d'indice négatif. 

Soit Çl un ouvert borné polyédrique de (Rn et soit ^ ^ une "triangu­

lation" régulière de fi par des éléments finis. Nous désignerons par h le dia­

mètre d'un élément fini et par p le diamètre de la plus grande sphère inscrite 

dans cet élément. Nous supposerons désormais que le rapport ̂  est uniformément 

borné pour toute : triangulation 

Nous supposons que, à chaque élément fini est associé un espace de 

polynômes de dimension finie, soit et un opérateur d'interpolation T T , défini 
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pour les fonctions assez régulières, et qui est (P-unisolvant. Nous supposons 

les éléments finis de classe C°. (P̂  désignera l'espace des polynômes sur(Rn 

de degré k. Nous supposons enfin que chaque élément fini T est équivalent par 
A 

une application linéaire affine F à un même élément de référence T, auquel est 

associé un espace de polynômes (P et un opérateur d'interpolation T T . 

Pour toutes ces notions et pour des compléments nous renvoyons au 

livre de Zienkievicz \17} et à divers articles de Ciarlet-Raviart [JJ J . 

Remarque 1,1. Tous les résultats qui suivent s'adaptent, au prix de complica­

tions techniques, au cas des éléments courbes. Dans ce cas F n'est plus une 
A 

application affine et P n'est plus un espace de polynômes, nais P est encore 

un espace de polynômes. 

Nous définissons un espace de dimension finie par 

Vh = t\e>co(à) ; Ujjj, = 0 et u ^ <o P , VT e t^} . 

Alors les éléments finis considérés étant de classe C° nous, savons que 

V h C H j ( n ) . 

Nous avons alors le lemme : 

Lemme 1.1. Soit k le plus grand entier tel que : 

P kCP , k > 1 ; 

nous avons l'inégalité, pour toute fonction u assez régulière et dans l'espace 

H^CT) 

(1.1) ||u-iru|l < C h

k + 1 ~ m ||u||. w 1 ; 0 < m < k+1 . 
lf(T) ~ H*^(T) ~ ~ 

Lemme 1.2. Si Q est assez régulier (par exemple convexe) et si 

P kCP, 
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Alors pour toute fonction u de il existe dans V, 

tel que 

( 1 - 2 > (T 6V H

L , U" V H"AT, ) 1 / 2- C ̂ "«V*» » 0~^M • 
Derrpnstration, On désigne,par T T ^ l'operateur d'interpolation défini sur chaque 

élément fini coirme T T . Cet opérateur est défini pour les fonctions u assez régu­

lières, et le leirme 1.1 montre alors que 

<T e V h

l | U-*» U | lkT) > 1 / 2 i C h k + 1" m M u | l^> > ° - m i k t l -

Mais T T ^ n'est pas nécessairement défini pour toute fonction u de 

Ho(fi)H H^^Cft). Aussi nous procédons en deux étapes pour construire v^ en sui­

vant une idée de Strang [Î3] • 

Tout d'abord nous cherchons u tel que 

n i » v i i L 2 ( a ) ; c E , , » V ( n ) 

(1.3) J 

et u £ assez régulier pour que T T ^ soit défini. Alors nous choisissons 

V h = * h U £ ; e = h
k + 1 . 

Nous avons alors par interpolation 

Nous concluons en majorant : 

< E „ H'U-V, M 2

M . )
1 / 2 < ( ï, ||u -w.u ||2 ) 1 / 2•+ ||u-u H M 

<chk+1-,|ù|| 
Il reste a construire u • 

£ 
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Npus résolvons le problème : 

(1.4) u + e A u = u ; u € 

où A est un isomorphisme de L (fi) sur Ĥ (fi) f|Hk+1(fi) positif et régularisant 

c'est-à-dire tel que : 

A u e Hk+1(fi) > u € H 2 ( k + 1 )(fi) . 
e e 

(1.5) <Au,u> 9 > 0 

Alors nous avons : 

(1.6) e A.Au = Au-Au 
e e 

en multipliant (1Î6) par Au et utilisant (1.5) nous déduisons 

|Au | 2 < |Au| 2 < C||u|| j . . . 

D'où : 

En reportant alors cette majoration dans (l.'+)î nous avons 

|u-u | 2 < C e||u|| . , 
e H*+1(G) 

Nous pouvons choisir comme opérateur A l'opérateur défini par : 

(Au,v) , = ((u,v)).; ; Vu» VÊV. 
ir(n) v 

v = [L2(JÎ), Hj(n)nH k + 1(fig i / 2 . 

Lemme 1.3. Nous avons les "inégalités inverses" 

( 1 ' 7 ) ( T e ^ h "
U h " H S ( T ) > ( T ô ^ h " U h " H t ( T ) ) 

0 £ t je s £ îc+1 ; s, t entiers. 
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2 
Lerrme l*1*^ Soit le projecteur dans L (SI) sur le sous-espace ferme:V . 

Alors sous les hypothèses du lemme 1.2 nous avons 

(1.8) ( 1 l|u-shu||
2 ) 1 / 2 < Chk,+1-m||u||* + 1 ; 

T 6 l S h IT(T) H K +1(fl) 

pour toute fonction u dans l'espace HÎ.(n> 0 H k' + 1 (Si) et pour 0 < m < k'+l < k+1. 

Démonstration. Nous avons : 

llu-s^ u [ | 2 ±||u-v h|| 2 < C h k + 1 ||u|i . 

W € M u - ^ u l l 2 ^ ) 1 / 2 < ( E l | u - v h | | 2 ) 1 / 2

 + ( ï l l s h u - v h | | 2 ) * 

<chk+1-m||u|| + v h l l 2 > 

< C h k + 1 - m | | u | U + 1 

}i (fi) 

Le résultat est encore vrai pour tout entier k' inférieur à k, car on a:: 

P k,CP kCP. 

Proposition 1.1. Sous les hypothèses du lemme 1.2, nous avons : 

( 1 - 9 > l l u - s

h

u l l

( ^ n « ^ h k ' + 1 + m | l u l l ^ ( n , ! 

1 < m < k+1 ; 0 < k', < k 

Démons trat ion. 

Soit : 

(u-sh U,CP) „ = (u-s, u, CP-s vp) 2 

D'où : 

(u-s, u,ci>)} 

^ ( H j « î ) O H m ( n ) f c P€iàto)nri n to) , , ( f , , r f n ( 0 ) " H K + 1 ( n ) 
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1.2. Estimations des erreurs dues à l'intégration numérique poiy le? pro­

blèmes' elliptiques. 

Nous donnons ici des résultats d'erreurs pour une classe non géné­

rale de formules d'intégration numérique. Nous obtenons des résultats très 

semblables à ceux de Ciarlet-Raviart mais avec une technique un peu 

différente, qui permet de faire le minimum d'hypothèses sur la solution' 

du problème que l'on approche. 

Lemme 1.5. Soit T T ' un opérateur d'interpolation sur un élément fini T, de 

diamètre h, qui est exact pour les polynômes de degré kf. Alors 

a. io) |/auvd-J , . w > d „ | < p h f c , * 1 | | « | i J c . + 1 > - t T . i j a l l ^ l l ^ i l D J v l l L2 ( T ) 

I={i,j ; i > 0 , j > 0 ; i < k" , j < k"» , i+j < k'+l) ; 

V u e P k „ , vÊP k„, , ae^'^'-CT) * 

Démonstration. Soit : 

= a u v 

Considérons : 

<f = cf o F ; V ç£ = Tr^cf = u'cp o F . 

Alors d'après le lemme de Bramble-Hilbert, nous avons : 

|Ccp-Vc£ )(x)| < C | |î-V|l .... A A ||D k ' + 1 A | | A ; ^xeT 

D'où en revenant à l'élément T par la transformation F : 

(1.11) f(auv-7r'auv)(x)| < C h k' + 1 sup |Dk'+1(auv)(y) | ; V?ceT . 
ye.T 

En utilisant la formule de Leibnitz et en majorant, nous obtenons : 

k'+l 
sup |Dk,+1(auv)(y)j <G||aj| ( s ^ C u v ) ! ^ ) . . 
y^T Vr x' (T) i=0 L (T) 
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D'où en intégrant sur l'élément T : 

k'+l 
1/ auvdu - / Tr'(auv)du)| < Ch k , + 1||a|| œ mes(T) ( E | J D V I | ) . 
T T ~ VT ' (T) i=0 lT(T) 

Il est facile de voir en utilisant à nouveau la transformation F 

et le fait que sur l'espace P^N^N»' toutes les normes sont équivalentes,que 

mes(T) I t y l l v , . , . i d Icp 11 v, + 1 i 

D'où 

k'+l 
(1.12) |/ auvdu - / Tt'(auv)da)| < Ch k' + 1||a|| . . . ( E /'|Dxuv|dw) . 

T T ~ \T l y (T) i=0 

Nous obtenons alors la majoration (1.10) en majorant le second membre 

de (1.12) par Cauchy-Scharz et en remarquant que : 

D 1 u = 0 ; i > k" ; 

v = 0 ; j > k"' 

Soit la forme bilinéaire sur HQ(Œ) * Ĥ (ft) définie par 

(1.13) a(u,v) = ? / a..(x) |£-|^-du + 2 •'/b. (x) S*-v du + / c(x) uvdu . 
• • T i, 3X. 3x. . . o 1 oX. ' 
1,3=1 fi J i 3 i=l. s* i 

Nous définissons alors la forme bilinéaire sur * suivante : 

T n 9uv, 3vv, n 3uv. 
a. (u.,v > = E E / w i ( a ft-Ji)du+ E / * » (b ^ v ) du + 
^ h h Te€ h 4.,j=l T ^ 3 xi 3 xj i=l T l 3 x i h 

/ * ' ( C u h V d u] 
et le "produit scalaire" approché : 

(1.15) /,'(u hv h)du . 

h 

Nous avons alors la proposition suivante : 

Proposition 1.2. Si : 
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(1.16) ir'p = p ; VpeP k , ; k' >_ 2k" - 1 ; 

alors nous avons les majorations : 

1 1 

(1.17) J 1 

h 1 

i C ^ I I ^ M 2 ( Z ||vh||
2 ) 2 . 

n l/«î) T6f.
 n H (T) 

k h 

1 

1 

(1.18)1 " " < C h k| i v | | ( Z ! M | 2 ) 2 M(a,b,c) ; 

> n
 Hx(n) t s ^ v

 1 1 h* X(T) 
n 

1 
<Ch k||v|| ( t „ M u J I * ) 2 M(a,b,c) . 

n Tôé. n fT(T) 
k h 

(1.19) M(a,b,c) = ? l l a ^ H + ? 1 1 ^ 1 1 v. +i«
 + I M I v , + 1 . 

i,j=l 1 3 vr x ' (n) i=i 1 \r x ' (a) vT x ' (a) 

Démonstration. Nous raisonnons sur chaque élément fini T de la triangulation^. 

D'après le lemme 1.5, nous avons 

| / (uh v - * < ( % v »d»| < C h k ' + 1 Z M D ± "hll 2 H D J v h H 2 
T i,jel n l/(T> n l/(T) 

nous utilisons alors les inégalités inverses du lemme 1.3 pour ne faire appa­

raître que : 
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ceci arène à • diviser* " pour établir la première inégalité de (1.17) par C h , avec 

« = Ti-rT +5+l-k]
 + 

Il est facile de voir que 

a £ 2 k" - 1 - k , 

s^uf si 

k" = k = 1 a < 1 . 

Il vient 

/ K \ " *' uh i c h k ' + 1 " ° ' I M l H 2 ( T ) I ! v

h 1 l^-i^ • 

k' > 2 k" - 1 — * k f + l - a ^ k + l ; 

sauf si 

k,f = k = 1 , 

et alors le résultat est encore vrai pour : 

k f > 2. 

Pour obtenir les inégalités suivantes dans (1.17) nous procédons 

de manière analogue, ce qui amène a diviser par C h a avec 

a = + Q-k]
+ . 

Il est facile de voir que : 

k f > 2 k" - 1 > k r + l - a > k + l . 

Le résultat global peur tout l'ouvert Q se déduit du"résultat local 

en sonnant sur tous les éléments finis et en majorant par Cauchy-Scharz . 

Pour établir les inégalités (1.18). nous procédons de la même-manière en uti­

lisant la technique ci-dessus pour chacun dés termes de la forme bU\néaire a, 

et en tenant compte du fait que 

h ^ p 
Sx. fc k"-l 
i 
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Remarcue 1.2. Pour adapter les théorèmes çi-dessus au cas des éléments courbes, 

il suffit de faire des démonstrations directement sur l'élément de référence. 

Mais il faut faire attention alors au f̂ it que : 
A 

3X. f V - 1 » 
X 

mais â un espace de polynômes de plus haut degré en général. C'est ce degré 

qui jouera le rôle de k"-l, ce qui nécessite en général une formule d'intér 

gration numérique plus précise, au moins pour les termes contenant des dérivées. 

Nous supposons maintenant que 

(1.20) a(u,u) > a||u||2, ; VuôH^(fl) ; o •> 0 . ; 
Ĥ (ft) 

(1.21) ,â(u,v) = <Au,v> ; Y u, ve 

et que nous avons aussi : 

(1.22) ah ( uh' uh ) ̂  al luhl l a > V\e\ » a > ° * 
Ho(n) 

Nous renvoyons à Ciarlet-Raviart [Sj où l'on trouvera des conditions 

suffisantes pour que l'inégalité (1.21) ait lieu. 

Nous définissons alors l'opérateur : 

(1.23) «! 0 

^ t h 6 ^ ( V , V h ) 

Nous avons la proposition : 

Proposition 1.3. Sous les hypothèses des propositions 1.1 et 1.2, et si 

l'opérateur , adjoint de A défini en (1.21) est un isomorphisme de l'espace 

2 X 2 
H (fl) 0 HoCu) sur l'espace L (fl), nous avons les estimations : 

(1.24) ||v-thv|| < Chk||v|| . 



-11-

(1.25) ||v-th v|| 2 ± C hR+1||v|| 

Si de plus, l'operateur A* est un isomorphisme de l'espace Ĥ (fl) 
3 

sur un sous-espace fermé de H (fl) et si 

k > 2 : 

(1.26) ||v- t hv|| < Ch k + 1||v|| . . 
h 1(n) vrai) 

Démonstration. Nous calculons la quantité : 

a h(s h v - t h v, s h v - t h v) = a(sh v - v, ̂  y - ̂  v) 

+ V> Sh v " *h V ) " a ( s h v ' S» v " *h v )-

Dfoîi en utilisant le lemme 1.4 et la majoration (1.18) : 

a,n H ' h V - t h v | | H i ( o ) i c h V l l i / e . 1 ( a ) . c ^ < I S % h I N » l l ^ 1 ( / 

- C h k | , v | l ^ ( B , • 

La majoration (1.25) s'obtient par un argument classique de dualité 

du à Aubin et Nitzche : 
(v-thv,cp) 

l|v-t, v|| , = SUP r—j ïi-iSi 

Posons 

c{ = A* Y ; ?ÊHi(n)oH2(n). 

a(v-tv,f) 
llv-t, v! î 0 < C sup — — ; 

h V ( o > - I M I H 2 ( n ) 

a(v - t^ v,Y) = a(v - t h v, ? - s h «ŷ  + a h (th v, Sĵ  y) - ad^ v, s h y) . 
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D'où en utilisant les majorations (1.8) et (1.18) : 

l a ^ - t h V ^ ) ! < C||v-thv|| h||ï|| 2 + C h k + 1 ( I ||thv||
2 )2||s^!|, 

H£(n) ir<fl). Tc€ h PT(fi) h Hl(n) 

mais nous avons r 

l|s ht|| < c | M | 2 

- < ^ r | | W ' H i „ )

4 C | M I

I ^ i M ) • 

En utilisant alors la majoration déjà établie (1.27) nous déduisons 

(1.25). 

De même nous avons 
(v-thv,cf) 2 

Posons 

•¥=.A*-cp ; y 6-w = {veH3(n) ; a * v e HÎ<n>, yghJ(jî)} 

D'où 

|a(v-thV ,Y)j 

n H x(n) V6W 11*1l H3 ( f l ) 

Nous avons cette fois si k ̂  2 : 

|aCv- V„>| < C| | v - V | ̂  h ' | W | H 3 < n ) . C h - , , v , I ^ C ^ I | V | l^J 

Nous concluons alors de la même façon mis en utilisant la majoration 

. | i ^ ^ » i c j r t | l v l , # . » ; 

Cette majoration résulte de (1.24) en choisissant kf = k-1 . 

1 
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Reirvarque 1.3; L'hypothèse de régularité sur l'opérateur A * est liée à une 

hypothèse de régularité de l'ouvert fl. Nous savons qu'elle est vérifiée si 

l'ouvert est convexe. Mais nous avons supposé que l'ouvert (l est la réunion 

d'éléments finis et donc peu régulier. Dans le cas où l'ouvert n est non 

convexe nous serons donc amené à tenir compte de l'erreur d'approximation 

dé l'ouvert par une réunion d'éléments finis. Nous renvoyons à Ciarlet-

Raviart D Q et Strang - G. Fix QL»+] pour ce point. 
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II.1. Etude de l'erreur dyapproximation dans les équations paraboliques 

d'évolution. 

Nous considérons le problème d'évolution variationnel suivant : 

Trouver la fonction : 

u6L2(0,T;Hj(^))nL°o(0,T;L2(Q)) ; || e L2(0 JiH^tt)) ; T> 0 ; 

telle que : 

r<|pv> + a(u,v) = <f,v> ; p.p. en t ; VveH^(fl) 
(2.1) -

h u(0) = u 0 

<,> , désigne la dualité entre l'espace Ĥ (ft) et son dual H "̂ (fl). 

Nous savons que l'hypothèse (1.20) entraîne l'existence et l'unicité d'une 

solution à ce problème pour : 

u 06L
2(« , f C L ^ O J T J H " 1 ^ ) ) . 

Nous approchons ce problème par le problème suivant : 

Trouver : 

uheC
1(0,T;Vh) 

tel que 

C 4r>Vh+ W V * ( W h ' V vh Ê Vh > te(o.T)S 

(2.2) 1 

L uh(0) = u o h ; u Q h , f h(t)6V h . 

Nous ferons l'hypothèse : 

(2.3) 'vVh^K'^ ' V U h e V h ' 

Par abus de notation, nous noterons : 

la nome dans l'espace produit : n }f(T) . 
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Theorème 2.1t. Si les hypothèses ( 2 . 3 ) et (1 .22) ont lieu et si : 

u€L 2 (0 )T;^(fi )nH k + 1 (n) ) , l^eL 2^,!;^" 1^)) (ou l£<fi) O H * " 1 ^ ) 

si k-1 >_ 1 ) 

et sous les hypothèses des propositions 1.1 et 1 .2 , nous avons 

l l u - u J I 2 i + I|U-UL|| 2 iCh k(||u|| 2 _ + 1 +• 
^ l / ( 0 , T ; i r ( 0 ) > n C(0 ,T;L / (n ) ) L 4 ( 0 , T ; i r - ( f t ) ) 

+ l , ^ ,

L

2 ( o , T ; ^ 1 ( n ) ) 

+ H fhH 2 *-l > M ( a> b. c> n V(0,T;H* X (fl) 

+ I K - U j J I 2

 + l l f - f

h l l 2 -1 „ o n l / ( f l ) l / ( 0 , T ; H i ( î î ) ) 

où u désigne la solution du problème ( 2 . 1 ) et u^ désigne la solution du problè­

me ( 2 . 2 ) . 

Démonstration. Nous considérons la quantité : 

1

h

( t ) = 4 v i t «h u» u )

h

 + a h ( v s h u > v s h u ) 

Alors 

I h ( t ) s - »h f » ̂  - s h u > + a ( u " s h u » uh - s h u ) 

+ (fh> % - sh u ) h " ( fh' ̂  " sh u ) 

+ <f - f h , s h u - u h > 

+ ( s ^ > u h - s h u ) - ( s h ï ï ' " h ^ ^ h 

+ a ( s h u> % - % u ) - ah ( sh u> uh - sh u ) • 

Nous utilisons alors les propositions 2 .1 et 2.2 et le lemme 1 .4 . 

D'où : 
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a(u - s h u, % - s h u) < C hkl | u | 1 1 % - s h u | \ ^ 

I(sh & ^ - s u > - (sh % - -h u)

h! i
c hki |sh W ̂ -i(n)IK-Sh ull„i(a) 

K < sh u-v sh u ) • a ( s h u ' V s

h

 u ) | i 0 h k | | sh
 ui 1^-1^ , 1 'v sh u | l ^ m *

 M < a , b ' ° : 

Én utilisant le lemme 1.4, il est facile de voir que 

iK i i ^ . l w ) - ! i i iV- 1 ( S ) 

l | s » u | l ^ ( , , - c | | u l l ^ ( R , 
Nous obtenons donc : 

L (t) < C(hk M(a,b,c)(||u| ! . + , + 1 + | |fj | . v ) 
^ k H^Cft) * PT X ( f i ) h H* x ( f i ) 

^ i f - g i ^ y i i v s . u i i ^ ] . 

En intégrant alors sur l'intervalle (0,t) nous en déduisons 

| |K(t)-s u(t)|| 2

2 + a f l J u (x)-s u ( T ) | | 2 dr < C||u e-u | | 2 . (x)dr 
1 n n L (fi) o n n I T ( n ) o n L (fi) o n 

Le résultat (2.4) se déduit alors facilement. 

Remarque 2.1. De même que l'on peut affaiblir l'hypothèse (1.20), on peut 

affaiblir l'hypothèse (1.22) sous les formes : 

( 2 . 5 ) a(u,u) + X |u|2 > o||u||2, ; 
i / ( n ) H£(n> 
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(2.6) V v V + x K'h - a'KI l*i ( n )

 ; ° >-° ' x & r R • 

La majoration (2.4) reste inchangée. 

On peut de même considérer une famille de formes bilinéaires dépeiv-

dant du paramètre t et vérifiant (2.5). Le résultat est encore identique. 

Théorème 2.2. Sous les hypothèses du théorème 2 .1 , nous avons 

si k' > 2 

(2.7) ju-u. | 2 2 £C(M(a,b,c,))[hk+1(||f || 2 +| |u| | , ' +, 
ft l/(0,T;IT<n)) n L^O.TjH* x(n)> i/tO/TiH* W 

+ N ^ l l 2 V-i + l l^o - u j l +h
k + 1||u 0||. 

9 t i/(o,T;ir 1<n)> o h H l w H*(n) 

T (f-f , *f ) 2 

° <fheVh h H2(ft) l/(0,T;H ̂ n » °hC(ft) 

Démonstration. Soit 

g<£L2(0,T;L2(n)) 

et soit la solution Ĉ> de : 

(- <|̂ >v> + a(v,cp) = <g,v> ; \/v<s.Hj(n) ; p.p. en t ; 

«f(T> = 0 

Alors l'application g —>• ̂  , est un isomorphisme de 

L2(0,T;L2(Q)) • L2(0,T;H^(fi)r|H2(fi))^H1(0,T;L2(fi)) 

et donc 

(2.9) ||CD||' 2 j. + | |cpCO>| | , < C||g|| 2 2 

^ L2(0,T;H2(fj)n^(fi))
 n H^fi) L2(0,T;L^(n)) 

Nous calculons 
(u-uh,g) 2 2 

M n n LZ(0,T;LZ(")) . 
(2.10) ||u-uj| 2 2 = sup -2-2 i 

L2(0,T;L2(n)) g e L 2 ( 0 j T . L 2 ( n ) ) «lL

2(0,T;L 2(fl)). 
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(u-u,,g) 2 9 = (u-u, ,g-s, g) 2 2 + (u-u. ,s, g) ? 9 
n l/(0 ,T;l/(fi)) n n l/(0 ,T;l/<n)) n n r(0,T;r(f2)) 

Posons alors : 

r - ( i f 1 ' V h + = (sh g> V h > v v h e v h ; p* p- e n x •» 
(2.11) I 

I ^(T) = 0 • 

Majorons en utilisant la proposition 1.1. : 

(u-u ,g-s, g) 2 2 lllu-u.ll 2 , !|g-s,g|l 2 , 
n L/(0,T;L/(fl)) n l/(0,T;H£(n)) n L (0,T;H X(ft)) 

< C h||u-u,|| 2 , ||g|| 2 2 

n L (0,T;Ho(fi)) L (0,T;L (n)) 

D'autre part : 
T 

(u-u, ,s, g) 0 0 = / Ru-s, u,s, g) 9 +(s, u-u, ,s, g) 9 -(s, u-u, ,s,g)r]dT 
^ h L2(0,T;L2(f2)) 0 h h L 2(fi) h h h L 2 (H) h ^ h H 

+ / T (sh u - u h, s h g ) h dt 

Nous avons : 

(u - s. u, s. g) « = 0 . 
h h L 2 (n ) 

Majorons en utilisant la proposition 1.2. : 

l C s h u " V S h g )
L 2 ( f l ) " ( s h u ' V s

h8'hl i C h | | s f i U " U h , i ^ ( n )

 l | S h g M
L W 

Enfin majorons le dernier terme : 

http://lllu-u.ll
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+ g* a t ^ h > h - ^ « P H F L d T " + / ^ - t ' V d T 

+ / T ( a h ( 8 h u » V - a ( sh u' c< ?h ) ) d T + a ( s h u - u'cf5h) d T 

+ ( sh^o ~ u o h , <fh(0))h . 

Dfoù en utilisant à nouveau les propositions 1.1 et 1.2 dans le 

cas où k r > 2 : 

IjVu-a ,shg), dx| < C C Asup I r j n ^ 1 > d ï + l fJ I 2 Jc-1 
0 -h -h h h - 0«f hôV h

 l | c ^ h H H 2 ( n )

 h L2(0,TIIR 1W) 

+ ^ I I 2 v-1 + M(a,b,c)hk+1| LUI I 2 v + 1 LLFPHLL,2 * 

+ CL|u0-uoh!! _-l + c h k + 1| |u0| ! v ) |h» (O)|| , 
o h H x(fi) fT(n) h Hi(n) 

Le résultat (2.7) se déduit alors de l'égalité (2.10) en majorant 

le second membre et en remarquant que, d'après le théorème 2.1 nous avons : 

" ^ • ^ l l ^ < 0 , T i ^ „ t | S ^ < 0 ) - C f H ( 0 , | ^ ) 

< C M(a,b,c) h n f o l l 2 2 + Msll 2 2 1 
L (0,T,H (fi)) L (0,T;L (fi)) 

et en utilisant les inégalités inverses : 

| [f h l l 2 2 +M CPH ( 0 )Mi £CM(a,b,c) QMI 2 2 x

 + ! Isl U 2 3 
n L̂ (0,T;ITCR)) IÇ(n) Lz(0,T;HZ«)) t(0;T;i;($ 

k+1 

Remarque 2.2. Le théorème ci-dessus donne une erreur en h , avec des hypo­

thèses qui correspondent exactement aux hypothèses qui assurent la régularité 

de la solution du problème initial. 
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k+1 2 
Fbur obtenir une erreur en h , nais dans l'espace C(0,T;L (fl)), il 

k+1 

est nécessaire de supposer une erreur en h sur la condition initiale Uo. 

Ceci n'est réaliste que si cet élément u Q est dans l'espace H^ + 1 ( f î ) au moins. 

Et donc il faudra supposer plus de régularité sur la solution u que dans le 
2 

théorème- précédent pour obtenir l'erreur dans l'espace C(0,T;L (fi)). 

C'est l'objet du théorème suivant : 

Théorème 2.3. Sous les hypothèses du théorème 2.1 et si de plus nous avons : 

UoeHj(fi)nH k + 1(n) ; 2±eL2(0,T^(çi)) ; u é C W J i ^ t a ) ) ; sik> 2 

et 

Uo6^(fi)nH2(fi) ; !^£L2(0,T;H2(fi)) ; uéC(0,T;H2(fi)) ; si k = 1 ; 

Alors nous avons : 

si k > 2 

( 2 ' 1 2 ) , , ^ l , L W ( û ) ) i C C I , U 0 ^ , , L 2 ( B ) + h k + 1 , K , l ^ C « ) + 

+ , , f - f * M

L W - W 

+ h k + 1|i fhM2 J< + h k + 1 M | T l l 2 Je ! " 

k = 1 

(2.13) I!u-u. Il , < c f | | u 0 - u , | | ?
 +

 l l f - f h l l ? -1 

" > ML-(0,T;L 2(o)) " ' ° h L2(fi) L (0,T;K (fi)) 

+ h2(|.|uo|| 2 + ||fh|| 2 . , + Hf!|| 2 2 
H2(ft) h h2(0yT'X(ù)) 8 t L2(0,T;r(fi)) 

+ HUllc(0,T;H2(fi))3 ' 
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Démonstration. Considérons la quantité : 

V*> = ( * r ~ lt *h u > V*h u)h + u» v*hu) 

( f h » " h - ^ u ) h - < f > % - \ n > 

" h " ^ ^ " ( l t t h u ' " h - ^ ^ h • 

En utilisant alors la proposition 1.3, nous en déduisons 

U h(t)| i C M u ^ u M , ( l l f - f h l l . ! +h k + 1||f hi| ^ k + 1 | | | H | | k ) . 
H ^ H HJ(O) N H 1(fi) N H*(fi) r H (fi) 

En intégrant cette inégalité sur l'intervalle (0,t) nous obtenons alors : 

L (0,T;l/(fi)) n n LZ(0,T;Hi(fi)) k o h n l/(fi) 

+ii f

h-
fn 2 -i + h k + 1 i i f

h i r 2 v N

 + m h m 2 jc j -
n l/(0,T;H 1(fi)) n L (0,T;îi (fi)) 3 t L̂ (0,T;ir(n)7 

Le résultat (2.12) se déduit facilement de la majoration ci-dessus 

en utilisant à nouveau la proposition 1.3. 

Dans le cas où k = 1, nous ne pouvons pas utiliser de majoration dans 
-1 2 

l'espace H (fi) aussi nous utilisons des majorations dans L (ft), et la modifica­
tion est évidente. 

Remarque 2.3. Dans le cas où l'on affaiblit les hypothèses de coercivité uni­

forme pour ne conserver que : 

( 2 . 6 ) a ^ u ^ ) + X I u h | £ > a[|uh||
2 ; a > 0 , X e/R 

(fi) 

(2.m) <vVh - 0 » 
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k+1 

le. théorème précédent donne cependant une erreur en h mais dans l'espace 

L 2(0,T;L 2(Q)), au lieu de C(0,T;L 2(n)). 

Remarque 2'.4. Nous avons tout au long de l'exposé parlé de problèmes avec 

conditions de Dirichlet. Ceci n'est pas fondamental et les résultats seraient 

très semblables.pour d'autres types de conditions aux limites qui conduisent 

à des problèmes variationnels. 

III - Approximation par une méthode d'éléments finis des équations de Riccati. 

Nous rappelons d'abord quelques résultats relatifs aux équations de 

Riccati que nous considérons, équations qui interviennent dans la résolution 

de problèmes de filtrage d'équations aux dérivées partielles. Nous renvoyons 

à Lions [9j et à Bensoussam [2] pour des compléments pour ces équations. 

Nous considérons, en outre des données et hypothèses précédentes 

deux espaces de Hilbert K et G et les opérateurs 

C3.1) C(.) £ L^COjT; Jif(H^(n) ,K)) ; 

(3.2) F(.) 6 IriO^iXiGfi1^))) > 

Ç Qo € <ï(L2(fi),L2(n)) ; 0 = ; 

(3.3) 1 -o 
. (Qo X > P 9 > 0 > V X 6 L 2 ( n ) . 

IT(n) ~ 

Nous définissons alors pour tout s dans l'intervalle [p/f] un opéra­

teur Q(s) comme la solution du système d'équations : 

' - g + Ay = -C^C p 

.fjf * A * p = FF* y 

(3.H) l p(0) = 0^ y(0) 

y(s) = X , J , 6L2(!5), 

p(s) = Q(s).% 
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Nous savons qu'alors l'opérateur Q est la solution formelle de l'équa­

tion : 

Q(0) = Qo 

(3.5) < , . 
^ + A Q + QA + Q C * C Q = F F 

Nous avons alors la proposition : 

Proposition 3.1. Pour chaque 

s 6]0,f| • , % 6L2(fi), 

le système d'équations (3.4) admet une solution unique : 

y,p e W(0,T) = {cf> e L2(0,T;H^(n)), || & ̂ (OJiH - 1^))} 

ce qui définit un opérateur linéaire Q(s) vérifiant .: 

(3.6) (Q(s) X , £ ) 0 > 0 ; V y 6L 2 ( n ) ; 
IT(n-) " 

(3.7) |Q(s)r|n < C M , î V ' X e L 2 ^ ) ; 
i / (n> " ir<n> 

(3.8) Q(s) = Q*(s) . 

Pour prouver cette proposition, il est commode d'utiliser un problème 

de contrôle associé au système (3.4) et qui est le suivant : 

' - % + Ay = + C* u ; te[0,sj 

(3.9) . 

. y(s) = % 

(3.10) min ICu) = /S|u(T)|5 d T + /
S |F*y(u)|2 d T + «^ y(0), y(0)) 9 

u6L
2(0,s;K) 0 K 0 L(û)> 



-24-

De manière analogue afin d'introduire une solution approchée de l'opé­

rateur nous introduisons d'abord une équation d'état approchée qui sère l'équi­

valent de l'équation (3.9) et un problème de contrôle approché/ Soit 

' • ( S r ï h > h t a h W ! ^ v ï h )
 ; V z h € V h ; 

(3.11) A 

L y h ( s ) = x h J
 K * \ -

(3.12) min W = f I^J dT + f I ^ V I G dT + 7,(0)^(0)^ 

Nous introduisons le système adjoint approché soit 

(lr*Vh + V W s ( F F * v V > V z h 6 V h 

(3.13) j 

Il est facile de voir alors que le problème de contrôle approché admet 

une solution unique qui est caractérisée par : 

(3.14) ( uh> vh } + ( C P^V' V = 0 ; ^ v h 6 K h ' 

Si nous avons l'hypothèse supplémentaire que : 

c ( V C K h • 

nous pouvons éliminer u^ et nous obtenons le système qui définit l'opérateur 

approché Q^(s) : 

' y h ( s ) = X h 

(3.15) ph(0) = 0^h yh(0) 

( a ? > V h + a h ( W - ( F F V ^ 

ph(s) = Q h ( s ) % h 
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Nous supposons que : 

f W h s (Qoh v V * v v 
(3 .16) 

* ( Qoh W h ^ ° i V > h 6 V h 

(3 .17) I^ hy h l 2 1CK\ 2 1 V y h 6 V h 
™ h Via) n i f ( n ) 

Alors nous avons la proposition équivalente à la proposition 3 . 1 . 

Proposition 3 .2 . Sous les hypothèses (3 .16) (3 .17) et (1 .22) et ( 2 . 3 ) , 

l'opérateur Q^s) défini comme l'unique solution du système (3 .15) vérifie : 

f (Q^s) yh,zh5h = (yh, Q^s) ; \/yh, , 

(3 .18) J (Q^s) y h, y h ) h > 0 ; Vyh&\ ; 

!V S ) yh! 2 l 0!^' 2 ; V y h 6 V h • 

Pour obtenir une estimation d'erreur entre l'opérateur Q et l'opéra­

teur nous allons utiliser les problèmes de contrôle associés aux deux sys­

tèmes d'équations ( 3 . 4 ) et ( 3 . 1 5 ) . 

Introduisons quelques notations. 

Nous appelons Y la solution de : 

f f(s) = X 
(3 .19) J 

- ( | J , z ) + a(y,z) = 0 ; V z e ^ ( n ) . 

et de même la solution de : 

f V s ) = * h 
(3 .20) | 

1 • ( î T ' ï h , h t a h W s 0 • V z h 6 V h -
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Soit d'autre part e la solution de 

' e(0) = Q 0 y(0) 

( 3 ' 2 1 )

 5 f - •] 
(|£, z) + a(z,e) = (F-F* z) ; VzeHi(fJ) 

v, d r 

et la solution de : 

r eh-(o) = v°> 
(3.22) J 

Nous définissons également C|>(u) et <̂ (̂û ) par : 

f CP(s) = 0 

(3.23) 
z) + a(cp,z) = (C*u,z) ; VzêH^(fi). 

V. dt 

f V 8 > = 0 

(3.24) J ^ 

l ^â tT'Vh + V ^ h ' V = ( c * V z h } ' V z h f e V 

Ainsi que n(u) et n̂ û̂ ) par 

" n(0) = Qo q>(0) 

u (|£,z) + a(z > n) = (FF* Q> ,z) ; VZEHJFO). 

(3.26) 1 3nh . 

Nous pouvons alors vérifier facilement que le contrôle optimal u 

associé au système (3.5) est caractérisé par : 

(3.27) u + C n(u) + C e = 0 , 

et que de même est caractérisé par : 

(3.28) xi^ + C nh(uh) + C = 0 • 
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Nous avons alors le lenme : 

Lemme 3.1. Nous avons l'estimation d'erreur : 

(3.29) f l u C O - u ^ T ) ! 2 , dx < c[inf O^I^'K D T + I* ' ^ " V K D T 

0 v h€L 2(0,s ,y 0 0 

+ /s|C(n(u) - n h(v h))| 2 dx]] . 

Démonstration. Nous avons 

/ S I V v h l x d T i / S ( V V V V K D T
 + /S ( C W V » V V K D T 

( C W V d T - / S (Ce, v ^ d x 

+ / s (u-vh, dx + / s (C(n(u)-nh(vh)), u^v^ dx 

Nous en déduisons le résultat en utilisant Cauchy-Schartz. 

Nous rappelons la définition du domaine d'un opérateur dans un espace 

D(A,H) - {ueH, A uéH} 

Nous supposons ici que l'opérateur A défini par (1.21) vérifie : 

(3.30) f D(A*, H) = D(A** , H) ; H = L 2(G) ; V A G N ; 

(3.31) [ D(AA, Vb = D(A*V, V ) , V = H*1 (fi) ; V l S N ; 

et nous supposons d'autre part que A et À* sont tels que : 

(3.32) 
„ u(0) = u,, 

est un isonorphisme de : 
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r u6L2(0,T;D(AA+1,H)) 0 H U l(H) , sur 

( fg L2(0,T;D(A1,H))nHt![H> * u 0 6D(A
U 1 / 2

SH) 

V* € N 

et également de : 

" ueL2(0,T;D(A£+1,V'))OH*+1(V') sur 

^•34) 2 I I 1+1/7 

l fel/(0,T;D(A*,V'))nH (V) *u 0€D(A
 X / , V») 

Nous renvoyons à C. BARDOS [l] pour la définition de A ^ 2 quand 

l'opérateur A n'est pas auto-adjoint et aussi pour des hypothèses suffisantes c|u 

entraînent (3.33) et nous renvoyons à Madame M. TOUGERON-SABLE [15] pour des 

hypothèses qui entraînent (3.34). 

Nous avons alors la proposition : 

Proposition 3.3. Sous les hypothèses (3.30) à (3.34) 

et sous les hypothèses supplémentaires 

1) C * C & & (L2(0,T;D(A£,H))nH*(H), L 2(0,T;D(A\V')) D H * ( V ) ) 

H £ (L2(0,T;D(A£+1,V'))nH£+1(V») ; L 2(0,T;D(A\H) ) n H*(H)) ; 

F F* e <$> (L2(0,T;D(A*+1,H))nH*+1(H), L2(0,T;D(A£,K))fl H*(H)) 

O % (L 2(0,T;D(A Z + 1

>V'))nH i l + 1(V') > L2(0,T;D(A*,V )) 0 H A(V )) , 

Q o e Sg ( D ( A £ + 1 / \ H ) , D ( A * + 1 / 2 , H ) ) n < £ ( D ( A * + 1 / 2 , V ) , D ( A * + 1 / 2 , V ) , 

alors pour tout s, la solution Q(s) du système (3.4) vérifie : 

(3.35) Q(s)e$( D(A
U l / 2,H), D(A*+1/2,H))A #(D(A t f l / 2,V), D(A U l / 2,V )) 

2) Si on échange les hypothèses sur C*C et FF* et si 

Q £ >e<£(D(A*
+ 1 / 2,V), D(A*+1/2,H)) O ̂ (D(A £- 1 / 2,H), D(A* + 1 / 2,V )) . 
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alors pour tout s, nous avons : 

(3.36) Q(s)e£(D(A i + 1 / 2,V»), D(A*+1/2,H)) 0 & (D(A*"*l/2 ,H) , D(A* + 1 / 2 ,V )) . 

Démonstration. Elle sefait par récurrence sur le système (3.4). 

Nous supposons en outre que : 

* D(Afc,H) C H2*(fl) , D(A*,H) fermé dans H2*(n). 

(3.37) 1 

L D(A*,Vf) oH 2*"* 1^) , D(A*,V) fermé dans H ^ C n ) . 

Nous avons les estimations d1 erreurs; suivantes : 

Théorème 3,1. Sous les hypothèses de la proposition 3.2 et des théorèmes 

2.1, 2.2 et 2.3, nous avons sous les hypothèses (3.30) à (3.34) et (3.37) 

1) Si l'hypothèse 1) de la proposition 3.3 est vérifiée pour : 

2l > k+1 , 

nous avons l'inégalité : 

(3.38) |Q(s)X-0^(s)%h| 2 < C[h k||%|K x

 + |> " ïh\ 2 , %

 + 

s u p i ^ y h l T ? C Q ) ] 

V % e D(Ak/2,H) si k impair, % e D(A k + 1 / 2,V) si k pair 

la constante C étant indépendante de s •pour sefp^ • 

2) Si l'hypothèse 2) de la proposition 3.3 est vérifiée pour 

2i > k+1 

nous avons pour Q 0 = 0 (si k' >_ 2 ) : 

(3.39) |Q<s)0C - (ys)% h | L 2 ^ < C(hk| • l H-l ( B )

 + h ^ l L 2 ( n ) l 

3) Si 2) est vérifié et si k > 2, et C <s (L2(n), K) : 

n h V(fl) ^ H*(fl) n H X(fi) 7 1 LTCfl) 

V % €D(A k / 2,H) si k impair, "X G. D(A k + 1 / 2,V) si k pair. 
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Démonstrat ion. Il faut séparer les deux cas selon que k est pair ou impair. 

Nous exposerons le cas impair, l'autre étant très semblable. 

Nous savons d'après la proposition 3.3 que : 

entraîne que 

Y £L2(0,s;D(Ak+1/2,H)) O Hk+1/2(0,s;H) 

YCO) e DCA 1^ 2^). 

L'hypothèse sur Q Q entraîne alors : 

c(0)€D(Ak/2,H) , 

e G L2(0,s;D(Ak+1/2,H)) C\ Hk+1/2(0,s;H) . 

On voit alors facilement que la proposition 3.3 entraîne aussi : 

y, P,q>, neL2(0,s;D(Ak+1/2,H)) A ^ ^ f ô ^ i H ) 

les opérateurs correspondants étant continus, ûniforalement en s«£o,T]. 

Nous pouvons alors dans le lerrme 3.1 choisir, 

v h = - C s h p ; v he l^cC(Vn) , 

et alors nous avons 

(3.11) (£ S |u -v h|^dx)<C h N l X l l ^ • 

En utilisant le théorème 2.1 nous avons par ailleurs : 

||f-f.|| 2 , + |T(0) - y 0 ) | lC[hk||X|| k + | X - X J 2 ] . 
h i/(*£(&)) IT(fl) H (fi) h 1/(0) 

En utilisant cette inégalité et à nouveau le théorème 2.1 nous avons 

n i/a£(fi)) h ira» k ir(n) h i/ai) 
(3.42) J 

(avec la convention habituelle de notation si V̂ <£,Hk(a)) . 
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En utilisant le même théorème et les mêmes techniques et l'estimation 

(3.kZ)nous montrons aussi que 

K Q o-Wh 1 2 

n n ft iT<n) 

En utilisant alors la majoration (3.29) nous avons 

I (Qo"Qoh)whl 2 

(3.43) fS l u - u j 2 dt < C(hk| l-XM v + I X - ^ I 2

 + S"P l|w M
 L ( 0 ) 1 ' 

0 n K k jjK̂j "n L^ ( f l ) w ^ • | whll Hk ( n )

 J 

Il reste à utiliser encore deux fois le théorème 2.1 et la majoration 

(3.43) pour obtenir : 

l ^ ^ o h ^ h 1 2 
|P(s)-ph(s) | < c(hk| \y. 11 + |y-X h! 2 • sup , • 1 

^ L2(fl) k iT<n> IT(fi) «^v 11 hl I v h h iHn) 
Pour établir la deuxième inégalité du théorème nous procédons de 

manière analogue mais en utilisant, quand il le faut, les théorèmes 2.2 et 

2.3 au lieu du théorème 2.1. 

Tout d'abord en utilisant la proposition 3.3. nous savons que 

'X<ED(Ak/2,H) 

entraîne que : 

Y, cf, y£L2(0,s;D(Ak+1/2,H)) 0 Hk+1/2(0,s;H) 

et que 

c, n , peL 2(0,s;D(A k + 3 / 2,V ' ))nH k + 3 / 2(0,s;V) 

les opérateurs correspondants étant continusuniformément pour sê(p,Tj . 

Si : 

c*e^(L2(n),K)) 

nous pouvons choisir 

v h = - C s h p ; v heK h 

et alors nous avons 

(3.44) f ^ - ^ K ^ 0 ^ 1 ' 1 ^ 1 ' ^ ) 
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En utilisant alors le théorème 2 . 2 , nous obtenons 

( 3 . 4 5 ) |T̂ f | 2 2 < <h k + 1| \r 11 . + H X - X J I - 1 + h ! X - ^ . l 2 ] . 
h l/(0,s;l/(fi)) ITCfl) h H ±(«) 1 1 ITC») 

En utilisant alors le théorème 2 . 3 , nous obtenons 

( 3 . 4 6 ) | e(8 ) - e h ( s ) | „ , < c(hk+1| M I y. + I IX'Xl I , '+ h|X"Xl 2 3 . 

et aussi par la même technique, 

| c f( U)-Cf (V )| !C[h k + 1 | M | + MX-XM + h | ^ X l 2 ] : 
ft n i/(o,s;i/(n)) inn) n H 1<fl) 7 1 i/(Q) 

d'où, 

( 3 . 4 7 ) |n(u)-nh(ii )| . 2 £cCh k + 1|rXII v + MX-XM _-, + h|?-X | 2 ] . 
L (0,s;l/(fl)> HK(»> 1 1 H h l/(fi) 

En utilisant alors le lemme 3 . 1 et les majorations ( 3 . 4 4 ) , ( 3 . 4 6 ) 

et ( 3 . 4 7 ) , nous obtenons 

( 3 . 4 8 ) ( j s iu -u .1 2 dx) < c(hk+1|\y 11 + 1 | y - x i | _ x + h\X-Z I 2 1 

En utilisant alors à nouveau les théorèmes 2 .2 et 2 . 3 , nous obtenons 

lp<s>-Ph<s)| 2 i C [ h k + 1 i m i + h | X - X l l 2 1 . 

Dans le cas où l'on a plus la propriété 

C Ê û f (L
2(fi),K)) 

on peut encore obtenir un résultat, mais il faut utiliser alors k-1 au lieu de k, 

et lfon obtient en utilisant le théorème 2.2. et le théorème 2.1. 

I P C s , - ^ , , ^ . c ^ i , ^ + M W h l | H , ( i ! ) • 

Corollaire 3.1. Sous les hypothèses du théorème 3.1 nous avons 

si 1) est vérifié et k impair 

< 3 . w ) | | Q < s , - V s ) . S h M $ ( D ( A k / 2 ( H ) _ L 2 ( n ) ) 1 c ^ H i Q o - Q 0 ^ ( D ( A W 2 i H ) > L 2 ( n ) ; 
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si k pair 

(3 ,o , i i q c ^ C , % U £ w a + 1 / 2 > v , ) > l 2 ( w ) l c ^ " Q o - ^ l k ( D ( A k t l / 2 y , ) ) L 2 ( s l 

si 3) est vérifié 

k pair et C G cà£(L2(fi) ,K) 

(3.51) ||QCs)-<^s> s j | . k / 2 2 < C h k + 1 

n n <£(D(AK/%H),L^(fi)) 

k impair et C G<£(L2(fi) ,K) 

(3.52) | |Q(s)-a (s) s 11 k + 1 / 2 2 1 C h k + 1 

• n <£(D(AK+1/%V'),L^(fi» 

Nous obtenons en particulier si 2) ou 3) est vérifié : 

(3.53) ||Q(s)-0 (S) S, |l 0 0 < C h . 
* h <£(L2(fi),L2(fi)) -

Remarque 3.1. Si FF* est plus régulier ainsi que Q Q, alors Q est aussi 

plus régulier. Ceci permet d'espérer l'obtention d'une majoration du type (3.53) 

k 
en h . Mais il est indispensable pour cela d'obtenir l'équivalent du théorème 

2 -k 

2.2 donnant une erreur dans un espace du type L (0,T;H (fi)). La technique 

de démonstration de ce théorème permet certainement d'obtenir des résultats 

dans ce sens. Dans le même ordre d'idées, si nous voulons nous passer de 

l'hypothèse Q 0 = 0, dans (3.51) ou (3.52) il faut dans le théorème 2.2 obtenir 
o o - l 

une erreur dans l'espace L (0,T;H (fi)), ce qui ne permet pas, semble-t-il, 

la technique de démonstration utilisée. 
Remarque 3.2. La majoration (3.53) montre en particulier que Q(s) est un ope-

2 

rateur compact de L (fi) puisque nous l'approchons dans la norme des opérateurs 

bornés par un opérateur de rang fini. Ceci résulte aussî bien sûr, des résultats 

de régularité et de l'hypothèse fondamentale que l'injection de Ĥ (fi) dans L2(fi) 

est compacte. Cette hypothèse nous a servi à établir les estimations d'erreurs 

initiales sur les éléments finis. 
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