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APPROXIMATION PAR ELEMENTS FINIS

DES EQUATIONS DE RICCATI
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Résumé. Nous donnons ici des estimations d'erreurs pour la méthode des Eléments
finis. Nous appliquons ceci & 1l'approximation des équations d'évolution parabo-
liques du second ordre par une méthode d'éléments finis avec intégration numdri-
que. Nous en déduisoné dans une derniére partie des estimations d'erreurs pour

les schémas approchés des équations de Riccati par des méthodes d'éléments finis.

Nos techniques et résultats sont trés proches des techniques de Ciarlet-
Raviart [5], Raviart [17] et Wheeler [1€]. Mais nous nous sommes efforcés de faire
apparaitre le minimum d'hypothéses de régularité (en particulier en utilisant des
estimations d'erreurs dans des espaces de Sobolev d'indice négatif) nécessaires

pour obtenir des estimations d'erreurs raisonnables pour les équaticns de Riccati.
Notations. C désignera toujours une constante.

Si ) est un ouvert de R" rous désignerons par :

whP(a)
W) = )

fuctP@ , D*uelP) ; la] <m :

Hi(R) = {ueH (@) o} .

b Yo T

I.1 Estimations d'erreurs duales dans les éléments finis.

Nous donnons ici des estimations d'erreurs pour les méthodes d'élé-
ments finis dans des espaces de Sobolev d'indice négatif.

Soit_s‘z un ouvert borné polyédrique de R" et soit ﬁh une "triangu-
lation" réguliére de Q par des éléments finis. Nous désignerons par h le dia-
métre d'un élément fini et par p le diamétre de ia plus grande sphére inscrite
dans cet élément. Nous supposercns désormais que le rapport % est uniformément

borné pour toute triangulation § h

Nous supposcns que, a chaque élément fini est associé un espace de

polyndmes de dimension finie, soit [P, et un opérateur d'interpolation m, défini



pour les fonctions assez réguliéres, et qui est [P-unisolvant. Nous supposons
les éléments finis de classe C°. @, désignera 1'espace des polyndmes sur (R*
de degré k. Nous supposons enfin que chaque élément fini T est équivalent par
une application linéaire affine F & un méme élément de référence f, auquel est

.z ~ A p . . A
associé un espace de polyndmes [P et un opérateur d'interpolation w.

Pour toutes ces notions et pour des compléments nous renvoyons- au

livre de Zienkievicz [17] et 3 divers articles de Ciarlet-Raviart [37].

Remarque 1.1. Tous les résultats qui suivent s'adaptent, au prix de complica-

tions techniques, au cas des éléments courbes. Dans ce cas F n'est plus une
A
application affine et P n'est plus un espace de polyndmes, mais P est encore

un espace de polyndmes.
Nous définissons un espace de dimension finie Vy, par
Vy = {uheC°('n') ;o w|p =0 et GWlre? NT e ‘(‘?h} .
Alors les éléments finis considérés étant de classe C° nous. savons que
v, CHe (@)

Nous avons alors le lemme ¢

Lerme 1.1. Soit k le plus grand entier tel que :

F&;:P , k>1 3

nous avons 1l'inégalité, pour toute fonction u assez réguliére et dans 1l'espace

KT

(1.1) [u = m]] R

< [ ful]. ]
HNT) 1 7y

lemme 1.2. Si Q est assez régulier (per exemple convexe) et si

0 <m< ktl .

PkC P’



Alors pour toute fonction u de Hk+1($2)ﬂ H'}(Q), il existe v dans Yy

tel que

1/2 k+1l-m l Iu' l

(1.2) ||uv|| ) <C h ; 0<m<k+l
Tetf = ) il

Démonstration. On désigne par m, l'opérateur d'interpolation défini sur chaque

élément fini comme 7. Cet opérateur est défini pour les fonctions u assez régu-

liéres, et le lemme 1.1 montre alors que

¢z e u]l2 Y2 <o v |y

u ’
ct, BN T @)

0<mc<ktl .

Mais ™ n'est pas nécessairement défini pour toute fonction u de

H%(Q)(\ HYR). Aussi nous procédons en deux étapes pour construire v, en sui-

vant une idée de Strang [13].

Tout d'abord nous cherchons u tel que

[ Tu-u]] eljul|
2eay = € el e )

(1.3)

[u 1] < Cl]uf]
e gktl gy | TR

et u_ assez régulier pour que m soit défini. Alors nous choisissons

Vh = 'ﬂ’h ue > € = hk+l
Nous avons alors par interpolation
| k+l-m
[ fu=u_[] < cn T ul]
& H ) M ()
Nous concluons en majorant :
2 1/2 1/2.
Cz o v 17, 077 <« llu-HUH Y5 {umu ]
Z ™Y - - e . m
Te €y, H(T) T;@h H™(T) H(T)
k+1 -m

[u llHk+1

Il reste & construire u..



Nous résolvons le probléme :

(1.4) u_ + e A u = u 3 u € }%(Q)nHk+l(Q) ,

ol A est un isomorphisme de LZ(Q) sur H% (Q)nHk+1(Q) positif et régularisant
c'est-3-dire tel que :

Au e HY(Q) oo u_eH

(1.5) <Au,u> 2 > 0
L7 (%)

Alors nous avons
(1.6) e A.Au_ = Au-Au
€ €

en multipliant (136) par Au et utilisant (1.5) nous déduisons

fAu_| < |Aul < ¢l lu}] .
2~ @) " < )
D'ou :
Hu < cllull

<+ (a) By

En reportant alors cette majoration dans (1.4), nous avons
lumu_| < C ¢l |ufl
€2y ~ H Y (o)

Nous pouvons choisir comme opératewr A 1'opérateur défini par :

(Au,v) 2
L°(Q)

v= 2@, B nd*al,,,

= ((u,v))y ; Vu, veV.

Lerme 1.3. Nous avons les "inégalités inverses"

2 1/2 ¢ 2 1/2
W@n Cr (il OMP S Cr gt M
Te g, “n H>(T) — STt Teﬁh et

O<t<s<ktl ; s, t entiers.



Lerme l.l&.c Soit s, le projecteur dans L2(Q) sur le sous-espace fermé 'V

h
Alors sous les hypothéses du lemme 1.2 nous avons
172 k'+l-m '
(1.8) ( : | |u-s uH )>*¥“<Ch [u]l ., ;
re€, " Hm B )

'
pour toute fonction u dans 1l'espace H'l(n) N Hk +1(Q) et pour O < m < k'+1 < k+l/

-Démonstration. Nous avons :

k+1
[lu-s, ul] < [u-v || <chn | ull .
h 200, = 2 = B (a)
1
s 172 9 1/2 s 3
(o %2 llus, ul]® )7 < ¢ o |uv ]| )7+ [1spu-vy [ )4
Te{h L Teb), U Tet§ HY(T)
¢ W )y II +C o= vyll 5 s
Hk+l (Q)

< ¢ R ]y

B (e)

Le résultat est encore vrai pour tout entier k' inférieur & k, car on az::

Pk' C P CP.

Proposition 1.1. Sous les hypothéses du lemme 1.2, nous avons :

k'+1l4m
(1.9) llu- s, ull <Ch [ul ] 5
HL @ N @ 1" *1eq)
l<m<ktl ; O0<k'<Kk

Démonstration.

Soit :

ceeH%(n)nHm(sz) .

(u-s u, ) = (u-sy u, @ =s, P) .

h L 12@) h% @Sy 2a)
D'ol :
(u- = ,CP) '

u-s,u i < R ]y

1.1
1 gy

= sup
H@NE@Y  gerta)n H@) H"P”Hmm) =



I.2. Estimations des erreurs dues 3 1'intégration numérique pour les pro-

blémes elliptiques.

Nous donnons ici des résultats d'erreurs pour une classe non géné-
rale de formules d'intégration numérique. Nous obtenons des résultats tres
semblableé d ceux de Ciarlet-Raviart [57] mais avec une technique un peu |
différente, qui permet de faire le minimum d'hypothéses sur la solution’

du probléme que 1l'on approche.

Lerme 1.5. Soit =' un opérateur d'interpolation sur un élément fini T, de

diamétre h, qui est exact pour les polyndmes de degré k'. Alors

K'+1, .0 i ’ v
(1.10 duw- ' )d oL % D
) | auvde-{ #'(auv)dw] <Ch lal] I'+1,w( ; 1,]61" ul | 2 | D v} 2

I1={i3 3 i>0 , 350 ;3 1i<k" , j<k"™ , i+ <k'+#l};

' © .
VueP "n o VEP nos aewk *1, (T)

k

Démonstration. - Soit :

®=auv

Considérons :
A A /.\

"f':CPOP H ?r'(.?-'n’q?:n'c?of'.
Alors d'aprés le lemme de Bramble-Hilbert, nous avons :

A A

A A A AA
(@ -r'@)x)]| < C||I-xn' '
| (g -n"¢p l-”"'&g(wkﬂm

k'+1A
A e [
25(T),L(TY)

[ 1D 5 Vxe"f‘

QA
L7(T)
D'ol en revenant 3 1'élément T par la transformation F :

' ]
(1.11) [Cauv-r'awd) )| < ChS L sup DK Paw) (] 5 VxeT .
yeT

En utilisant la formule de Leibnitz et en majorant, nous obtenons :
k'+1

sup [Dk'+1(auv)(y)| <@l lal] K'+1,0 ( z HDl(uv)H o )
yeT v > (T) i=0 L (T)

LD LT



D'ou en intégrant sur 1'élément T :
t

1 .
If auvdw - f 7' (auv)dw] <C h +lHaH 14] mes(T) (I ||Dluvl| - ).
T T | W< T () i=0 1™ (T)

I1 est facile de voir en utilisant 3 nouveau la transformatién F

A
et le fait que sur l'espace P, ,, toutes les normes sont équivalentes,que

+k" '

mes(T) ‘ k?' |wk'+1’°°(T) f_c| ICP I lwkl,*_l,l(T) .

D'ol

| K'+1 Koo
1.12) If auvdw - f 7' (auv)dw| <Ch Hall 141 . (z f ID™uv|dw) .
T T W ") i=0

Nous obtenons alors la majoration (1.10) en majorant le second membre

de (1.12) par Cauchy-Scharz et en remarquant que :

DPu=0 i>k"

D]v=o ; j>kll| .

Soit la forme bilinéaire sur H%(Q) x H%(Q) définie par

n n

(1.13) a(u,w) = £ [ a,.(x) CLLNNKCA AR IR f b, x) v oadw + [ c(x) uvdw .
. 1) X, 9X. X,
i,j=1 Q i3 i=1'9 1 Q

Nous définissons alors la forme bilinéaire sur Vh x Vh sulvante :

n auh V. n auh
h
(1.14) (w ,v,) = = [; r [ n'(a.. —3dw + = | ! (b,
R T g (3=l T 1j B B, -

v, ) dw +
i=1 T o i h

f 1 (C Uy uh) dw]
T

et le "produit scalaire' approché :

(1.15) (uh, f * (uh h) dw

Te 'é’

Nous avons alors la proposition suivante :

Proposition 1.2. Si :

Pkcpcp.ll ;



(1.16) m'p=p 5 VpePk,- 3 k' > 2k" -1

3

alors nous avons les majorations :

1 1
/ k+1 2 2 2
[ (u, ,v,) -(u v, )| <CchC £, || ]I )( Hv” ),31k>2
Mh 20y YR = Te@h JRI J Tclso “L7)
1
k+1 2
" "o cen ull S | P T R L
- M) Te €. HT)
(1.17) ¢ 1
| X 2 7
" v e il o, lwlihy
- ) Te€, S
" Csedllyll, oz, an o
2@ Tet HY(T)
/ —1-
! 2 32
la(uh,vh)-ah(uh,vh)l <chne thHHl(Q) (Tezf ”uhHHk(T)) x M(a,b,e) ;
h
1
" 114 2 .
(1.18)< <C e vy, I Lo (;é lluhHHk_ M(a,b,c) ;
_1.
| 2 5
" " <ChHVH 2, Cz llull ) M(a,b,c) .
L @ 16§, H<(T)
llall I ||bs] el |
(1.19) M(a,b,e) = a.. ' o« + I b. 141 o + |le 141 -
i,5:1 gy 521 1 g W< 2 q)

Démonstration. Nous raisonnons sur chaque élément fini T de la tr*iangula‘cionéh.
D'aprés le lemme 1.5, nous avons
k'+1

| [ Gy vy = 7' v ))du] < Ch : [0t u ] 1107 v ||
T PR 0 h = iSel L2 L2

nous utilisons alors les inégalités inverses du lemme 1.3 pour ne faire appa-

raitre que :

HuhHHz(T) s th”Hk—l(T) 3



. ~ ~ . - . - . . - » . Pe » P ‘ “
ceci amene d diviser pour établir la premiére inégalité de (1.17) par C h , avec
a = [i—l“]+ + E+l?}€]+
I1 est facile de voir que

a<2k'-1-k,

sauf si-
K" = k=1 a<l.
11 vient
k'+l-a
f lu, v. =o' u_ v [duw <Ch a1 ] v 11 :
p noh h 'h M2y R L

k"i 2k'"~-1==> k' +1-a >k+1 3

sauf si

K'"=k=1,

et alors le résultat est encore vrai pour :

k' > 2.

Pour obtenir les inégalités suivantes dans (1.17) ncus procédons

on . ~ N .. Q
de maniere analogue, ce qui améne d diviser par C h~ avec

a = [i-l:]+ + B—k:[+ .

Il est facile de voir que :

k! >2k" -1l =—— k' +1l-a>k+1.

Le résultat global pour tout l'ouvert Q se déduit du résultat local
en sommant sur tous les éléments finis et en majorant par Cauchy-Scharz .
Pour établir les inégalités (1.18) nous procédons de la méme maniére en uti-
lisant la technique ci-dessus pour chacun des termes de la forme bilinéaire a,
et en tenant compte du fait que

oy
EN €SPy



Remarque 1.2. Pour adapter les théordmes ci-dessus au cas des éléments courbes,

i1l suffit de faire des démonstrations directement sur 1l'élément de référence.

Mais il faut faire attention alors au fait que :
N
BU.h A
-3-)(—.- Pk""l ’
2
mais & un espace de polyndmes de plus haut degré en général. C'est ce degré

qui jouera le rdle de k'-1, ce qui nécessite en général une formule d'intér

gration numérique plus précise, au moins pour les termes contenant des dérivées.
Nous supposons maintenant que

(1.20) a(u,u) > allullz_}( ) ; VueH%(g) 3 a>0 3
0

(1.21) au,v) = <Au,vs> .; Y u, veHl'(n) .

et que nous avons aussi :

(1.22) ay (u,u) > “”uh“:.l. ; Vu.hth s a>0 .
()
Nous renvoyons & Ciarlet-Raviart [57] ol 1l'on trouvera des conditions
suffisantes pour que 1'inégalité (1.21) ait lieu. |
Nous définissons alors l'opérafeur :

ah(q-, v, wh) = a(v,wh) H the Vh s

(1.23)
theio (V,Vh)

Nous avons la proposition :

Proposition 1.3. Sous les hypothéses des propositions 1.1 et 1.2, et si

1'opérateur Il , adjoint de A défini en (1.21) est un isomorphisme de 1'espace

H2(Q) 0 H%(Q) sur 1'espace LZ(Q), nous avons les estimations :

k
(1.24) | |v-tn v|] < Ch}v]|
Fig () H @)
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k+1
(1.25) [ lv-ty, v]| <Ch vl
| L2(o) | Y ()
Si de plus, l'opérateur AX est un isomorphisme de 1'espace I-&(Q)
sur un sous-espace fermé de H3(Q) et si

k_>_2:

————

(1.26) llv-thvll , <cr*
: : H ~()

Mgy -

Démonstration. Nous calculons la quantité :

ah(shv-thv, shv-thv) =a(shv-v, shv—thv)

+ah(shv, Sy V-t v) —a(sh v, shv-thv).

D'od en utilisant le lemme 1.4 et la majoration (1.18) :

L o~k 13 | 2
(.27 ||s, v - t, v|] 2 Ch|v]] +Ch” ( ¢ s, VI oy )
UM A o8 < (a) 18, Hon g1

1
2

k
<Ch HVHHkH'(Q) .

1a majoration (1.25) s'obtient par un argument classique de dualité

du 3 Aubin et Nitzche :
<V'thv’cP)L2( )
[lv =t v = sup &
b 2 2 lcpl 2
el () L°(qQ)

Posons

¢ = A%y 3 wéH%(n)nﬁz(n).

T . _ a(v—thv,\i')
v-t. v < C sup ‘
h L2 -

(«) H\P”HZ(Q)

a(v-thv,‘l’)=a(v-—thv,\y-sh\p)+ ah(thv,sh\y)-'-a(thv,shw) .



-12-

D'ol en utilisant les majorations (1.8) et (1.18) :

Q)

1
latv-tv,¥)| < C||v-tyv] | h[¥]] s CHMC s | vllB 32 s, v
Ho(Q) K2 et H(2) Hey Halm)

mais nous avons @

sy, ¥il < cll¥ll ;
H (@) K@
1 1 1
2 2 2 2 2 2
Cor Havlll, O2< e llsv-evll? D%+ Ca llsvll? O
Te €, H (@) 1ef, © " H@  Te LU
<y Hsveevll o sclivil oy -
h Ho (Q) Hk Q)
En utilisant alors la majoration déja établie (1.27) nous déduisons
(1.25).
De méme nous avons
(v-t V,C{’)
llv -t vll 4 = sup o] L'(@) .
@ et HL(Q)
Posons

¥ = A% 3 YyeWs= {\veﬁs(n) ; A% ¥ ¢ H%(Q), weH%(n)
¢

D'ol

ot ]| c la(v-tpv,¥) |
\Vd < Su
L bOTTTIT 3

Q) yeW

Nous avons cette fois si k > 2 :

2 k+l
latv-t, v, )] ic”"‘th"”H%( [l 4

NERTE ( EH‘CVH
By M @ K

h H (T)

Nous concluons alors de la méme fagon mais en utilisant la majoration

LK1
|1

»llv'th VIJH%(Q) < V‘IHk . 3

Cette majoration résulte de (1.24) en choisissant k' = k-1 .

~ ot
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Remarque 1.3: L'hypothése de régularité sur 1'opérateur A¥ est 1iée 3 une

hypothése de régularité de l'ouvert Q. Nous savons qu'elle est vérifiée si
1'ouvert @ est convexe. Mais nous avons supposé que l'ouvert Q est la réunion
d'éléments finis et donc peu régulier. Dans le cas ou 1l'ouvert 2 est non
convexe nous serons donc amené 3 tenir compte de l'erreur d'approximafion
de 1l'ouvert Q par une réunion d'éléments finis. Nous renvoyons & Ciarlet--

Raviart [5] et Strang - G. Fix [}E] pour ce point.
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IT.1. Etude de 1'erreur d'approximation dans les équations paraboliques

d'évolution.
Nous considércns le probléme d'évolution variationnel suivant :

Trouver la fonction :
weL2(0,T;HE (@) NL70,T5L2(a)) 5 He 20,50 @) 5 T 0
telle que :

<_g-%)v> + a(u,V) = <f,v> ; p‘p. en t 3 Vve}{lo-(n)

(2.1)

u(0) = u,

<,> , désigne la dualité entre 1l'espace H%(Q) et son dual H-l(n).

Nous savons que 1'hypothése (1.20) entraine l'existence et l'unicité d'une

-~

solution & ce probléme. pour :
uoeLz(Q) s f€L2(O,T;H—l(Q)).

Nous approchons ce probléme par le probléme suivant :
Trouver :

Uy 6Cl(O,T;Vh)

tel que

oy
('Zi_f_’vh)h + ah(uh,vh) = (fh’vh)h 3 Vvhevh ; te(0,T) 3

(2.2) .
uh(O) = Uy : Uy o fh(‘l:)évh
Nous ferons 1'hypothése :
2
(2.3) (uh,uh)h?_aluh] 9 ; Vuhevh .
L ()
Par abus de notation, nous noterons : 4
P H 3 m>1 5 Ve, ev, ;
P H(R) h
la norme dans l'espace produit I H™(T)

e €,
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Théoréme 2.1. Si les hypothéses (2.3) et (1.22) ont lieu et si :

uet’o,TH @ nH M (2)), Ber?o,1H ) (ou v N L)
sik-1>1)

et sous les hypothéses des propositions l.let 1.2, nous avons

flu=u ] + | u=y | <Ch (|} +
020 ) 00,7120 12¢0,1;# (a))
+|| ||
200,738 L(a)).
+ ||£ || M(a,b,c)
2o, e

+ | fug=u_, || + | |£-£, ]
® ohth 200y R 20, e

ol u désigne la solution du probléme (2.1) et u désigne la solution du proble-

me (2.2).

Démonstration., Nous considérons la quantité :

Ih(t) = (;Euh"g? Sp Us W =Sy u)h + ah(uh-sh U, u =Sy u)
Alors

I.h(t) shat,uh-shu>+a(u-shu,uh-shu)
+ (fh, W, - sy u-)h - (fh, W, - sy u)
‘+<f-f,s u-u>

- - 3u -
4-(8}181:,1.1h shu) (Shat’uh shu)h

+ <’-.1(.<:.h U, Wy < Sy u) - ah(sh U, Uy -8 u) .
Nous utilisons alors les propositions 2.1 et 2.2 et le lemme 1l.4.

D'all :
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au

k
s, W <Ch ll = ey sy ull
3t hat Y, T @ Y ooy

\ X
atu - s_u -5 u) < Ch'l|ull Hu, - s, ul]
2 th T #*lqy | p T gy
| (£ s W, - (f,u -s W] <chIE]] v, lw - s u]l
WU TS5 WnT Yty TS WIS RN S D e i o)
|(sh S W~ S, W - (sh at u - s W | <Ch Hsh = Hk-l(9)||uh-sh UIlHl(n)

la (s, u,u-s_u) - als, u,u-s, w| <C hklls ull [ | -s ul] x M(a,b,c;
*n*%h YUn"%h h %oUh7Sy W2 R e WL P

En utilisant le lemme 1.4, il est facile de voir que

RE < cllss

h at Hk l Hk—l
Hsh u”Hk-l(Q-) Al Cl Iu”Hk-l(Q)

Nous obtenons donc :

k
(t) < c[h™ Mla,b,e)(|]u]] + || Il - + e o )
L) < cf ’ <L €l R )

e 11y llu-s, ull .
Mty PR »Hlm)]

En intégrant alors sur 1l'intervalle (0,t) nous en déduisons

%-Huh(t)-shu(t)llz2

t
. 2 2 t
+af||u.()-s_ult)]] ~dt < Cllueu || + I (1)
2y o ™ B "B *on! | 2,0y% T

Le résultat (2.4) se déduit alors facilement.

Remarque 2.1. De méme que 1l'on peut affaiblir 1'hypothése (1.20), on peut

affaiblir 1'hypotheése (1.22) sous les formes :

(2.5) 'auM+x|q2 >umn
L™ (

Hi(n) ;
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2 2
(2.8) a (u,u) + 4wl > aHu.hllHl(m 3 >0 , AeR.
(=}
la majoration (2.4) reste inchangée.

On peut de méme considérer une famille de formes bilinéaires dépen~-

dant du paramétre t et vérifiant (2.5). Le résultat est encore identique.

Théoréme 2.2. Sous les hypothéses du théoréme 2.1, nous avons

sik'> 2
k+1 P
(2.7) |u-u_| < C(M(a,b,e, D [h (] |£ || _ +Hu”

*h 120,712 ~ i 20,15 ey L2¢0,T;H a0y

+ 11331 _ #luemu 11 0+ Byl

12¢0,T;585 L (a)) ° “oh Hl(n) to H<(Q)

T (f-f. ,¢.) 2 ,
+ [ (sup ‘fh 18} ) drt + h|[f-f, [] 2 1 +h| |u°iuoh"£ j).
0 eV, 'l L°(0,T;H () &

Démonstration. Soit

5212(0,T;12(a))

et soit la solution L? de

- <-§T?,v> +alv,P) = <g,v> ; ch;H%(Q) i pP.p. ent

(2.8) A
e (1) =
Alors l'application g —» <P, est un isomorphisme de
2 2 2 0 ik 2 1,2
12¢0,131.2(2)) —— L2(0,T3HE () NE2(2))A HE(0,T5L2 ()
et donc
(2.9) | ” + |]ep(O)]] < Cllsll
& 12¢0,T3H2 () n He (@) AL T 12¢0,75020))
Nous calculons ( ,
. u-u, ,g
- h’ L2(O,T;L2(9)) .
(2.10) Hu—u.nH ) sup — ;

(O T L (Q)) geLz(O,T;LZ(Q)) Hgl lLZ(O,T;Lz(Q))-
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(\.\--u]_l,g—sh g) ? 2 + (u--u.h >Sp, g)

(u- ,g)
“n L™(0,T;L7(Q))

L(OTL(Q)) L(OTL(Q))

Poscons alors

)
- (‘sjc-h-, Vh)h + ah(vh,q?h) z (sh g, vh)h 3 ‘dvhe Vh 3 P.P.ent;

(2.11)
P_(D) =
Majorons en utilisant la proposition 1.1. :
(u-u, ,g-s, ) < 1o | llg-s, sll -
WETREN 206 0@y N 20, SHE(Q)) R 20, e
< € hlfu-u || el
- b 1200, T HE () 120,m31.200)
D'autre part :
(u~u, ,s, g) = f [(u-spu,s,8) 5 +(s,u-up,s.8) , ,8. g)]dr
206 2@y 0 LS P e T e H
T
+ {) (sy, u = uy, s, g)y dr
Nous avons :
(w-=-s_u, s g =0.
h 77 Th P20,
Majorons en utilisant la proposition'l.2. :
[spu-uw,s g , =(su-u,s g)|<Ch|]s.u- [ [1s, g1
o L BT Ly R B2 0

< Chlls, u-u || {lgll
- L ) 12()

Enfin majorons le dernier terme :

IS, u 3
T h Yh
(I) (su = Uy, 8)y, dr = f (€ —= - "

NNNEERER “u s )] de

+ (sh U, -~ “°h’<'?h(0))h R
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(J;T<f—fh,({)h> dr + éT[(fh’(-Ph> - (fh,‘xah)};] dr

9s, u ashu T as. u

T h _ , h u
IOy - Geoey ) de (f) 5t TPy

(f)T (ah(shu,q’h) - a(shu,cph)) dr + (j;T alspu - u,<ph) dr

+

+ (Sh U,

U q)h(O) )h .

D'ol en utilisant & nouveau les propositions 1.1 et 1.2 dans le

cas ol k' 2 2 :

|(s-£, 01 2
f (shu DD g) dt| <C ['f (sup h ) dr +h +le ||
N k-1
o 9V, 11 ||H - 1L2¢0,TsH L ()
k+1 k+1
T =l _ + M(a,b,edn” | ul | ]H‘P”-, ,
120,758 (e 120, ;) D 12omE @)

k+1
+ (Jlue=u || _ + Ch ] uel] ) e, (0] .
® oh iyl ) T @)

Le résultat (2.7) se déduit alors de 1'égalité (2.10) en majorant

le second membre et en remarquant que, d'aprés le théoréme 2.1 nous avons :

+ |s, (0~ ¢,.(0) | 5

s, @~ ||
T~ Shll 2 LA (q)

12(0,T;HE(2))

< CMa,b,e) h [ |lol] + |lel |
12¢0,7,H2(a)) 12¢0,7;1.2(2))

et en utilisant les inégalités inverses :

“‘Phlg

+ ||, (O] < C Ma,b,e) [[kol|
(0,T;H-(0)) h Ho(@) ~ : 5

+1ell %
1L2(0,T;H2(2)) 2T

Remarque 2.2. Le théoreme ci-dessus donne une erreur en hk+l, avec des hypo-

théses qui correspondent exactement aux hypothéses qui assurent la régularité

de la solution du probléme initial.
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Pour obtenir une erreur en hk+l, mais dans 1l'espace C(O,T;L2(Q)) , 11
est nécessaire de supposer une erreur en hk+l sur la condition initiale uo.
Ceci n'est réaliste que si cet élément u, est dans 1l'espace Hk+l(n) au moins.
Et donc i1 faudra supposer plus de régularité sur la solution u que dans le
théoreme - pbécédent pour obtenir 1'erreur dans l'espace C(O,T;Lz(Q)) .

C'est 1l'objet du théoréme suivant :

Théoreme 2.3. Sous les hypothéses du théoréme 2.1 et si de plus nous avens :

o €HL ()N H N Q) 5 gﬁC‘eL 0, T3H@)) 5 ueCo,T;H (@) 5 sik » 2
et
i 2
ueH, (QYNH™(Q) at eL (0,T; H (Q)) ;3 ueC(0,T; H () 3 8i k=13

Alors nous avons

si k > 2
P
(2.12) |]u-u || < Cf]]uomu, ] Huol | +
ht 0,102y ~ ( on'l 20y ol gerl gy
k+1
+ | E-£ | + 1 ul| +
20,10 @) 0, T;H (o))
k+1 k+1
I +h II =1
ll'%owﬁm» %OTﬁmn
k=1
(2.13) u~ < C[]]ue -1 ]] + Hf H
l uhHL 0,732 ~ (1o, 1.2¢q) 120, T;H ()

+ 112

2
+ W (] |u, || + £
el 52 (0) t2¢0,m )y Ot ' 12¢0,T3Ho ()

+ Hulleco,mm2 )]
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Démonstration. Considérons la quantité :
Sy,
- 9
I, (t) =

Ge =3 Th W Yp~ty Wty Wb uh W

(f,_, U - th u)h - <f, u, - th w
au ]
S Uy T T W - (5? T U, uy -ty u)h

k+1 u du
I (0] < cllu -t ull g -£l] .+ n g ] + 2 - )
@1 < el T T B () h K ea) 9t Rt -lig

k+1 3u
+ h [t <=1 ).
h 3t Hk(Q)
En utilisant alors la proposition 1.3, nous en déduisons

k+1 k+1lj19u
IT (0] < cllu -t ull He-g 11, +n g ] = k).
R = T L ) (et H (o) ) 9t 'y (n))

En intégrant cette inégalité sur 1'intervalle (O,t) nous obtenons alors :

+ [ utul] :C(llubh-thuolng

u ~tyul|
R e 6 2 60)) L2(0,T;H (@)

()

k+l ' au
+ | £,-f]| - +h £ + 1=l o, . .
h 20,1587 ) hHL'(O,T;Hk(Q)) 52 L2(O,T;Hk(n);,

Le résultat (2.12) se déduit facilement de la majoration ci-dessus

en utilisant & nouveau la proposition 1.3.

Dans le cas od k = 1, nous ne pouvons pas utiliser de majoration dans
1l'espace H—l(n) aussi nous utilisons des majorations dans L2(Q), et la modifica-

tion est évidente.

Remarque 2.3. Dans le cas ol l'on affaiblit les hypothéses de coercivité uni-

forme pour ne conserver que
2 2
(2.8)  ap o ,u) + 2 Juyfy z'alluhllHi(n) ;a>0, 2eR

(2.1%) (5w 2 0 s
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” ~ . ” + .
le théoreme précédent donne cependant une erreur en hk 1 mais dans l'espace

L2(O,T;L2(Q)), au lieu de C(O,T;Lz(n)).

Remarque 2.4. Nous avons tout au long de l'exposé parlé de problémes avec

conditions de Dirichlet. Ceci n'est pas fondamental et les résultats seraient
trés semblables.pour d'autres types de conditions aux limites qui conduisent

a4 des problémes variationnels.

IIT - Approximation par une méthode d'éléments finis des équations de Riccati.

Nous rappelons d'abord quelques résultats relatifs aux équations de
Riccati que nous considérons, équations qui interviennent dans la résolution
de problémes de filtrage d'équations aux dérivées partielles. Nous renvoyons

i Lions [9] et & Bensoussam [2] pour des compléments pour ces équations.

Nous considérons, en outre des données et hypothéses précédentes

deux espaces de Hilbert K et G et les opérateurs

(3.1) CC.) e1™(0,T; L (@), 10)

(3.2) F(.) € L7(0,T; oJ(G,H 1 (@))) 3

(3.3)

(3.4) < p(0O)

® e Laim, i@ ; o =¥
@ X,%) , >0, ¥YYXxella.
L™(Q)

Nous définissons alors pour tout s dans l'intervalle [b,jj un opéra-

teur Q(s) comme la solution du systéme d'équations :

4 - QX - _ ¥
at * Ay =-C*"C p

_g%u\* p=FF* y

Q ¥(0)

X, Yellw,

y(s)

L p(s) = Qs). X .
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Nous savons qu'alors 1'opérateur Q est la solution formelle de 1'équa-
tion :
Q(0) = Q4

(3.5)
§%+A*'Q+QA+QC*CQ=FF*

Nous avons alors la proposition :

Proposition 3.1. Pour chaque

s €]0,T] * , x el’,

le systéme d'équations (3.4) admet une solution unique :

y,p €WO,D = {ge L2(0, T3 (), I ¢ 120, )y

ce qui définit un opérateur linéaire Q(s) vérifiant :

(3.6) Q) ¥,%) 5, 20 ; Yyell@ ;
L™ ()

3.7 x|, <ci|, ; V¥eli ;
L™ (q L

) Q)

(3.8) sy = s .

Pour prouver cette proposition, il est commode d'utiliser un probléme

de contrdle associé au systéme (3.4) et qui est le suivant :

d - * .
| -a;c’.+Ay-+c u : t € [0,5]
(3.9)
y(s) =X
(3.10) min I(u) = fslu(r)li dr + fs IF*‘Y(U)|é dr + (Qy y(0), y(O)) 2 ) .
0 L (q)

ueLz(O,s;K)
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De maniére analogue afin d'introduire une solution approchée de 1'opé-
rateur nous introduisons d'abord une équation d'état approchée qui sere 1'équi-

valent de 1l'équation (3.9) et un probléme de contrdle approché. Soit

-(31’?'l ), +a( ) = (¢ ) Vz ev.
3t > “n’n T et Un?y’ 5 Nt )
(3.11) |
vy, (s) = Xh 3 ')Chevh .
. ) 2 * 2
(3.12) m_m2 Iw) = {?luth dr + 5 |F (o) dr + (Qp Y4600y, (00D
uheL (O,s;Kh) 0
Nous introduisons le systéme adjoint approché soit
ap. ,
h - * .
Ge s )y ta(zuR) = (FEX v, 2) v z, € Vy
(3.13)

ph(O) = Qoh yh(O) .

I1 est facile de voir alors que le probléme de contrdle approché admet

une solution unique qui est caractérisée par :
(3.14) (upovy) + (€ pplw), vp) = 0 s Vv ek .
Si nous avons 1l'hypoth@se supplémentaire que :
C(Vh)c:k}l,

nous pouvons éliminer u, et nous obtenons le systéme qui définit 1l'opérateur

approché Qh(s) :

(v (8) = )ch
3Yh - (0% _
-(EE-’zh)h + ah(yh,zh) = (C" C ph,zh)

(3.15) | p (0) = Qy ¥, (O

aph
, X ) v
St Zdn tan(EeRy) T FET v 7))

Phis) = Q) Xy

\



-25~

Nous supposons que :

(Qun*YnoZn'n = Qo Zo%y) s Yy, g ey
(3.16)
(Qn Yn? ¥p)p 2 0 s Vyevy
(3.17) IQoh vl o =Clwl , ; Vyhevh
L°(Q) L7(Q)

Alors nous avons la proposition équivalente 3 la proposition 3.1.

Proposition 3.2. Sous les hypothéses (3.16) (3.17) et (1.22) et (2.3),

1'opérateur Qh(s) défini comme 1l'unique solution du systéme (3.15) vérifie :

(Q () oz = (s Q) 20, s Ny zeVy s
(3.18) (Q(8) ¥p» %)y, 20 s YVy,ev, s
1Q.(s) v | < Cly, | 3 ¥y, €ev
S I L2 h 2 h™'h

Pour obtenir une estimation d'erreur entre 1l'opérateur Q et 1'opéra-

teur Q’h nous allons utiliser les problémes de contrdle associés aux deux sys-

témes d'équations (3.4) et (3.15).

Introduisons quelques notations.

Nous appelons ¥ la solution de :

y(s) = X
(3.19)

- %, z) + al(y,z) = 0 3 VzeHl‘(n) .
et de méme W}!l la solution de :

‘i’h(s) =X h
(3.20)
Y.

h _ ) .
-(ﬁ— s zh)h + ah(\Ph,zh) =0 3 Vzhevh .
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Soit d'autre part € la solution de

e(0) = Q, ¥(0)

(3.21)
(-g—f:, z) + a(z,e) = (F-F¥ ¥, z) 3 VzeH%(ﬂ)
et g la solution de :
eh’(O) = QU ¥, (0)
(3.22)
3sh ) ¥ ‘ ) v
Geo win t A Eee) 2 FFT vem) 5 Vel
Nous définissons également plu) et q’h(u.h) par :
(s) =0
(3.23) q
&%, 2) + a@,2) = (€% u,2) ; Yz el ().
‘{’h(s) = 0
(3.24)
ey ok a(z) = ¥ ua) s Yz ey
5t °%h’h T A Pnofn) T NCT U s Ve Y.

(3.

(3.

(3.

(3.

Ainsi que n(u) et ”h(uh) par

n(0) = Qo ¢(0)
25)

%%,z) + a(z,n) = (FF ¥ ¢ ,2) 3 Vze H'}(Q).

m,(0) = %n <1>h(0)
(-a—t—, z)y * ah(z'h’“h) = (FF™ ¢y, 2,) 3 \‘/zhevh .
Nous pouvons alors vérifier facilement que le contrdle optimal u

associé au systéme (3.5) est caractérisé par :
27) u+Cn(u) +Ce=0,

et que de méme u est caractérisé par :

28) Uy, + C nh(uh) + C.eﬁ =0.
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Nous avons alors le lemme :

lemme 3.1. Nous avons 1'estimation d'erreur :

2 . 2
(3.29) éslu(r)-uh(r)lK dr < C[:mf2 féslu--vh]K de + (f)s |C(€‘5h)|12< dr
vheL (O,s,Kh)

+ [Slet) - n (v ))]2 ar )
é BV Iy adl]

Démonstration. Nous avons

s 2 S :
(j; luh-thK dr < é (uh-vh,u.h-vh)K dr + E[)S (C nh(vh-uh), vh-u.h)K de

< j's (c e vh—uh) dr - js (C ¢, vh—uh) dr
0 0

+ cj)s (U, w-vy) dr + cf>s (CnCu)=n, (v)), u-v, ) dr

Nous en déduisons le résultat en utilisant Cauchy-Schartz.

Nous rappelons la définition du domaine d'un opérateur dans un espace
D(A,H) = {ueH, A ueH}

Nous supposons ici que 1l'opérateur A défini par (1.21) vérifie :

(3.30) DAY, H) = DA¥* ,H) 3 H=1%) ; VieN;

Dt vy, V' =HY@) ; Vien;

(3.31) p(at, v
et nous supposons d'autre part que A et A¥  sont tels que :

du

-a-f."'Au:f

(3.32)
u(0) = u,

est un isomorphisme de :
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ueL20,T;0" m) n B ), swe
(3:39 { £¢ 120,73t 1) n BY @) x u, et 2
Ve € N
et également de :
uel?0,m;0M* v ya ety sur
(3.3%) { £e 120,30, v ) n HE (V1) x u, epa*/2 gy
Y2 €N

Nous renvoyons d C. BARDOS [l] pour la définition de Al/2 quand

1'opérateur A n'est pas auto-adjoint et aussi pour des hypoth@ses suffisantes qv
entrafnent (3.33) et nous renvoyons 3 Madame M. TOUGERON-SABLE [15] powr des
hypothéses qui entrainent (3.34).

Nous avons alors la proposition :

Proposition 3.3. Sous les hypothéses (3.30) a (3.34)

et sous les hypothéses supplémentaires

1) c*c e P alo,mpitm)ynatan, 120,130k vy) nEt W)

2+l 2+l

n & w2o,m;pat vy n 8wy ;5 120,730, m) 0 BRGD)

FE* e & w20,m;0" w0 u* ), 120,30k, 5))n B

2L unyya ety 120,105, v ) a R,

241/2 2+1/2 2+1/2

n % w?,T;nta

QW € B (a2 ,H)) N £ oea V1), D(A RIADIN

VeeN

wH), D(A

alors pour tout s, la solution Q(s) du systéme (3.4) vérifie :

2+1/2 2+1/2 241/2 2+1/2

(3.35) Q) e a2 m, b2 myn Lmn2 vy, p@t2 yry)

2) Si on échange les hypothdses sur C¥ C et FF¥ et si

241/2 2+1/2 2=1/2 2+1/2 V) .

Q e £ (DA VN, pa* 2 my n %o JH), D(A
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alers pour tout s, nous avons :

2+1/2 2+1/2 2=1/2 2+1/2

(3.36) Q(S)6£(D(A »V'), D(A ,H))ﬂ£ (D(A ,H), D(A R'ADD IS

Démonstration. Elle sefait par récurrence sur le systéme (3.4).

Nous supposons en outre que :

DAY H) ¢ H*a) , DAYH) fermé dans H2(g).

(3.37)
2210 , D(A*,V') fermé dans sz-l

DAt v") e H Q).
Nous avons les estimations d'erreurs: suivantes :

Théoréme 3.1. Sous les hypothéses de la proposition 3.2 et des théorémes

2.1, 2.2 et 2.3, nous avons sous les hypothéses (3.30) 3 (3.34) et (3.37)
1) Si 1l'hypothése 1) de la proposition 3.3 est vérifiée pour :
22 > k+l ,

nous avons 1'inégalité :

k
(3.38) |QUsIX ~Q, (8)% | 200 & c(n P ey * 1% Fnl 2

sup l<QO-QO]L")WhILZ(Q) ]
weh TR
h® 'h 1€1))

Ak+l/ 2

V% e A2 1) sik impair, YeD( V") sik pair

la constante C étant indépendante de s powr se[0,T].
2) Si 1l'hypothése 2) de la proposition 3.3 est vérifiée pour
2p > k+l

nous avens pouwr Q, = O (sik'>2):

(3.39) |QUsYX -Q ()X < c[® T TN X
| W nliz 0, < Sl Lo 1 gy Pl 2 gy

3) Si 2) est vérifié et si k >2,etC e£(L2(Q), K)

k+1
(3.40) |Q(s)X~Q (s)X < Clh + |- _ + h|X-
| % h'LZm) (1 lHk(m %% IH L) | X"ILZ(Q;]

Ak+1/ 2

V%X e D21 sik impair, X € D¢ V') si k pair.
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Démonstration. Il faut séparer les deux cas selon que k est pair ou impair.

Nous exposerons le cas impair, l'autre étant trés semblable.
Nous savons d'aprés la proposition 3.3 que :
X €p@a¥?m c i@
entraine que
v €12(0,5;085*Y 2 1)y n #HY 20,850

¥(0) e D2 1),

L'hypothése sur Q, entraine alors :

e(@epaim

k+1/2

e ¢ 12(0,s;D(A 1) a Y 20,551

On voit alors facilement que la proposition 3.3 entraine aussi :

k+1/2

Vs Prcp, n eL2(0,5;08 2 1)) n B 2(0,551)

les opérateurs correspondants étant continus, uniformément en se[0,T].
Nous pouvons alors dans le lemme 3.1 choisir,
vy E T C s, P ; vy € thC(Vh) R
et alors nous avons

s e 3
(3.11) ((j; lu—vthdr)f_ChHXHHk(m .

En utilisant le théoréme 2.1 nous avons par ailleurs :

v 1],

k
+ ¥ - v, (0] <cplX I =% 1.
L2 (HL(a)) 2y C H (2) h

L2¢a)

En utilisant cette inégalité et 3 nouveau le théoréme 2.1 nous avons

[ |e-ep ]| + |e(s)-¢ ()] < C[h™]]x - Y
M2t en 2 G ”Hk X%l 20
(3.42) I ) I
(Qo=Q ,
° Toh"hi 90
YR TR ]
whévh h Hk(ﬂ)

(avec la convention habituelle de notation si Vh ¢.H Q) .
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En utilisant le méme théoréme et les mémes techniques et 1l'estimation

(3.42) nous montrons aussi que

[(Qe-Q |,
e h h L €1)) ]

| Intw=n e )] R < e[ DXL oy %

L"(0,s; eV

h&'h | [w I'Hk(

En utilisant alors la majoration (3.29) nous avons

. ' 2 k l(Qo-QOh)whl 2
(3.43) é lu-u, |1 dr < c[h II’XIIHk(Q + X=X ] 2y T -

SR Tl
“HEYh H(a)

I1 reste & utiliser encore deux fois le théoréme 2.1 et la majoration

(3.43) pour obtenir :

) <
|p(s)-p, ()] e i + X=X | + sup
P 2 ¢ H() "2 eV, AL
Pour établir la deuxi®me inégalité du théoréme nous procédons de
maniére analogue mais en utilisant, quand il le faut, les théorémes 2.2 et

2.3 au lieu du théoréme 2.1.

Tout d'abord en utilisant la proposition 3.3. nous savons que
')(c:D(k/2 H)

entraine que :

v, ¢, yeL20,5;0 2, m)y n 8% 20,851
et que

e, n , pel?(0,5;0 2 vy 3 2(0,55v1)

les opérateurs correspondants étant continus,-uniformément pour se[b,ij .
Si:
e*e L2,
nous pouvons choisir

Vy T T C Sy P \qlekh

et alors nous avons

| 1
(3.414) flu-vl dr<Ch+||')(|| .
0 K H @)
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En utilisant alors le théoréme 2.2, nous obtenons

k+1
(3.45) |y-v < c[h* e ] + X -x 01 _ +th |
B 20,5512 C K@) Myl 4l 2 12 <n>
En utilisant alors le théoréme 2.3, nous obtenons
(3.48) |e(s)-e, ()] , < c[r vl s 1-xl + mlY- | ,
1”(0,s312 ()™ ( H@) 5, 1 @) Al 2 12 (n)

et aussi par la méme technique,

k+l
ICP(u)-(Ph(vh)l 2 2 < C[h 1] IHk(Q) + ||Y-%1HH_1 + nlX- Xh'

L7(0,s;L°(2)) 12 (Q)

d'ol,

3.47) [nCw-n ()] , < C[hk’*lll’)(llHk + IIY-XhIIH_l +nlxl , 7.

L (0,s3 12 Q) 12 €))

En utilisant alors le lemme 3.1 et les majorations (3.uu), (3.486)

et (3.47), nous obtenons

T
(3. S - 2 7)< X+l - _
) ([° lumuy 2 a0 S NIy o TR el o )

En utilisant alors 3 nouveau les théorémes 2.2 et 2.3, nous obtenons

k+1
|p(s)-py,(s)] < e ¥ eIl o +nbx !, 1
N 20y = () ) h2 )
Dans le cas ol 1l'on a plus la propriété
e J (L2®),K)
on peut encore obtenir un résultat, mais il faut utiliser alors k-1 au lieu de k,

et 1'on obtient en utilisant le théordme 2.2. et le théordme 2.1.

k
[p(s)-py ()| <Ch | o + | -2 1l - + h|Y-Y,
Pt 20 i H ) Y IH L | h'r?(n)]

Carollaire 3.1. Sous les hypothdses du théoréme 3.1 nous avons

si 4) est vérifié et k impair

(3.49) }]Qs)-Q.(s).s, || <clh™ + []Q-Q.]
'S+ S m,12)) ~ ° “oh &(D(Ak/Z,H),LZ(Q))]
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si k pair
' k
(3.50) |]Q(s)-Q (s) s, || < Ch™]1Q-Q s, | ]
% = Lo 12y, 12@) ~ C °"%on®h £<D(Ak+l’2y'>,L2<n)j>
si 3) est vérifié
. ;g 2
k pair et C €ob(L5(2),K)
(3.51)  |]Q()-Q.(s) s, || < ¢ Bt
%h'e) o B mX? my,12@)) ~
k impair et CeL(12(a),K)
(3.52)  ]]Q(s)-Q.(s) s, ]| < cnM :
%' *n Lok 2 yry 12¢ayy =

Nous obtenons en particulier,si 2) ou 3) est vérifié :

<Ch.

(3.53) HQ(S)-Qh(S) Sh”;g(LZ(Q),Lz(Q)) -

Remarque 3.1, Si FF¥ est plus régulier ainsi que Q,, alors Q est aussi

plus régulier. Ceci permet d'espérer 1'obtention d'une majoration du type (3.53)
en hk. Mais il est indispensable pour cela d'obtenir 1'équivalent du théoréme
2.2 donnant une erreur dans un espace du type LQ(O,T;H_k(Q)). La technique

de démonstration de ce théoréme permet certainement d'obtenir des résultats
dans ce sens. Dans le méme ordre d}idées, si nous voulons nous passer de
1'hypothése Q, = 0, dans (3.51) ou (3.52) il faut-dans le théoréme 2.2 obtenir
une erreur dans l'espace L?(O,T;H—l(n)), ce qQu® ne permet pas, semble-t-il,

la technique de démonstration utilisée.

Remarque 3.2. la majoration (3.53) montre en particulier que Q(s) est un opé-

rateur compact de LZ(Q) puisque nous 1'approchons dans la norme des opérateurs
bornés par un opératewr de rang fini. Ceci résulte aussi, bien slr, des résultats
de régularité et de 1l'hypothése fondamentale que l'injection de Hl(Q) dans Lz(Q)
est compacte. Celte hypothdse nous a servi 3 établir les estimations d'erreurs

initiales sur les éléments finis.



[

(2

(3]

]

K

8]

El

(9]

-3Y4-

BIBLIOGRAPHIE

C. BARDOS

A. BENSOUSSAM

A regularity theorem for parabolic equations
J. of Funct. Analysis 7-2 (1971) 311-322.

Filtrage optimal des systémes linéaires
Dunod. Paris (1971).

P.G. CIARLET et P.A. RAVIART General Lagrange and Hermite interpolation

in R” with applicatiors to finite element methods.
Arch. Rat. Mech. Anal. 46 3 (1972) 177-199.

P.G. CIARLET et P.A. RAVIART Interpolation theory over curved elements,

with applications to finite element methods.
Comput. Meth. Appl. Mech. Engin. 1 (1872) 217-249.

P.G, CIARIET et P.A. RAVIART The combined effect of curved boundaries and

K. DOUGLASS - T. DUPONT

T. DUPONT

J.L. LIONS et E. MAGENES

J.L. LIONS

J.C. NEDELEC

numerical integration in isoparametre finite ele-
ment methods.

Proc. of C.N.R. Regional symposium 1972.

University of Maryland Baltimore couatig. Ac. Press.

Galerkin methods for parabolic equations.
SIAM J. Numer. Anal. 7 (1970) 575~-626,

Some L2 error estimates for parabolic equations
Proc. of O.N.R. Regional symposium 1972,
U.M.B.C. Ac. Press.

Problémes aux limites non homogénes. Tomes 1 et 2.
Dunod, Paris, 1968.

Contrdle optimal de systémes gouvernés par des
équations aux dérivées partielles.
Dunod. Paris, 1968.

Schémas d'approximations pour des équations intégro-
différentielles de Riccati. ’
Thése. Université de Paris, 1970 .



[11]

(2]

[13]

4]

(is]

ED

[17]

[18]

P.A. RAVIART

P.A. RAVIART

G. STRANG

G. STRANG et G. FIX

Mne M. TOUGERON-SABLE

M.F. WHEELER

0.C. ZIENKIEWICZ

L. TARTAR

-35-

Sur 1'approximation de certaines équations d'évo-
lution linéaires et non linéaires.
J. Math. Pures et Appli. 46 (1967) 11-183.

The use of numerical integration in finite element
methods for solving parabolié equaticns.

Proc. of the conference on numerical analysis.
Dublin 1972,

Approximation in the finite element methcd.
Numer. Math., 19 (1972) 81-98.

An analysis of the finite element method.
Prentice Hall. 1973.

Régularité pour des équations d'évolution.
Application & la théorie spectrale.
Bollettino U.M.I (4) 7 (1973) 1-11}

A priori L2 error estimates for Galerkin approxi-
mation to parabolic gartial differential equations.
Ph. D. Rice University. 1971.

The finite element method in engineering science
M® Graw Hill. London. 1971.

Sur 1'étude directe d'équations non-linéaires
intervenant en théorie du contrdle optimal.
A paraitre.



