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I - INTRODUCTION 

On étudie la convergence et La précision des solutions appro

chées du problème de la flexion des plaques minces par des méthodes 

d'éléments finis utilisant des éléments non conformes* Ces éléments sont 

l'élément triangulaire quadratique de Moriey /15/» deux éléments trian

gulaires récemment introduits par Fraeijs de Veubeke /9/> trois familles 

d'éléments triangulaires et une famille d'éléments quadrilatéraux cons

truits en généralisant les éléments précédents, l'élément rectangulaire 

d'Adini [XI et l'élément triangulaire de Zionkiewics /3I. 

Une condition nécessaire de convergence est le patch test 

dfIrons /10/. Les trois premiers éléments passent le patch test pour des 

polynômes de degré ¿ 2 quelle que soit la position relative des nxillcs. 

L'élément de Zienkiewicz le passe uniquement si les triangles sont géné

rés par trois familles de droites parallèles. Le rectangle d'Adini nasse 

le patch test pour des polynômes de degré < 2 quelle que soit .la taille 

respective des rectangles, et il passe un super patch test ¿22/, ainsi 

nommé par Strang A 9 / , quand tous les rectangles sont égaux. 

On se penche tout particulièrement sur des conditions suffisantes 

pour qu'un élément passe un (super) patch te3t, et on montre que ces 

conditions suffisantes entraînent la convergence de l'élément. 

On obtient les résultats de convergence suivants : soit u la solu

tion exacte et soit u^ la solution approchée obtenue sur un maillage for

mé d'éléments de dimension < h, alors : 

l!u- uh!l 4 c h ( |u | 3 + h |u | 4> , 

If " - ujl h 2 ( | u J 3 + h |u | 4) , 

pour lc3 trois premiers <Sltee;;ts, 

il « - ujl 4 c h |u| 3 , 

l!u- uh|| 4 c h 2 | u | 3 , 
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pour le triangle de Zienkiewicz et l'élément d'Adini, et 

H u - u h H é c h 2 I u I 
2 4 

pour l'élément d'Adini, lorsque tous les rpctangles sont égaux. 

Tour les familles d'éléments satisfaisant un super patch test, 

on pourra obtenir, si les éléments finis sont continus : 

l U - v l l ^ c h » | u l s + 2 

Il u - u^ I é c h s~* I u I s ^ » e t dans certains cas 

| | u - u h | | o é = h S + 2 N l 0 + 3 • * 

s est un entier tel que 1 ̂  s ̂  r, r entier. 

Si les éléments finis ne sont pas continus, on aura : 

!• u , , s fi \ . . I l > 
Iiu-^ll « , c h •"> " H , + 3 > 

l l u - U . H ^ C h ^ d u l ^ + h l u I ^ ) . 

Dans ces inégalités, c e s t u n e constante indépendante de h et 

Il * l|. (resp. | • |, ) est l'équivalent discret de la norme (resp. cemi 

k 
norme) sur l'espace de Sobolev H . 

îîous avons supposé que 'les domaines approchés et exacts étaient 

identiques, ce qui est une importante restriction si on veut utiliser les 

éléments de Zienkiewicz ou d'Adini /22/, nais qui a assez peu d'importance 

dans les autres cas. Les démonstrations pour obtenir les majorations 

d'erreur sont faites dans le cas de la plaque encastrée mais on peut mon

trer ¿22/ que les résultats•sont encore valables pour d'autres conditions 

aux 1 inities. 

• « • 
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Le plan de cet article est le suivant : 

Au paragraphe II, on introduit les notations et les équations des plaques 
et on donne des majorations*générales de l'erreur. 

Au paragraphe III, on donne des conditions suffisantes pour qu'un élément 
passe le patch test ou un "super pstch test" et les majorations de l'erreur 
qui découlent de ces conditions. 

Au paragraphe IV, on décrit des familles d'éléments satisfaisant les con
ditions du paragraphe III. Ces familles comprennent en particulier l'élé
ment àe Horley et les éléments de Fraeijs de Veubeke. 

Aux paragraphes V et VI, on décrit les éléments d'Adini et de Zienkievics, 
qui ne satisfont pas les conditions du paragraphe III, mais qui passent 
cependant le patch test. 
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II - POSITION DU PROBLEME ET ESTIMATIONS GENERALES DE L'ERREUR 

Le problème de la flexion des plaques minces peut s'écrire de la 

façon suivante ¿13/. Soit -A- un domaine borné dans le plan (x,y), et soit 

P la frontière de J\ . A. va représenter le plan de la plaque. On s'inté

resse au calcul du déplacement u dans une direction perpendiculaire au 
^ U *c) U 

plan de la plaque ainsi qu'aux rotations - et autour des axes des x 

et des y respectivement, sous l'action d'une force f. 

On notera s une abscisse curviligne le long de P , la dérivée 

le long de la normale extérieure à P et la dérivée tangcntielle le 

long de P. On définit le produit scalaire (f,g) par : 

(f,g) ~ I f(x,y) g(x,y) dx dy et la nome correspondante par : 

IUI I 0 i A - . ( s . S )
1 / 2 

Soit m un entier ^ 0, on considère l'espace de Sobolev : 

Y?(S\) - j v ; v €. L2(-A-) , Ê L 2(-a) , | 

muni de la nonne 11 • Il _ et de la seni norme 1 * 1 ^ définis sar : 

m, -TL 1 'm, -A-

I U I I • . < Z l i s - v H * > » « . 

l ' L ^ - ^ l l ^ v l i ^ ) 1 " . 

où o< est un nulti-indice tel que « ( °<l , °<?) , oc ^ o , 

M . « l + * 2 .t a - . ^ ) " 1 ^ . 

L'erpacc suivant sera pnrticulièrci..jat L-.portr.nt : 

H^(-A-) •« |v ; v .£ H2(-fv) , y - - 0 sur P ] . 

http://L-.portr.nt
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Pour l'espace de Sobolev 11^(*A-), la semi norme I * L A est une norme 

équivalente à la norme II • \\0 . 

On pose : 

«i \ y ^ / \ A /V , /"i \f* 3^U à ^ U c)^U ^ V v 

(2.1) < u , v > (x,y) - A U . û v + (1-0-X2 ^ ^ - g-j j-j - j-j ̂ ) , 

où la constante cr désigne le coefficient de Poisson tel que 0 < or y . 

La forme bilinéaire a ( . , . ) est définie par : 

( 2 . 2 ) a(u,v) « ï < u , v > (x,y) dx dy . 

Le problème de la plaque encastrée peut être formulé de la façon 

suivante / 1 3 / : 

2 

Trouver u t KQ(-TL) tel que : 

( 2 . 3 ) a(u,v) » (f,v) pour tout v G HQ(-H-) 

2 

La forn* bilinéaire a*( . , . ) est IU elliptique puisque : 

( 2 . 4 ) a(v,v) = CT | Û V | Q ^ + (l~cr) )v|ÎJ ̂  pour tout v € . 

2 

Puisque cette forme est aussi continue sur l'espace HQ(-A.), le problème 

( 2 . 3 ) admet une solution unique u G H ^ ( R T ) et de plus, on peut dire que 

u T K 3 C T L ) f] HQ(I^) si A est un polygone convexe ( / 1 1 / , / 1 2 / ) . 

On a la formule de Green suivante : 

( 2 . 5 ) a(u,v) « [ A 2u.v dx dy + f ( A u - U - c r ) - — ) ^ ds - f ^ < A u ) - v ds + 

v/p Jncis js 

Si la solution u du problème ( 2 . 3 ) est asses régulière, alorr. 

elle est aussi solution du problèma : 

• • • 
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(2.6) û 2 u = f dans -A-

(2.7) u = - 0 sur r 
c) n 

La solution est ainsi indépendante du coefficient de 

Poisson or . 

Il est aussi possible d'envisager d'autres types de conditions 

aux limites : 

Soit v '» | v é H 2(A-) ; v a 0 sur T J . 

Trouver u €. V tel que : 

(2.8) a(u,v) ~ (f,v) pour tout v e V. 

Par la formule de Green (2.5), le problème précèdent s'interprète corme 

un problème de plaque simplement posée : 

(2.9) û 2 u « •£ dans -A-

(2.10) ^ u « 0 sur r 

(2.11) [ûu - (1-cr) - 0 sur T 
V D s 2 

Dans le cas d'une plaque rectangulaire A B C D, la condition au 

limite (2.11) signifie que la composante : 

à 2 u ' à 2u S 2u à 2u 
* V W 2 + ^ ^ (*csp. M e j + cr~—~) du moment fléchissant autour 

des arêtes BC et DA (resp. A 3 et CD) est nulle. 

D'autres types de conditions aux limites peuvent être envisagées, par 

c:;cmplc, le cas d'une plaque rectangulaire posée, ou encastrée le leur; de 

c^ux'cot^s opposés. 

Kous allons maintenant définir une approximation du problème (2.3) par ces 

méthodes d'éléments finis. 

. • • 
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Définition 2.1 : Soit P ( & ) • l'espace des polynômes en x et y 

de degré.inférieur ou égal à X, . Soit Q ( J t ) l'espace des polynômes de 

degré inférieur ou égal à /t , par rapport à chaque variable. 

On considère une triangulation de SL en éléments K de fron

tière 3K, triangulaires ou rectangulaires. A chaque élément K, on associe 

un ensemble de degrés de liberté (correspondants aux déplacements et à 

leurs dérivées premières en certains points), et un espace de fonctions 

de forme de dimension finie. On suppose que les fonctions de P^ sont 

au moins deux fois continûment différentiables et que Pj, contient l'es

pace P(2) de telle sorte qu'un premier critère heuristique de convergence 

(/21/) est satisfait. 

On définit les paramètres géométriques suivants : 

h(K) •- diamètre de K , h » sup {h(l<)} , 

p(K) 8 8 sup | diamètres des cercles inscrits dans K | • 

On supposera toujours dans ce qui suit que l'on a jp(^) ¿ X , où X est 

une constante > 0 indépendante de K et de h. 

Soit un espace de dimension finie constitué de fonctions définies 

sur JX. , continues aux degrés de_liberté des éléments K de ^ , dont les 

restrictions à chaque élément K appartiennent à P v et égales à zéro aux 

degrés de liberté attachés à la frontière I . Un deuxième critère heuris-

tique de^convergence (/21/) nécessiterait que les fonctions de soient 

continûment dif férentiables sur A . Au contraire, nous allons considérer, 

comme cela est souvent fait en pratique, un espace de fonctions non 

nécessairement continûment différentiables surJ\. On dit que l'on utilise 

alors des éléments non-conformes ou incompatibles (/10/,/19/,/20/,/21/)# 

On considère la forme bilinéaire suivante : 

('.12) V v V K / < uh > vh> d x *y > p°ur uh'vi, e v 

Le problème approché va s'écrire : 

{Trouver u^ £ \*h

 t <i 1 l 5 T J C 
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Remarque 2.1 : Il est très naturel de définir ainsi le problème 

approché, puisque en pratique \a matrice de rigidité du problème est for

mée par assemblage des différents éléments. 

Soit : 

On a alors : 

'VvV ^ ( 1 ~ c r ) M vil2
 P ° u r t o u t

 v

h

 e V 
h 

Si l'hypothèse suivante est satisfaite : 

11 # I I . est une norme sur l'enpace V. , 
h h • 

alors le problème (2.13) a une solution unique u^ € V^. 

Nous allons niâinteaaut donner des estimations gonera-lea de l 1 erreur 

sur les contraintes (mesurée par la norme H 0 \\^) et sur les déplacement:; 

(mesurée par la norme |( 4 \\ n ). Nous donnerons une condition noce:;-

saire heuristique de convergence appelle patch test et nous montreron;, dec 

conditions suffisantes pour que le patch test soit satisfait. Nous montre

rons ensuite comment ces conditions suffisantes peuvent mener à des majo

rations de l'erreur, de façon simple. On considérera ensuite différents 

types d'éléments : l'élément triangulaire quadratique de Morley (/15/) 

appelé par la suite T.Q.M., deux éléments triangulaires (F.V.l et F.V.2) 

introduits par FRAEIJS de VEUD'CNE (/9/) et des généralisatipns de ces 

éléments utilisant des polynômes de degré plus élevé, l'élément rectan

gulaire d'Ari Adini (/!/) et l'élément triangulaire de Zienkicvicz U^l). 

On a les résultats suivants : (/!?/> /20/)• 

Thioremc lA x On suppose que l'hypothèse Cl 15) est satisfaite 

et soit u h 6 V h la solution du problème (2.13) et u U solution du pro

blème (2.3). On a : 
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16) iiu - «J| , ( vinf vJ|u - v ||h H- v ^ ^ X ^ R I — ' > • 

où C est une constante >̂ 0 indépendante de h et où 

rE l(u,w) si V h .C C° 

E,(u,v) - | , _ , avec 
^E1(u,V.O+E2(u,w)+E3(u,W) si V h CJL C° (¿1) 

n 

Démonstration : On considère l'expression définie par : 

^1 C a h ^ U h " V u h " v ^ p o u r t o u t v ' € V h * 

On a : X, (1-cr) IS u, -v l[ 2 

h 

X h ^ ^ f , " h " v ^ ~ *h^ v , uh" v^ " a h(u-v,u h-v)-+ ( f ^ - v ) - a h(u,n,^v). 

Mais : (f,uh-v) - a h(u fu h«v) J K< A
2 u - < l V v ) - < u , u h ~ v > ) <*x dy. 

h 

En appliquant la formule de Green (2.5) à chaque élément K € ^ s on obtient : 

( £ > V v ) - a i,(u,u h-v) - K J i h / S K { ( < l - < r t 0 - 4 « ) £ ( V v > 

ce qui conduit directement à l'inégalité (2.16). 

r.em̂ rrrue 2.2 : Les expressions E. (u,w) et E 0(u,v) ont un sens vour 
3 ^ 

tout w 6 V h et u € H (A.). L'expression E 3(u,v) a un sens pour tout 

w e V h et u £ if (AO. 

« • • 
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Définition 2.2 : Dans le cas des éléments non-confornes, le 

deuxième critère heuristique de convergence (continuité aux interfaces 

entre les éléments) sera remplacé par un critère moins contraignant 

appelé Patch Test (/10/, /19/). Ecrit dans sa forme globale, le Patch Test 

consiste à montrer que : 

E.ri(u,w) 5 0 pour tout u £ P(2) et w e'V^ . 

Cette définition devient.locale si on remplace w par les différentes fonc

tions de base de V^. 

Nous verrons par la suite que tous les éléments mentionnés plus 

haut satisfont le "Patch Test11, qui est en fait une condition nécessaire 

de convergence. Dans certains cas, il sera possible d1obtenir des pro

priétés de convergenc'e plus fine, si un "Super Patch Test" est satisfait. 

Définition 2.3 : On dira qu'un élément satisfait un Super Patch 

Test si : 

¿. (u,w) s O pour tout w c et u 6 P(I) avec ^ > 2 . 

Pour obtenir les estimations d'erreurs, nous aurons besoin da 

lemme suivant (M/) : 

2 

Lcmme 2.1 : Soit -0- un ouvert borné de R avec une frontière ."sset; 

régulière, soient k et £ deux entiers et soit W un espace de fonction:; 

satisfaisant P (Ju ) CL wÇ.H ( A ) ; on considère l'espace W muni "de la 

norme 11 • Il . Soit A : îlA+^(i\) x W—>R une forme bilinéaire _et 

continue telle que. : 

A(u,v) 5 5 0 pour tout u 6 P(lc), V £ VI, 

A(u,v) « 0 pour tout u £ I I k + l ( i D f v £ Vit). 

Alors il existe uni constante C ~ C ( A ) telle que : 

| A(u,v) | ̂  C 1 | A H U l k + 1 > - Í L W \fa fi?0"* t 0 l ! t u Ê H k + 1(-A.) f v € W . 
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;;ous «liions maintenant donner une estimation de l'erreur cornine 

sur les déplacements et leurs dérivées premières. Nous utiliserons le 

résultat suivant pour le problème biharmonique, qui est valable dès que «fL 

a une frontière suffisamment régulière (/14/), 

Pour tout g £ lT (-TV), pour )i 83 0, 1, le problème suivant : 

Trouver ^ telle que : 

A 2: lf * 0 dans -A-

l £ ) i f - ^ - . O sur r 

r. une solution unique dans l'espace H (-0.) et on a : 

, 4 - L , A H (-ft) 

Théoròma 2,2 : On suppose que l'hypothèse (2.15) est satisfaite 

soit €1 Vj la solution du problème (2.13) et soit u la solution du 

r.robl^mo (2.3), On a alors : 

, , r f . f l ^ v ^ s V l 1 p• ., , , 
h \\\ - u. C sup J m f nTTT; > pour k = 3 or , 

l2(a.) ^ , : < a ) h h

6 v h 11 J ' 
avec : 

E(u.uh, ̂  , V « « h<»-V.f " V
 + E h ( f '""V -+ V M » V ' 

Si on a de plus : V h C C e ( A ) , alorn : 

(2.20) «u - u. IL 4 C sup inf J jrjj- Û - M . 
h tf£H J(A) ^ h è V h 'H ! |3,JV j 

MiP.nst ration : On utilise l'arguneat de dualité suivant (LU > /17/) : 

s »• li I «S) I 
(?..?•!) Ilu - ujlp - r - , r

J i ™ J 
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avec i = 0 ou 1 lorsque V h C C ( Â ) et l> - O lorsque V h (jl C°(A). 

Soit alors ^ la solution du problème suivant : 

f A 2 ^ = g dans -fL 

l f - - § i - a sur T . 

En utilisant la formule de Green, on peut écrire : 

(u-uh,g) <= <u-u h, û
2Cj>) = a h (u-uh,.V^) 4- E^l^u-i^) . 

D'autre part, pour tout ^ ^ on a : 

A partir des deux dernières égalités, on obtient : 

(2.22) < u - V g > - a h ( u - V + E h ( ^ u - u h ) + E.^u, ̂  ^ ) • . 

Los égalités (2.21) et (2.22) et l'hypothèse (2.1b) entraînent les inéga

lités (2,19) et (2.20). 

Dans .le paragraphe suivant, nous allons donner des conditions suf

fisantes pour que le Patch Test et même un super Patch Test soient satis

faits, et voir comment ces conditions suffisantes peuvent mener à des 

majorations de l'erreur. Les résultats trouvés pourront ensuite s'appli

quer à certaines familles d'éléments finis, mais ne s'appliqueront pas, 

en particulier, aux éléments d'Adini et de Zienkievjicz. 
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III - CONDITIONS SUFFISANTES DE CONVERGENCE 

Nous allons faire maintenant les hypothèses suivantes sur les 

éléments finis K utilisés : 

r 

Pour toute fonction w appartenant à l'espace des fonctions de 

forme P„ et pour toute arête S appartenant à la frontière 

0 1 de l'élément K, le vecteur J Dw ds ne dépend que des degrés 

de liberté attachés à cette arête. 

Soit r un entier ^ 1 , pour toute fonctions w appartenant à P^ et 

pour toute arête S appartenant à la frontière d K de l'élément K, 

/
oc -> 

s s Dv ds, pour tout entier avec 0 ̂  *< .̂ r, et 

J s s** 1 w ds, pour tout entier * avec 1 £ <* <r, sont entièrement 
déterminées par les degrés de liberté attachés à l'arête S. 

Pour toute arête S appartenant à la frontière de l'élément K, 

Il < les valeurs des fonctions de P en au moins deux points de cette 
K 

arête sont des degrés de libertés puur l'élément K # 

Remarque 3»! : Soit K un élément fini triangulaire ou quadrila

téral pour lequel les valeurs des fonctions de P,r aux sommets de l'élément 

soient des degrés de liberté, alors l'hypothèse H est évidemment satis

faite, et de plus, une partie de l'hypothèse H Q est aussi vérifiée : en 

effet pour toute arfite S d'extrémités A et B, on a : 

L -fe ds « w(B) - w(A) . 
JS <?s 

Soit l'ensemble de toutes les arêtes non contenues dans la frontière T 

et soit ̂  l'ensemble de toutes les arêtes S contenues dans f* • Nous 

allons montrer. 

lemme 3 , 1 : Soit un espace de dimension finie construit ù 

partir d'un élément K, comme au paragraphe II. U n ?. c o n d ition suffisante 

pour que 11 • 1 1 ^ soit une norme sur l'espace est que l'élément K 
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satisfasse soit les hypothèses II et H r> pour un entier r ^ 0, soit 

l'hypothèse -Il , pouf un entier r^l. 

Démonstration : On suppose qué l'hypothèse H est satisfaite, 
' r 2 

pour r > 0. Soit v 6 ï h tel que |( v ||h * 0. On a donc Dv £ (P(0)) sur 

chaque élément K. 

( \ 
D'après l'hypothèse H n, / Dv ds ne dépend que des degrés de 

"'A 
liberté attachés à l'arôte AB, donc prend la même valeur pour les 

~* 

2 éléments adjacents le long de AB*. On en déduit la continuité de Dv le 

long de l'arôte AB, Le vecteur Dv appartient donc à (P(0)) sur-A- , Les 

conditions aux limites imposées au fonction de impliquent que Dv s 0 

sur A. « Donc v est une constante sur chaque élément K. 

On suppose maintenant que l'hypothèse H est satisfaite pour 

f B 

r > 1 . L'intégrale v ds prend la môme valeur pour les 2 éléments 

adjacents le long de AB. La fonction v est donc constante sur , et 

cette constante est nulle d'après les conditions aux limites imposées aux 

fonctions de V, . 
a 

Si les hypothèses II et H , r $ 0, sont satisfaites, on aboutit 

à la môme conclusion en utilisant la continuité des fonctions de en 

2 points sur chaque arôte. 

Lemme 3,2 : Une condition suffisante pour qu'un élément^fini passe 

le Patch Tc3t est que l'hypothèse H Q soit satisfaite. On a donc : 

(3.1) E h(u,w) » 0 pour tout u £ P(2) et v; £ V h . 

Démonstration : Pour toute arête S £ S. , soient K et K' les 
h 

éléments de S. adjacents le long de S, et soient w et w 1 les restrictions 
"à à 

à K et IC' d'une fonction quclconoue w 6 V, . Soient -=r~ ét ^r-, les déri-
h on <?n 

vées normales à l1arête S dirigées vers l'extérieur de K et K 1. On a : 
On a ~ - , . L'expression E,(u,w)- s'écrit : 

9n 3n' r h ' 

• • • 
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(3.2) E h(u,w) - s f ^ {fs (^(ûu) ; W + -fj.Cûu), w') ds -

A * ^ 

- / (1- cr)U r̂- 4- t—pr rr—) ds + 

Jg Jn s G)s Dn'ds <)s 

+ l (l-cr) & - û u ) ( ^ + ^ - ) do + 

+ s ê S ^ J s (3n ( A u ) * V 7 ~ ( * - ^ 5 ï ï * 5 ï + " 

+ ((l-cr) v') ds . 
3s 2 ^ 

D'après l'hypothèse , Dw ds est égal à Jg Dw' ds, pour 

S 6 S^. Si S 6 la définition do l'espace implique, en utilisant 

l'hypothèse H Q que Dw ds = 0. On en déduit donc l'égalité (3.1), en 

utilisant le fait que ~ - ̂ J^n 1 • 

Remarque 3.2 : D'après la démonstration précédente, on voit que 

les conditions aux limites imposées lors de la définition de l'espace Vj 

jouent un rôle primordial dans l'annulation des termes de bord. En effet, 

dans le cas de la plaque encastrée (problème 2.13), les degrés de liberté 

correspondants à des valc-irs <^ la fonction, ou de ses dérivées premières 

sont fixés égaux à zéro sur la frontière P . Par contre, dans le cas de 

la plaque simplement posée (problème (2.9), (2.10), (2.11)), on n'ir.por.e 

la nullité que pour les degrés de liberté correspondants aux valeurs de 

la fonction ou (et) de ses dérivées tangentielles sur P , (on essaie de 

satisfaire "au mieux" la condition u 5 3 0 sur T ) . On n'aura plus cette 

fois-ci l'égalité (3.1), à cause des termes de bords. Si on décompose 

E^(u,w) en : 

V u' w ) = sis { " ) + sÇ"S i ' ) * o n a u r a : sf"5 { ' I = 0 

h 1: h 

pour tout u £ P(2) et w 6 V,̂ . L'expression : c ^ ~ ^ ^ * "| ne sera nulle 
h ? 

u 
eue si u est la solution exacte du problème (on a alors ûu-(l-cr) —,7 ~ 0 

S s* 
sur P ) ; il faut cependant remarquer que dans les majorations de l'erreur 
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(inégalités (2.16) et (2.19)) l'expression E^(u,w) est écrite pour 

u 2 5 solution exacte 

Remarque 3.3 : Lorsque l'inclusion \ ;

h C C°(i\) est satisfaite, 

l'hypothèse H est trivialement vérifiée ;*da môme les hypothèses H Q et 

sont en parties satisfaites, en ce qui concerne les quantités : 

ds , s -c— ds et s. w ds , 

Js ô s Js S s Js 

pour tout entier o< avec 1 ̂  ^ r.# On n'a plus alors qu'à considérer 

les termes de dérivées normales, qui apparaissent dans l'expression 

E^u,*;). 

Lemme 3.3 : Une condition suffisante pour qu'un élément fini passe 

un "super Patch-Test11 d'ordre r est que l'hypothèse II soit satisfaite. 

On a alors : 

(3.3) E. (u,w) = 0 pour tout u e P(2+r) et w € V, . 
i; i — a 

Démonstration : Il suffit de considérer l'expression (3.2) et 

d'utiliser l'hypothèse'II et la définition de l'espace V, . 
J l r * n 

Remarque 3.4 : Tout ce qui a été dit dans la remarque 3.2 peut 

encore s'appliquer dans le cas du super Patch Test. 

Lome 3.4 : On suppose que l'inclusion V, C C°(f\) et l'hypothèse 
~" '1 " """ *' ' ' 1 1 1 1 n " • • 

11̂  sent satisfaites, pour un entier r ^ 0. Pour tout entier ©c tel que 

1 é- ^r-M, on a alors : 

(3.4) Eh(u,v7-uh) 4 C h* |u A H w - v h H , pour tout u fe H** 2 ( A ) , w e i r(xt) 

et vh 6 Vh - n 

Démonstration : Pour toute arûte S £ S , U 5X , on note K et 

par la suite IU l'opérateur de projection dans L*(S) sur les polyni • 

de P ( I ) , déiini per : 

7T̂  v e ? (£ ) , 
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(3.5) J ( \ v " v ) 

v ds = 0 pour tout v 6 p ( X ) . 

On peut alors écrire : 

3 2 u 
Par abus de notation, on pose : g(s) 8 3 (l-cr) ~ - û u . 

2s*" 

On a alors, grâce à l'hypothèse H r et au lemme 3.2, pour 1 ¿1 ©< ^ r+1 : 

(3.6) E h(u, W-w h) = K fçL ( g - ^ ^ g ) ' ("^ (u-w h) - 7 T 0 -f^ (w-vh)) de . 

h 

S O i t * k S L ( 8 " T ^ 1 8 > ( ~ ^ ( w " W h ) * ^ ( w " W h ) > d S • 

On a : Xj, =.0 pour tout g 6 P(o<-1) et w-w^ £ H (K) , 

X R ^ 0 pour tout g e 11*00 et (w-wh> £ P(l) . 

En utilisant le passage à un élément de référence comme dans A4/ , /7/, 

/8/, /23/ et le lemme 2.1, on a : 

(3.7) I X J écChCK))* j u | ^ k | ^ I h | ^ K . 

En sommant sur toutes les arêtes, on en déduit le lemme 3,4. 

Lemme 3.5 : On ne suppose plus que l'inclusion V^C.C0(-Tl) soit 

nécessairement satisfaite. On suppose que pour r .̂ 1 les hypothèses 

et II sont satisfaites,- ou que pour r ^ 2, l'hypothèse est satisfaite 

On a alors pour tout entier c< tel que 1 ̂  o< ̂ r+1 : 

(3.8) E.n(u,w-wh) 4 C C h M u ^ A + h ^ 1 l u l ^ A ) || W- W h 1 ^ , 

pour tout u £ H (XL ), v; 6 H (-TL) et Wj £ V f a • 

Démonstration : L*e;:pression E^ se compose cette fois-ci des 

trois termes - + . Le terme E^(u,w-v,^) se majore comme dans le 

lemme précédent. Le terma Z^i^y^-^^) se majore de la mclme façon que le 
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terne E 1(u,w-V7 h), puisqu'il contient des dérivées du пегас ordre. Il reste 
donc à considérer : 

y Г •> 
3 h K £ ^ H J 3 K 7>n h 

Nous allons encore utiliser l'opérateur 7T̂  définit dans le lemme précé

dent, et on utilisera la convention suivante : 

T^v = O s i £ < 0 . 

Nous allons considérer les 2 cas suivants : 

Si r ^ 2 , l'hypothèse H permet d'écrire : 

(3.9) E 3(u,w-w h> - K f ^ | ( ^ ( A u ) -ТГ ^ (ûu)) ((w^ h)-TT ( W^ h)> ds , 

pour 1 ̂  c< ̂  r+1 . 

Si r ¿ 1 , d'après l'hypothèse H, il existe sur chaque arête deux points 

2 

en lesquels la fonction v;̂  est continue. D'autre part puisque v G. II 

on a 4: w fc ( J c ( .TO. Sur chaque arête S, on désigne alors par w-w^ l'inter

polée de w-w^ en les deux points de continuité de la fonction.w^. On a, 

grâce à l'hypothèse H : 

(3.10) E 3(u.w.v h) - K ^ J ^ ( û „ ) - X _ 2 ( - | - û u ) ) . ( ( w ^ ) . ( v ^ h ) ) ds , 

pour 1 4 o( ̂  r+1. 

\Jj" h 1 n 

Soit У к=< Г ^ 
JàK(~^ ù u ' " ^ - г ^ ûu)).(w-w h-(w-w h)) ds pour r ^ 1 

2 
On a Y., s 0 pour tout u G P(«+l) et w-w. в И 0 0 К ti 

Y T, =10 pour tout u £ 1Г* ( 2>K) et w-w, € P(l) . к n 

En utilisant le passage à un élément de référence, le lemme 2.1 et l'iné-
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galité suivante, valable pour tout u eîI^(A) dès que l'ouvertest 

assez régulier : 

(3.U) |u| ^ С ( Л ) Hull J / 2. |u|J / 2 , 

On peut écrire : 

(3.12) | Y K U C (<h(K)f | u | 2 + o ( ) K + ( h C O ^ I u l ^ l w - v J 
2,К 

En.sommant sur toutes les arêtes, on en déduit le lemme 3.5. 

Nous allons faire maintenant l'hypothèse de consistance suivante : 

rSoit un entier к ^ 2.' Pour tout entier Z tel que 3 Xs 4 il existe 
un operateur linéaire r^ €. (H^ (iO ; V^) tel que : 

(3.13) < |r h v-v| n R é C(h(K))^" m |v|-£ K , O ^ n d pour tout v £ H £ ( Л ) 

^et pour tout К С ^*n> e t °^ ^ e s t u n c constante indépendante de h. 

Remarque 3.5 : Une condition nécessaire pratique pour que l'hypo

thèse (3.13) soit satisfaite est que l'on ait l'inclusion P^ Q P(k), 

pour К £ ЗГ, , où к est un entier tel que к ,}>2, cette condition est à 
rapprocher du premier critère heuristique de convergence /21/ cité précé

demment. 

Nous allons donner maintenant les résultats de convergence sui

vants : 

Théorème 3.1 : On suppose que l'hypothèse est satisfaite pour 

un entier r .̂ 0, que l'hypothèse (2.34) est satisfaite pour un entier 

k ^ 2 et eue l'inclusion Vj С C°(il) ^£jferifiée. 
Soit s un entier quelconque tel que 1 ̂  s <. inf (k-1, г-Ы). On suppose 
que la solution exacte u £ if ""(-ft-). On a alors : 

С З Д 5 ) " И - И » ! ,
Г > Л

Е С , 1 Г ' " 1 | И 1 - 2 , ^ • 
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Pc plus si on a;2 ^ inf (k-l,r+l), alors : 

(3.16) | u - „ h | é C h s + 2 l u | s + 2 , ^ 

Démonstration : Nous allons utiliser les théorèmes 2.1 et 2.2 , 

le lemme 3.4 et l'hypothèse de consistance (3.13). 

D'après le théorème 2.1, on a : 

Ei (u,w) 
(3.17) ||u-u ! ^ C(||u-r u| + sup Jjr^f- ) . 

h h h h v £ V. 11 11 h 
a 

D'après l'hypothèse (2.34), on a, pour 3 Я 4 k+1 

l|u-rh u j] ^ С h ~ | u L , dès que u G H ( A ) . 

D'après le lemme 2.4, on a, pour 1 ^ o< ^ r+1 

Eh(u,v) 4 С h* \u\u+2>'sv ^ W ^h * d è " q u e u € ^ ( A ) , pour tout 

w £ . En combinant les trois dernières inégalités, on obtient l'iné

galité (3.14). 

D'après le théorème 2.2,. on a : 

( E(u,uh,Lf ,r hLp ' 

(3.18) ||u-u Ц 4 С sup -j ~ т . - - i , avec 

(3.15) E ( u , u h , ^ r h ^ ) - , h(u-u h,4-r h4> + ,u-u h) + E h ( u ^ - ' : h t f ) ' 

D'après l'hypothèse (3.13) et l'inégalité (3.14), on a : 

E'cpr^s le ler.::.£ 3.4, 1 ' i n ^ H t é (3.14), et l'hypothèse (3.13), 

on n : 

* « • 
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Eh<4.u-uh> < c h H I 3 > ^ I U - V l H4CH » + l l » l , + 2 i ^ H l 3.A • 

avec 1 ̂  o< ^r+l. 

En choisissant °̂  = s dans la dernière inégalité, on en déduit 

l'inégalité (3.15). 

D'après le théorème 2.2, on a : 

( E ( u , v 4 > V f ) | 
u-u 4 С su? ^ ГцТП f 

D'après l'hypothèse (3.13), 1'inégalité . (3.14) et le fait que 

к ^ 3, on a : 

V"-v4-rh4><c
 1 , 2

 i l » - J H N 4 U , ^ C
 h S + 2 l » U - , A Hi.,.n. • 

D'après l'hypothèse 3.13, le lemme 3.4, l'inégalité (3.14) et le 

fait que к ^ 3 , on a : 

avec r+1. 

D'après le lemme 3.4, l'inégalité 3.14 et le fait que r soit > 1 , 

on a : 

En choisissant o< = s dans i.1 avant dernière inégalité, on en 

D A C Î U I T l'inégalité (3.16). 

Remarque 3,6 : Si oa a к = 2 et (ou) r - 0, on ne peut раз obte
nir nieu:; que 1г гл;ovation suivante ; 

lu-uhl0>^<c h 2 Мз,_п_ 
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Cette majoration est en fait déjà incluse dans l1inégalité (3.15), 

car dans ce cas, on a : s ~ 1 = k-1 = r+1. 

Théorème 3,2 : On suppose que l'hypothèse H est satisfaite pour 

un entier r ^.0, que l'hypothèse (3,13) es t_sat i s fa i te pour un entier 

k mais que l'inclusion CL C°(A) n'est pas nécessairement vérifiée. 

Soit s un entier quelconque tel que 1 ̂  s ̂ . inf (k-l,r+l). On suppose eue 
"~ S*f3 " ' " 

la solution exacte u e 11° (i\).40n a alors : 

(3.20) I N ^ I I h é c < h 4 u | s + 2 ^ + 1 4 = + 3 ^ > . 

CS.21) l " - ^ l o . ^ 4 C ( h = + 1 | u | s + 2 ) J V + h s + 2 l u | s + 3 ^ ) . 

Démonstration : D'après l'hypothèse (3.13), on a, pour 3 4 Si ̂ к -Ы 

i|u-r, u|| 4 C h A ' " M u\ ,pour u é Н Л'(Л) . 
h h £,A 

D'après le lemme 3.5, on a, pour o< ̂  r-f 1 

dès que u € H *Ч-П-), pour tout w €: . 

En combinant ces deux dernières inégalités avec l'inégalité (3.17), 

on obtient l'inégalité (3.20), 

D'après l'hypothèse (3.13) et l'inégalité (3.14), on a : 

a h ( u - u h , L f - r h ^ ) 4 C h S + 1 | u | s + 2 j ^ l ^ | 3 > ^ 

D'après le lemme 3.5, l'inégalité (3.20) et l'hypothèse (3,13), 

on a : 

E h ( 4 «
 u " V ^ c

 (hWl3,x>. + h 2WU , j v. ) f t u- uh\ • d o n c 

• t . 
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(3.22) E h < ï , u - V ¿ 0 (h l ^ A + h 2 l ^ l 4 ^ ) < h S | u | s + 2 ^ + h
s + 1 l u U 3 > A ) . 

avec : 1 ^ ©< ̂  r+1 . 

En choisissant o< = s dans la dernière inégalité et en combinant 

les trois dernières inégalités avec 1'inégalité (3.18) et l'égalité (3.19), 

on obtient l'inégalité (3.21). 

Remarque 3.7 : L'inégalité (3,22) montre qu'il n'est pas a priori 

possible de gagner plus qu'un ordre h entre les majorations (3.20) et 

(3.21). 

Remarque 3.8 : Les hypothèses H et H^, r ^ 0 sont en fait celles 

imposées par Fraeijs de Veubeke ¿9/ pour une famille d'éléments "stati-

quement admissibles et fortement diffusifs". 
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IV - QUELQUES ELEMENTS SATISFAISANT LES HYPOTHESES H et H r pour r ^ 0 

Nous allons décrire quelques éléments triangulaires ou quadrilaté

raux, satisfaisant certaines des hypothèses du paragraphe précédent. Pour 

chacun de ces éléments, décrits sur des figures, nous donnerons le 'nombre 

N de degrés de liberté, l'espace P des fonctions de forme (dans certains 

cas on donnera les fonctions de forme, on indiquera quelles sont les hypo

thèses satisfaites (patch test ou "super patch-test) et l'ordre de conver

gence. Pour certains de ces éléments, le problème de 1'unisolvance, c'est-

à-dire trouver un polynôme P appartenant à PT, et prenant dos valeurs 

données aux degrés de liberté, n'a pas encore été résolu ; dans ce cas, 

l'ordre de convergence est donné en supposant que ce problème admette ure 

solution. 

Nous utiliserons les notations suivantes : 

g Valeur de la fonction en un point. 

Valeur de la dérivée normale-en un point, 

\ * Valeur de I -g-f ds , 

Valeurs de / - ~ ds et I s -y^ dt , 

A 

etc. 

Etant donné un triangle K de sommets A. de coordonnées (x. , y.) . 

° i i î 
1 é 3 , on note : 

X, ~ coordonnée barycentrique relative au sommet A,. , 1 < i ̂  3 , 

b.l = V y 3 • Cl " V X 2 ' dl = 2 ( c

2 -
C 3 ) c l + f ( V b 3 > b l ' b i ' C i C t d i 

pour i -~ 2 ou 3 étant définis par permutation circulaire, 

9 ?' ^1/2 
A.. = (bï -f- cT) = longueur du côté A. A, opposé au sommet A, , 1 < i < 3 
i i i j & i ^ ^ 
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A., '= milieu du côté A. A, 
jk J * 

A = aire de l'élément K, et G 33 centre de gravité de K. 

Etant .donné une fonction P définie et une fois continûment d i f f e 

rentiate, sur K, on pose : 

1 j 
1 4 i ^ 3 , où est la dérivée normale au côté Aj A^ , 

Pjk = P ( A j k ) f PG = P ^ G ) • 1 ^ j ^ 3 ' k * J • 

Nous allons rappeler les définitions suivantes : 

Définition 4,1 : On considère la formule de quadrature du type 

interpolation utilisant k points , k ^ 1 : 

/

' b 
f(x) dx ri 21 ^ f 

a i=l 1 1 

Il existe un ensemble de k points et de k poids tels que cette 

formule soit exacte pour les polynômes de P(2k-1) ; ces k points sont 

appelés abscisses de Gauss. 

Définition 4.2 : On considère la formule de quadrature du type 

interpolation utilisant k points, dont les extrémités de 1'intervale 

d'intégration, k ^ 2 : 

f b <JS-
/ f(x) dx r^j U f(x.,) , avec x^ - a , x^ ~ b . 

Ja i=l 1 1 

Il existe un ensemble de k points et de k poids unique tels que 

cette formule soit exacte pour les polynômes de P(2k-3) ; ces k points 

sont appelés abscisses de Gauss-T^obatto. 
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Le premier élément décrit est l'élément T.Q.M. de :!orley : 

^ / \ r^ / \ 

0 
t 

SI' V 

N = 6 , P„ = P(2) 

Hypothèses H et H , V h C" . 

Erreurs llu-u.ll • 0(h) , j u-u. I = 0(h 2) 

h * O;A. 

Figure 4.1 - Elément de Morlay 

• • • 

http://llu-u.ll
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Les fonctions de forme sont données par : 

3 3 

P(x.y) - ^ ^(x.y) P, + 21 ^(xiy) ^ , ou 
i 

c t ^ 3 étant définies par permutation circulaire. 

Les 2 figures ci-dessus définissent le même élément. A partir de 

ces 2 figures, on peut construire 2 familles d'éléments. 

La première famille d'éléments (figures 4.2, 4,3, 4.4) est issue 

de la figure 4.1, triangle de gauche. 

L'espace des fonctions de forme est en principe constitué de 

polynômes de P(k) (éventuellement incomplets). Les degrés de liberté sont : 

i) les valeurs de la fonction en k points par côté, ces k points 

étant les abscisses de Gauss-Lobatto, 

ii) les valeurs de différentes moyennes de la dérivée normale le 

long de chaque côté : 

s cs pour les. entiers ^ ^ j. 

Pour k ^ 6 on aura nécessairement j ̂  k-3. 

Four k ^ 7 on peut peut-être choisir j ̂  k-2 (il reste bien sûr 

à vérifier 11unisclvance)t 

iii) les valeurs de la fonction en d'autres points, éventuellement.. 
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Lemme /t.l : Pour les éléments décrits ci-dossus, ^ \ ) ^ ? ^ 5 j : A 5 0 1 1 

est toujours satisfaite, et l'hypothèse 11̂  est Svatisf^ite avec : 

Démonstration : On considère l'intégrale suivante : • 

/ s* w ds , le long d'un côté AB, où est un entier. 
J A 

Cette intégrale est calculée exactement, en utilisant les 

abscisses de Gauss-Lobatto, si o( < k-3. 

Les quantités / s* w ds , pour o< ̂  k-3, ne dépendent donc 

^ A 

que des degrés de libertés attachés à l'arête AB. Il en est de même poul

ies quantités : 

rB 

/ s -v— es , pour oc ^ k-2 car on a : 
s 

I s« -jf ds - (s0' w)(B) - (s* w)(A) -<*/ s 0 " 1 w ds . 

Les quantités / s** ds' , pour <x ̂  j sont des degrés de 

liberté. Le lerae en découle imédiaternent. 

Remarque 4.1 : Bien qu'utilisant des dérivées normales, la défi-

nition de ces éléments peut être rendue affine si j ̂  k-2, car la donnée 

des valeurs aux k points de Gauss-Lobatto et des moyennes : 

j s < y*y^ d s
 ? O U R ^ J entraînent la connaissance de / s0' J)w ds. Cette 

A J & 

remarque peut litre très utile pour la recherche des fonctions de forme. 

•K- Voir Ciarlct et Ravicrt A3/, 
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Elément Fraeijs de Veubelce 1 (F V 1) 

/ \ 
J j \ 

N = 9 P(2) C P.. C l'(3) 

Ilypotheses H et H Q , V h (ji C° 

Erreurs •. 11 u-u. || • - 0(h) , \ u ~ \ \ . = 0(h 2) 

Figure 4.2 - Elément F V 1 
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Les fonctions de forme sont données par : 

3 — 

p(x,y) - ^ $.(*,y> Pi + gj(4Aka-Ak)(i-2Ak)+4 A. X. - 12 \, A 2 A 3 ) p i j 

k=6-i-j 

d 

(̂x,y) = Ax( A r f)( A^n + 3 Ai A2 A3 : -f A2(2 A2-i> ( A 2 -d 
v 2 

+ ~i A3C2 A3-i)(A3-i), 
^ 3 

les i :-' 2 et 3 a étant définis par permutation circulaire. 
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N = 15 P v = P(4) K 

Hypothèses H et K, , V u Cil C°(fO 

Unisolvance non vérifiée. 

Erreurs; || u-u, H = 0(h 2) , U - u J s 0(h 3) . 
h 0,-fL 

Figure 4.3 
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/ \ 

/ x 
* o 0 0 0 

} 
N - 2 1 P K = P ( 5 ) 

Hypothèses H et 1U , V, <£ C°(A) 

Unisolvance non vérifiée 

Erreurs ; Hu-u hli » 0(h 3) , lu-Uul = 0(h 4) 

Figure 4.4 

• • » 
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La ceuxièma famille d'éléments (figure 4,5, 4.6, 4.7) est is^u^ 

de la figure 4.1, triangle ce droite. 

L'espace des fonctions ce forme est en principe constitue ce 

polynômes de P(k) (éventuellement incomplets). Les degrés de liberté sent : 

i) les valeurs des dérivées normales en k-1 points par côté, ces 

k-1 points étant les abscisses de Gauss, 

ii) les valeurs de la fonction en j points par côté, j ̂  2, ces 

j points étant les abscisses de Gauss-Lobatto. 

Four k ^ 6 on aura nécessairement j ̂  k-1 , 

Pour k ^ 7 on peut peut-être choisir j ̂  k (il reste bien sûr à 

vérifier 1'unisolvance)v 

iii) les valeurs de la fonction en d'autres points. 

Lemme 4,2 : Pour les éléments décrits ci-dessus, 1'hypothec- ;1 

est toujours satisfaite et l'hvcothèce K est satisfaite avec : 

r = I N F | k-2 , 2j-2-k J . 

Démonstration : Pour k ̂  4 on considère l'intégrale I s0* v; es, 

. \ 

le long d'un côté A B , où <xf est un entier. Cette intégrale ei't calculée 

exactement en utilisant les abscisses de Gauss-Lobatto : ^ 

si o< ̂ 2j-3-k (si 2j-3-k < 0 , on ne peut rien dire sur / w es). 
J A 

Si 2j-3-k ^ 0, les quentités / s" w ds, pour o< ̂  2j-3-k ne dépendant 

^ A 

eue des degrés de libertés attachés à l'arête AD. Il en est ce même pour 

f 3 * 3 " 
les quantités / s —-¡7 ̂ 5 ? o u r °^^2j-2-k . 

To::r k ~ 3, oa vérifia aisément eue l'hypothèse est satii-: f ai^e. 

Les int é-ralea / --~ ds , peur o< < k-2, sont calculées exact amen: 

en utilisant les abc-i:.ses ce Gauas, donc ne dépendent que ces àei^rJe C2 

liberté attachés l'arête AT.. 
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Remarque 4.2 : La définition de ces éléments utilisant des dérivées 

normales ne pourrait devenir affine que pour j ̂  k+1 donc pour k ^ 3 . 

En pratique pour des valeurs de k raisonnables, la recherche des fonctions 

de formes risque donc d'être "longue".# 
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1^- .\>>V<S>^ 

N « 10 , P., - P(3) 

Hypothèses H et H. , V u (£. C°(.Â-) 

Unisolvance vérifiée. 

Erreurs ; ||u-uj| » 0(h) , 1 u-u.| " 0(h 2) 
h h h 0,A. 

Figure 4.5 Elément F V 2 
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\ 
/ \ 

O \— o— —| £ 

^ V V 

N - 15 P « P(4) 

Kypot^ses H Tl . v . <£ C^C-A.) 
0 ' n < 

Unisolvance non vérifiée. 

Erreurs; Hu-i^ll « 0(h) } |u-uj » 0(h 2) 
h 0,_fL 

Figure 4.6 
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^ , o 1 » j o 1— 

V V V 

N s 21 P R

 88 P(5) 

Hypothèses H et , V.u £ C°(Â) 

Unisolvance non vérifiée. 

Erreurs-. Wu-u. H - 0(h 2) , (u-uj - 0(h 3) 

Figure 4.7 
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Une troisième famille (figures 4.8 et 4.9) est constituée d'élément: 

de classe C°. L'espace des fonctions de forme est en principe l'espace 

P(k), pour k ^.4 (éventuellement incomplet). Les degrés de liberté sont : 

i) Les valeurs en k+1 points par côté, 

il) Les valeurs de différentes, moyennes de la dérivée normale le 

long de chaque côté : 

J s* ds pour les entiers «c ̂  j f 

iii) Les valeurs en d'autres points, éventuellement. 

Lemme 4.3 : Pour les éléments décrits ci-dessus, l'hypothèse 11̂  

est satisfaite pour r = j, 

Démonstration : Il suffit d'utiliser la définition ii). 

Remarque 4.3 : La définition de ces éléments peut toujours être 

rendue affine car il y a continuité de la fonction, donc des dérivées 

tangentielles le long des côtés. 
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л о О о \ 

i 
К - 15 ? к " P U ) 

Hypothese Н 0 , V h С С° (Л) 

Unisolvsnce non vérifiée. 

Erreur ; llu-u. Il e 0(h) , ju-u | = 0(h ) 
A h n 1.Л 

Figure 4.8 
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я e m 1 9— о о 

о 

К » 21 , Р к " Р(5) 

Hypothèse H L :,' V h С С* (Л) 

Unisolvance non vérifiée 

Erreur l|u-u. H = 0(h) , lu-u. I * 0(h ) 
h h ^ - 1,-fL 

lu-uJ - 0(h 3) 
О.Л. 

Figure 4.9 
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Nous allons donner maintenant quelques éléments quadrilatéraux 

(figures 4.10 - 4.11 et 4.12). 

L'espace des fonctions de forme P„ sera défini par : 
K 

P K = { P ; P - V K 1 ' * p £ Q } > 

où est la transformation isoparaméttique qui envoie le carré de réfé-

rence K sur le quadrilatère K (figure 4.10) et où Q sera en principe 

l'espace Q(k) (éventuellement incomplet) pour un entier k ^ 2. 

Les degrés de liberté sont : 

i) les valeurs de la fonction en k points par côté, ces k points 

étant les abscisses de Gauss-Lobatto, 

ii) les valeurs de différentes moyennes de la dérivée normale le 

long de chaque côté, 

s* ds pour les entiers k-2 
J 3n 

iii) les valeurs de la fonction en d'autres points. 

Lemme 4.4 : Pour les cléments décrits ci-dessus, les hypothjccs 

H et H r , avec r - k-2, sont satisfaites. 

Démonstration : Pour k = 2, la fonction est donnée en deux points 

sur chaque côté, ces deux points étant les extrémités de ce côté. 

L'intégrale J -y^ ds ne dépend donc que des degrés de liberté attachés 

à ce côté. 

f 3w „ 
Il en est de même, par définition pour / os, 

Pour k ^ 3, l'intégrale J s* v ds, pour les entiers ^ k-3, 

est calculée exactement en utilisant les valeurs aux abscisses de 

Gauss-Lobatto, donc elle ne dépend que des degrés de liberté attachés au 

côté considéré. 

s ds , pour les entiers c< ^ k-2 , 

et par définition pour J s* ds , <* ̂  k-2. 

Remarque 4,4 : La définition de ces éléments peut Être rer.Jue 

affine, car la donnée des valeurs c:e la fonction en k points de 
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Gauss-Lobatto et des intégrales J s* ds , ©< ̂ k - 2 , entraîne la 

connaissance de J s<* **s» P o u r °* ̂  k-2, 

i " f -, k 

V 

N - 9 P R•- Q(2) 

Hypothèses H ct.H Q , V h C° (-Â-) 

Ur.isolvance vérifiée. 

Erreurs'*. Ku-i^ Il - 0(h) , " 0 ( h ) 

Figure 4.10 
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Lorsque cet élément est le carré de référence [/"1>+^ x 

on peut écrire les fonctions de la forme de la façon suivante : 

2 2 2 2 

les autres fonctions de forme étant obtenues en changeant ^ et (ou) 

p en - ^ (ou) - , ou bien ^ en p et ^ en ^ . 

La valeur au centre de gravité peut être éliminée de façon clas

sique par la relation : 

4 4 
p s — J^— p _ i p 
r G 4 i=l i 4 i=l n i 

On a alors : P(2) C Q C q ( 2 ) . 
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\ 

O ^ 

j ^ ^ •—- \.—o >> 

K = 1 6 P(K) - Q(3) 

Hypothèses H et H : . v h £ C* (A) 

Unisolvance non vérifiée 

Erreurs: l|u-Uh|| . 0(h
2) . 1 ^ - | - 0 ( h

3 ) 

* 0,jCL 

Figure 4.11 

0 
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V - ELEMENT D'ADINI 

Définition 5.1 : L'élément d'Adini ¿1/ se définit de la façon 

suivante : 

i) La forme géométrique est un rectangle (ou un parallélogramme), 

ii) Les degrés de liberté sont les valeurs de la fonction et de 

ses dérivées premières aux sommets du rectangle, 

iii) L'espace P des fonctions de forme est l'image par la trans
it 

formation isoparamétrique F R définie ci-dessous de l'espace : 

{P(3»U U {^}}. 

Il existe un polynôme P £ P, unique prenant des valeurs données 

pour les degrés de liberté et les fonctions de forme s'exprimant aisément 

en coordonnées locales ^ , p si on utilise la transformation isopara

métrique F y définie pour -1 ^ ^ , ̂  ^ -fl par : 

/ - (\A)(v-r)) , q - Ç ) ( i - 9 ) , q - S ) ( i - 9 ) , ( i + £ ) q - D ) 
( X 7

 x l + 4 X 2 + 4 X 3 + "4 X 4 ' 

F : < 
K ) , - ii+ilD-tll 4. n - ^ a - Ç ) ( i - 9 ) (n-5)q- 9) 

<»* 4 yi 4 :'2 4 y 3 4 :'4 » 

où (x^ , y^) sont les coordonnées des soi^nets 1 ̂  i ¿ 4 . 
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i 

Figure 5.1 - Element d'Adini 
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Soient P̂  les valeurs de P €.Pjr aux sommets Â , i ̂  i ̂  4, on a : 

4 _ ^ y X _> - , 

H x , y ) - f ^ P, ^(x,y) + ( 1 ^ € I PP< A £ A j . f 1 § j (x.y) , où 

I 3 { (i.j) î i.j é 4 , i 5* j , 1 i - j| = 1 ou 3 ] et où 

Ifi (x .y) * ^ o F" 1 , 1 4 i ¿ 4 , if^j (x ,y) - . îf t J o F" 1, (i,j) € I, 

T l , 4 l S / ' 16 

les autres fonctions de forme s'écrivant en chantant £ en - j£ et (ou) 

t'espace sera l'espace des fonctions dont la restriction à 

chaque élément K appartient à P et qui sont continues ainsi que leurs 

dérivées premières aux sommets des rectangles. Aux sommets appartenant 

à la frontière P , les fonctions et leurs dérivées premières sont nulles. 

Les fonctions de sont continues sur Sl et nulles sur P , En utilisant 

la continuité des dérivées aux sommets, il est facile de montrer : 

Lemme 5.1 : j| • J| ̂  est une norme sur . 

3 v 

Le long d'une arête quelconque, -y^ , pour v £ P̂  , est un 

polynôme de degré ^ 3 . L'hypothèse n'est donc pas satisfaite. Cepen

dant, il est possible de montrer : 

Lerme 5.2 : Pour toute fonction u e P(2) et pour tout w 6 V, , 
— ™ — . •• • i •• — m • i. • • i i. ., . n 

on a E^(u,w) 8 3 0. L'élément d'Adini passe donc le Patch Test. 
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Démonstration : On a, puisque C C° (-TL) 

(5.D y » . v > = v > . » ) - ^r-cjsë-^ § " Ê u ) ë "r- • 

Considérons séparément les arêtes parallèles à l'axe des x et à l'axe des y. 

On a : E, = E + E , avec 
1 x y 1 

Eju,w) « fr2I L((l-<r) ̂  - Au) |£ n„ ds f 

n c/s 

E v(u,w) ^ k ^ t ^ vr((l-<r) ̂ ~ - û u ) n ds , pour u £ H 3(i\), v c V.. 

Soit -y^ la fonction continue dont la restriction à chaque élément K 

appartient à Q ( 1 ) , l'espace des polynômes de la forme 
c) W 

q = a + bx + cy + dxy, et qui prend les mêmes valeurs que aux sommets 

des éléments. On pose : 

E x ( u > w ) =

 Klv h XK ^ "0 ~ Û U ) Z h n x d S • 

Nous allons montrer que : 

(5.3) j ^ z h n x ds = 0 pour tout w 6 V h et pour tout K -€ ̂  . 

Sur l'élément de référence K, toute fonction w s'écrit : 

w = P 0 ( ^ ) + ^ P ^ ) ! P 2 p 2 ( ^ ) + 9 3 ?3 (^ ) » O Ù 

et (rcsp. P 0 et P^) sont des polynômes de degré 4. 1 (res? ^ 3) 

On a : 

D'autre part on a : 



- 50 -

/SIC 2 h \ d s = 1* / t

 (*h

(1> ?•> - V" 1' ? ) } d 0 • 

On en déduit 1 1 égalité.(5.3). 

Lorsque tous les rectangles sont égaux, on peut montrer le résul

tat suivant /22/. 

Lemme 5.3 : Si tous les rectangles sont égaux, on a : 

(5.4) E h(u,w) = 0 pour tout u € P(3) et w £ V h . 

L'élément d'Adini passe alors un Super Patch-Test. 

On a les résultats de convergence suivants : 

Théorème 5.1 : On suppose que la solution exacte u appartient ¿1 

H (-fO. Soit u^ la solution du problème approché, on a : 

(5.5) Hu-u H < c h |u| , 
t l h J , - r L 

(5.6) I I U - ^ H < c h 2 i u | 3 f i v . 

On suppose maintenant que u appartient à H^(A) et que les rec

tangles sont égaux, on a alors : 

(5.7) H u - u J £ c h 2 | u | 4 f J V . 

Remarque 5.1 : Des essais numériques effectués avec des rectangles 

égaux permettent de vérifier la majoration (5.7). Ces mômes essais donnent 

d'autre part une majoration en 0(h ) pour J U - U ^ L 
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VI - ELEMENT DE- ZIENKIEÏICZ 

Définition 6.1 : L'élément triangulaire de Zienkiewicz [ZJ se 

définit de la façon suivante (figure 6.1) : 

i) Les degrés de liberté sont les valeurs des fonctions et de 

leurs dérivées premières aux sommets des éléments. 

A, 

, 

• Valeur de P 

Valeurs de3 dérivées premières de P 

Figure 6.1 Elément de Zienkiewicz 
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ii) L'espace P„ des fonctions de. forme est l'espace des polynôr.es P 

de P(3) satisfaisant la relation : 

3 

(6.1) ^ - ï ^ i + ï ï < j ^ 3 DPj,Ic • o ù 

P t »= P(A.) , 1 i <Ç 3 

D P j k - DP . TTÏ^hJ , U j , k O . j A .. 

Il existe un polynôme de P R unique prenant des valeurs données aux degrés 

de liberté, et on a : 

3 

(6.2) p(x, y) - ^ ( A 2 (3-2 XL) + i\1\2 A 3> P t 

j/k 

On a l'inclusion ?(2) d. ?y C. ?(3) . 

L'espace sera l'espace des fonctions continues pour les degrés 

de liberté des éléments, dont la restriction à chaque élément appartient 

à V , et nulles pour les degrés de liberté attachés à la frontière. On a : 

\ r

h dc°(il). En utilisant la continuité aux degrés de libertés, on 

peut montrer /23/. 

Lemme 6,1 : || • || ̂  est une norme pour l'espace . 

Le long d'une arête quelconque, , pour v £ P. , est un 
cJ n i\ 

polynôme de degré ^ 2. L'hypothèse 11̂  n'est donc pas satisfaite. Cepen

dant,' on peut montrer : 

Lemme 6.2 : On suppose que les côtés des triangles sont paral

lèles à 3 directions données. On a alors : 

E h(u,v) =E(u/w) « 0 pour tout u £ ?(2) et w £ . 
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Démonstration : Considérons la figure 6.2. On pose : 

|A7A3| - a, |̂ A| - b' , IÂ7Î3I-C. ^ j - J f ^ e t 

1 J 

a milieu du segment A^ , pour toute arête Aj., 

5 3 A^ AJJ * '«23 e t ^ a a i r e d c s triangles. 

Pour toutes fonctions u €.P(2), w C V h et pour toute arête A,̂  A^ , 

on peut écrire, puisque les dérivées de w appartiennent à P(2) : 

J ( ù u - (l-cr) ds •« A. A. ( ù u - (l-cr) - ^ - ) 
A. 'às/ e ) n 1 J 3S 

6 d n i 3 3 n xj 6 3 H J 

où est la dérivée normale à l'arête Ai A , . 
on i J 

Les dérivées crémières de w étant continues aux sommets des 

éléments, on a : 

(6 .« v « . v > . , . | v Ji.A^-^-tï-^-tî *<L> • 

h à = L I. 

tout u £ P(2), w £ V h, et où s L est une abscisse curviligne le long de L, 

~=s— est l'a dérivée normale à L extérieure à l'élément K, au milieu de 

l'arête L et Z (L) est la longueur de l'arête L, pour tout L C aK, K £ ^ . 

Soit P ÉP., , où K est le triangle A- A„ A 0 . La dérivée normale à l'arête 

&2 &2 a u P°^ n t : A23 e s t < * o n n ® e P a r : 

<«•»> 4 ! " f <" k h + " 1
 NP12 - ïmU - ! DP21 " I

 DP31 * J
 DP23 +I0P

32
; 

+ T ( l ( P2- P3 > +i ( D P23- B ?32 > ) • 
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< ^ ^ ^ ^ ^ 

Figure 6.2 - Un assemblage d'éléments dont les arôtes sont 

parallèles à trois directions données 
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Dans l'égalité (6.A) nous ne considérerons que les arètrfcô paral

lèles à A 2 A 3 e C l e s ^ o n c t i o n s w ^-S al e s à zéro pour tous les degrés de 

liberté, sauf ceux qui sont attachés au sommet A^. On obtient- : 

E-;<„,«> - f , C(l-<r> -f^f - Û U ) ( - | ^ (A 2 3> + - | £ (*w) + ^ S Î ( A l t ) + 

dS 
a 

ĉ n 56 on 17 c)n 17 

où s est une abscisse curviligne dans la direction A 0 A~ et v** , 

1 4 1 ^ 6 , sont les valeurs de w dans les triangles notés (T) sur la 

figure 6.2 . En utilisant la formule (6,5), on obtient ; 

t r < V " i <- I p i " i D?i2 - £ BP13> • 

1>r ( A u > " t ( l h -1 , , p n +1 c p u > + T < - i p x - i № i 4 > • 

- I r «*u» - 1 <i pi - ! B ? i 5 + i d ï m> + t (! p i + ì ••' 

"li- < V - f <- ì Pl - I D?15 - ï Dp16' • 

"Ir ( A » > - "I" <J p i . - 1 » » • ï " V + T ( " I p i - 5 • 

i r «'-.y' • T « t -1 D P n + ? D P>7> + T ( ï >i • T OTi7> • 

En sommant toutes ces égalités, on obtient (u,w) s 0 . 

Cette égalité est aussi vraie pour les deux autres directions, ce 

qui termine la démonstration du Patch Test. 

On peut montrer /22/ les résultats de convergence suivants : 

Théorème 6.1 : On suppose que la solution exacte u appartient ?: 

H (Si) et soit u.̂  la solution du problema approché, On suppose que 
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les tri r. ri les sont gcn¿ r £ s_ par trois' families de droites parallèle s . 

On a : 

| | u . u h l l h é c h | » l 3 i j r i _ , 

i |u -u h | | 4 c h 2 U | . . 
1,-fL 

> r est пне. constante indépendante de h. 
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