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SUR L'ELEMENT DE FRAEIJS DE VEUBEKE ET SANDER

J.F. CIAVALDINI et J.C, NEDELEC
U.E.R. Mathématiques et Informatique

Université de Rennes I
B.P. 25 A 35031 RENNES CEDEX

Résumé : On étudie les propriétés d'unisolvence et on donne des.
estimations de 1l'erreur d'interpolation de 1'élément fini de Fraeijs de
Veubeke et Sander utilisé dans la résolution numérique des problémes de
plaques.

Abstract : We study unisolvence properties and we give estimations
of the interpolation error in the Fraeijs de Veubeke and Sander finite
element, which is used in the numerical solution of the plate problem.






1. Introduction et notations.
ANAAANANAAAANAANAAAAANANN,

L'étude de la flexion d'une plaque encastrée conduit en théorie linda-
risée de 1'élasticité 3 rechercher une fonction u - qui représente la déflacticn
verticale de la plague ~ définie sur une domaine borné Q du plan ; la fonction
u est continuement dérivable et satisfait des relations de compatibilitid i

rieures 3 la plaque ne faisant intervenir que ses dérivées d'ordre guatire.
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Ainsi en approche "compat1ble", une méthode consiste d utiliser
dans la triangulation du domaine f des éléments finis de classs i qui soient
unisolvents sur un espace de fonctions localement polynomiales de degré infé-
rieur ou égal 3 trois ~ ce qui assure 3 la fois la conformité et la :ompa:ibi-
1lité, les relations de compatibilité étant identiquement satisfaites et &gales
4 zéro.

Un certain nombre d'éléments de ce type sont habituellement utilisés
nous renvoyons 3 ce sujet 3 l'article de CIARLET [l] ; dans ce travail nous étu-
dions les propriétés d'unisolvence et les estimations d'erreur d'interpolati on -
de 1'élément utilisé par FRAEIJS DEVEUBEKE et SANDER et présenté daﬁs L‘*:] : s Lﬂ-

-

On utilisera les notations suivantes :

ulA = restriction de la fonction u 3 la partie A.
Pk = espace des polyndmes 3 deux variables de degré inférieur ouégal 3 k.
Qk = espace des polyndmes d deux variables de degré inférieur ou égal a k

par rapport d chaque variable.

. £ L s a2
Pour toute fonction u, D u(x) désignera sa derlvee totale d'crdre ¢
au point x (c'est une forme L-linéaire symétrique), l[éﬁl représentera sa

Losz a
dérivée normale au segment [abj et Eab:] sa demvee tangentielle.
¥

On notera enfin

![Dzu(x)l{ = 3up ]D u(x) (51,52,....52)!
El[\l,...,li

|u|£ K= ( IK Hbzu(x)H2 dx)l/2

= sup 'lDlu(x)ll

'uill,m,K %X

b

u =¢ [ pheoll? aot/?
”Hm}( Oiﬁim K ux] X

' 2
ol =sup  {sup lpueoll}
LQN’K of_’lf_m XéK



avec la convention d'écriture pour % = 0, D% ] = fux) ]
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L'élément fini est un quadrilatére non dégénéré X (voir figure 1)
de sommets ai » 1 <1<t il est lui-méme subdivisé sn quatre triangles Xj en-

4

gendrés par les diagonales de K et on appelle ag = N K, .
: i=1

On lui associe l'espace de fonctions réelles
(2.1) P = {pec’(X) ; 3(p,,p,sp.) EP, Pl = Py D|, = Py * D
P ATPYePr Pt e Pl T Par Py, T PL T Poe

Plg 1

3=pl+p2+p3’pl}<4:p1+p3}

La condition de raccordement de classe Cl sur les dizsgonales ce X
est équivalente aux deux conditions (2.2)

= =0
p2| [aza;] p3| [alaaj
(2.2) |
5P, 393‘
1[a,a] " I[aya] T O

On 2n décuit en particulier que
3Py

| 3
F{ a2 _;:_B_i (213 °

et donc que la dérivée totale Dp, (respectivement Dpa) est nulle le long de la
diagonale [§2a;] (respectivement [éla ).

Ainsi, commne on le verra au théoréme 1, l'espace P est de dimension
1€ ; i1 y a en effet dix coefficients dans l'expressicn de P, et sesulement trois
pour chacun des polyndmes P, et Py

Si p est une fonction quelconque de l'espace P, on lul associe l'en-
semble des degrés de liberté

(2.3) £ = {p(a,), -gi;-(ai),—g-g-(ai), 1<icn; g-g-(aij) Ll<i<i<u)

..d’.l o8 0 a2 ..".
alJ eésignant le milieu du coté [él aJJ



Il se pose maintenant deux problémes ; démontrer que 1'élément T
est P-unisolvent selon la terminologie de Eﬂ ; autrement dit que toute
fonction p de l'espace P est déterminée de maniére unique par les 16 degrés
de liberté de I.

Ensuite donner une majoration sur l'élément K de l'erreur &'intor-
polation (u - mu) lorsque mu désigne l'unique fonction de l'espace P qui in-
é

familles affines d'éléments finis & une modification prés puisque a priori
(voir Ei}) les éléments quadrilatéraux quelconques sont traités en tant qu'é-
léments courbes.

~
kepre,d ¢ Etant donné un triangle K non dégénéré de sommets a, b, ¢ ; l'encorihice

N

£ = {pl.), %5 (.), %5 (.) ena, b, c; %% (d)}

le point d représentant le milieu de 1l'aréte [bc], est P,-unisclvent.

’fuagzxgkign (voir figure 2). Puisque Card(¥) = 10 = dim(p ), i1 suffi+ ic
montrer que Si tous les degrés de liberté ¥ sont nuls, le polyndme du troisic-
me degré correspondant est nul.

1 est clair que les conditions
p(b) = ple) = O
op(b) = Dplc) = 0O
)] =
e (d) = 0
entralnent que la dérivée totale Dp est nulle le long du cdté [bq]. Soit x un

point du triangle X et y 1'intersection de la demi-droite Ea{] avec le c¢dté [bY
les conditions )



-l

p(a) = p(y) = 0

n
o

Dp(a) = Dp(y)

o
n

entrainent alors p(x) =

c
A
d figure 2
S

e ®

a b

On aura besoin dans la suite de l'expression d'un polynime pe?
nul ainsi que sa dérivée Dp le long du coté Dxﬂ ; elle est donnée par

(2.4)  p =22 [(3-21) p(a) + u Dp(a).(b-a) + v Dp(a).(c-a]

X . 4
ol A, u, v représentent les coordonnées barycentriques de tout point x de X
relativement aux trois sommets a, b,.c.

Pour démontrer (2.4) on remarque que p et Dp sont nuls sur le c3té 'sc.

d'équation A= 0, donc que )
p=1’gq

avec q polyndme de degré inférieur ou égal 3 1 ; il est donc de la forre
g=aX +Bu+ yv

ol les coefficients &, B, y s'expriment en fonction des trois paramétres
p(a;, Dp(a) . (b-a) , Dp(a).(c-a).
On a immédiatement
p(a) = q(a) = «
puis on dérive l'expression de p au point a
Dp(a) = 2x(a) Da(a) q(a) + x2(a) (a Da(a) + 8 Du(a) + vy Du(a))
d'ol on déduit en utilisant ie fait que
DA = - D(u + v)

Dp(a) = (B -~ 3a) Du(a) + (y - 3a) Dw(a)



soit
Dp(a) . (b=-a) =8 ~-3a¢, Dpla)c -a)=1vy- 3a

d'oi gpety R

Théorsme 1.: L'ensemble I de (2.3) est P-unisolvent ; 1l'élémenr fini K est de
classe C! selon la terminologie de [5].

Qé%%&é ] ¢ Remarquons tout de suite que si p est une fonction de l'espace P
la restriction de p a toute aréte [}i ai+i] (1'indice i &tant compté moculo &)

est un polyndme de degré inférieur ou égal 3 trois en une variable ; ccnc les
conditions

p(ai) z p(ai+1) =0

Dpla,) = Dp(ai+ ) =0

B a,) =0
n ij

entrainent que le polyndme p et sa dérivée Dp sont nulles le long de i arete
ce qui prouve bien que 1'élément est de classe Ct,

Il est clair que les conditions (2.2) sont équivalentes &

pi(lai) = pi(ai+2) )

(2.5) Dp,(a,) = Dp,(a; ,) =0 1293

142

api
T (8 q40) 0

s

l'indice i étant toujours compte modulo 4 ; done lg polyndre P, (respectivement
3]
ps) posséde 3 parametres libres p2(a Y, 5—— (aa), 3§- (a )(respec‘lve“eﬁt

ps(au), 5——-(« ), == 8 (a,)) en vertu du lemme 1 ; on a donc

dim(P) = dim(Ps) + 34+ 3 =216 = Card(L).

Il suffit donc de prouver que si tous les degrés de liberté de g
sont nuls alors la fonction p de 1l'espace P correspondante est nuile ; soit
q; le polyndme de degré inférieur ou égal 3 trois qui coincide avec p sur
le triangle K, ; d'aprés le lemme 1 q, s'exprime en fonction des coordcnnées
barycentriques relatives aux sommets du triangle Ki et des trois paramétres
p(ao), Dp(ao).(ai-ao), Dp(as),ei+l-ao) ; 11 suffit donc de prouver que

p(ao)

0 et Dp(ao) =



~Pour cela on dispose de trois relations ; d'abord comme p appartien
d l'espace P on a

(2.6) 93 T 9, v 9, " q

Ensuite nous traduisons que la fonction p est continuement diérivaile ;
(remarquons d ce sujet que sur chaque aréte 81410984 7 K. NK, ., les ccordon-

i i+l
nées barycentriques relatives aux triangles K et K 1l coincident et <donc que
l'on a automatiquement :
l as i+ll a_a,
[ 1+l l:o 1+l:L
-
°G.
qli - °q1+l'
37 a, .] ot a, l]
I:ao 1+]:] B0 i+

En conséquence, la continuité de la fonction p est assurée et celle
de sa dérivée se traduit uniquement par la continuité de la dérivée ncrmal
3 chaque aréte [a,, ,aq , Soit les deux relations :

-
“~
e

1+l
0q 9q
1 .
(2.7 T 18] 7 (e
3q 3q,
1 . 2
(2.8) wil,e] T il,e]

(Remarquons encore que les relations (2.7) et (2.8) impliquent la continuité

. L 2oz 3D -
de ia dérivée normale 3o Sur les aretes I:aaao] et [aua; ).

Le systéme de trois équations i trois inconnues (2.8), (2.7}, (2.8)

est en régle générale assez compliqué 3 écrire et il n'est pas aisé de prouver

que son déterminant est non nul ; on va se ramener par un changement de variable
classique 3 un systéme beaucoup plus simple.

Soit F l'unique appiication affine de IR2 dans I'R2 vérifiant

P(ao) = (0,0) , T(a l) (1,0) R F(a2) = (0,1)

L2 22

puisque K est non dégénéré F est inversible et on a (voir figure 3) :

F(as) z (~a,0) , F(au) = (0,-b) ,a>0,b>0 ;

On pose K = F(K) et p = p o F_l ; on est ramené & démontrer bque si

- l - - -
peC (X), Plg. © qieP3 .
1



avec
A A

=2 + 4 -

la fonction P ainsi_que sa dérivée QB étant nulles le long de la frontidre 3K de
1'élément K, alors p est nulle sur K,

A\y
(0,1)

(0,-b)

On vérifie sans peine que la relation (2.4) donne ici

- s2 - 3 3p .
(2.9) q; # A;[(3-2)) p(O) + x zB(0) + y 3f;-(o)jl , Lsizu,
od X est ld coordonnée barycentrique du point (x,y) du triangle Ki relative
au sdmmet O 3 on a donc la relation

(2.10) Ao+ A = Ay + A

1 3 L

avec les expressions

A= 1- Lz l+Xay A =1 aXe L N =21-x+k
(2.11) xl,- 1 - (x+y) , Ay2lez-y, A gsleoss 2 21l-xrg
Un calcul simple montre que les conditions (2.7) et (2.8) se ridui-
sent ici 3 : R .
0q aq - g
: _ S R Dy =
(2.12) sur l'axe y = 0, Y 5y 3 p(0) + ax(O) ¢
3q 9q - e
1 2 D
' = = =
(2.13) sur l'axe x = 0, = = < 3 p(0) + 3540) 0
et 1a relation (2.6) donne
i) up 3 2B 2 z
(2.14) 3 up(0) + x A ™ (0) +y 2 % (0) =0
avec
‘-l -2 - -2-. --2 -. “2_"
w3 [AB-2A1) + A5(3-2),) - A5(3-2),) = A (3-23)]
.--2 a2-—2 —2
A=Ayt - g )



-g=

Les trois parametres p(0), -R(O) et —R(O) vérifient un systéme homo-

géne dont le déterminant 5 s'éerit
3 1 0

1

= ]
11
w
o

(2.15) =30y - ewy)X) = 6 %, B8, - 58]

Cn établit le résultat (2.15) en développant l'expressiop & et
en utilisant la relation (2,10) élevée au cube et au carré. Ainsi A est un
polynome de Pa non nul sur K (par exemple sur le cdté xty =1, on a Xl 0
et 83 6 AN # 0), ce qui prouve que p(Q) = OD(0) EEK 0) = O et achéve

I2u
lz démonstration., &

3; XX yX

3+ RARA S ARV ERRARMARR

. R} s s . .
Dans toute la suite, H (K) désignera l'espace de Sobclev ces fonctioms

dont les carrés ainsi que ceux de toutes leurs dérivées d'ordre inférieur ou
égal 3 m sont intégrables sur K ; on mun;t HP(K) de la norme ||.!]

my K
. 3
Usuellement, l'obtention des estimations d'erreur repose sur le lemme ce Evenlble
et Hilbert et plus précisément sur le fait que | l est ure ncrme écuivaien-

"k+l,X
te & la norre quotlent sur l'espace Fk (K)/P‘ } nous d&émontrons Cue sous cer-
taines hypothéses géométriques la constante d'équivalence est indépendante de K,
ce qui nous laissera dans la suite la liberté de ne pas utiliser un &lérent de
référence fixe.

LR ¢ Soit }{ une famille de quadrilatéres K de sommets (a. )l<1<k tels que
a = (1,0 , a, = (0,1). , - &, = (=a,0) , a, = (0,-b)
avec
(3.0) 0<a,<ac<a

O<g <bx<8

o 1

(i.e. il existe deux quadrilatéres de la famille K° et Kl’tels aue

(3.2) Ke cKCKl . Ve R .) voir figure 4.
Soit 0 le carré de sommets (aj)l<3<“ avec
3. = (1,0) ,'a‘{ = (1,1) , 'é‘ = (0,1) , 3, = (0,0).

2

A chaque é1ément K repere par les deux paramdtres a et b, est associé l'unique

application G € Ql qui vérifie




< j < 4,

N R
G(a,) = a, 1
(a]) a] ’

L » - 3 » . ~
Pour toute fonction u définie sur K, on définit la fonction u sur R tar

(3.3) WX) = uoG(X) , VXea .

~

&
Alors l'application G est un C ~difféomorphisme de Q sur K et 1l'acnlication
Gui & u associe ¥ est un isomorphisme de HRTI(K) sur HXTH(R), pour zout entier
k> 0.

Plus précisément il existe deux constantes C. = C,(k) et C. = C_(k) indégen-~
1 - - 1 1 £ b 2 sngepea
-cantes du. guadrilatére K, telles aque ‘

(3.4) , Vuer™too .

N N
eyl 0 2 Hallig) o 2 epllatlyyy o

Il existe enfin une constante C = C(k), indépendante de K, telle cue

[+3
| )l: [ [ 3-9—(:-)—de b, Vees ™,
al<k ke ax

o) a est un multi-indice (a,,a,) et o} la somme porte sur tous les nulti-indices
de longueur |a| = al+a2'infehieure ou égal a k.

(3.5) Wullyyasc Clulyy o+

Rémgﬂﬁ&xﬁkiﬁﬁ ¢ Remarquons d'abord que
4

G(X) = I a; g,

j=1 *

v P . N 2 . P )
.ol q; désigre l'unique fonction de Q| qui vérifie
o

q (3.) = §,. .

i3 ij

Ainsi le déterminant jacobien de la fonction G au point X

~ _ 136 3G
IJG(X)I-' a* ’T
S | 2
est un &lément de Qi,; en.outre on a

2G 32G
8 G _ s = . = 2 - - . nla =
;@-0,1-1,2,m-a1a2faaau i DG =0, VWi 3.

i

Compte-tenu des majorations classiques en théorie des éléments finis courktes
(voir [sﬂ) il suffit pour démontrer les inégalités (3.4) de prouver l'existence
de deux constants a et g vérifiant pour tout ¥ appartenant & g

0<a IJG(Q ) <8

Ia

A

(3.6) a2 |I06)] <8

10260 |] < 8
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Soit %(a,b) (respectivement 2'(a,b)) la longueur du plus grand (respectivemert
plus petit) cSté du quadrilatére X ; soit y(a,b) le maximum des valeurs absolues
des cosinus des angles au scmmet de K ; on a évidemment

L'(a,b)  &'(a ,80) | 2%
] > , =
2{a,b) l(al.sl) Rl

v(a,b) < sup(y(ay,B0) Y(al,Bl)) =y, <1

et la condition de CIARLET-RAVIART [3] :

[

1 [ ———r—— 2 o . .
‘.ll(z: g)j 1l - Y(a,b) :-:‘,-D- 1=~y >0 Vaob Pag fac<ag
’

om
A
=
ta
w
-

entraine les inégalités (3.6).
A 22

1

Notons que l'existence d'une cons:tante C dans 1'inégalité (3.5) est
déia établie, mais a priori cette constante dépend cde K : nous prouvens que
ncn en raisonnant par absurde. Supposons que (3.5) ne soit pas vrai, alors il
ex‘sterait une suite de quadrilatéres K et une suite de fenctions uy Ce l'es-

pace HK*Y (X ) telles que
||unl|k+l,n =1 » Vn
(3-8) l I l I aC’lur\(x) ]
im { ju |, + T : éxl 1 =0
Do n]k+l’Kn la]<k kKo ax®

Par compacité, puisque

l Deoibniel'

on pourrait trouver une sous-suite (aprés extractions successives) telle que
(3.8) ait lieu et en outre telle que

@4 < a <a

a,—*a,b —>Db dansR (nous dirons que Kv1 -+ K dans }i);

(3.9) "
u - U dans H (Q) faible et H (Q) fort.



-11-

v - ’
On pose u = uoG 1 ol G est la fonction de l'espace Qz associée au quadrila-
tére K et scit K' un quadrilatére fixe de la famille ~F vérifiant KPcX'C K

(les inclusions sont strictes sauf lorsque X = K° ol on prend alors XK' = X°),

Lorsque l'indice n est suffisamment grand on a donc K'C K, et par suite

ol < gl k = © ”“ allkar,a
On peut extraire une nouvelle sous-suite telle que
u |y dans K (K ) faidble et KX (K') fort ;

et par semi-continuité inférieure il vient

o s 2 . 2
|v l < lim inf |up] < lim inf lu | z lim lu_| =0 ;
k+l,K' — neoo k+l,K' = epoo k+1, K oo n'k+l, K ’
on en déduit que ve P, et puisque
3% (x) 3aun(x)
2k = lim [ —D—dx =0, Va, ol <k}
Ke ax n>+e  K°  3x -

on a en fait v=0.

. . 4 [ . P4 [ 2 >
Soit ¢ une fonction indéfiniment dérivable surfR et & support com-
pact inclus.dans K' ; pour 1l'indice n assez grand on a

[ u 0etix = [ u Ghetddx = [ Yea thogtoax = [ T (Mo (Mlve ()%

' n n
K Kn Kn Yi

Lorsque l'indice n tend vers 1'infini la suite de fonctions G_ (respectivement
IJGn ) associfes aux quadrilatéres K, converge uniformérment sur O vers la fenc-

tion 6 (respectivement |JG|) associée & K ; on en déduit par passage & la limite

. Y
[ vix)e(x)ax = [ 3(§)$OG(;)[JG(§)|d§ = [ ux)¢(x)dx = [ ulx)¢(x)dx
K' f X K'
On en conclut que
ulp = 0 V', K'cK
d'ed
wuzoett=o.

Ceci est une contradiction car on a en vertu de (3.4) et (3.8)

2 1 2 2
n||k+1,K -2 {lun|k+l,K * Ilunllk,x }
n 1 n n

[p)
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'_0
[V
=]
3
3
]
o

. R ~ - N -
lim Hun”k,Kn .<_ C2 i}:n’lun”k'n = CQHqu’Q 0 g

Soit X, une famille de quadrilatéres non dégénérés X de sommets
(ai)l<i<u ; on appel&e (x;) les quatre triangles engendrés par les diago-

< i71<i<y
nales de XK et a, = f\Ki.
. i=l

Soit F l'unique application affine qui vérifie

F(0,0) = a, , F(1,0) = as F(0,1) = a

2

Ainsi T est inversible et le quadrilatére K = F-l(K) de sommets

a,), . vérifie
( 1);<1<u

;1 = (1,0) , 52 = (0,1) , 53 = (-a,0) , a, = (0,-b).

A chaque quadrilatére K on associe en outre les deux paramdtres suivants,

(3.10) h = diamétre de X

supremum des diamdtres des sphéres inscrites dans X

°
1]

On dira que la famille ]{ de quadrilatéres K est régulidre si' les deux pro-
priétés suivantes sont simultanément vérifiées :

1) il existe une constante C telle que l;-f_ C Ve K;

A -
ii) la famille K des quadrilatéres images K = F"1(K) vérifie les propriétés
(3.1), (3.2) du lemme 2.

Remarquons que les conditions sont vérifiées si et seulement si les rapports des
longueurs des demi-diagonales de K restent bornés, soit

lay-3, Nl

CEITEEITEN B TS A

La condition (i) est la condition classique des familles affines ¢'éléments
finis et lorsque les guadrilatéres X € J{ sont des parallélogrammes la condi-
tion (ii) est trivialement vér§§iée, les diagonales de X se.coupant en leur mi-
lieu ; dans ce cas la famille est réduite au seul carré R de sommets les
peints (1,0), (0,1), (-1,0), (0,-1).



Les directions normales aux c3tés de K n'étant pas conservées par transforma~

tion affine nous modifions provisoirement l'opérateur d'interpolation = sur K ;
I3 . ’ I zee . . -

pour toute fonction u suffisamment réguliere et définie sur K on appelle wmu

l'unique fonction de l'espace P introduit en (2.1) et qui vérifie

wu(ai)=u(ai) y l<ic<u

D(ﬂu)(ai).(a. -a,) = Du(ai).(ai+ -;a,), 1<ic<u,

(3.11) i+l 2 1%
| D(mu)(a ). (a, ;-a;) = Dula,).(a; ,-a,), 1<igt,
D('ﬂu)(aij).(ao-aij) = Du(aij).(ao-aij)', 1<i<jc<u;

+-indice i étant compté modulo 4 et a5 désignant le milieu du cdté [_'ai ajl' .

2 -~

tSoit K une famille de quadrilatéres K réguliére, alcrs il existe
une constant& C = C(m,k) indépendante de l'élément K telle cue

k+l-m k+1l _ “ - -
(3.12) |v - ’"’Im,x <Ch Mkﬂ,x y YVEH (K),k=20u3,0<n <2
W ¢ Remarquons d'abord que puisque l'on a l'injection de Scbolev
H (k) e e (k)

l'expression nv a bien un sens. On définit 1l'opérateur d'interpelation r sur X
par

(rv) o F = m(vo F) (ienmvs= )

et l'espace de fonctions réelles définies sur K

P = {p;B.p€P:£=poF} .

Ainsi, puisque Pacicﬂz(}‘z) , on a la majoration (voir CIARLET-RAVIART [2])

k+l-m

(3.13) lv = av] < c]|1-1] h Oeme2 ,

|;f(Hk+l().<) Hm(ﬁ)) Iv!k+l,K ’

o) la constante C = C(m) est indépendante de K (donc de K) en vertu du lemme 2.
Il reste & estimer la norme de l'opérateur (variable!) I-z j on a

Hv=wvl], &
Hi-#]l, 441 g~ = sup -
| Lo, M) vio ViTke1 &

et

- an
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: )
Soient (p° )1<1<u ’ (Pl 1+l)1<1<u s (Pl i- 1)1<1<q’ (pl j)l<1<“

' les fonctions de base de 1'élément K selon la terminologie de L3] ; alors

4 Y 4

aa ~ s - TP | ss s =y Al

mvE Eovlagdpg v ToDvlag).aghmag) py gy v IoDv(agd.(ag jtad ob b

i=) izl i=1
¢ T Dva, )(30-3,.) Bl
iii<j.f_“ 1] il 1,3

et puisque le diamétre de K est borné, on a

(3.15) ] gz wg“bqhx*llluﬂthl g 18y vl
1]

et avec le lemme 2, en utilisant 1l'injection de Sobolev sur l'ouvert Q fixe, on a

A ~
a1, g <elBIl g < Bl 5 <elldll,, o

ol C représente différentes constanges indépendantes de K (donc de K) et qui
ne dépendent seulement que de k et 0.

D'autre part la norme des fonctions de bage dans H'(X) est bornée
car sur chaque trlangle K (1 <i<u) 1nter1eur 3 K ce sont ces polyndres
de degré inférieur ou egal 3 trois, donc qui s'expriment comme des pol;ro.es
en les coordonnées barycentriques relatives aux sommets de chague triangle ;
ces coordonnégs barycentriques sont des fonctions définies et continues en
les parame‘rep a et b pour ab ¥ 0 ; or ces deux paramdtres varient sur le
compact [ao,al] X [BO,BJJ .

On é&n déduit avec (3.14), (3.15) et (3.16) que
1 - ] . <l+c
b ) Wy T

N
ol C est une constante qui ne dépend que de k, a,, ay, 8o Sl et N, d'ol {3.12).t

TRERK SR ¢ Sczt XK une famille de guadrilatéresK péguliéra, zlors il existe
une constante = C(m,k) indépendante de 1'élément K telle aue

4

1/2 - \

(3.17) (t lv-nr vlz ) < ¢ R, | v . Vve N (K), O<m<k+l, k=2 ou 3
{21 m,Kl - k+1,K -

gg_(Ki),<i<“ désipnent les guatre triangles intérieurs & 1'élément K et dicoupés

par ses diaponales.

8%%88@5525&32 Remarquons que pour m = 0, 1 et 2 on a
n

(z v - ﬂv[2 y1/2

z !v - wvl
i=1 Ky

m,K



(3.18) |v - ﬂivim,Ki <Ch
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et par conséquent il n'y a rien 3 démontrer. D'autre part pour m > 2 or n'a
pas en général mveHM™(K), mais seulement ﬂvIK e P3,rce qui justifie l'écriture

de (3.17). Remarquons encore que pour m = 4 la majoration est évidente puisque

“VIK. € P, wmme—e Iq 20 .
1

3

On démontre (3.17) avec m = 3 en adaptant comme au théoréme précédent
une méthode utilisée par CIARLET-RAVIART dans Bﬂ. Pour chaque trlangle Kiy om
introduit l'ensemble des degrés de liberté Z' pour toute fonction v suffifamment
réguliére :

Ig = {v(a,), v(a;), via, ) 3 Dv(agXa;-ao), DvlagHa,  -a;) ; Dvla;Ma,  -a,,

DvlazXa;_y-a;) 5 Dvla ) Ha; pma; ) D"(ai+1)'(ai‘ai+1) b ovla; s Magmagydl

Cet élément est P, -unisolvent d'aprés le lemme 1 ; on -appelle r'v le
Ps-interpolc de v sur Zi et“on a le résultat classique pour les familles affines

VveH

Iv|k+l,Ki s Ki)’ 0 <m < ktl, k >2

ol la constante C est indépendante de Ki et ne dépend que de k et m,

Donc pour démontrer (3.17) il nous reste & estimer la quantité
| - ~lorsque v est une fonction de l'espace HXt1(X). (En toure
4 [ [ N

rigueur on doit écrire Iﬂi(le ) = ()] ).
i i

[ntv = wv]
i

K.l m,K
i

La fonction w, = mi(v| ) - (nv)|,  appartient & P, et vérifie
i . :

1 , = 0, Dw, =0
w"[ai'aiu] ' w:‘l[ai’ai+l]

Ainsi on a.
- 1
wy = (v-ﬂv)(ao)pi° + D(v-wv)(ao)(ai-ao)pi’i + D{v-nv)(a, )-(al+l ao)pl il

1
]
ou p'° P{ ;> p:L $e1

a, de "’lement fini (K., ! )

désignent les fonctions de base dans P3 relatives au sommet

On en déduit

to 'l 'l
l“ila.xi < sup(|p} |3,1<i'. lpi,ila,l(i'lpi,i+ll3,}<i

¥lv-nv(ag)|+2n||D(v-mv)(a)(]}
Les quantités [v - nv(a,)| et ||D(v - nv)(a,)|| sont évaluées par

l'intermédiaire de la théorie afflne avec toutefoms la modification du lemme 2

en raison du fait que 1'élément K = F~ (K ) n'est pas fixe n



-16~

Soit maintenant m_ 1l'opérateur d'interpolation "SANDER" sur 1'E1é-
ment K ; ie pour tcute fonction v suffisamment réguliére mgv est l'unique
fonction de P qui vérifie les relations (3.11) & cette modification prés ;
les relations

D(ﬂu)(aij)(ao-aij) z Du(aij)(aoraij) »l<i<cj<un,

sont remplacées par
a(m
(mou)

. odu s .
T (aij) = 3;(aij) y 1 <1 <3<,

Sorfme. 4 ¢ Soit J une famille régulidre d'éléments K ; il existe une cons-
tante C = C(m,k), indépendante de 1'élément K, telle cue

1 -
) /2 | k+l-m lVl Vver+l

19) T ( £Ch K+l K °

IV-NSV!; (X), 0 <m < ktl, k=2 ou 3.

i=1 Xy

gé@%%%ﬁﬁ%&é%ﬂ ! Remarquons d'abord que pour les valeurs du paramétre m = 0,1,2

on a 1/2
(: Jv-n = |v - ﬂsvl

svls K )
iz} e

m,X

La majoration (3.19) est une conséquence des théorémes précédents ;

il suffit d'estimer la quantité |mv - T Vi 3 on opére comme au ‘théordme 3
’ 3 ’

en remarquant que la fonction w_ = 7 _v-mv appartient & P et est nulle le long
de la frontiére de 1'élément K 3 aindi

- _ 1
w = E Dws(aij )‘(ao aij) Pij

LY 1 - : t . : - P -
ot (pij)1:}<jjy sont les fonctions de base de l'espace P introcuites au théoré
me 2 ; et d'autre part

aw
2 -
Dws(aij)'(%’aij) el (aij)‘(a° a3 )

(r césigne  le vecteur normal unitaire),

aw

puisque 3?5 (aij) = 0, donc on a la majoration

|Dwg(a gy Magma )] < b & v - 7)ag )] < nlptv - Wi Ol

d'ol le résultat annoncé -
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