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SUR QUELQUES PROBLEMES FONDAMENTAUX 

DE LA THEORIE DU FILTRAGE 

par 

J. MEMIN 





AVANT - PROPOS 

Le but de ce travail est d'essayer de dégager en théorie 

du filtrage certains outils qui sont maintenant largement utilisés, 

et d'étudier systématiquement leurs propriétés. Les résultats 

généraux donnés sont dus principalement aux travaux de Kalman et 

Bucy, Kailath, Shyriaev et Liptzer, Ershov, Clark, Kalliampur, 

Kunita et Fujisaki. 

Deux motivations essentielles nous ont guidé : 

- D'une part il a semblé intéressant d'exposer ce qui était dispersé 

dans de nombreuses revues. Nous nous sommes limités au cadre d'un 

processus d'observation continu, obtenu par la superposition d'une 

fonction du signal que l'on veut estimer et d'un bruit que l'on 

suppose être un mouvement brownien, ou une martingale intégrale 

stochastique par rapport au mouvement brownien. Ce cadre a suscité 

de multiples travaux, et la bibliographie donnée ici est loin d'être 

exhaustive. 

- D'autre part nous avons abordé certaines questions ouvertes. La 

principale est celle de l'égalité conjecturée de la t^ibu des 

observations et de la tribu des innovations. Cette question abondam

ment étudiée ces dernières années a déjà donné lieu à plusieurs 

démonstrations erronnées. Utilisant une idée exposée dans un poly

copié de Liptzer et Shyriaev, j Tai cru trouver un argument détermi

nant avant d'y voir une faille. Cependant 1'exploitation de cette idée 

outre la résolution du problème dans un cadre plus large que celui 



traité par Kailath, a permis de dégager de nouvelles directions 

de recherche qui pourraient se révêler fructueuses. 

Deux axes d'étude préférentiels constituent les deux 

parties du travail : 

La seconde partie traite du processus d'innovation : 

ses propriétés fondamentales, l'utilisation qu'en fait la théorie 

du filtrage. 

La première partie moins classique développe à partir 

des travaux de Ershov, Liptzer et Shyriaev les propriétés de la 

représentation liant les processus d'observation et d'innovation. 

Le détail de présentation des paragraphes est donné en introduction 

à chaque partie. 

Ce travail m'a été suggéré par Monsieur le Professeur 

Métivier, à partir de la lecture de plusieurs articles de Shyriaev 

et Liptzer. Tant sur le plan des idées que sur celui de la rédaction, 

ses conseils ont joué un rôle déterminant.Je lui exprime ici ma 

sincère gratitude. 

Monsieur Keane a accepté de présider le jury auquel 

cette thèse est présentée. Je le remercie de cette marque d'intérêt. 

Monsieur J. Pellaumail m'a beaucoup encouragé, son 

attention et sa disponibilité à mon égard, en particulier pendant 

le premier trimestre 1973-1974 m'ont grandement aidé. Qu'il soit 

remercié vivement. 

Enfin, je remercie Mademoiselle Mouëzy pour le soin 

qu'elle a apporté à la dactylographie du manuscrit. 
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1•" introduction et rappels 

L fobjet de cette première partie est d'étudier l'exis

tence, l'unicité (dans un sens à préciser), et les propriétés des 

processus solutions de l'équation stochastique de type : 

(1) Y t = fl a(s,Y) ds + W t . 

Cette étude est motivée par le fait qu'en théorie du filtrage la 

représentation obtenue pour certaines classes de processus d'obser

vation Y , à partir du processus d'innovation est justement du 

type (1) ; a(s,Y(o))) est une version de l'espérance conditionnelle 

E [H(S,OJ)| J G J où désigne la tribu définie par les observa

tions jusqu'à l'instant s et H une. fonction du signal à estimer. 

Le coefficient a dépendant du passé, l'équation (1) n'est pas une 

équation stochastique de type "Ito" et les résultats donnés ne 

peuvent donc être considérés comme classiques. La plupart sont dus 

à Ershov et à Liptzer-Shyriaev 0Q et lîfl qui ont, sem-

ble-t-il été les premiers à étudier intensivement cette équation (1) 

Désirant faire une exposition aussi systématique que 

possible, il nous est apparu nécessaire de les redémontrer complè

tement, en y apportant quelquefois des précisions d'écriture indis

pensables à la compréhension ou à la rigueur. En effet, un des as

pects déroutants de cette étude est le fait qu'une base de processus 

n'est pas donnée une fois pour toutes. On change souvent d'espace 

probabilisé, ce qui introduit des problèmes de factorisation, on 

change aussi de famille de tribus ou encore de probabilité. Enfin 

les distinctions faites entre la tribu engendrée par une famille 

de variables aléatoires, la tribu complétée et la tribu engendrée 

par cette même famille de variables aléatoires et la famille des 
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ensembles de mesure nulle sont indispensables à certains endroits. 

Dans les paragraphes 1, 2, 3, sont contenus les rappels 

et des résultats que l'on peut trouver dans £f) , [jf] . On démontre 

des réciproques à partir d'arguments connus , , C 2CI 

et [30] . Le paragraphe 4 étudie un problème d'égalité de tribus 

en utilisant une idée exprimée dans le polycopié [V] au cours 

d'une démonstration incomplète. La faille apparue suscite des ques

tions apparemment non triviales. Comme direction de recherche, nous 

indiquons une étude intéressante de Ershov [17] . Le paragraphe 

5 donne des résultats établis d'après [V] et indique clairement 

le rapport entre les propriétés d'égalité des tribus et l'existence 

de solutions fortes de (1) . Le paragraphe 6 aborde quelques géné

ralisations des paragraphes 2 et 3 . 

1.1.- Données et notations 

c est l'espace des applications continues nulles en o, 

de [p,l~] dans ; £S ̂  est la tribu engendrée sur c par les 

applications x n. ?x(s) , pour s<t ; foC = ft^ 

3 est la loi du mouvement brownien canonique sur 

(c,(foíp Q ^ t < ^ ) • Une base de processus est un triplet (ft,(î^),P) 

où Cï\_) _,_ A est une famille croissante de tribus définies sur t o<:t<l 

çi ; Jf = , et P est une probabilité définie sur (fi,7) ; on 

supposera que la tribu ^ est P-complète , et que les tribus 

contiennent les ensembles de P-mesure nulle de 

Dans ce chapitre, Y et W désignent des processus à 

valeurs dans (R̂  , à trajectoires continues, mesurables, définis sur une 
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Y W 
base que l'on précisera à chaque fois (resp : # ^) désigne la 

tribu définie sur fi , engendrée par les variables aléatoires Y g 

(resp : W ) pour s <: t 

W désigne un mouvement brownien avec le sens suivant : 

a) W est une martingale de carré intégrable 

b) Le processus <(ŵ  , à variation bornée associé au 
i k 

produit W J W de deux processus coordonnés de W est 

tel que pour tout t^W 1 1 , W k y ± = 6^ k . t . 

Rappelons que, utilisant un théorème de Paul Levy repris par Doob, les 

propriétés données sont équivalentes aux suivantes : 

a') W est un processus défini sur la base ^ >(^t^P^o<t<l 
à acroissemenl* indépendants, normalement distribués de paramètres 
(0, I(t-s)) , I étant la matrice identité dans <£((Rq,Rq) . 

b f ) W u - est indépendant de $' pour tout u, s, t, 

avec o^s<t<u<l . 

(voir par exemple : Doob "Stochastic processes", pages 38*+, thll-9 

et aussi chapitre 4, th 9 p. 56 ) . 

Py est la loi définie sur (c,Çb>C) par le processus Y . 

^ désigne le processus canonique correspondant à Y , défini sur la 

base (c,(<R>^) P y) . 
^ (resp 5 ^ t ^ désignent les tribus complétées de (resp : 

'3^ 5 -^t^ relativement à des mesures de probabilités que l'on précisera. 

'>̂ _ (resp :Cr ^) est la tribu engendrée par ^ (resp : J* et la 

famille des ensembles de mesure P^-nulle (resp : P-nulle) de 

(resp : de $ ^) • 
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^ . P désigne la probabilité de densité vj> par rapport à P . | | .| | 

et (•*•) désigne la norme habituelle et le produit scalaire associé 

dans (Rq . 

Note : M Z est un processus sur la base (fi , (í^) 5P) " implique en 

particulier l'adaptation de Z à la famille • 

1.2.- Remarque : l'intégrale stochastique 

Nous utilisons 1'outil^maintenant standard de l'intégrale 

stochastique (cf. pour une présentation générale [s\ ; pour les 

rédactions récentes de l'intégrale stochastique par rapport à une 

martingale continue [jBj , £7] , QQ , pour une présentation dans le 

cadre des mesures vectorielles [lü ) . 

Le plus généralement nous considérons l'intégrale stochas

tique par rapport à un mouvement brownien. 

1.3.- Le théorème de Girsanov 

On rappelle le théorème suivant, maintenant classique : 

1. 31. Théorème 

Soit (fi ,(3\_) ,P) une base de processus, Y et W t o$ ±$ 1 r 

deux processus mesurables définis sur cette base, à valeurs dans 

satisfaisant les propriétés suivantes : 

(A) W est un mouvement brownien q-dimensionnel 

(B) Y t(m) = A(s,u>) ds + W t(w) P.p.s. 

(C) A est une application de [o,l] * fi dans (Rq, mesura-
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ble, adaptée à la famille (3^) et telle que : 

P | |A(s,u>) | | 2 ds < <£[ = 1 

(D) E Qvp (o))̂J = 1 où 
vf• (w) = exp [- (A(s,u>) ,d W ) - | /^| |A(s,o)) | | 2 dsj 

alors le processus Y est un mouvement brownien défini sur la base de 

processus (fi , (3^) , vp . P) • 

Ce théorème a été énoncé et démontré par Girsanov en 19 60 

(voir : [jf¡ , [f\ , QTJ ) . Des généralisations ont été obtenues : cas 

de processus à valeurs dans un espace de Hilbert, cas où le mouvement 

brownien est remplacé par une martingale continue de carré integrable. 

1.32.- Remarque 

Avec les hypothèses (A) et (C) du théorème, le processus 
(4t^o<t<l d é f i n i s u r l a b a s e ( ^ 3 ( ^ t ) , P ) par : 

vpt(«) = exp [- /* (A(s,u>), d W s ) - \ S\\ |A(s,u>)| | 2 ds] 

est une martingale locale (voir |Vj , [1Q , [V] ) ; c'est également 

une surmartingale (cf. QT] , QTJ , [9] ) ; avec en plus l'hypothèse 

(D) c'est une martingale (non nécessairement de carré integrable). 

1.33.- Remarque 

L'hypothèse (C) n'implique pas (D) : on peut trouver un 

contrexemple dans [ Y J - remarque p. 8 64. 

Il est alors important de connaître des conditions pour 

lesquelles (D) est réalisé. Deux cas importants démontrés dans Q[J , QT] 

repris dans [jf] nous permettent d'avoir (D) : 



- 6 -

[I] Il existe 6 > o avec E[exp((|+Ô) | |A(s | | 2 ds)]|< « 

Remarquons, ce qui sera utile pour la suite, que cette 

condition est remplie en particulier à chaque fois que 

/ Q I JA(s ,oj) I I ds est borné. 

[2] Le processus A est indépendant du mouvement brownien W . 

2.- Théorèmes d'équivalence et d'absolue continuité des lois Py et P> 

2.1.- Proposition \^[2] , théorème lj| 

Avec les hypothèses (A), (B), (C) et (D) du théorème de 

Girsanov, énoncées au paragraphe précédent, la loi Py du processus 

Y est équivalente à la loi ^ du mouvement brownien canonique, et 
C s s 

dans l'espace (c, ) les densités sont données par les relations : 

2.11.- |p- (x) = E £f> |Y = x~] 

dP, 
d T 

2 ' 1 2 - Y (x) = E [ y 1 I Y = x ] 

E • I'3 désignant l'espérance conditionnelle obtenue en prenant la 

loi de probabilité P = u) P sur (fiji1) 

Démonstration. 

Y définit une application de (Œ,^) dans (c,^> C) ; soit 

Py (resp : Py) la probabilité image de P (resp : P) par cette appli-

cation ; le théorème de Girsanov montre que Py = 3 . 
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dp, 

D fautre part, on peut définir l'intégrale stochastique 

P << P implique 3 << P y et g^- (x) = E £vp (a>) | Y = x] P y . p.s, 

Z F
T = A(S,OJ) d W G , W étant une quasi martingale relativement à la 

^ t base (a,(3*t),P) avec : W t = Y - fQ A(s,u>) ds . D'après le lemme 2.6. 

on a Z' = Z. P.p.s. où Z. = / A(s,a)) d W , W étant cette fois t t ^ t o s 
mouvement brownien sur la base (fi,(3 t̂),P) . On obtient en conséquence 

^ (w) > 0 P.p.s. et P.p.s. et : 
dP 

P P implique P y < < 3 avec (x) = E [vf"1 (w) | Y = x] 6.p.s. 

2.2.- Corollaire 

Avec les hypothèses (A), (B) et (C) la loi P y est absolu

ment continue par rapport à la loi 3 du mouvement brownien. 

Démonstration. 

On peut obtenir une P-modification A de A ayant les 
t **' 2 

mêmes propriétés de mesurabilité et telle que t 'u-> fQ ||Â(s,o>)|| ds 

soit continue (voir démonstration du théorème 2.8.). 

Soit alors T
n ( w ) = sup {t : ||A(s,w)|| 2 ds<n} , T n est 

un temps d'arrêt de la famille • Le processus A n défini par 

A (t ,a>) = 1 (a) A(t,a)) est adapté à la famille (5\_ ) . 
T n ^ t 

Définissons alors le processus Y n sur (fi,(^_),P) tel que : 

Y*(u>) = fl An(s,o)) ds + W.(u>) . t o t 
v n n Comme d'après (C) , A » A P. p. s. on a Y > Y P. p. s. 

D'après la remarque 1.33(1) et la proposition précédente, 
^ c P est équivalente à 3 . Soit F € . 

1 

P Y C F ] = P[u> : Y(O>)ÉLF] = P ^ U [{ u: Y(u)€F} f\ { T N = 1}]J . 
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Mais sur l fensemble { = 1}, Y n = Y et donc 

P

Y H = P Í U [i »: Yn(o))6F} H {T n = 1}J 

Si F est de mesure 3-nulle, alors P ^ (F) = 0 et 
Y n 

d'après l'égalité précédente Py(F) = 0. D'où l'absolue continuité 

P y << 3 . 

2.3.- Nous nous intéressons maintenant au cas où les hypothèses (B) et 

(C) sont remplacées par les suivantes : 

(B') Yt(a>) = a(s,Y(a>)) ds + W^(OJ) P.p.s. 

( C ) a est une application de Co,í] * c dans iRq progressi

vement mesurable, adaptée à la famille (íî ) et telle 

que P [ / J | |a(s,Y(o)))| | 2 ds < •] = 1 . 

Note-

Les résultats qui figurent dans la suite avec la référence 

[2¡ sont en fait un peu plus généraux que ceux de Ershov puisqu'ils 

sont énoncés avec les tribus Or* ̂  et fb^ et non 3* * + et fë>^+ 

Les lemmes suivants justifient les opérations que nous 

ferons avec ces nouvelles conditions, 

2.4.- Lemme 

Soit (Œ, (Ï^),P) une base de processus, Y et W deux 

processus définis sur cette base, W étant un mouvement brownien , Y 

un processus à trajectoires continues. 

Qj Si pour chaque t , est 3* ̂  -mesurable, alors il 

existe un processus mouvement brownien sur la base (c ,P Y) avec 
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2.31.- W (u) = o Y(u) P.p.s, 

2.32 J t 

(2) Avec les hypothèses (B T) et ( C f ) , on peut définir 

tel que l Ton ait en plus de ces propriétés la relation : 

2.33.- ^ t ( x ) = fo a ( s > x ) d s + / t ¿t< x> • 

Démonstration. 

@ On peut trouver une modification de qui soit 

$ ̂ -mesurable. Ayant = Y Ĵ̂ íjf]» e _ t appliquant un lemme classique 

de factorisation pour chaque t >(c,fc>^) 

illustrée par le diagramme suivant : 

(voir par exemple [iÓ] , prop. 3, p. 243) 

on obtient 

wt(«) oY(w) d foù 
(Rq,<ÎS ) 

(Rq 

Wt(o>) = Y(w) P.p.s. , et 2.33 en découle. 

La vérification de ce que un mouvement brownien sur la 

base (c, (ô^),Py) est immédiate. 

(2) On définit directement XÛ'par : 

^ ( x ) = ̂ t ( x ) - /* o(s,x) ds d'où 

^•oY((o) = Y t(u) - a(s,Y(u)) ds et 

o Y((o) = Wt(u») P.p.s. 

4^ est alors un mouvement brownien sur la base (c,(ft^),Py) et la 

relation 2.33. tient. 

Le lemme 2.5. nous montre que la factorisation précédente 

préserve l'intégrale stochastique. 
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2.5.- Lemme 

Supposons les conditions (A) et (B'), ( C ) remplies. Soit 

le processus Z défini sur la base (Œ,3*^,P) par : 

Z t =• /* a(s,Y(o))) d W s . 
On peut alors définir un processus à trajectoires P.p.s. continues 
sur la base (c,0B>^),PY) tel que 

avec Tjr o Y(u) = Zt(a>) P.p.s. 

Démonstration 

a) Supposons d'abord que E £ | | a(s ,Y(u)) ) | | 2 ds^j < °° 

alors E p £ | | a(s ,x) | | 2 ds < «° .De plus les espaces : 

h2 [« x[0,l] , * Y ® ^,î\ » n o t é 1 , 2 Ln xC0,l]] et 

L 2 [[ex[0,1] , <Fi,c ® ^(Q):g » Py^x] noté (L2 C c x ÎP>û\ sont 

isomorphes par l'application Y , A désignant la mesure de Lebesgue 
sur (Rq,fc ) . 

En raison des propriétés de l'intégrale stochastique, il 

suffit de montrer le résultat pour les processus Z , du type 

Z_ = 1„(W -W ) où H £ ^ Y . Soit K € < k c , tel que Y"ri-i = H . Alors t H t̂ t S*t s s ^ \Kj 

Z = 1 , pU^ ° Y - 40" o Yl . D'où Z U ) = \ o Y U ) P.p.s. en posant 
^ Y-fa L tAr ^ 'X. 

b) Cas général. Puisque p y T -'"o I | ot ( s » ̂  ) | 1 2 ds < »]= 1 , 

l fintégrale stochastique ^ ^ = a(s,x) d it^ est bien définie. Le 

processus ^^t^o<t<l e s t u n e m a r " t i n g a l e locale pour la base (c,(î^),P Y) 

On va alors se ramener au cas a ) . 

Soit une suite {T^} de temps d'arrêts de la famille 
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) tendant vers 1 lorsque n tend vers » et tel que le processus 
t T 

^ t T } £ 3 défini par T
 = Xo^ R a^ s> x^ d s°î~t u n e mar

tingale de carré integrable pour la même base. On considère les temps 
d'arrêts T o Y , de la famille (5*T) et les processus 

n t AT o Y 
n 

o a<s,YOu)) d W g . 

Ce sont des martingales de carré integrable définies sur la base 

P). -

D'après le a) Z t T o Y ^ = ^ ° Y ^ P.p.s. 
A n t. T A n 

Lorsque n + », 1 , T r O Y/» 1 . D'où ^ T —? ^ P y.p.s. et 
A n 

^t T o Y —^^t P # P ' s • 
A n 

d'où 

Zt((ü) = ^ o Y(w) P,p.s. 

Remarque 

On peut avoir directement la conclusion de a ) . L'intégrale 

stochastique peut en effet être considérée comme une véritable intégrale 

relativement à la mesure stochastique définie par le mouvement brownien 

W (voir par exemple [il]) .Au mouvement brownien correspond la me

sure stochastique image, et le lemme 2 n'est alors que l'application 

d'un résultat classique sur l'intégration par rapport à la mesure image. 

2.6.- Lemme 

Soit y^ et y^ deux probabilités définies sur (Œ,^) 

avec absolument continue par rapport à y2 Soit Z une fonction 
, 1 2 aléatoire sur (Œ,CF.)) définissant deux processus Z et Z sur les 
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bases respectives (£2,(3^) ,v1> et (fi, (3̂ _) ,p 2) où 

z£ = W* + /* a1(s,u>) ds 

Z 2 = W 2 + /* a2(s,to) ds , 
1 2 J W (resp : W ) étant un mouvement brownien sur (ft,(3^),y^) 5 (resp : 

(ft,(£t) ,y 2) avec v1 [/^| |a 1(s,w) | | 2 ds < »}= 1 = P 2 [ I |a2(s ,(D) | | 2 ds< 

Soit $ une fonction aléatoire sur (8,(9^)) définissant 

sur les bases (ft , (3̂ .) ,y ̂ ) i = 1,2, deux processus Z"^ integrables 
t 1 t 2 stochastiquement. Alors les intégrales / $ dZ et / q $ dZ sont 

égales , - p. s . 

Démonstration 

a) On suppose d fabord que . | j ̂  ( s , o> ) | | 2 ds^j < «> , 

alors $ est élément des espaces t.2£ft x t°>£J /^(3®>Jp fj > y^ ® x] 
2 2 i = 1,2 , notés L ^ et L 2 • 

On peut trouver une suite ^* n^ n t(N ^ e P r o c e s s u s étages , 
2 2 

adaptés, bornés, convergeant vers $ dans L ^ O IL 2 . Pour ces pro

cessus, par définition des intégrales stochastiques, il est évident que : 

/* * n d Z« = / t * n d Z 2 . 
o s s o s s 

n jÇ 
Comme on peut extraire de la suite {$ } une sous suite {$ } tel

le que et que 

on a 

. n . 
r * d Z* •> r $ d Z f y. p.s, 
o s s o s s 1 
t n V 2 t 2 

'o *s d Z s —^> ; o *s d Z s "2 P* 3' 

/ t * d Z 4 s /* * d Z 2 p. p.s. o s s o s s 1 r 

b) Cas général où p i £ | | * (s ,<D) | | 2 ds < «•]= 1 . On peut 
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trouver une suite {T } „,T de temps d'arrêts de la famille (3*1) tels 
n ntïM r t 

que pour tout n : 

[ ' J m v t $
s i i 2 ds] < 

v n 
avec 1 quand n S1*» . 

En remplaçant $ par une modification mesurable convenable, 
11 i i i 2 

on peut prendre "-^(x) = S U P it : ^o'' $s'' ds < n} (voir la démonstra
tion du théorème 2.8). 

D'après le a) il est clair que / A n $ d Z* = / A n * d Z 2 
t. T t. T_ 

n <D d Z* „ . 
o s s o s s 

y^ p.s. Comme on a aux deux membres des limites y^ (resp : y^) p.s, 

on obtient 
/"*" $ d = SX $ d Z 2 

- ~ - , -r ~ - _ y. p.s, o s s o s s pl ^ 

2.7.- Corollaire de la proposition 2.1, 

Avec les hypothèses (A), ( B f ) , ( C ) et (D), les densités 
dB 
dP, (x) et 

dP, 
w 

(x) sont données par les relations : 

2.71. d f 5 (x) d P y
 W = exp C-'o( a ( s> x )) d Vf). 

1 
2 

1 
(s,x)llds] P y.p.s. 

2.72. = exp C-/J(0(8,X), d V + 
1 
2 (s,x ) l U s 3 P y P . S . 

2.73. = exp d X s ) + 

1 
2 (s,x)|fds] e.p.s. 

2.74. dS 0 0 = exp 1 
2 (s,x)lfes] 3.p.s. 

2.75. = exp < d 1 ï -
1 
2 (s,x)Jlds] Py.p.s. 

Démonstration. 

Les lemmes 2.4. et 2.5. et la formule 2.11. de la proposi

tion 1 nous donnent 2.71. De 2.71. on déduit 2. 72. à partir de la 

formule 2.33. Le lemme 2.5. et la formule 2.12. nous donnent 2.74. où 

l'intégrale stochastique est prise par rapport au mouvement brownien ca-
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• y c 
nonique défini sur (c,(^),B) en remarquant à partir du théorème de 

Girsanov que le processus Y défini sur (fi,(3^),P) est un mouvement 

brownien. Le lemme 2.6. permet à partir de 2.72. (resp : 2.7 4.) d'en 

déduire 2. 73. (resp : 2.75.) . 

2.8.- Théorème £[2] théorème 3¡ 

Soit a une application de [jD,l]x c dans IR , 

adaptée à la famille o<t<l 5 progressivement mesurable et telle 

que l'on ait : 

(i) B ['oH a (t,x)l]dt<-]= 1 
(ii) Il existe Y et W des processus stocnastiques a 

valeurs dans définis sur une base (Œ, ),P)_._,_.„ tels que les 
t o^t^l ^ 

hypothèses (A), (B') et ( C ) sont remplies pour Y, W et a . 

[ t 1 t i i i i 2 1 
-/ Q (a(s,x), d ̂  ) + «2 ^ Q ll a( s? x)|l d s J 

y y c 
l'intégrale stochastique étant prise sur (c , (îb̂ ) ,P^) on a : 

E P y
 ( * i ( x ) ) = E

P I > i < W ] = 1 

et les mesures P^ et 3 sont équivalentes avec pour densités les 

expressions des formules 2.71. a 2.75. 

Démonstration. 

D'après la proposition 2.1. et le lemme 2.5., il suffit pour 

avoir le résultat voulu de montrer l'égalité E r \(J ( x ) ̂  = 1 • 
Y 

A partir de (ii) et du lemme 2.4. on peut écrire : 

2.33. ^ t ( x ) = a(s,x) ds +K> t(x) où 4Â?~ est un mouvement brownien 

défini sur la base (c,Co^),Py). Comme d'après (ii) 

P Y [ l\\ |a(t,x)|| 2 dt < J 1 

suivant un argument de [l¿] , p. 234 on obtient une Py modification, 
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progressivement mesurable de a en posant : 

a(t,x) = 1 . ? (x) a (t,x) 

a ayant les propriétés suivantes : 

1 d'après (i), c'est aussi une 3-modification de a 

2 l'application t**/* | | a(s ,x) | | 2 ds de £p,l] dans lR + 

est continue pour tout x G C . 
t 2 

En effet soit x e c , l'application t z?/ | | a(s ,x) | | ds 

est continue à gauche. Elle n'est pas continue à droite, s'il existe 

un t € [p,l£ tel que : 
1 1 1 1 i 12 t+— 1 1 2 / o||a(s,x)|| ds = K < « et / q n ||a(s,x)|| ds = + » pour tout 

n£(N. La modification donnée supprime un tel saut , puisque pour tout 
n nous aurons 

;
1 ^ 2 ^ 2 

1_ ||a(s,x)|| ds = 0 , ce qui donne / | | a ( s ,x) | | ds = 0 d'où 
n -F'-U 

la continuité affirmée pour ces x . 
3 p y [ / J l l a C t . x ) ! ! 2 dt <«]= 1 = B [ / J ||S(t,x)|| 2 dt < 

4 * j t = a(s,x) ds + U^(x) P y.p.s. 

Montrons deux lemmes utiles : 

2.81. Lemme 

Soit T (x) = sup {t : ||a(s,x)|| 2 ds < n} , alors T n ^ o 1 1 1 1 7 n 
est un temps d'arrêt de la famille complétée, ni rendue conti

nue à droite). 

Démonstration. 

Ce lemme est immédiat en appliquant un résultat classique, 

compte-tenu de la continuité de l'application : 
t i i ^ i i 2 t '2—7 / I I a(s ,x) Il ds 
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ds 

(voir par exemple [14] appendice II). 

Nous ferons cependant la démonstration directe qui dans ce 

cas particulier, est simple. 

Soit {T > t} pour t < 1 . n 
t A/ 2 

x G {T^>t} implique / Q ||a(s,x)|| ds < n . 

Réciproquement, soit /^M ^ ( s ^ l l 2 ds < n. En vertu de 
t *J 2 

la croissance et de la continuité de l'application t-z_ 7/ o ||a(s,x)|| 
t 1

 I I « 2 
on peut trouver t f avec t<t f<l , tel que / q |[a(s,x)|| ds < n , 
ce qui montre que x é { T > t} . Comme {x : ||a(s,x)|| 2 ds < n} 

n o 1 1 1 1 

est (ft^-mesurable, par construction de a , on a le résultat voulu. 

2.82. Lemme 
Soit le processus Y n défini sur la base ( c q,(B^),P y) P A R 

• ' y J ( x ) = Y t ( x ) si t x< T n(x) 
< 
JfJ(x) = Y t ( x ) - a(s,x) ds si t > T R ( x ) 

n 
1 ^ 2 

où c q désigne l'ensemble {x : / Q ||a(s,x)|| ds < °°} . 
Q 

Q>^.° est la trace de sur c Q , P ° est la probabilité induite de 
c 

i T r sur 

Alors : 
2.821. T ( Y n ( x ) ) = T (x) pour tout x £ c n n o 
2 . 822 . Y^(x) = /* a n(s,Y n(x)) ds + «^(x) P°.p.s 

avec a n(s,x) = 1 _ (x) a (s,x) pour x c 
S ^ n 

Démonstration. 

Avec la définition donnée de Y n , Y n est une application 
c 

de (c , <fo°) (c,fi?) puisque t ̂ z^)J ct(s,x) ds est alors continue 

pour tout x € c 
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Soit x fixé , x ç, c q . L'application de c dans (R 

^ - > I rn ( à ) est -mesurable (d'après le lemme 2.81.) et donc : 
n 

7n, v . ,7n. \ T -t/ X^ = \ T = t } Y i ^ X ^ P u i s c l u e Y s ^ x ^ = x
s pour s^t n n 

Ceci montre 2.8 21. 
n y ^ • c D'autre part, a est adapte à la famille (ft̂ ) , on a 

donc 

a n(t,x) = a n(t,Y n(x)) pour x c q d'où la relation 

Y*(x) = / * a n(s,Y n(x)) ds + 1tfr(x) pour x ^ c , P°.p.s. 
T O t O Y 

Suite de la démonstration du théorème 2. 8. 
1 n n 2 Par construction / ||a(s,Y (x))|| ds £ n . D'après la 

remarque 1.33. on a alors E T ̂ n jl = 1 où 
*Y 

* n(x) = exp (>/£( a n( s,Y n(x)), d - \ l\ \ | a n(s, Y n(x) ) | | 2 d s ^ 

Comme | | a n( s , Y n(x) ) | | 2ds converge Py p. s. vers | | ot(s ,x) | | 2 ds 

^x) converge aussi Py p.s. vers ^(x) . Montrons que la suite 

{ ̂ n ̂ né^j es"t Py-unif ormément intégrable : 

D'après l'égalité 2.822, le processus est défini sur la base 
~ Y n o 

( c o , ( ^ ),Py). D'après le lemme 2. M-. on peut 
( c ' , ( ^ n ) , p ; ) — ^ 1 — > ( c , ( 6 ° ) , p ) 

le factoriser de la façon suivante : \ y Y 
^ t ( x ) = ^ o Y n(x) pÇ.p.s, 

Le lemme 2.5. donne l'égalité : ' ^q 

*"(x) = ̂ n o Y n(x) pÇ.p.s. 

où ^ n ( x ) = exp [-/* ( a n( s,x) , d ^ s ) - \ I |an(s,x) I | 2 ds] P n . p . s . 

La proposition 2.1. et le corollaire 2.7. montrent que les mesures P 
Y n 
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et g sont équivalentes et que : 

— (x) = VJ 

,n 1 Y1 

(x) = vfn(x) P .p.s. 
Y r 

d'après la formule 2.73. : 

^)n(x) = exp a n(s ,x) 5dx^j + -| | | a n(s ,x) | | 2 ds^] , 3 p.s. 

et f # n(x) d P°(x) = f „ 0)n(x) d P (x) = Bfx : K(>n(x) > N~l 
-^{•n>N} Y J{v()n>NV Y n L T J 

= B^c : exp Q- ( a n(s 5x) ,d x g) + | | | a
n(s,x) | | 2 ds] > N ] 

= Pjw : exp £- (a n(s 5W(o)), d W g) + \ s\ \ \ aU( s , W( u>) ) | | 2 ds] > n] 

= P£o : ( a n(s,W( w)) f d W g ) + | | | a
n ( s ,W(w) ) | | 2 ds > Log N) 

< P[a) : | fl( an(s,W(o)))5 d W g) |) I Log N ] 

+ P [u> : /J| |an(s,W(o))) | | 2 ds > Log N] 

En appliquant le lemme 2.83. aux constantes k = ^ Log N et K = Log N 

l'expression précédente est rendue inférieure à : 

2 P £o) : | |an(s,W(u))) | | 2 ds > Log N ] + 2 N 8 

< 2 P ^ : /*| |a(s,W(a))) | | 2 ds > Log N] + 2 N 8 . 

Cette expression tend vers o , lorsque N tend vers °° en vertu de 

l'hypothèse (i) et indépendamment de n , d'où le résultat. 

Comme alors E q J ^ ^ X ) ] = 1 o n obtient l'équivalence des mesures 
P Y 

c 

Py et 3 , où 3 désigne la mesure induite par 3 sur (c , ) . 

Ceci implique l'équivalence des mesures Py et 3 (d'après les hypothè

ses 3(c Q) = P Y
( c

0 > = 

d ' où 

(x) = £2LL (X) = * (x) Py et P Y.p.s. 
Y dPy 1 1 1 

d'où Ep [ ^ 1 = 1 et les formules de densité d'après le corollaire 2.7. 
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2.83. Lemme. (d T après une inégalité de Strook-Varadhan ) 

Soit une martingale locale à valeurs réelles M , définie sur 

une base de processus (fi, Ci£) , p)0<-t-<i > ̂ e processus croissant A. 

Avec A q = o , étant donné deux nombres réels positifs k et K , on 

a l'égalité 

P [|M t|>k] ,< P [ A T > K ] + 2 exp[-

Démonstration. 

p[|M t|>k}< P [{M t>k} n { A T < K } ] + p[{-M t>k} O { A T < K } ] + P [ A ^ K ] . 
2 2 

Soit X > o P [{M t>k} C\ { A T < K } ] $ P j~*Mt- |- A T > Ak--~- K ] 
r y2 y2 1 

< P exp [xM t- A j > exp (X k - y - K)J . 

2 
Comme le processus (exp (XM^^X ) . A est une surmartin-

r t "J" t7 0<t<l 
gale sur la base (Œ, 03̂ .) ,P) (voir (jf) ) , on peut lui appliquer 

l'inégalité de Doob : 
2 

P [exp (X M t- j- A T ) > exp (Xk_l. 2jO ] 
2 2 

< exp (-Xk + — K) E [exp(XM Q - ̂  AQ)] 2 
2 

< exp [-Xk + ̂ 2 K ] 

En prenant le minimum en X de ce dernier terme on obtient : 
2 

P [{M t>k} O {A t*KfJ * exp [- ^ ] 

On fait le même calcul avec P [{-M_t>k> n(A^Kfj , d'où la formule. 

2.84. Remarque. 

Avec les mêmes notations que pour le lemme 2.83. précédent, on 

a l'inégalité suivante : 
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(2) : pour Bc5^ C on a 
dP? 

P v \B\ = lim f -r^ d3(x) = lim f u>n(x) d3(x) 
Y n JBAT =1} d B n B-.{T =1V n n A n 

où \^>n(x) = exp a n(s , x ) ,dx g ) - ~ /^||a n(s,x)|| 2ds] 3 .p. s . 

Pour montrer que 1 ^ »^}^ x^ ^pn(x) converge en 3-probabilité 
n 

vers t^(x) nous utilisons la remarque 2.84. en l'appliquant à : 

M t = /^(a n(s,x),d x g ) , A t = /*||a n(s,x)|| 2 ds , F ={x:/* ||a(s,x)||2ds<«0 

Alors : 
1 

1{T = l £ x ) Vpn(x) = 1 { T = 1 } ( x > exp ̂ l F(x)/ Q(a n(s 5x) ,dxgy n n 

| l p(x) /*||a n(s,x)|| 2 ds] 

P[1 F . |M t|>k] < p[l F . A t>Kj + 2 exp (~) 

F étant un élément de . 

(évident en écrivant P [l |M t|>k] = p [ { I M t | >k> O F ] ) . 

2.9. Proposition. 

Si dans le théorème 2.8. nous enlevons l'hypothèse (i), alors : 
(T) La loi Py est absolument continue par rapport à 3 

dP 
© "3F ( X ) = e X p [ 7 o ( a ( s>x),d % ) - \ l\\ |a(s,x)| | 2 ds] P y.p.s. 

(D Py est équivalente à 3 si et seulement si (i) est vraie 

Démonstration. 

Le (î) a déjà été démontré (corollaire 2.2.) 

(D : le théorème 2.8. fournit l'implication : 

(i) P y * 3 , 

et l'implication réciproque est triviale. 
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comme \ n 9 1 
l F(x) / Q | | a (s,x)|| ds converge vers lp(x) / 0||aCs,x)|| 

ds 

1 n 

lp(x) / ( a (s,x),d x g ) converge en 6-probabilité vers un élément 

fcC-mesurable noté comme dans \§\ , H par : ^(x , 6) . 

On en déduit la convergence en 3-probabilité de 1 { T _^}^)n(x) 
n 

vers 

(x) = exp p(x,B) - \ l p(x) /J| |a(s,x) | | 2 ds] 
en vertu du lemme 2.5. , y n(x) peut aussi s'écrire : 

V()n(x) = e x p [ / J (a n(s,x),d^ s ) - \ | | a n ( s , x ) | | 2 ds] Py.p.s. 
I n 2 1 i i i 1 2 si bien que, comme 7" o | | ot (s,x)|| ds — > ^ 0 l l a ( s , x ) | | ds Py.p.s. T 1 1 1 2 "™l on a (x) = exp [ fj a(s ,x) ,d ajs) - ^ / Q | | aCs 9x) | | dsj Py.p.s. 

pour que vp (x) soit la densité cherchée, il suffit de montrer que la 

suite 1 ^ _^}( x) ^ n ( x ) est -uniformément intégrable. On procède 
n~ 

comme pour le théorème 2.8. : 

$ 1 { T = 1 } ^ n ( x ) d 3 ( x ) * T 4 > n ( x )
 d e(x) = P n [ < f n ( x ) > N ] 

[ X : 1{T = l } S ) n > N | ^{x :(|T(x) > N} 

= P

Y n [ ^ («U(s>x^ày^) - \ |a n(s,x) | | 2 ds > Log N ] 

= Py [/* (a n(s,x),d Y * ) - \ S\\ |a n(s,Y n(x)) | | 2 ds>Log N ] 

= Py ( a n(s,x) ,d 0^) + \ | |a n(s,x) | | 2 ds > Log N ] 
- 1 1. 

2 N 8 + 2 Py [/̂ ||a (s,x)|| J$ > Log NJ (d'après le lemme 2.73.) 

ce qui tend vers o, d'après l'hypothèse (ii) ; et ceci termine la dé

monstration. 

Note. 

Les parties (î) et (3) de ce résultat sont montrées dans [5J , 

la partie (2) avec le calcul de la densité est donnée dans Qf] , QTJ ; 
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également sous une forme légèrement différente dans ( JJL5] - théorème 2) 

3. Existence et unicité des solutions faibles de l'équation stochastique : 

(1) : Y t = a(s,Y) ds + Wfc 

3.1, Définition. 

Etant donné « (resp : B) applications de Qo, x c dans (R̂  

(resp :^(R^,R^)) , progressivement mesurables pour la famille , 

on appelle solution faible de (2) : = / ta(s 5Y)ds + fX B(s,Y)d W 

t o o s 

un couple (P,tÂ» où P est une probabilité sur (c,(ft ) et \XT un mou

vement brownien sur (c,(&£),P) tel que pour tout té[0,f] on ait : 

3.11. ^ = /Ja(s,x) ds + /* B(s,x) d P.p.s.(x) . On dit qu'il 

y a unicité de la solution faible de (2) si la loi obtenue P est 

unique. 

Remarques. 

a- Si la loi P est celle d'un processus Y à trajectoires 

continues, défini sur une base (fi, (3^ ) ? p ) Q < t ^ j en posant W t ( <d) o Y( w) 

on obtient à partir de 3.11. la relation : 

3.12. Y t ( M ) = /* a(s,Y(o,)) ds + B(s,YU)) d W s P.p.s. 

b- l'équation (2) n'est pas une équation différentielle stochas

tique de type Ito , puisque a(t,.) et B(t,.) dépendent du passé 
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b) Unicité de la solution 

Remarquons que (j) permet d'appliquer le théorème 2.8.. Consi-

avant t des trajectoires. Alors, dans le cas où on a la relation 

3.12. le processus Y n fest pas markovien en général. 

c- l'unicité donnée ici est l'unicité "en loi" définie dans de 

nombreux ouvrages (voir par exemple : |f)3 ) • 

On considère maintenant le cas particulier (1) de l'équation (2). 

Dans le paragraphe 6 , un cas plus général sera étudié. 

3.2. Théorème. ( (Y| , théorème 4 ) 

Soit a avec les données de la définition 3.1., et tel que 
1 2 (j) : pour tout x € c , / o||a(s,x)|| ds < «> 

L'équation (1) admet une solution faible si, et seulement si, on a : 

(jj) E g [exp (/*( a(t,x),d x^ ) - \ /J | |a(t,x)| | 2 dt)] = 1 . 

Il y a alors unicité de la solution. 

Démonstration. 

a) Existence de la solution 

Soit ^(x) = exp [/£( a(t,x),d x t ) - | /\ \ | a(t ,x) | | 2 dt] . 

D'après (jj) î >.g est une probabilité sur (c,Ç*>), notons là P . 

On considère le processus W défini sur la base ^ c * J^o<t<l 5 

par 
^ t 
W t(x) = x t - fQ a(s,x) ds 

Les h y p o t h è s e s (j) e t (jj) p e r m e t t e n t d ' a p p l i q u e r le théorème 
• s 

de Girsanov (théorème 1.3.) : W est un mouvement brownien, et le couple 

(P,W) est solution de (1) . 
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dérons une autre solution (P',W) de (1). Les probabilités P et ¡3 

sont équivalentes, de même les probabilités P' et 3 . De plus on 

a : 

if ( x ) = 4 > ( x ) = i f 0 0 e- p- s-

d Toù le résultat P = P /• 

Enfin, notons la nécessité de l'hypothèse (jj). S fil existe une 

solution (P,V)Cr), d'après (j) P et g sont équivalentes, et 

d'après le théorème 2.8, 

| | (x) = ^ (x) 6.p.s. d'où E & [vf (x)"] = 1- • 

3 . 3 . Remarque ( Q Q , théorème 20) 

Nous obtenons l'existence d'une solution faible de (1), mais 

non l'unicité, avec les mêmes données et hypothèses que dans 3.2. 

à l'exception de (j) remplacé par : 

(k) : B [ q | |a(s,x) | | 2 ds < 

En effet les hypothèses (k) et (jj) permettent d'appliquer 

le théorème de Girsanov, ce qui garantit l'existence de la solution 

faible de (1) . De plus la loi Py obtenue est équivalente à la 

loi B 5 cependant une autre solution de (1) n'ayant pas nécessai

rement cette dernière propriété, on ne peut en déduire l'unicité 

de la solution trouvée. 

Utilisant un argument du lemme 11 de \JF\ , figurant précé

demment dans [283 et £29} on obtient comme application du théo

rème 3.2. les théorèmes suivants, dont le plus général le théorème 

3 . 5 . est donné dans , théorème 1 

Ces deux théorèmes fournissent des réciproques partielles aux 

résultats 2.8. et 2.9. 
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Notation 
A 

On note P ) ^ la tribu engendrée par et la famille ^ 

des ensembles ^-négligeables de (P*c . 

3.4. Théorème 

Soit Y un processus (à trajectoires continues) défini sur 

une base (ÇI, CJ^) ,P) et tel que Py et 3 soient des mesures 

équivalentes. Alors il existe un processus a , défini sur la 
Ce 

base (c,(^ t),P Y) mesurable et un processus W mouvement brownien 
Y> 
t' 

S Y 
sur (fi,(^,),P) tel que l Ton ait 

Yt(o)) = a(s,Y(o))) ds + W (o>) P.p.s. 

[ lii i i 2 n p lii i i 2 1 

/ | | a ( s , x ) | | ds <ooJ= 1 / I I a ( s , x ) I I ds < °°J= 1 
Démonstration 

On considère le mouvement brownien canonique sur la base 

( c,(^),B) . Posons pour tout t £ [0,l], iJt(x)=E^j^ ( x ) | ft £ J 

^ est une martingale réelle sur la base (c,(ib^),P) . D f après 

le théorème de représentation de Clark [25] on peut écrire : 

h - 1 + 'o ( Y s ' d x s ) 

y\ c 
où y est un processus mesurable, adapté à la famille (̂ -̂  

et à valeurs dans (R̂  , avec : 

S [/* | |y(s ,x ) I | 2 ds <~] = 1 . 

L'équivalence des mesures Py et $ implique que pour tout 

t , > 0 B.p.s. On peut alors considérer log et appli

quer la formule de Ito : 
Log (£ t) - 1 = , d x s ) - i /* M ^ M 2 ds 

d'où ^ = e x p [/J(l£ , d x s ) - J ; J I I ^ M 2 dsj 
S 
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En posant a(s,x) = 37— 2—r- , appliquant le théorème 

3.2. , et tenant compte de la remarque 3.3. , on obtient la repré

sentation : 

^ t ( x ) = a(s,x) ds + W t(x) P y.p.s. 

où W est un mouvement brownien sur (c, (íŜ ) ,Py) . D foù le résultat 
A v Y en posant W^do) = o Y(w) et en revenant à la base (fl,(5*t>,P) . 

En utilisant une technique de temps d'arrêt, comme dans 

( [12] p. 23 6) on obtient un résultat semblable en supposant seu

lement que P y < < 3 

3.5. Théorème 

Soit Y un processus (à trajectoires continues) défini sur 

une base (Œ, CT^),P) tel que la mesure Py soit absolument conti

nue par rapport à la mesure brownienne 8 . Alors il existe un 

processus a défini sur (c , (i?̂ ) ,Py) mesurable avec 

P Y [ / J | |a(s,x) I | 2 ds <«]= 1 
y 

et un processus W mouvement brownien sur la base (ft s CF*̂ ) ,P) 

tels que : 

Y.(w) = / t a(s,Y(co)) ds + W.(w) P.p.s. 
t o t r 

Démonstration 
dP 

On pose (x) = E L 1^ t -i e t c o m m e d a n s l a 

monstration de 3.4. on peut écrire : 
A. (x) = 1 + y(s,x) d x 
ÔT o ' s 

avec les mêmes propriétés pour y . Comme 3̂  ̂  peut être nul sur un 

ensemble de mesure 3- non nul, on introduit la suite {T } lKT 

n n£ IN 
de temps d farrêt suivante : 
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EP 

T (x) = inf{t : %AX)<L/ } 

T est un temps d'arrêt de la famille 0>Y) et 
n * tAT 

~H t a t = 1 + n ^ ( s ' x ) d * s • 

n 
On a P - y -3 s u r O 4- t e t c o m m e S . rp ^ 1 / i t̂/\T n ^t/\ln n 

n 

3 = ̂ T . PY sur , donc E [%llT 1 = 1 -
n n Y u n J 

En appliquant le lemme de Fatou, on en déduit que : 

[KAT]*1 ' O Ù T = ̂  T n ' 
Ceci montre que PY £T < {] = 0 et que 

L ^ ( s ,*) -J 

n ^ A c Soit utf le processus défini sur (c,(?> par : 

U?-" (x) = 1 _ X i ^ l ds + x + . 
* ° S ' T n fr(s,x> * 

D'après le théorème de Girsanov et 3 . 4 . \$n est un mouvement 
Ac N A c brownien sur la base (c,(:i^, ),P ) avec P = y, _ • 3 sur ^ . . t ' n n O t /\T t n 

• ^ A c Soit \H le processus défini sur (c,(ft^.),3) par : 

tfV (x) = - /! 1 T ds + x + . 
t 0 S * T £(s,x) t 

On remarque que d'après ce qui précède : 

U?. (x) = - Y ( S ' X ) ds + A i (x) P v.p.s. 
t ° J(s,x) ^ 

Il suffit pour terminer la démonstration de montrer que 
C / x c 

est un mouvement brownien sur (c , ),PY) . 
Or (^.^) T A T = < ^ N . J ) T A T = « ? ; A T . J . T F T T . Par conséquent n n 

n 
(U/ . ̂ ) ^ T est une martingale sur (c'̂ -t-/\T ) »B ̂  e t donc 
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^ /v c \j£r rp est une martingale sur (c,(A ) , • $) c'est-à-dire 
n n n 

sur (C j^ï- aT ^ , PY.) d o n c a u s s î s u r ( C î C^JjPy) • n 
^ ^ c \£R est donc une martingale locale sur (c,(?i^),Py) . La 

définition de ll̂  , le caractère brownien de U^ n , l'absolue conti

nuité P y < < P n 5 montrent que ùj*" admet pour processus à variation 

bornée associée : 

D'où le résultat. 

4.- Problèmes d'égalités de tribus 

4.1. Introduction 

complétions des tribus î\c et relativement à la mesure P , 

Dans ce paragraphe nous posons le problème de l'égalité des 

ce 

(P,l£) étant solution faible de l'équation ( 1 ) étudiée au paragra

phe précédent. Cette question a été étudiée intensivement en théorie 

du filtrage où des résultats partiels sont connus (voir à ce sujet 

les références [l2] [lô] [26] [22] [23] (2U] ) . Nous avons abordé cette 

question en utilisant un argument, exposé de façon non satisfaisante 

dans Q Q 5 lemme 1 0 , consistant à contredire l'unicité de la solu

tion faible de l'équation ( 1 ) . On peut alors donner une réponse po

sitive, dans le cas particulier où Y est un processus gaussien. 

D'autre part, dans le cas général^des directions de recherche sont 

données, qui fournissent un éclairage nouveau à ce problème d'éga

lité des tribus, mais n'ont pas abouti pour le moment à des résultats 

significatifs. 

4.2. Lemme 

Soit U?" un mouvement brownien défini sur la base (c,(p£),P) . A 
7 t o<t<l 
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alors : 

(T) pour tout tcj0,lC , la tribu 7L . - i engendrée par les 

variables aléatoires - pour tout t9>t.>,t est 
t 2 rl 1 1 

indépendante de îî>̂  . 

(2) pour toute variable aléatoire U, B^-mesurable on a : 

E [u = E [ U | 3 ^ ] 

Démonstration. 
y.) Soit A un élément de ft il 5 ^A e" t a n _ t élément de 

2 r 1 L [c, fj'PJ o n a l a représentation : 

1 A = P(A) + f\ (* t(s,x), d ̂  ) 

où ^ est élément de L £ c x[0,l],®^(o f] P ® ^' X mesure de 

Lebesgue sur £0,1] > adapté à la famille s>t 5 â valeurs dans IRq 

Soit B€.<fl>° , E [l A.l B 3 = P
( A ) - P ( B ) + E C V 4<*t(s'x)/ d ^ 3 = " P [ ^ 

puisque E /J(*t(s,x), d ̂  = E [ l \ 1 R . (^(s ,x) ; d K ^ J = 0 

(7) Remarquons que 3 ^ = v >q . Soit l'anneau (/L engendré 

par les éléments A O B , où A € et B £ ̂ j^f] • Nous allons 

montrer que les mesures E £ u | î ^ J . P et E I^^J^P coïncident 

sur ce qui nous donnera par prolongement de mesurabilité le résultat 

dés ire. 

'AnB E £ U = E C V h E C « I ^ J = E [ E Cl A.l B U 

= E U l A . l B U ] = E f l B l . E [ 1 A . U ] (d'après ® ) 

= E C i j p . E [ E [ I A . U = E [ I b 1 E [ I A . E C U | ^ J ] 

= E [ l B . l A E [ U = / A N B E [ U | ^ ] d P d'où le résultat. 

4-. 3 . - Lemme 

Soit Y et deux processus gaussiens definis sur la base 
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(c,ft£) ,P) tels que : 

a) Y est la fonction aléatoire canonique 

b) est un mouvement brownien sur 
^ A/iS- C 

Alors, si les P-complétions de et ^ C sont différentes, on peut 

définir une probabilité P T différente de P telle que : 

1 — P 1 absolument continue par rapport à P 

' coïncident 

3 — tC*' est un mouvement brownien sur (c,(fô^),Pf) . 

Démonstration. 
Y >k> 

On considère les espaces gaussiens H et H correspondant 

aux processus Y et Soit H le supplémentaire orthogonal de 

H**" dans H Y , H Y = HZ<Ï> H ^ . 
z z 

Désignons par $ la tribu engendrée par les éléments de H 
$ est indépendante de _ et on a : 

(voir par exemple : £l6"] ) . 

Y Z 'te?" Y 

On considère de façon analogue , , . (resp : H^) 

désigne l'espace gaussien défini par les variables gaussiennes Y g 

(resp : ) pour s^t . H. est le supplémentaire orthogonal de H^L 

S L L dans : H* = ® H ^ . t t t t 
Désignons par J1 la tribu engendrée par les éléments de . 

J . est indépendante de 3 ^ et on a : <ft° = tf* v 

Z z 
Le lemme 4.2. implique 3* ̂_ cCf . En effet, il suffit pour cela Z Z Z d'avoir H t C H : or soit ^ € on a : 

Y Y 
^ étant une variable gaussienne de , donc de H et étant ortho

gonal à H ^ , appartient à H Z 
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•r ̂  - Z . ~r S et y étant indépendantes et engendrant ¡ , 1 T espace 

probabilisé (c, vS ,P) est isomorphe à l'espace produit, (cxc, ® 

P 
Z, 

P l ® °^ Pl e _ t P 2 s o n _ l : l e s restrictions de P à et í Z 

respectivement. Soit une probabilité sur (c,'J* ) . différente 
~> Z 

de ?2 et telle que P^ « P 2 (on peut trouver un tel P^ si J' 

est différente de la tribu grossière, c'est-à-dire si i ^ C ) . 

On considère P' probabilité sur (c,rS ) associée à la probabilité 

P^ & P 2 s u r ( c a c , ^ ^ ( ^ J 2 ' ) . Montrons alors que W~ est un mouvement 

brownien sur la base (c,(ft^) ,P 1 ) : 

a) P et P' ayant même restriction à T , et la variation 

quadratique de ^ étant J -mesurable, on aura pour P' comme 

pour P : 

C W " 1 , ! ^ S = 6 . . où <̂  tl/1 \ désigne le processus 

à variation bornée associé au produit des martingales coordonnées 

b) Soit s £[o,l£ , (Si l'anneau engendré par les éléments 

A C\ B où A £ ï a' , B O ; pour montrer que US' est une martingale 
s s s s s s 

, B ^ 7 

s 5 s v s 
sur (c , ( r^),P f), il suffit de montrer : fA g (U^-U^) d P T = 0 pour 

s s 
tout t>s . (On aura alors cette relation pour tout F £ (ftg ? et donc 

pour F € vps en prolongeant par mesurabilité) . 
fA CE d P ' = ' V ^ f * ' 1B dP' = flA d P l n B d P , 2 s s _ s s_ s s 
puisque C ^ ^ ï ^ C Î ^ et que et 3* ̂  sont indépendants pour 
la mesure P' . Mais est une martingale sur la base (c , Cï^) ,P„ ) 
et donc / 1 . (U^-UT) d P„ = 0 . D'où le résultat . 

A s t s 1 
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4.4.- Théorème 

Soit a avec les données de la définition 3.1., soit Y 

et W deux processus définis sur une base (Œ,(# t),P) , la famille 

étant P-complète, avec les hypothèses : 

(A) W est un mouvement brownien 

(BO pour tout t£[0,l] Yt(u>) = a(s,Y(co)) ds + W (œ) P.p.s. 

t 2 ( j ) pour tout x C c , / | | a(s ,x) | | ds < «> 

(M) il existe une probabilité P', différente de P si 

3 ^ t <£D C définie sur (c,^?) et telle que : 

1- P f et Py coïncident sur j» 

2 - tâ- est une martingale sur la base (c,(P>^),P') ( uJ~ 

étant obtenu par factorisation de W , lemme 2.4.). 

Alors les P-complétions des tribus 3*^ et sont égales pour tout 

te [o,f| . 

Démonstration. 

On montre d'abord que ^ = 3 ^ . Les hypothèses faites donnent 

la relation : 

4.41. ^ t ( x ) ' fo a ( s > x ) d s = ^-(x) . 

4.41. exprime que (Py,^) est solution faible unique de l f équation 

(1). Comme on a les égalités Y - 1 [fo c] = ̂ Y et Y" 1 j j ? = ? W , 

il suffit de montrer que = $ ^ . Si ce n'est pas le cas, d'après 

1'hypothèse (M) , vC^ est une martingale sur (c,(6^),P ?) donc un 

mouvement brownien (c'est immédiat à vérifier) sur cette base. Les 

deux membres de 4.41. sont mesurables et 4.41. est vrai Py 

et P'.p.s. On obtient ainsi deux solutions faibles (Py,U^) et (P' 5U^) 

de l'équation (1) , différentes . D'où la contradiction. 

Montrons maintenant que = pour tout t<l . Soit U une 
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variable aléatoire fè^-mesurable, d'après le lemme 4.2, on a la re

lation : 

E [u |?f]= E [U 1 3 ^ ] ; d'où § ^ = f t c implique U = E[u|?f"J . 

Ce qui montre que = $ f . Comme 5 * = Y - 1 et que Y - 1 Ir £ 

on a la relation voulue. 

4.5. Théorème. 

Avec les mêmes données et hypothèses que pour le théorème 4.4. 

à l'exception de (j) remplacé par : 

(k) P |a(s,Y(aO) | | 2 ds < «] = 1 , 

et de (M) remplacé par : 

(M') : (M) est vérifiée et P'<<P y 

ou par : 

(M"):pour tout a vérifiant les données et tout Y et W 

vérifiant les hypothèses (A), (B') et (j), l'hypothèse (M) 

est vérifiée , 
Y %J W 

alors les P-completions des tribus T» ̂  et 7 ^ sont égales pour tout 

t € CO,il . 
Démonstration. 

(On fera la démonstration en utilisant l'hypothèse (M')). 

Il suffit de montrer que a c = En effet, comme dans la 

démonstration de 4.4. on peut écrire : 

^ t ( x ) - a(s,x) ds = ^ ( x ) , sur la base (c,(ô£),P Y) 

et on utilise alors le lemme 4.2. pour obtenir = pour t<l . 

Les techniques utilisées sont les mêmes que pour la démonstration du 

théorème 2.8. : on peut trouver a»(t,x) , Py-modification de a(t,x) 

ayant les mêmes propriétés de mesurabilité, et tel que 
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P° P? _ Y __ Y 

on montrera donc, ce qui suffira, l'égalité ;î't^' = ̂ > ° 
c 

Sur la base (c , <fc ) ,Py) on définit des processus Y 

d'approximation de ^ par : 
Y t ( x ) = ^ t ( x ) s i t * T n ( x ) 

Yj(x) = ^ t ( x ) - S\ a (s,x)ds si t > T R ( X ) 

D'après le lemme 2.82. on a : 

2.821. T (x) = T (Y n(x)) pour tout x £ c n n o 
,t n, 2. 822. Y*(x) = a n(s,Y n(x)) ds +U^(x) P°.p.s. et d'après (M') , 

. (x: 
s<T 

P'°.p.s. 5 a n(s,x) désignant 1 (x) a (s,x) 

4i i n , „ n , \ \ I I 2 n 

Comme / ||a (s,Y (x))|| ds^n<°° l'hypothèse (j) est vérifiée 

t RU~Y I | a (s ,x) | | 2 ds 

soit une application continue de [0 , l3 dans iR+ . On définit alors 

la suite n ^ de temps d'arrêt de la famille (P)̂ ) stricte par : 
t 2 

T = sup {t : / |o(s,x) ds < n) (lemme 2.81.) . 
n * O 1 1 ' i i 1 ^ 2 C o On se restreint à c^ = {x£ c : / o||a(s,x)|| ds < 0 0} . On note ÇS^ 

la trace de sur c , 3̂  ̂  la trace de 3 ^ sur c , et 
t o ' o 5 Y 

(resp : P T°) la probabilité induite de Py (resp : P ?) sur 
p° 
Y 

^ u£ ° 
désigne la completion de $ ^ /ï[,o , où est la famille des 

o ' c 
ensembles de Py-mesure nulle- de P> ' c o étant Q> -mesurable, et 

de mesure Py égale à 1 , on a les relations : 

P P Y p PS 
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de même que les hypothèses (A) et (B f) du théorème 4.4.. L'hypothèse 

(M) est aussi vérifiée: En effet, P Q et P f sont des probabilités 
c 

différentes sur (cQ,!ft> ) , car P'<<P Y implique P ' ( c q ) = P(c Q) = 1 . 

Yn. P^ et Y n. P'° sont également différentes sur (c,(p£) à partir 

d'un certain n , puisque Y n(x) = x sur c q pour tout x tel que 

T^(x) = 1 et que, pour tout x ^ c
0
 T

n ( x ) — > 1 quand n — ^ « . 
— Y ~ & o On a donc $ n = Tr (complétions pour Py) . 

Y 
$ n = (R> C ° puisque ces deux tribus sont engendrées par les applications T T n n 

X R\ x. m , t<l pour x E. c . Comme T (x) >1 pour x e c 
/ T a I x o n o 

c n
 C C Y 7S o 

on a ° = Y B T ° , d'où ^ > ° C ^ n c 3 ' ^ , d'où l'égalité 
n 

(R* ° = Cr puisque l'inclusion S ^ C (Ti ° est réalisée trivia

lement . 

La démonstration avec l'hypothèse (M") est plus simple puisque 

cette hypothèse exprime que (M) est vérifiée en particulier pour 

l'équation 2.8 22. 

4.6. Corollaire. 

Avec les données du théorème 4.4. et les hypothèses (A), (B') 

(k) , si Y est un processus gaussien, alors les complétions des tri

bus 3*^ et 3* ̂  sont égales. 

En effet, le lemme 4.3. montre que l'hypothèse (M') est véri

fiée . On peut alors appliquer le théorème 4.5. 

4.7. Remarques sur les hypothèses (M'), (M") 

(l) Il est facile de trouver une probabilité P' définie 

sur (c,(R>°) différente de P , si $ ^ C , telle que P'^P , avec 
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les restrictions de P T et P à Y coincident. Il suffit par exem

ple de prendre un ensemble A € avec A 3* . On pose alors 

pour tout F e ^ ° , Pf(F) = P(F) + / F ( 1 A - E [ l A | Í ^ J ) dP 

Cependant, pour une telle probabilité P f , nous n'aurons 

pas en général, martingalité de OJ" sur la base (c,(fe^),PT). 

(2 ) Une autre approche est possible : on se place dans le 

cadre des hypothèses (A); ( B f ) , (j) du théorème 4.4. une 
C _c 

application de (c,fc> ) dans (c,Vb) , définie pour tout t par : 
U3~t(x) = x^ - /^a(s,x) ds 

Notons *c = ̂ (c) et ft^ la tribu trace de sur c . La mesure 

image de Py par Va5~ est la mesure brownienne 3 .Considérons la fa

mille (ft^)^ des complétées de pour 3 . Le graphe 

r = { ( x , a | ) € c * c : = ̂ (x)} de AÁ^ est un borélien de c x "c . On 

peut, utilisant les propriétés topologiques de c et c , trouver 

une section u de r , à savoir dans ce cas particulier une application 

mesurable u de (c:,fî>C) dans (c,i^), telle que pour tout ^ t c , 

u3~ou(>j) La. mesure image u(^>) de 3 par u est alors définie 

sur (c,£S) . Elle coincide avec P y sur J- et a la propriété de 
^ - u ( 3 ) C 

complétion suivante : ^ 3 ^ . Notons cette mesure P T . P f est 

différente de Py si les complétions de 3* et de pour Py 

sont différentes. (Tout ceci est fortement inspiré de 1^article [IT!! 

de Ershov, en particulier, de la démonstration du théorème 1.1. et du 

paragraphe II). 
Cependant, nous ne savons pas si la propriété de complétion 

— P T 

correspondante pour t<l est vraie, à savoir si $ ^ : c'est 

cette dernière propriété qui donnerait la martingalité de •>U/' sur la 

base (c,№>ip,Pf ) . 
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5.- Solutions fortes de (1) 

Les résultats de ce paragraphe ne seront pas utilisés par la 

suite. Il nous a cependant semblé important de les exposer pour deux 

raisons. 

D'abord, ils dépendent étroitement de ce qui précède. Les pré

cisions données dans les démonstrations renforcent les conclusions 

des théorèmes d'existence et d'unicité de [[u] 

Ensuite, il est bien connu, depuis la parution d'un article 

de Yamada et Watanabe, que dans le cas d'équations différentielles 

stochastiques du type "Ito", l'unicité entrajectoires implique l'uni

cité en loi. (voir par exemple QQ ). 

La démonstration CCI demeure inchangée, si on considère des 

équations du type (1), ou plus généralement du type (2) . 

(2) Y. = a(s,Y) ds + B(s,Y) d W o . 
L O O S 

Le résultat de Yamada-Watanabe reste donc vrai pour les équations (1) 

et (2) . 

Il est alors intéressant de noter la démarche inverse faite 

dans ce paragraphe : on démontre l'unicité trajectorielle de (1), 

à l'aide de l'unicité en loi et d'une propriété garantissant l'égalité 

des tribus étudiée dans le paragraphe 4 . 

5.1.- Définition 

Etant donné W un mouvement brownien standard défini sur une 

uase (Q, (-3̂.) > p) 0<t<l > o n a P P e l l e solution forte de l'équation (1) un 

processus Y , défini sur (fi,(^),P) tel que l'on ait : 

Yt(co) = a(s,Y(a))) ds + VJ±(u) P.p.s. 
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Une solution forte est dite unique (unicité trajectorielle) si 

deux solutions Y et Y processus sur (fl, Cî^) ,P) sont indistin-

guables. 

Le lemme suivant,communiqué par M. Métivier, ne figurant pas 

dans [V] nous semble indispensable pour valider les arguments utili

sés dans ce paragraphe. 

5.2. Lemme 

Soit (ft̂ jJ*) et (^2*^) deux espaces mesurables . Soit 

une application mesurable de (Œ^ ,3 ) dans (Çl^fo) . Soit ^ la tribu 

engendrée par . Soit A un espace métrisable compact et {X^^ae A} 

un ensemble d 1 applications réelles , -mesurables sur , telles 

que pour tout a) € fl^ , a — > X ( a i ) soit continue. 

Alors, il existe une factorisation (i2iSfV) —=lí >(Œ0,fS) 

des applications X^ telle que pour tout 

a les h^ soient ^-mesurables et que 

pour tout x G Œ 2 s l e s applications 

a <n. > h a(x) soient continues. 

Démonstration. 

Soit c(A) l'espace de Banach des fonctions continues sur A 

muni de la norme de la convergence uniforme, et ÎS^ la tribu associoo. 

Comme A est métrisable, c(A) est separable. 

L'application X : a)-^->X^ ^(OJ) est mesurable de (fi,<ïV) 

dans (c(A),(v^) et peut être approchée uniformément sur A par une 

famille X n d'applications de la forme : 
p 

X n
r v(Ü)) = s (.) 1 ( w) où B, €<& , U?, £ c(A) , P € M . 
u ; k=o K ^ e B

k 3 
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n 
Pour ces X on a la factorisation 

hj.,(x) = / % ( . ) si x c B k 

V_o si x <L U B 
r k K 

Soit » l'ensemble des x de ^ tels que h converge 

uniformément sur A . Alors : 

0? = H U 0 fx : sup IhJ(x) - h"(x) L A et 0| 
m n p^n L aeA 1 J 

Enfin, D -Ĵ  • E n effet, soit x e^^fi^) , prenons aj e 8^ 
avec 4~-(w) = x . Alors : 

j (x) = X^ j (co) . 

Comme X^ (̂a)) converge uniformément sur A vers X^ , x £ 

Î
lim h n(x) si x £ 
n a 

o si x ^ ^2 

et nous avons la factorisation voulue. 

Remarque 

On obtient une factorisation analogue si les applications X^ 

(au lieu d'être à valeurs dans R) sont à valeurs dans fR^ . 

5.3. Théorème, (d'après [V] théorème 23, p. 83) 

Soit W un mouvement brownien , défini sur une base 

de processus ( fi, (3*^) ,P) , la famille (^) étant P-complète. Suppo

sons réalisées les conditions (j) et (jj) du théorème 3.2. , et la 

condition (M) du théorème 4.4.. Alors l'équation (1) admet une solution 

forte Y , relative à W et à la base de processus (fi,(5't),P) . 

Démonstration. 
/V» 

Soit (P,U>) la solution faible existant d'après le théorème 3.2. 
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( c , ^ C ) ^ > ( c , ^ C ) 

Utilisant le théorème 4.4,, on a 

Appliquant le lemme 5.2. précédent, on a la factorisation P-presque 

sûre : 

pour tout t €[0 , l 3 x
t = A

t oll}p.p,s, 

d foù l'existence (t -

d'une application A: (c,^^) ^ 2 — 

telle que x 5 A o X ) , P . D . S . / r i u ^ v 

La relation 3.11. peut s'écrire : 
u9̂  ( x) = a(s,A o^(x)) ds + A t o U^(x) P.p.s. 

A^ étant continue) 

" ~ )(c,tf) 

ou x = a(s,A(x)) ds + A t ^ X ^ 3.p.s. 

W étant un mouvement brownien sur (Œ,(3^),P) nous obtenons : 

W.((i>) = a(s,A o W( )) ds + A. o W(u>) P.p.s. t o 7 t r 

Ce qui exprime que le processus Y défini sur (fi,(3*^),P) par 

Y^(u)) = A^ o W(oj) est solution forte de l'équation (1) . 

Le corollaire suivant montre le rapport entre les égalités de 

tribus et l'existence de solutions fortes de (1) . 

5.31. Corollaire 

Avec les conditions (j) et (jj) les deux énoncés suivants 

sont équivalents : 

(î) Pour chaque mouvement brownien W défini sur une base 

(Œ>(3\.),P) l'équation (1) admet une solution forte Y . 



(2) Les tribus <P>̂  et ont leurs g-complétions égales 

pour tout t € [0, î\ . 

Démonstration 

Q)'—)CD • C'est le théorème précédent, puisque la condition 

M , avec les autres hypothèses implique l'égalité des tribus 

énoncée dans (7) • C'est cette égalité que l'on utilise pour 

démontrer 5.3. 

Q)=$Q) . D'après (î) , l'équation (1) admet une solution 

forte Y , relativement au mouvement brownien W défini sur la 

base (ft,(!J^),P) ce qui montre l'inclusion 0? ̂  C > l'inclu

sion réciproque étant réalisée trivialement. 

Nous obtenons maintenant la version suivante du théorème 24, 

p . 8 8 de M . 

5.4. Théorème 

Supposons réalisée la condition (j) du théorème 3.2. et 

la condition (M) du théorème 4.4.. Alors s'il existe une solution 

forte de l'équation (1) relative à un mouvement brownien W et 

à une base de processus (£2,(3^),?)^ 3^ étant P-complète, cette 

solution est unique. 

Démons trat ion 
1 2 

Soit Y et Y solutions fortes de (1), relatives au mouve-
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• 1 2 ment brownien W défini sur la base ( Œ ^ ^ P ) } Y et Y on peut 
1 2 

associer les solutions faibles (P . , \Û ) et (P 9,U? ) de (1), d'a-
Y Y 

1 2 
près le corollaire 3.3. P . = P 9 , donc = U> puisque ces deux 

Y Y 
browniens sont définis par P y et l'application uj- de c dans c 

telle que U^_(x) = x t - /*a(s,x) ds. 

Notons (Py,vx}) cette solution faible unique. On a : 
5.41. ^ o Y 1 = W P.p.s. , i = 1,2 

Le théorème 4.4. donne les égalités : 

•ï^. = ^ = 3* t (complétions relatives à P ) . 

D'après le lemme 5.2. , on peut trouver une factorisation de Y 1 

5.42. Y 1 = A^ o W P.p.s. i = 1,2 

En combinant 5.41. et 5.42. on obtient : 

5.43. U9~o A i(x) = x 6.p.s. (fl,î\P) > (c^?,3) 

5.44. A i o (x) = x P y.p.s. Y ^ ^ X ^ 
(c,"ê>c,Py) 

Le diagramme ci-contre est presque sûrement commutatif. On 
c 

notera que désigne aussi bien la complétion relative à la mesure 

brownienne 6 que relative à la mesure P y étant donné l'équivalence 

de ces mesures. Enfin la mesure image de $ par A^ est la mesure P y 

en vertu de 4.34. 

Désignons par c ^ l'ensemble {x£c : o A a(x) = U?o A 2(x) = x} 

£ Ô > C BCc^) = P y ( c ^ ) = 1 . 

Remarquons que c z> A ^ 1 [ ^ ( c ^ l ~^ 

d»où c \ A " 1 ( c ^ ) 3 A " 1 [ c \ A 1 ( c ^ ) ] 
— 1 1 

Comme c \ A^ = A i C 0 ^ ^ 0 ^ ! » c e t e n s ^ m b l e est de mesure 

6 - nulle . 
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6.- Résultats complémentaires relatifs aux processus Y qui satisfont (2) 

Y. = Ax(s,Y)ds + B(s,Y) dW o 

u o O s 

6.1. Données et' hypothèses 

(a) a est une application de Cb,l] x c dans IR̂  , B est une 

application de C°>Ü X c dans ^ (tR̂ ,IR̂ ) . Les processus a et B 

sont progressivement mesurables et adaptés à la famille de tribus 

(b) Y et W sont des processus à trajectoires continues^à 

— 1 n x D'où A^ £ C \ A ^ ( c ^ ) j est de mesure 3 extérieure nulle. 

(en effet A^(c^) n'est pas forcément (y^-mesurable) . 

Et donc c \ A ^ c ^ ) e s t d e mesure Py-extérieure nulle. De même 

c \ A 2 ( C g j - ) est de mesure Py-extérieure nulle. D'autre part, 

c ^ C {x : Aj(x) = A 2(x)} U |c \ A " 1 [ A ^ c ^ n A " 1 QA 2 ( c^)]J . 

""1 — 1 
En effet, soit x £ c ^ et x e A~ CAi(citfll n Aî C A2 ( c\A?^ 

Alors il existe y e c^_ tel que A^(x) = A^(y) 

il existe z € c ^ tel que A^(x) = A^(z) 

D'où x = V^o A 2(x) = № o A 1(x) = \Ĵ o A 2<z) = U^o A (y) . 

Ce qui nous donne x = y = z et A^(x) = A^(x) . 

Comme c \ A ^ ( c ^ ) est de mesure Py-extérieure nulle, c \ A 2 CAj/cu>^J 
est de mesure B-extérieure nulle, de même c \ A ^ (j^^ii^O e s t 

de mesure 3-extérieure nulle. Il en est de même pour 

°\ CAÎ"L CA2(cu5- 0 n A 2 1 £ Al ( cu>^0 ' P a P c o n s é ( l u e n t e { x : A 1(x)=A 2(x)}=l 

d'où P { co: Y 1(o )) = Y2(o>)' } = 1 . 

Ce qui donne l'unicité cherchée. 
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valeurs dans , définis sur une base (Œ , (3^),P). 

(c) W est un mouvement brownien 

(d) P |a(s,Y(u,))| | 2 +| |B(s,Y(o,))| | 2 ds < «T] = 1 

(e) B est une matrice inversible pour tout t et tout xc c 

et I IB(s,x) I |^k>o 

(f) Inéquation stochastique : (3) : Z± = B(s,Z) d W g 

admet une solution faible unique 

(g) Yt(u>) = o(s,Y(o))) ds + /* B(s,YU)) d W g P.p.s. 

6.2. Proposition 

Avec les données et hypothèses a) à g) précédentes, et la 

condition h) suivante : 

(h) E [^(o))] = 1 où 

Cp(a>)=exp B'1(s,Y(a)))a(s,Y(w)) , dW g ) - | /£| | B" 1 ( s , Y( a> ) ) a ( s , Y(w ) ) | | 2d7j 

Alors : 

(î) Le processus Y est une martingale locale définie sur la 

base (fl,(#t),P) avec P = P , par : 

Y t = /* B(s,Y) d W s , 

W étant un mouvement brownien sur (Œ,(*Ft),P) avec : 

W t(w) = W t(w) + /* B"1(s,Y(o)))a(s,Y(a))) ds . 

Q) En désignant par m la loi d'un processus solution de (3) 

Py et m sont des mesures équivalentes, les densités s'exprimant 

par les relations : 

6.21, (x) = exp[-/^CB"1(s,x)a(s,x) , duT)- \î\\ | ff1 (s ,x)a(s ,x) | | 2 ds] 

Py.p.s. 

6.22. = exp^/^(B" 2(s,x)a(s,x)^d^ s)+ |/*| | B" 1(s ,x)a(s ,x) | | 2 ds] 

Py.p.s. 
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dP —. 
6.23. gj^ï (x) = exp B~2(s,x)a(s,x)yd . ^ s ) - | | |B - 1(s,x)a(s ,x) | | 2 dsj 

6.24. = exp^/^( B~ 2(s,x)a(s,x)^dr s)- f | |B _ 1(s,x)a(s ,x) | | 2 ds] 

m • p. s . 

étant un mouvement brownien défini sur la base (c , (î^) ,Py) 

par la factorisation W (u) = o Y( (A) ) P . P . S . 

Démonstration. 

Soit le processus W , les hypothèses (d) , (e), (h) permettent 

d'appliquer le théorème de Girsanov . W est alors un mouvement brownien 

sur la base (Œ,(ï t),P) . 

et Y = /^a(s,Y)ds + B(s,Y) d í£ - B(s,Y) B" 1(S,Y)o(s,Y) ds 

= B(s,Y) d W o . 
o s 

D'après le lemme 2.6. cette dernière intégrale stochastique 

peut être considérée aussi bien pour la mesure P que pour la mesure 

P , ce qui termine le Q) 

Pour la partie (2) on procède d'abord comme dans la démonstra-

tion de la proposition 2.1., d'où l'équivalence des mesures P et P . 
/VI 

On remarque aussi que. la mesure image Py de P par l'application 

Y (Œ,3i) <\ >(c,^î?) est la mesure m (d'après l'hypothèse (f)). 

On obtient alors l'équivalence des mesures Py et m . 

Et g)- (x) = E [vf U) | Y = x][ • 

On en déduit la formule de densité 6.21. à condition d'obtenir la fac

torisation W (o>) = VÀ̂_ o Y(o)) P.p.s. 
Or on a ST B'^s^Y) d Y = / t B" 1 ( s , Y) a ( s , Y) ds + W P.p.s. 

o s o t r 

/y Y 
Cette relation montre que est !s ̂ -mesurable . On peut 

obtenir une modification 3* ^-mesurable, d'où la factorisation indi

quée d'après le lemme 2.4. 



- 46 -

On obtient 6.22. à partir de 6.21. et de la relation : 

25. B _ 1(s,x) d ^ s = B" 1(s,x)a(s,x) + U^ t(x) P y.p.s 

dP 
^ r* -1 1 y 

A partir de la relation E (ĵ ) (w) | Y = xj = (x) on obtient 
6.24. puis 6.23. (voir le corollaire 2.7.) à cause de l'équivalence 

des mesures P y et m . 

6.3. Proposition 

Avec les hypothèses (a) à (g) et avec la condition : 

(d 1) : m |a(s,x)| | 2 ds < <*T] = i 

les mesures P y et m sont équivalentes. 

Démonstration 

Cette proposition est la généralisation du théorème 2.8., et 

la démonstration est calquée sur celle de ce théorème. 
• . c 

On considère l'espace canonique (c, (Ĉ _) ,P y) correspondant 

au processus Y . On peut écrire 

*\+(x) = a(s,x) ds + B(s,x) d VCh P v p.s. 

Q t O O 7 S Y. 

Soit a(s,x) une P y-modification de a(s,x) telle que a 

ait les propriétés de mesurabilité de a et que l'application 
t ^ 2 t n .—y f | |a(s,x) | | ds soit continue. 

c 
On introduit alors les temps d'arrêts T de la famille ((Si.) 

r n t 
avec 

T r = sup {t : /*| |a(s,x) | | 2 ds < n} 

et les processus Y n d'approximation de définis sur la base 

(c0,(ft°°),p5> par : 
(x) = ̂ t ( x ) si t$T n(x) Yj' (x) = ̂ t ( x ) - /* A (s,x) ds 
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D'après le lemme 2.82. 

YJJ(x) = fi l s < T (x) a(s,Y n(x) ds + M 
x n 

où M. = f^ B(s,x) d P°.p.s. 
t O S Y 

Y N 

M est une martingale locale 3 *^ -mesurable, on peut définir sur 
(c,($£),P ) I e processus VtxJ1 avec 'Wlî? o Y n(x) = M (x) pour chaque x y 1 1 

t . /WL,n est alors une martingale locale continue puisque : 

'KYt̂ Cx) = x^ - a n(s,x) ds P n-p.s. 

avec a R(s,x) = 1 T (x) a(s,x) . Comme le processus à variation 
n n 

bornée correspondant à /Nt est défini par : 

on aura en définissant ^ n par = B *(s,x) dUl^ , les pro

priétés : 

^ n est un mouvement brownien sur (c,(ft^),P ) 

et 

J(x) = /* B(s,x) d . 

Ce qui donne la relation dans (c,Cfi£),P ) 

X t = /* a n(s,x) ds + /* B(s,x) dltf£ . 

Comme Ep J\j?n(x) ̂  = 1 en posant 
Y n 

(̂ )n(x) = exp[-/*( B" 1(s,x)a n(s,x) ;dU>g)- \ s\ \ | B" 1 (S ,x) a
n(s ,x) | | 2 ds] 

on peut appliquer la proposition précédente 6.2. et on obtient : 

dm .n n, x „ 
— = Vf (x) P -P.s. 

Y ^ 

Le reste de la démonstration est identique à la fin de la démonstration 

du théorème 2.8. D'où le résultat. 
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6.4. Proposition 

Avec les hypothèses (a) à (g) et avec l'hypothèse (i) 

alors : 

1- La loi P Y est absolument continue par rapport à m 
dP 

2 (x) = exp /*(B" 2(s,x )a(s,x) yd * j J - | / * I |B" 1(s,x )a(s,x) | | 2ds 
dm ^ 

3- Py est équivalente à m si et seulement si (d') est vraie, 

La démonstration de cette proposition est rigoureusement identique 

à la démonstration de la proposition 2.9. 

6.5. Théorème 

Soit a et B avec les hypothèses (a) (e) (f) et avec : 

(d') : m [/*| |B(s,x) I |2ds< «]= 1 

l i i i i 2 et (j) : / ||a(s,x)|| ds < 0 0 

Alors l'équation (2) : 

Y = /* a(s,Y(u)) ds + B(s,Y(uO),d W t o ' o s 

admet une solution faible, si et seulement si on a : 

( jj) : E m [exp B' 2(s,x)a(s,x) jdx s)- | | | B" 1 ( s ,x) a( s ,x) | | 2 ds^ = 1 . 

Il y a alors unicité de la solution. 

Démonstration. 

a) Existence : 

Soit \y (x) = exp|/^ B" 2(s,x)a(s,x) > d x g )- if* | | B" 1 ( s ,x) a ( s ,x) | | 2 ds]] . 

D'après (f) il existe une solution (m,U?0 de (3) et on a, sur la base 
_ c 

(c, m) la relation : 
x_,_ = B(s,x) d m.p.s. t o 7 s 

D'où on peut encore écrire : 

y(x) = exp [/*( B" 1(s,x)a(s,x) )d M ^ ) - | /J | | B" 1(s ,x)a(s ,x) | | 2 ds] . 



D'après (jj) v^.m est une probabilité, notons là P . 
^ c 

On considère le processus W défini sur (c,(ot)>ni) par : 
W.(x) = V#.(x) - fl B" 1(s,x) a(s,x) ds . t t o ' 

Ces hypothèses (j) et (jj) permettent d'appliquer le théorème de 

Girsanov. W est alors un mouvement brownien sur la base (c,((ft^),P) 

et on a : 
x^ = ! t B(s,x) d W + / ta(s,x) ds P.p.s. t o ' s o r 

(l'intégrale stochastique pouvant être considérée relativement à P 

d'après le lemme 2.6.). 

Cette relation montre que (P,W) est solution faible de (2). 

b) Unicite_: 

D'après (j) on peut appliquer la proposition 6.3.. Consi-

dérons une autre solution (P',W) de (2) . Les probabilités P et 

m sont équivalentes, de même que les probabilités P' et m . D'après 

la proposition 6.3. on a : 

~~ (x) = <^(x) = gjjp(x) m.p.s. d'où P = P' . 

Enfin la condition (jj) est nécessaire, on fait le même 

raisonnement que pour le théorème 3.2. 

S'il existe une solution (P,W) , d'après (j) P et m 

sont équivalentes et d'après la proposition 6.3. : 

g! (x) = ^ ( x ) m.p.s. d'où E m (jf(x)] = 1 . 





2EME PARTIE : 

PROCESSUS D'INNOVATION 

ET EQUATIONS DE FILTRAGE 
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Introduction 

Etant donné une observation Y superposition d'une 

fonction f d'un signal X , et d'un bruit, le problème général 

du filtrage est celui de l'estimation du signal à partir de 

l'observation. Mathématiquement X et Y sont des processus, le 

bruit est un mouvement brownien ou une martingale, et la relation 

entre signal, bruit et observation est donnée par une équation 

différentielle stochastique. La collection des informations, 

jusqu'à l'instant t , recueillies par l'observation est la 
, Y 

tribu notée dans la première partie. Le problème consiste 

alors à déterminer l'estimé de f(X) au sens des moindres carrés, 

connaissant > t , c'est-à-dire E LfCXMJ - j - J • 1 1 e s t surtout 

intéressant d'obtenir cet estimé comme solution d'une équation 

différentielle stochastique. Une telle équation est appelée équa

tion de filtrage. Ce problème a d'abord été résolu dans le cadre 

du "filtrage linéaire" par Kalman et Bu cy . Leur méthode consistait 

en la détermination de la loi conditionnelle du signal connaissant 

le processus observé, et exigeait des calculs assez difficiles. 

Un apport important de T. Kailath , généralisant un outil utilisé 

depuis longtemps pour le filtrage à temps discret, fut d'introduire 

le "processus d'innovation" lui permettant d'obtenir rapidement 

les équations de Kalman-Bucy . L'idée de Kailath consiste à rem

placer le processus d'observation par un mouvement brownien (le 

processus d'innovation) qui contienne la même information. Il 

apparut (Kailath, Shyriaev) que ce processus pouvait être aussi 

utilisé pour le filtrage non linéaire où il joue maintenant un 

rôle important, des résultats significatifs sont condensés dans 

[2 6] , [20] , [12] . 

Certaines propriétés du processus d'innovation à temps 
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discret s'étendent immédiatement au cas continu, d'autres moins 

facilement : c'est le cas, en particulier, de l'égalité des tribus 

(tribu engendrée par le processus d'observation et tribu engendrée 

par le processus d'innovation). Cette égalité (pour le filtrage 

en temps continu) est connue depuis quelques années dans certains 

cas particuliers : 

- les processus Signal, Bruit, Observation sont gaus-

siens, le couple (Signal, Observation) étant solution d'un système 

différentiel stochastique linéaire : c'est le cadre étudié par 

Kalman et Bucy (démonstration de Kailath [19J voir aussi [23]). 

- le Signal est borné et indépendant du bruit (démons

tration de J. M. C. Clark [24] , voir aussi [12] et [20] ). 

Nous donnerons au paragraphe 3 une démonstration du 

cas où l'Observation est un processus gaussien. C'est un corollaire 

immédiat des résultats d'égalités des tribus obtenus partie I, 

paragraphe 4 . 

L'Egalité des tribus dans un cadre plus général a été 

conjecturée en particulier par Fujisaki-Kunita-Kalliampur [2 6} 

mais n'a pas été pour le moment démontrée. Cependant un théorème 

de représentation £26] permet d'obtenir une équation de filtrage 

dans le cadre non linéaire, utilisant le processus d'innovation, 

en évitant d'avoir recours à cette égalité. 

Dans le paragraphe 1 nous donnons un exemple de pro

cessus d'innovation en temps discret, et dans le paragraphe 2 les 

propriétés fondamentales de l'innovation en temps continu. Nous 

obtenons par la méthode de Kailath, les équations de filtrage li

néaire de Kalman-Bucy dans le paragraphe 4, et dans le paragraphe 

5 nous donnons un aperçu de ce qui a été obtenu dans le cadre du 
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filtrage non linéaire. 

Dans tout ce qui suit les notations rassemblées en 

introduction à la première partie conservent la même signification. 

On introduira en outre au fur et à mesure des paragraphes diverses 

notations nouvelles. 

1 U n exemple de processus d'innovation à temps discret 

1.1. Définitions et données 

Soit (ft,f,P) un espace probabilisé, ^ n ^ n e f ^ u n e 

famille croissante de tribus ; , des variables aléatoires 

réelles, ^-mesurables et représentant respectivement le signal 

et l'observation à l'instant i. Enfin on eonsidère une martingale 

B , sur la base de processus (̂ ,'(3̂  ),P) , B représentant le bruit. 

Signal, Bruit, Observation sont liés par les relations 

W l s9n-l Cx l fX 2,...,X n , + B n - B n _ 1 n > 1 

Y o = X o = B o = ° ' 
est une fonction borélienne de R n dans (R , intégrable. 

On note J* = a {Y , m<n} : (tribu engendrée par les variables n m r 

aléatoires Y pour m^n). m * 
L'innovation entre les instants n et n+1 est, 

par définition, l'accroissement d'observation entre ces deux ins

tants . 

Cette définition introduit un processus I , défini 

sur la base (fi,(fl^^),P) par : 
Y-
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h = h + Y 2 " E C Y 2 | ] 
I 

I = 1 „ + Y - E T Y Y J n n-1 n L n 1 n-1 J 

1.2. Lemme 

Le processus I défini dans 1.1. est une martingale sur 
Y 

(Œ,(9» ) ,P) et les tribus a{Y ,m$n} et a{I ,m$n} sont égales, n m 7 m ° 

Démonstration : 

La propriété d'égalité des tribus est évidente, par 

construction de I 
n 

Pour la martingalité, on a : 
E [I - I , |tf Y A = E [ Y - E [Y | £ Y 1 | 5 Y ,1 = o *- n n-1 1 n-l J u n L n 1 n-l J 1 n-1- 1 

Soit alors m < n : 

E [ I - I | ^ Y ] = ? E fi - i J * Y 1 
L n m 1 m -> q = m + 1 L q q-1 1 m J 

? E TE [i - I J 7 ' Y
1 1 | ^ Y l = o d'après 

q=m +l L L 1 «l-1 <l- l J m J 

n 
E 1 E 11 

q q 
ce qui précède, d'où le résultat. 

Remarque : 
Si les variables aléatoires Y n sont gaussiennes, le 

processus d'innovation est obtenu à partir d'un procédé d'ortho-
gonalisation de Schmidt pour l'espace gaussien engendré par les 
Y n • 

1.3. Représentation du processus d'innovation 

On peut écrire : 

Yn = ^ i K ' — X i + 1 > Y l " - - > Y i + l ] + B n 



t E C Yn l fî-l]= E C . \ fi C xl x i + l ' Y 1 , . . . , Y i + 1 ] + 

1 = 0 J 

ce qui donne : 

E C Y n l d > V l + E0în-1 ( X l f . . . , X n , V " Y n > l * n - l 3 

En écrivant la même formule pour I -I _^ pour les p<n , et en sommant, on obtient : 

1.31. C n = Y - " z 1 E Cfe.(X ,X. + 1 , Y ,...,Y. + 1>|**] 
1 = 0 J 

2.- Le processus d'innovation pour le filtrage à temps continu et  

ses propriétés fondamentales. 

On prendra comme définition de l'innovation, une ex

tension (quand celle-ci a un sens) au cas continu de la représen

tation obtenue en 1.3. pour le cas discret. 

2 . 1 . Données 

( Q, (̂ j_) » p) 0<t<i u n e b a s e d e processus , Y et M 

deux processus à trajectoires continues définis sur la base 

(Q ,(^),P) à valeurs dans R m et tels que : 

- M soit une martingale continue de carré integrable 

- Y (w) = H(u,u>) du + M t(w) 

où H est une application de [0,l]x fi dans IRm, mesurable rela

tivement à la tribu produit $ , adaptée à la famille 
> k l (5 t) . On notera (<M , M >

t ) t € r 0 fl l e Processus à variation bor-
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née associé au produit M k M 1 , M k (resp : M 1 ) étant la k i e m e 

(resp la 1 ) coordonnée de M . 

Remarque : 

Du point de vue du filtrage, H contient la partie 

signal (à estimer au vu des observations Y g) et 3^ désigne 

la tribu engendrée par les applications H(s,.) et M g pour s^t . 

2.2. Proposition 

Avec la condition 

(a) : E [ /*| |H(s,u>) I |ds] < « 

on peut trouver un processus A défini sur la base ( , C3*t ) ,P) 

et prévisible tel que pour X presque tout t A(t,.) soit 

une version de l fespérance conditionnelle E [H(t,.)| $ ] . 

Démonstration 

Nous nous restreindrons, ce qui n fest pas une perte 

de généralité, au cas où H est un processus à valeurs réelles. 

D'après (a) pour X presque tout t on peut définir 

E [H(t,.)| # * ] puisque E [ | H( t ,a>) | ] < « . 

Soit N = {t€[0,l]: E[|H(t,a))|] < »] . N est ^-mesurable 

et *[N] = i • On peut alors remplacer H(t,u)) par 

l N(t) H(t,a>) = H(t,a)) où H a les mêmes propriétés de mesurabilité 

que H . Enfin E [ H( t,. ) | $ * ] est définie pour tout t e [0,1] . 

Soit la suite {n } A T des partages n n c N v & 

de l'intervalle [0,l] 

"n = {tî = fïï . k = 0,1,...,2n) . 

Considérons pour chaque t et chaque n le nombre t?,.v tel que 
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k(t) < k(t)+l 
2 n * * 2 n La suite {t?,.*} ^ .T est croissante et k ( t ) n e (N 

~^k(t) ̂  ^ " Comme ^ e s ^ u n Processus à trajectoires continues, 
Y 

la famille Cf^) de tribus est continue à gauche et on a : 

2.21. f i - V tf* 
^ ( t ) 

Montrons deux lemmes utiles : 

2.22. Lemme 

Soit une tribu avec c l|® * S o i t 

{Z-l_} te{0 Í] U n e ^ a m î - l l e d'applications ? -mesurables de Q dans 

(R , soit {y^lp^^ une suite d'applications -mesurables de 

(p,l]x çi dans (R telles que : pour tout t , y^(t,ü)) ^ t—?Z^_(O)) 

P.p.s. . Alors il existe une application y (^-mesurable de [0,i}xft 

dans ÍR telle que : 

1) yP(t,o)) ^ >y(t,ü>) X ® P, p.s. 

2) pour tout t , y(t,o)) = Z t(w) P.p.s. 

Démonstration 

Soit G Q = {(t,o)) : lim yp(t,o)) n'existe pas} 
P 

comme fG <L (y 5 G £h. Soit Gt la t-section de G , on a L o <] 5 o cj o o 5 

G^ { u : yP(t,o)) ne converge pas vers Z_j_(o))} . On en 'déduit 

que P = ° e"t donc 

X ® P LG q1 = ¡1 P LG* ] X(dt) = o 

Ceci montre 1). Enfin quelque soit t , co ̂  G^ implique que la 

limite lim yP(t,u)) existe, notons là y(t,oj) . Alors pour tout 
P 

t on a : 
y(t,w) = Zt(o)) P.p.s. d'où 2) 
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2.23. Lemme 

Soit U un processus à valeurs réelles, défini sur la 

base (fi,(J?t),P) et possédant les propriétés suivantes : 

U(t,ca) = o sur le complémentaire de -^^k'^k + l-̂  x fi 

n et k étant fixés 

U est 'O (x) 3* mesurable 

Pour tout t , E [U t]< » 

Alors E [Û _ I # Y
n J admet une version notée A^ 5^ telle que 

t k 
l'application (t,o>) A^> k U ) soit & ® % Y mesurable, 

K ^ k + l ] *k 

Démonstration 

On peut supposer U(t,u)) >, o . Remarquons d'abord que 

le lemme est vrai pour des processus de la forme 1_ t-, v où 
J S , S I k r 

Js,s'J c J^k'^k+l-l e"t ^ ̂  , et pour les éléments de la famille 
^ des combinaisons linéaires finies de tels processus. On peut 

trouver une suite croissante {U p} «T telle que lim U p = U 
p e N H p 

U p £ . Soit y P l'application ft <&j^_- mesurable avec 
J t k 5 t k + l J t k 

telle que yP(t,o)) = E [u p I Í n ] (w) P.p. s. Comme {U p} est 
t k 

croissante et que pour chaque t , est integrable on a : 

E [ U ? I $\ ~] " > E [ Ut l ^ l n l P'P- S-

En posant Z t = E [u t | ï * ] et Cj = « ® * * f Q n e s t 

T k JFk» k+lj k 
dans le cadre d'application du lemme 2.2 2., d'où l'existence de 
n k 

A ' avec les propriétés indiquées. 
Fin de la démonstration de la proposition 2.2. 

n k ^ Soit n et k fixés, on pose H ' (t,.) = 1 H(t,.) 
lt n t n 1 J k; k+lJ 
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n k 
Le processus H ' satisfait aux hypothèses du lemme 2.23. On 
peut donc trouver A n > k e> ® £ Y mesurable, avec 

1 t n t n 1 t n 

J k'Tk+li T k 

A n' k(t,.) = E (~Hn'k (t,.) | FINI P.p.s. 

Soit le processus A n défini par An(t,a>) = Z A n' k(t,(o) 
k 

A n est v ^ „ mesurable, donc il est prévisible. 
i n, n . n n . n ' * 

De plus A n(t,.) = E T H . |(F"Y 1 P.p.s. En utilisant un 

théorème classique de Doob, et avec l'égalité 2.21. 
E [ » t l ^ n . J > E [ H t | ? Y ] P.p.s. 

n Y Donc pour tout t A (t,.) ^—>ECH t| ^ t ] P.p.s, , on applique 

le lemme 2.22. avec Y
n = A n , = E [ H t | $ Y ] et (g tribu 

des prévisibles. On obtient alors un processus A prévisible tel 

que A(t,oj) = E [ H t | ^ Y ] (u>) P.p.s. d foù le résultat. 

2.3. Conséquences 

(1) A(s,o));ds est défini et fini X.p.s. 

(2) E £ l\ | |A(t,co)| |dtj < » 

En effet : E £ | |A(t,w)| |dt] = E j\f * | |E [H( t ,u>) | £ | | dt J 

< E [/J E [ | | H ( t > t t ) | | dt] 

< E \ j X

o | |H(t,o>) | |dtj < E £ / £ I |H(t,a)) I |dt] < -

(3) De même E ^ / * | | H( t, o>) | | 2 dtj <«> implique E^/^||A(t,oj)|| 2 dtj <c 

• " S . ^ >*Y 

(g) Le processus M de base (fi,(rt)5P) tel que : 

2.31. M t = Y t - /* A(s,a)) ds 

est défini de façon unique P.p. p En effet si Af(s,o)) désigne 
Y 

une autre version mesurable de E £H(s , cd) | J alors A(s , u>) =Af (s , uO 
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Soit (^) t £jp une famille de tribus telle que : 

3* ̂  C Gj t c 5 on appelle "processus d'innovation" correspondant 

au couple (Y,((^) , le processus M défini sur la base 

(n , ( ( J t),P) par 

2.61. M^Cca) = Y^.(a))-- fQ H(S,OJ) ds où H(s,co) désigne une version 

[O il ̂  ^ mesurable de l'espérance conditionnelle E [H(s ,OJ) | (y 

2.7. Remarques 

(3) Ershov montre dans [là} p. 1 6 9 , l'existence d'une telle ver

sion avec la condition : pour tout t € [ 0 , 1 ] , E j j | | Q < » 

X $)P.p.s. d foù / A(s,u>) ds = / A'CsjO)) ds P.p.s. d'où r o o 
le résultat. 

2.4 . Définition 

Le processus M défini sur la base (fì,(J^.),P) par 
Y\ t v 

la relation M (œ) = Y^Cu) - / Q A(s,u>) ds , ou A(s,o>) désigne 
la version prévisible obtenue de E [ H(s ,o>) | 3s* g ~\ est appelé : 

Y 
"processus d'innovation" correspondant au couple (Y,(^)). 

2.5. Remarque 

Cette définition est la généralisation de la représen

tation obtenue pour le processus à temps discret au paragraphe 1.3. 

Si la martingale M , au lieu d'etre supposée continue, est seule

ment continue à droite, le processus Y l'est également et on doit 

remplacer alors la relation 2.31. par : 

2.51. M^CuO = Ŷ _(a)) - E [ H(s ,u>) | 3̂  g_ ] ds , puisque dans ce cas 

la famille n'est pas continue à gauche. 

La définition suivante est également utile : 

2.6. Définition 
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(2) Le lemme 2.2. donne l'existence d'une version prévisible de 

l'espérance conditionnelle E £h(S,UÌ) | £ j s _ ! • 
/s 

(D Comme M est une martingale (proposition suivante 2.8.) on 

peut noter la relation ; 
lim - E [Y - Y I $1] = lim / t + h A(u,u>) du 
h+o h T n h+o t 

= A (t,a>) P ® A, p. s . 

Ce qui montre que le processus d'innovation est déterminé direc

tement à partir de l'observation. 

2.8. Proposition 

Avec les données de 2.1. et la condition b) suivante 

b) E [/*| |H U| | 2 d u ] < -

le processus d'innovation M (resp : M) est une martingale sur 
Y 

la base (fi, (3?̂  ) ,P) resp : (fi , ( (g t ) ,P) , continue, de carré inte

grable . 

Le processus à variation bornée associé vérifie la relation : 

pour tout t > s < M k , M 1 ) t = < M k , M 1 ) t 

(resp : < M k , M 1 > t = ^ M k , M 1 ) t ) . 

Démonstration 

® Martingalité_de__M 
Par définition de M on a : M T = / Q ( H U - H u ) du + M T 

d'où E [ M t - M s | J 8 ] = E [ M t - M s | y + E f / ^ H ^ H O d u l ^ J .Comme 

g c 3* Q j e"t <lue M est une martingale sur (fi, (5^) ,P) on a : 

E O t - M 8 | Ç J * 0 • 

D'autre part, soit F e Gj g : 

FT E [ / s ( H
u " " u ) d u | ( î s ^ d P = 7 F d P 's ( HtfHu> d u = / s d u ;F ( Hu-^u> d P 

= /* du /p E [ H U - H U |gu3 dP puisque u^s et F Ê | s donc à ^ u , 
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Comme E [H u-H u \ Cj u] = 0 d'après la définition de H y , on ob-

tient la martingalité de M sur la base (fi,(^^),P) . 

Enfin la relation 2.61. et la condition b) montrent 

que M est de carré integrable et a des trajectoires continues 

presque sûrement. 

(2) Processus _|_Y§£ÎËÏÎ2D_b2rDÉe._ËË soc ±e_a M 

Soit une partition = {t ,t.,. . . ,t } de e"t 

soit : 
v i ~ q ~ V î̂ V ^i ^ 1 S*' X(M) = E (M* M* H i C -

y i=l i i-1 i i-1 
) 

où les indices k, 1 désignent les processus coordonnés. 

s£ 7 l(M) converge vers < M k , M 1 ) t dans I^in^P) 

lorsque le pas de la partition tend vers 0; cette somme converge 

donc aussi en probabilité vers ^ M ^ j M 1 ) ^ dans l'espace (fl,0j,P). 

D'autre part, dans l'espace (tirf,?) on peut écrire 

s£ 5 l(M) = ? (f* 1 H ^ d u M ^ 1 H"̂  du) + ? (f* 1 H* duMM^ 1 ) 
vi = l J t , „ u 't_. 4

 u ^ v i = l ->t_. „ 1 H t , „ , 'i-1 'i-1 'i-1 

où H = H - H u u u 

ï (f 1 H, d u ) ( M ? - M ^ ) + E (MV -MÍ )(MÍ -M^ ) 
í=i JT. „ u tî i - i / v i = i ^ T i j 

(D 

Examinons successivement le comportement des sommes 

(J) , (2) > (D s @ lorsque le pas de la partition tend vers 0. 
1 k l La somme (S) converge dans IL (Œ,?',?) vers <̂ M ,M y , et donc 

aussi en probabilité. 

Considérons la somme (î) . Soit mCu),*?) = sup Ç iH^Idu 
J i-1 U 

Pour presque tout u) , m(u),?) tend vers 0, et on a les majorations 



- 62 

I 2 (// d u ) t r H* du) | < L (FL1 |H^|du)(/^ |H^|du) 
i = l i-1 u i-1 i=l i-1 i-1 

^ ? FJ1 |H k|du) m(a)v
:?) = ^ |H k| du m(o>,?) . 

i=l i-1 u 

Pour presque tout w cette dernière quantité tend vers 0, la 

somme Q) converge presque sûrement vers 0 , et donc en probabilité 

dans (flj^P) . 

Considérons les sommes (?) et (3) 

Soit n(o),9) = sup |M^ " M t I } n ^ a ) » ^ tend vers 0 , d'après 
i i i-1 

la continuité des processus M"̂" on a alors les majorations : 

i.V't!, ~Hu d u ) ( M t . - M t . >i . v ^ , i S u i d u ) K . - M t . i 
i=l i-l i i-l i=î i-l i i-l 

^ n(o ) ,P) |H k| du 

pour presque tout co cette quantité tend vers 0 . Les sommes (T) 

et (3) convergent vers 0 P.p.s. et donc en probabilité dans 

(fi,^,P) . 
k 1 

En résumé (M) converge en probabilité vers 
k 1 k l <(M ,M y dans (Œ,5\P) . Cette convergence implique que (M ,M ) ^ 

est Cj t -mesurable et par conséquent cette convergence a lieu 

aussi dans l'espace (Q,Ùj}P) d'où la proposition : 

2.9. Proposition 

Les conclusions de la proposition 2.8. demeurent si 

on remplace l'hypothèse b) par a) : 
A> E [FI I |H I I du] < ». 

L o 1 1 u 1
 1 - I 

Démonstration 

Avec l'hypothèse a) , il est clair que le processus 

M , (resp : M) est une martingale, et que la deuxième partie 
k 1 ^ 

de la proposition 2.8. s'applique, à savoir que les sommes S^' (M) 
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^k 
rons en montrant que chaque processus coordonnée M est de car-

Soit la tribu engendrée par et la famille 

des ensembles de P-mesure nulle de . 

Soit la suite {T } »T de temps d farrêts de la 
n n c (N ^ 

famille telle que 

T = inf (t : |M*| >Y n} T = 1 si { } = 0 . n 1 t 1 ; n 
^ k ^ Ce processus (M. m ) est une martingale de carre inté-
* A T n t e [0,1] 

grable sur la base (fi 5(^) 5P) et 

M t A T - fo n ( H u " Hu> d u + M t \ T  A n n 

en faisant la même démonstration que dans la proposition 2.8. 

on obtient 

n n ^ n n c L s n J 

* k ^k Or M. m —> M. lorsque n -> 0 0 , P.p.s. en utilisant le lemme L A I L n 
de Fatou on obtient les inégalités : 

E [ ( M k ) 2 J = E [<M k,M k;]> lim inf E[(M k ) 2 U E [lim inf (M k ) 2] 
n n J n ^ n - J 

= E [ ( S k ) 2 ] 

ce qui donne le résultat souhaité. 

2.10. Corollaire 

Avec les mêmes données sur H , si M est un mouvement 

brownien m-dimensionnel avec ^ M ^ M ^ = S^t > alors le processus 

d'innovation M (resp : M) est également un mouvement brownien 

convergent en probabilité vers <'M k,M 1^ t dans (ft,^,P). Il reste 

seulement à montrer que M est de carré integrable. Nous le fe

rons en montre 

ré integrable, 
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m-dimensionnel avec 

< M k , M 1 ) t = 6 k l < t . (resp: < M k , M 1 > t = Ô R 1 t) . 

Nous indiquerons maintenant brièvement les directions 

de recherche de certains auteurs [l2] , [2l] pour obtenir des 

généralisations des résultats précédents. 

2.11. Sur quelques généralisations 

A.- M est une martingale de carré integrable (non 

nécessairement continue) sur la base (iî,(3^),P). 

On considère alors sa version separable continue à 

droite, Y étant encore défini par la relation : 

Y. (u>) = H(s,o)) ds + M.(ü)) t o ' t 
avec les mêmes données pour H que dans 2.1. Y est alors un 

processus continu à droite. Etant donné t , en remarquant que 

si ^ s
n ^ e s _ t u n e suite croissante convergeant vers t , on a 

au lieu de l'égalité 2.21. V = ^ t- 5 ° n o b t i e n t â 

n n 
la place de la proposition 2.2. le résultat suivant : 

2.111. Proposition 

Avec la condition E \_f^ | | H(s , c j ) | |ds] < », pour 

presque tout t , on peut trouver une version A(t,.) de 1 T es

pérance conditionnelle E £H(t,.)| $ ̂ _ t e l l e que le processus 
Y 

A défini sur la base (ft , ) ,P) soit prévisible 

On obtient alors: .' 

2.112. Théorème ([21] théorème. 3) 

Le processus y défini sur la base (Œ,(30,P) par : 
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p t = Y - A(.s,o)) ds est une martingale de carré integrable 

dont la variation quadratique est la même que celle de M . (la 

démonstration reprend les arguments des propositions 2.8. et 2.9.) 

B.- Un second type de généralisation consiste à rem

placer le processus (/̂  H(u,w) du)^_ ^ ^ par un processus à 

variation bornée S , non nécessairement continu, défini sur la 

même base (^,(^),P), et la martingale M par un processus B 

défini sur (fi , (J^) ,P) et tel que pour tout t et tout s<t 

on ait : 

E £ B_|_ - B g I 4 Y J = 0 (B : processus innovant 
au sens de Meyer [l2j ) 

Meyer définit alors le processus d'innovation I sur la base 

(a,tf£),P) par : 

J t = Y t " St* 
où S1* est la projection duale prévisible de S pour la famille 

Y 
de tribus (í-t-)* 1 1 démontre des résultats analogues à ceux ob

tenus pour les propositions 2.8. et 2.9., à savoir essentielle

ment que I est une martingale. I est de carré integrable et 

continu si B est une martingale de carré integrable, et si S 

et B sont continus. Il est important de noter que I est une 

généralisation du processus d'innovation défini en 2.4. En effet 

si = H(u,ü>) du et si B est une martingale de carré in

tegrable M et I coincident. 

C - En s'inspirant de \j.2[ on peut obtenir un autre 

type de généralisation. On considère Y et W processus (à 

trajectoires continues) définis sur la base (ft,(5 t̂),P) avec : 
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Y t(w) = H(s,w) ds + W (w) . 

W est un mouvement brownien et H vérifie les hypothèses de 

mesurabilité et d'adaptation déjà indiquées. Au lieu de la re

lation (a) on suppose que l'on a : 

P [ / 1 | |H(s,u))| I 2 ds < 00]= i . 

Alors, du corollaire 2.2. de la partie I on déduit Py <<B . 

Le théorème 3.5. de I montre que nous obtenons pour Y la re

présentation 

Yt(o>) = fl a(s,YU)) ds + V U ) P.p.s. 
Te 

où a est un processus mesurable défini sur la base (c , (T^),Py) 
Y 

et V un mouvement brownien sur (fi,(í^),P) . Nous dirons encore 
Y 

que V est le processus d'innovation relativement à (Y,^^)) . 

On obtient bien une généralisation. En effet, si on peut définir 

une version mesurable de E ^H(t,cj) | $ ^ ] pour presque tout t 

on aura 

X & P [E [H(t,o)) I 'Í \ ] T a [t,YU)]] = 0 . 

3.- Utilisation du processus d'innovation 

3.1. Proposition (représentation du processus Y) 

Soit deux processus Y et M à trajectoires continues, 

définis sur la base (fi,(í^),P) à valeurs dans (Rm tels que : 

a) M est une martingale continue de carré integrable 

b) Y t U ) = fl H(u,w) du + M t U ) 

où H est un processus progressivement mesurable sur la base 

(fi, (Sí .),P) tel que 
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E I | H ( u , u ) I I du] < « 

Alors il existe une martingale continue de carré integrable M , 
Y 

définie sur la base ( , CF*̂ ) 5P) et un processus a défini sur 

(c,(i^),P Y), prévisible, avec E p £ | | a(s ,x) | |ds J < °° et tel 

que 
Y t(w) = /* o(sfY((o)) ds + M t ( w ) P.p.s. 

Une telle représentation de Y est unique, X <8> P.p.p. 

Démonstration 

Les hypothèses faites permettent d'appliquer la pro-

position 2.9. On note M le processus d'innovation relatif à 
< Y 

(Y,(-^^)) et nous avons 

Y t(w) = A(S,OJ) ds + M t(w) P.p.s. 

où A est défini à partir de la proposition 2.2. Il nous suffit 

maintenant de montrer que nous pouvons définir a avec les pro

priétés indiquées et tel que A(t,w) = a(t,Y(o))) P.p.s. Une 

fois ceci fait, il suffira de remarquer que 

a(t,Y(o))) = E [H(t,o))|^^] P.p.s. 

pour obtenir E p £ | | a(s ,x) | |ds] < «>. 

Nous adoptons les mêmes notations que dans la démons

tration de la proposition 2.2. On considère les partages dyadiques 

n R de l'intervalle [o,£| . n n = ' {tj ; tj = ~ , k = 0,1,...,2n} . 

On fera la démonstration dans le cas où H est un 

processus à valeurs réelles. D'après la démonstration de 2.2. 

on peut approcher A(t,üj) par une suite de processus A n tels 
n n k v n k que A (t,o)) = I A ' (t,o)) , où A ' est un processus 
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Soit l'application ('J,Y) : (t,u>) ^—>(t,Y(aj)) de 

£o,l] x q dans [o,l]x C on a : 
-1 r-. „ , ^ C " I - ft, , ® í Y 

J tk' Tk+lJ XK J k'Tk+lJ 

en appliquant le lemme classique de factorisation on obtient 

a n ' k (t,Y(o))) = A n' k(t,o)) 

égalité illustrée par le diagramme 

,n,k 

([0,1] x R , 6 [ 0 f l ] « e > p ) 

où a n * k est un processus _ ®i?>C mesurable. 

On définit alors a par a '(t,x) = Z a '"(t,x) 
n n k 

et on a évidemment a (t,Y(io)) = A (t,(o) . 

a n processus sur (c, C?>?) ,P Y) e s"t \ / ^ - mesurable 
k K » 1 ™ ] *£ 

donc prévisible. 

Soit G = {(t,ü)) : lim an(t,Y(a))) n'existe pas } 
n 

G = {(t,o)) : lim A n ( t 5 a ) n'existe pas } donc À ® P f e ] = 0 o L o 
n 

mais X ® P [ G 1 = A ® P„ TG^I O Ù G * = { (t ,x) :lim a
n ( t 5x) n'existe O 1 o -1 o n 

On peut donc définir a par a(t,x)=lim a n(t,x) . 
n 

a est un processus prévisible et on a : 

a(t,Y(u>)) = A(t,w) P.p.s. d'où le résultat . 

Montrons maintenant l'unicité de la représentation. 

Supposons que nous ayons - une autre représentation de Y 
Yt(o>) = /* y<S,Y(U))) ds + Mt(co) 



- 69 -

avec les mêmes propriétés pour y et M que pour a et M . 

Alors M < w ) - M t ( w ) = J * ( y < S , Y ( C O ) ) - a(s,Y(uO) ds P.p.s. 

M - M est une martingale continue définie sur la base (ft,(vJ t),P). 

Cette martingale étant égale à un processus à variation bornée est 

nulle. 

M t = M t P.p.s. et y(s,Y(u))) = a(s,Y(a))) X <S> P.p.s. 

Note 1. 

Ce résultat est meilleur que celui de Ershov ({18] 

lemme 2 ) où le processus a obtenu est progressivement mesura-

ble sur la base (c, №>.£+) ,Py) . 

Note 2. 

Si au lieu de M , c'est un mouvement brownien W 

qui est donné, on obtient la représentation 

Y t(w) = /* a(s,Y(a))) ds + W (w) P.p.s. 

où W est un mouvement brownien, a est donc progressivement me

surable sur (c,(ô^),Py) et on peut appliquer les résultats de 

la partie I . C'est l'objet des corollaires 3.2. et 3.3, suivants. 

3.2. Corollaire 

Avec les hypothèses de la proposition précédente, où 

M est un mouvement brownien \ et avec : 

E [ / ¡ I |H(s,o)) I | 2 ds] < » 

la mesuré P y est absolument continue par rapport à la mesure 

brownienne 3 et 
dP - i 

^ (x) = exp [/^(a(s,x), d ^ g ) - | | | a(s ,x) | | 2 dsj P y.p.s 
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ou en revenant au processus H et en utilisant le processus 

d'innovation W et la factorisation ilhg>Y = W 

^I(x) = exp[/^(E[H(s,a)) |Y(o))=x/^c],d U ^ + j /J I |E [H(S ,U>) | Y(U>) ̂ C ^ C ] H 2ds 
s t 

Commentaire Py«p^s. 

Y , W , a satisfont aux données et hypothèses de la 

proposition 2.9. de la partie I que l'on applique ici. 

3.3. Corollaire 

Avec les hypothèses du corollaire 3.2. , si Y est un 

processus gaussien, alors les P-completions des tribus s ̂  et y ^ 

sont égales pour tout t É[0,I) 

Commentaire 

C'est une application immédiate du corollaire 4.6. de 

la partie I . Ce résultat a été démontré par Kailath, dans le cas 

où H est un processus gaussien par une méthode très différente 

(utilisation des propriétés des noyaux de Volterra, cf. [19] 

appendice II, p. 653). 

Notation 

e > c dis igne la tribu engendrée par et la famille 

g des ensembles de mesure g-nulle de . 5̂  ̂  désigne dore
ra Y 

navant la tribu engendrée par 3 ^ et la famille des ensembles 

de mesure P-nulle de 2R (et non de J? ̂  comme dans la partie I). 

Dans ce qui suit,ayant constamment l'absolue continuité Py <<3 
~ c ^ c 

on utilise souvent sans l'écrire l'inclusion ^ ^ f t ^ 

3.4. Remarque 

La proposition 2.2. donne comme corollaire le résultat 

suivant que nous utiliserons pour le théorème 3.5. 



Etant donné (Œ,c|,(i) et y un processus mesurable défini sur la 

base (fi,(^vîl) ,Gt) où désigne la famille des ensembles de 

(^-mesure nulle de Gj , tel que pour presque tout t E [ Y ^ ] < 0 0 

la famille étant continue à gauche, alors on peut trouver 

y , processus défini sur (fi , ( ^ ) , ( 5 ) y étant prévisible, tel 

que y(t,o)) = y(t,(o) À ® P.p.s. 

(on prend pour y^ la version prévisible de l'espé

rance conditionnelle E [y^ l ^ ^ ] ) • 

3.5. Théorème (théorème de représentation Fujisaki-Kunita-Kalliampur 

[26] , p. 24) 

Avec les hypothèses du corollaire 3.2., toute martingale 
Y 

réelle Z , de carré integrable, définie sur la base (Q,(^^),P) 

a ses trajectoires continues et admet la représentation : 
• Z t = E [Z 01 • /* (^s,dWs) 

Y 
où Y est un processus mesurable, adapté à la famille CF^)* 

avec E [/*||vg||2 ds ] < 

Démonstration 

Nous suivrons l'argumentation de Fujisaki-Kunita-

Kalliampur, en y ajoutant les quelques précisions figurant dans 
Ci 23 . 

Soit la représentation de Y obtenue dans la proposi

tion 3.1. 
Y. = a(s,Y(oj)) ds + W.(w) t o 7 t 

En considérant le processus canonique de Y dans l'espace 

(c,«&£),P y) on obtient : 

^ t ( x ) = /* a(s,x) ds +UÍ L
t(x) (partie I, formule 2.33.) 

On introduit comme dans la partie I (théorèmes 2.8. et 4.5.) : 
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- une modification a de a 

- les temps d'arrêts de la famille (^Ç) avec : 

T (x) = sup {t : I* ||a(s,x)|| 2 ds < n } n ^ o 1 1 1 1 

- les processus a 1 1 , définis sur (c, №>^) >Py) P a r : 

a n(t,x) = 1 T (x) a(t,x) 
^ n 

- les processus d'approximation de ^ , Y n définis sur 

(c o,(ft t°) 5P°) avec 

Y"(x) = ^ t ( x ) si t $ T n(x) 

Y^(x) = ^^(x) - a(s,x) ds pour tout x €. c q . 
n 

Soit Vf£(x) = exp[-J^(an(s,Yn(x)),Ju>s) - \ l\ || (As ,Y n(x) | | 2 ds] 

~ n o 
alors : = 1 * e s _ t u n e m e s u r e ^e Probabilité sur 

c c 
(c Q, fb ). Le processus , défini sur la base (0^,(6^ ),Py) 
est une martingale, et Y n est un mouvement brownien sur la base 

c 
( c

o*0î\ ^ » P
n ^ (d'après le théorème de Girsanov). 

Y 
Soit Z une martingale sur la base (fi,(3F^),P) . 

On peut se restreindre au cas où Z est d'espérance nulle. Soit 

la factorisation ^ o Y = Z . Alors ^ est une martingale sur 

(c,(ô !p,P Y) et donc sur (c , °) ,P°) . 
ç o Remarquons que le processus ^ défini sur ^c

Q5^-t/N'p ) ,P n) 
T\ n — 1 ^ 

par = ( ^ t ) » J V t ^ T est une martingale, à cause de la défini-
tion de la mesure P n et du fait que ~VT est une martingale 

n 
c 

pour la base ( c
0 > ^ t ^ T ^ » PY^ ' 

n 
On a déjà remarqué (théorème 4.5. de la partie I) 

c Y 
l'égalité des tribus kt> ° T et 7 ^ T . On en déduit d'après 

A n * n 
le résultat de J.M.C. Clark [2b\ sur la représentation d'une 

fonctionnelle du mouvement brownien comme intégrale stochastique, 
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qu'il existe un processus $ n adapté à la famille donc 
c 

d'après 3.4. à la famille (6>t ) et mesurable, tel que 
1 1 i n i i 2 o / * du < °° P . p . s . (et donc P v . p . s . ) avec o 1 1 u 1 1 n v Y ^ 

i " = ; t ($ n , d Y n ) 
V t o u 5 u 

n ^ n 
En remarquant que ^ ̂ a T

 = o n o t ) "tient : 

lt - 'Tn « s . « o = n ' o " T n <*>«>•„> * C T n <K- •:>» 
t * T Í a T ^ 

Soit M t = / e
 n d - ^ ) et K T = fo " ( ^ . « J ) du 

On applique la formule de Ito à la fonction f(x,y) = x.y où 

x = M_£ + et ^ = ̂  , ce qui donne : 

u n 

+ 'lVs d K s + \ 'l d < M > f >s • 

La dernière ligne représente un processus à variation bornée. 

D'autre part : 

/*(M + K )dvfi" = / t A T n f / S' T n(^,dU>) +/" T n(ï n,a")du]o>"(a n,d^ ) 
o s s Y s o L ° u u ° u u J T s s s 

t 
et U? n d M = / n U? n(ï n, d U?' ) . Par conséquent l'expression 

O I S S O i S S s 

t i^T / t(M +K ) d ^ n + U ) n d M est de la forme / n ( $ n , d \IR ) . o s s ^ s o i s s o u ' u 
t f s T -n 

D'après ce qui précède ^^-^^ ~ ^ 0 ^ u ' ^ ^ u ^ t e S ^ U n P r o c e s " " n 
sus à variation bornée, or c'est aussi une martingale continue 

c 
sur (c rp ) *Py) • Ce processus est donc nul Py-p.s. et 

° A n 
donc : 

frtKT = ' o n U u 5 d v ^ u ) P?-P- s- ( e t d o n c PyP- s-> n 
t AT 

Déplus E [ / 0
 n | | ^ | | 2 d u ] = E [ )2J < E [ > t

2 J < . 

ce qui montre que E | | | 2 duj < ». 
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Ceci termine la démonstration : en effet soit n<m et s<T (x) . 
n 

Alors ^ s ^ x ^ = ^ s ^ x ^ * Donc quand /* 1 , $ n converge pour tout 

u t[0,l] 5 Py^p.s. Soit $ le processus limite. La majoration 

des espérances indiquée montre également que : 
E \ S1\ I * I I 2 du]< » et ^ = ,d itf ) d'où L o 1 1 u 1 ' • 1 at o u u 

= ,d W ) où V = $ o Y . t o u u u u 

Meyer dans [ 1 2 ] p. 235 note que l'on peut affaiblir 

certaines hypothèses, c'est l'objet de la remarque suivante : 

3.6. Remarque 

Le théorème de représentation reste vrai sous des 

hypothèses plus faibles, en particulier, si l'on remplace 

E [/* | |H(t,a)) | | 2 dt] < « par la condition : P [/* | | H(t ,a>) | | 2 dt<*]= 1 

ou par la condition Py < < :$ • A partir de la représentation de Y 

obtenue dans la partie I au théorème 3.5. et en utilisant la 

généralisation C du processus d'innovation ( 2 . 1 1 . ) . 

4.- Equations de Kalman-Bucy (filtrage linéaire) 

Nous présentons ici les équations de filtrage linéaire 

dues à Kalman et Bucy. La méthode de Kailath, utilisant le proces

sus d'innovation et l'égalité des tribus dans ce cas permet de 

simplifier considérablement l'exposé. Nous nous sommes en parti

culier inspiré de [22] . 
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4.1. Données et hypothèses 

\aj Le signal X et l'observation Y sont des processus 

définis sur une base (fi , (5^) jp)0<-t-<i > ?" étant P-complète et 

contenant la famille ^ des ensembles de P-mesure nulle 

de / . 

X et Y sont solutions des équations différentielles stochastiques 

linéaires suivantes : 

1) d X t = C ( t ) X t dt . D ( t ) d V t , X ( Q ) = X Q 

2) d Y t = A ( t ) X t dt + B ( t ) d W t , Y ( Q ) = o 

\bj V et W sont des mouvements browniens sur (fi, (&^)9P) 

n-dimensionnels. La fonction de corrélation des deux processus 

est de la forme E [W^.V^J = r ( u ) d u • (* désigne la trans

position des matrices) r étant une application borélienne de 

[0,l] dans l'espace (R n,R n) . 

jcj X est un processus m-dimensionnel, E = o et 

X q est indépendant de V et pour tout t £ [p,l] . 

0 A, B, C, D, sont des matrices non aléatoires dé

pendant continûment de t 

A : m x q B : n x q C : m x n D : n x m 

[e] B B* est définie positive pour tout t e [p,l] 

[f] Y est un processus q-dimensionnel. 

Nous nous proposons dans ce qui suit d'obtenir l'estimé 

X̂ _ (X^_ = E Cx̂ lî?̂ ]), comme solution d'une équation différentielle 

stochastique (équation de filtrage) et l'erreur quadratique 

P t = E [(xt - x t x x t - xt)"J . 
Nous condensons dans le lemme suivant des résultats classiques. 



4.2. Lemme 

H^(W) 
Démonstration 

C£ A"*1 est un espace de Hilbert avec la norme : -̂ n ,m 
une f ^ f o I l f ( s ) I I 2 d s • L'application f <t_7 f(s) d W g étant 

t 2 
c o n t » - 4 . c t . o n 5 H (W) est sous espace de Hilbert fermé de IL . A R m 
Pour des fonctions f étagées, le caractère gaussien des Z_̂_ 

correspondants est immédiat, et comme tout f E. t^1 est limite r 7 n ,m 
presque sure d'une suite ^ p ^ °ù l e s s o n _ t étagées et le 

caractère gaussien passant à la limite, l'assertion (£) est dé

montrée . 

2 X - X est un processus gaussien m-dimensionnel 
/ \ . 

X^ - X̂ _ et W g pour s^t sont des variables aléatoires gaussien-
/\ 

nés orthogonales. Elles sont donc indépendantes et X̂ _ - X^ est 

alors indépendante de la tribu . On en déduit : 
E [ x t l # ? V < I . E [ x t - X t ] . E [ x t | X t • 

Soit W un mouvement brownien n-dimensionnel sur 

la base (fi,(^),P) . „ . Soit l'ensemble des applications t o^t^l n,m 
boréliennes f : [o, l] ̂  <^((Rn ,(Rm) telles que /* ||f(s)|| 2 ds < ». 

Soit H^(W) , l'ensemble des variables aléatoires avec : 

Z^ = fj- f (u) d W„ où f £ A~̂  t o u n,m 
2 

Soit (L m , l'espace des fonctions mesurables de (Q9#) dans 

(IRm, ÎS ) de carré integrable. Soit X un processus gaussien 
(Rm

 2 

sur (fi, (3^) ,P) tel que pour tout t é [ 0 , l j , X±€ L m et EJX^]= 0 
R 

Alors : 

(1) H^(W) est un espace de variables gaussiennes, 
2 

sous espace de Hubert fermé de L m 

(2) Soit H t = proj** , alors X± = E [ x j ^ î j v t ] 
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Cette assertion signifie que dans ce cas l'estimation X de X 

au sens des moindres carrés et l'estimation linéaire coïncident. 

Un autre résultat bien connu que nous admettrons 

est mentionné maintenant : 

M-. 3 . Lemme 

L'équation (1) admet une solution unique X , proces

sus gaussien d'espérance nulle et tel que : 

X. = *(t,o) X + *(t,s) D d V 

t • ' o o s s 

où $(t,s) est la matrice résolvante de la matrice Ĉ_ solution 

unique de l'équation différentielle ordinaire dans (R m)x(R m) . 
d * ( t ? s ) = c. *(t ss) avec *(o,o) = I 

dt x m 
où I est la matrice identité de <¡P(Rm,Rm) . m 
On a de plus E - V g ) X^]= o pour u<s<t 

Y 
4.M-. Le processus d'innovation de (Y ,(Î^.)) . 

-1 ^ TT-1/2 Soit = B* . On peut définir H~ et H? 
t t t r t t 

-1/2 
de telle façon que soit autoadjointe. 

Considérons le processus Y' , défini sur (£3,(3^),?) 

tel que Y' = H"" 1 / 2 d Y , comme Y. = H 1 / 2 d Y 1 et que H t o u u * t o u u ^ 
,y J Y ' 

H n'est pas aléatoire , les tribus 3* ̂  et sont égales. 
t -1/2 t -1/2 Y ' = / "~ H A X du + / H B d W t o u u u o u u u 

Remarquons que le processus W défini par 
t -1/2 W! = / H D d W est un mouvement brownien q-dimensionnel t o u u u H 

sur la base ( £ 2 , ( 3 ^ ) , ? ) : en effet W est une martingale continue 

de carré integrable et le processus à variation bornée associé est 
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défini par la matrice : 

fl H ~ 1 / 2 B I B* H ~ 1 / 2 du = I du = I .t o u u q u u ° ÇL q 
Y 

Le processus d'innovation de (Y',^^)) est donc un 
/\ 

mouvement brownien q-dimensionnel que nous noterons W , sur la 

base ,P) 
A + -1/? * 
W, = / H .A (X -X ) du + W! 
t o u u u u t W 5 Y Notons qu'en vertu du corollaire 3.3. on a : $ ^ = $ ^ . Enfin, 

le processus d'innovation de (Y , (3*^)) est alors le processus 

M défini sur (fl,(3fp,P) par M = d W u . 

4.5. Détermination de X 
— — — — — — — — — — — A 

D'après 4.4. X̂ _ = E [x | = E [ X
t ' ̂  t 1 P ' P ' S ' 

4.4. et le lemme 4.3. permettent d'appliquer le lemme 4.2. d'où 
la représentation : 

X. = I* G(t,u) d W P.p.s. t o u r 

où l'application G(t,.) est borélienne de £o , t3 dans T (ÏRq,|Rm) 

avec ||G(t,u)|| 2 du < » . 

Remarquons que pour s<t on a : 

E [ X t . W;] = E [ X t . W / ] = fS
D 6(t,u) d u 

On va donc calculer E \X_^ . W*J pour déterminer G . 

E i X . w M = E fx. . (/® H " 1 / 2 B d W )1 +/ 3 EfX^(X -X flA A H ~ 1 / 2 du L t s J L t o u u u J o L t u u - J u u 

Or E fx^.(/ 3 H ~ 1 / 2 B d W = Ef$ (t,o) X (/3 H ~ 1 / 2 B d W )*1 L t o u u u-l L ' o o u u u - 1 

+ E [fl *(t,u) D d V . (/3 H " 1 / 2 B d W )*] L o u u o u u u - l 

Le premier terme du membre de droite de cette égalité est nul, le 

second est égal à : 

fS
Q »(t,u) D uJ<V,W> uS* 
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= 'o * ( t' u ) Da ru Bu H û 1 / 2 a 

Maintenant 

' o E [ X t ( V \ / ] A u H û 1 / 2 d u = 'o $ ( t ' u ) E [ V V V * ] A u d " 

+ ' o E [ ( / u * ( t > v ) D v d V - ' V V ] A u H û 1 / 2 d u 

mais E * ( t , v ) D y d V y ) ( X -Xu)*J = 0 p u i s q u e X u - X*u e s t 

^ ^ - m e s u r a b l e e t que $ ( t , v ) D y d V v e s t i n d é p e n d a n t de ^ . 

On o b t i e n t donc l a f o r m u l e 
•1/2 E [X 'w*"] = f* # ( t , u ) r D PB* H " 1 / 2 + E fx X*~| A * H _ 1 / 2 l d L t s J o ' L u V u u L u u J u u J 

où X = X - X u u u 

Ce qui donne X_,_ = / G(t,u) d W avec ^ t o ' u 

G(t,u) = $(t,u) [ V a B u H u -1/2 + E [X X A 1 A* H ~ 1 / 2 1 L u u -» u u J 

Posons K,. = D PB? H -1/2 + E [X X t*] A* H ~ 1 / 2 . On obtient 

1 Téquation différentielle stochastique pour X : 

d X, C t X dt + K d W , X o = o 

En remplaçant W par sa valeur en fonction de l'observation Y 

a -1/2 ^ -1/2 
À X^ = C. X. dt - K. H, A. X. dt + H ' d 

t t t t t t t t t t 
a v e c X o = o , K t = D ^ ^ l Ç 

e t P t = E [ x t X « ] 

-1/2 
+ p t A * H ; 1 / 2 

Nous ne pouvons espérer résoudre une telle équation 

qu'en déterminant d'abord l'erreur quadratique P^ . 

4.5. Cas particuliers 

[a] V et W sont indépendants , = o V t alors 

d X t = C t K t d t - P t A* H ; 1 A t X t d t + P t A* H ; 1 d Y t 
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0 V = W , r t = i n 

d X t = C t X t dt - (D B* + P A* ) H" 1 A t x"t dt + (D B* + P tA*)H 

\Ç\ B = I n q = n 

d X = X. dt - (D. r . + P + A * ) A„_ X. dt + (D. r . + P . A * ) d Y_ t t t t t t t t t t t t t t 

4.6. Détermination de P 

On définit n t = E [X t X*] , n Q = E [ X o X Q*] 

ï t = E [ X t X t * ] . 

D Taprès les définitions de , , X̂ _ on a : 

n t = P t + ï t 

On détermine d f abord et Z^ . 

Détermination de IK : 

d T où 

X_̂  = *(t,o) X + / *(t,u) D d V t o o 5 u u 

X T* = X Q* *tt,o) + (/* *(t,u) D u d V u ) ^ 

n . = $(t,o) n <f(t,o) + *(t,u) D D* *tt,u) du 
t o o u u 

11̂  est alors solution de l'équation différentielle ordinaire : 

d n 

= + + D ^ D ^ * , n(o) = n dt ~t "t 

Détermination de : 

t t t t 

£ = fX *(t,u) K d W d'où : t o 7 u u 
E t = fo * ( t > u ) K

u
 K u **("t,u) du 

Z est solution de l'équation différentielle ordinaire : 
d z t 

dt = C t \ + Et c* + K t K t * , ï ( o ) = o 

On obtient alors pour P 1 équation différentielle ordinaire 
d p t 
dt 

= c t p t + p t c t * D t D t - K t Kt* • P(o) = »0 

où K t- o tr tBj 
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5.- Equation du filtrage dans un cas de filtrage optimal non  

linéaire 

En s 1 inspirant de [26j nous esquissons ici l'étude 

du cas où l'observation Y et le signal X sont comme dans le 

paragraphe précédent solutions d'équations stochastiques, mais 

les coefficients A, B, C, D étant cette fois-ci aléatoires et 

dépendant en particulier du passé observé. 

5.1. Données 

[a~| X et Y sont des processus à trajectoires continues 

définis sur une base (îî , (5^) 5 P ) Q < t < 1 > où $ est P-complète et 

contient la famille ^ des ensembles de mesure P-nulle de jr. 

X et Y sont tels que : 

I : X = X +/* C ( s , c o ) ds + S\ D(s,Y) d V g 

II : Y = / t A(s , o j) ds + VJ 
t o ' t 

[b] Comme dans le paragraphe M- , V et W sont- des 

mouvements browniens sur ( f i j C J ^ ) , ? ) q-dimensionnels, la fonction 

de corrélation des deux processus est de la forme : E ÏV V*l = / t A S r L t s J o u du 

T étant une application borélienne de (jD, ÎJ dans l'espace 

£«R q,!R q) • 

[c] X ^ est un processus m-dimensionnel et X q est 

indépendant de et pour tout t 

I'd] Y est un processus q-dimensionnel 

[e] A (resp : C) applications de ( [0, l] xft , ̂  ^ ®3> ) 

dans (Rq,<p> ) (resp : (iRm,P> )) , adaptées à la famille (tf ) 
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et tels que E [/*( | |A(s ,a>) | | 2 + | | C ( s , u>) | | 2 ) ds] < » 

D est une application de (£0,l] * C, ft^ f]®'^) 

dans (<£((Rq,IRm) , f\ ),adaptée à la famille et bornée. 
*<R q,R m) 

Remarque 

Comme 7 D a { X s,W s,s<t} ^ ^ les processus A 

et C dépendent du signal X . . 

5.2. Lemme 

Soit f une application de (Rm dans IR , de classe 
2 • 3 f 3f C , les dérivées partielles — et - - étant bornées, 

3X^ 9 X | j 
f satisfaisant en outre à E £(f o X^) 2] < °° pour tout t 

Alors en désignant par L^Ct,^) l'expression : 
1 m r - 2 

Lf(t,o)) = i Z (D(t,Y(o>)) D*(t,Y(a> 
i, j =1 ± 9 J 3x. 3x. ^ 

1 D 

3 zf o X t(w) 
i»3 

m 3f o X (a>) 
+ l C . ( t, w ) — ^ 

i=l 1 a x i 

on a les propriétés suivantes : 
(1) est un processus à valeurs réelles défini sur (fl,^) ,P) 

tel que E(" /*(L ( t , w) ) 2 dtl < « 
. J . m r3f o X c 

(2) f o X t(œ) - f o X (w) - Lf(s,a)) ds = ^ — -(D ( s , Y) dV s ) ± 

i = l L i 
Commentaire 

La démonstration de ce lemme est immédiate. Il suffit 

d'appliquer la formule de Ito en exprimant f o X^ - f o X Q 

pour obtenir (?) . (T) est évident d'après les hypothèses faites; 

enfin notons que ce résultat est classique quand l'équation I est 

une équation stochastique du type Ito. 
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On désigne par M la martingale réelle de carré 

integrable définie sur (ft,CÍt),P) par : 

m p . 3f o X -i r - i 

M. = E / — r (D(s,Y) d V ). - E f o X - f o X 
t i = l L ° 3 x i s ^ L °-l ° 

On notera E T o X^J # E T [jL^(t,.)] , E T ( A T ) les versions mesu

rables existant d'après le lemme 2.2. des espérances conditionnel

les respectives E [f o X t | ] , E [^L f(t,.)| î ^ ] et E [ A J ^ * ] . 

5.3. Lemme 
— Y Soit M le processus défini sur la base (fl, (3^),P) 

par : 

M t = E t [f o X "] -E°[f o X Q ] - E S [L f(s,.)] ds 

Alors M est une martingale de carré integrable. 

Démonstration 

En exprimant M à partir de M on obtient : 
E LVMsl* s ] = E L Mt- Msl^s] + E ^ & o Xj - f o X t \ ï Y

s ] 

- E [ E S [f o X s ] - f o X S | 3F H 

- E [/* (E U [L f(u,.)] - Lf(u,.)> du| £ . 

Il est clair que les quatre termes du membre de droite 

sont nuls, est de plus s ^-mesurable par définition, enfin 
"2 

les propriétés de f et de L^ impliquent l'intégralité de 
On désigne par G le vecteur de composantes G"' 

s s 
• • • 

définies par G^ ds = <M,W :> t . 

A partir de r , on désigne par le vecteur défini par : 

r.(u) du = <V, W^> t . 
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On peut alors voir que : 
9f о X 

Gl = ( - D.r.(s)J) 
s Эх D 

5.4. Théorème (équation de filtrage correspondant à l'observation Y ) 

Avec les données précédentes on a l'égalité : 

[f o X t ^ = E° [f о X q ] + E S [bf(s,.)] ds 

+ (E Síf о X A l - E S [ f o X ] E S [ A ] + E S[G 1 d W ) o X L
 S S - J L S J

 L s L s-') s ' 
л Y où W est le processus d'innovation correspondant à (Yjid4^)) . 

Démonstration 

On pose 

M* = /*(ES[f o X s A s3 - E SCf о X s l E SCA s]+ E S C G s 1 d W, ) 

Nous allons montrer que = M* P.p. s. 

D'après le théorème 3.5. de représentation, comme 
Y 

toute martingale de carré integrable sur la base (Q,Cj_j_),P) 

peut être représentée par une intégrale stochastique par rapport 

au processus d'innovation, nous avons l'équivalence 

M t = M* / \ ÇECMt.Z1J = E(H*.ZtJ pour tout Z± de la forme 

) Z = /J (Ф ,dW ) avec E [ | ^ t | | 2 ] < 00 , Ф étant 

^adapté à la famille . 

On calculera les expressions = E [ ( M t - M t ) . Z t ] et T 2 = E ^ M t . Z t 3 

T± = E ^ E ^ f o X t ] - f o X t)Z t"]- E[(/J(ES[Lf(s,.)J- L f ( s , . ) )ds ) Z^] 

Le premier terme est nul (on le montre en conditionnant par rapport 

à 3**) . Le second est égal à - E f' / ,o ( Zt" Zs > L f ( s » e ) d s ^ 

Mais Z t = fl ( # s,d W s ) + /*(. g fd W s> + /*(Ф 8, A s - E S / A j ) ds 

d'où T± = E[/J( / * ( . u , d W u ) + /з(Ф и,А и - EU[AJ du) L f(s,.) ds] 

= E [/* L f(s,.) (/*(Фц, A u - E > u l ) du ) ds] 

Enfin T a = E [/* (fl L f (u,.) du) (Ф з, A s - E S [ A j ) ds] . 
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T 2 = E [ M T . / * ( * s , d W S ) ] + E [ M T ./o(* S.A S - E S [ A S ] ) ds] 

or E [M t ./*(. 8,A 8 - E S [ A s 3 ) ds] - E [/* M s . ( % , A s - E 5 ^ ) ds] 

= E[/*(f o X S - E[f o X O ] - fS
Q L f(u,.)du)(* s,A s - E S ̂ 1 ) ds] 

= E[/*(f o X S - fS
Q L f(u,.) du ) ( $ S , A S - E S [ A s l ) ds] 

Maintenant 

E [M t / J ( . S , d W S ) | = E [/J(. S F d<M,W> s] = E [/*(.B,6S) ds] 

= E [/o<VE SCG s]) D S ] = E [ z T.^(E SCG sl 5 d w j 

et 

E ['o f ° V ^ ' V ^ V M = EK ( $S' e S^ o V A 8 - E 8 C A 8 ] > ] ) d s ] 

= E[z t /*(E S[f o X S . A S ] - E S[f o X S ] . E S C A s l , d W G ) J 

On obtient 

T 2 = E [ Z T . /*(E S[f o X S A sl- E S[f o X S"] E S [ A J , d W G ) ] 

• E [ Z T . /*<E S[6 81, d W S ) ] - T L • 

D'où le résultat. 

On considère maintenant le cas plus général où 

l'équation II est remplacée par III : 

III : Y t = A(s,w) ds + B(s,Y) d W g 

avec les hypothèses suivantes sur B : 

- B application de ( [ o,l ] * C ,<&£Q ^ ® %° ) dans 

( ^ ( ( R q , R q ) , ^ n ) 
£ ( t R q , R q ) 

- pour tout s et tout x B(s,x) est inversible 

- | | B| |> k > o 

- P [/*| |B(s,Y) | | 2 ds < »]= 1 . 

Soit le processus Y' défini sur (fi,(^),P) par : 

Y! = /* B" 1(s,Y) d Y t o s 
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on a Y f
t = B 1(s,Y) A(s,u>) ds + W t 

Y% étant 5 t-mesurable, on a > t C > t 

5.5. Lemme 

Avec la condition : 

Pour tout mouvement brownien W défini sur une base ( fi, ((^ ) 

et tout temps d Tarrêt T fini de la famille ^9t^' l !équation 

stochastique : 

(3) Z. m = / ^ BCsjZm) d W admet une solution forte unique 
L A J- O 1 S 

Y T ^ Y 

(unicité trajectorielle), alors T t = ~r ̂  

Démonstration 

(avec les arguments de la démonstration du lemme 5.3, de 

On considère W le processus d'innovation correspondant 

à (Y',(?.£ ) ) . On peut alors écrire en appliquant le lemme 2.2. 

et la proposition 3.1. 

Y!(a>) = a(s,Y'(o))) ds + W.(a>) P.p.s. 
t o t 

Soit T (w) = sup {t : /*| |a(s,Yf (o>)) | | 2 ds < n } . 
% Y f 

T est un temps d'arrêt de la famille ) . On définit alors %Y T n ' sur la base (fì,(>̂ . ) ,P) des processus Y 1 par : 
t T 

Y! n (a,) = W.(ci)) + / n * (s,Yf(a>)"") ds . 
t t o 

Suivant une technique déjà utilisée, on applique le théorème de 
~Y' . . , 

Girsanov. Il existe alors sur (fi,3̂  ) une probabilité P^ 
n . ^ Y T 

telle que Y' soit un mouvement brownien sur la base (Œ,(J*_£ ) >P R) 

Pour ce mouvement brownien et en prenant T = 1 , il existe une 

solution forte à l'équation (3) . Notons cette solution Y n . 
\/n Y f Nous avons Y* = IT B(s,Y n) d Y' n et $2 C $ 7 t o ' s t t 

Comme sur l'ensemble {t < T } , Y' n = Y' on a : 
n t t 
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f 1 = Y1 

* t A T j t A T n ^ n ^ 
d'où l'inclusion T C ^ * 1T et la relation C ï * ? 

n n 
puisque ^ 1 . 

Ayant déjà remarqué l'inclusion réciproque, on a le résultat 

annoncé. 

5.6. Remarque 

Les hypothèses du lemme 5.5. sont en particulier réa

lisées si nous avons des conditions de Lipschitz portant sur le 

coefficient B et si les processus solutions sont markoviens. 

Dans un cas plus général, tel que celui de notre étude 

il n'est pas sur que nous puissions nous passer de conditions por

tant sur les temps d'arrêt. 

5.7. Corollaire 

Avec les données 5.1., l'équation III remplaçant 

l'équation II, et les hypothèses faites sur B, y compris celles 

dy lemme 5.5., on a l'équation de filtrage suivante correspondant 

à l'observation Y : 

E T [f o X T ] = E°[f o X Q 1 + fl E S [Lf(s,.)]ds 

+ fl (B'^s.Y) j> S[f o X S A s ] - E S[f o X s 1 E S [ A S ] ] + E 8 ^ " ] , d W G ) 

Y Ï , T = ' o ^ B ( s > Y ï > d Y s n n 
Mais d'après la définition de Y' nous avons aussi 

Yt„T = 'o B ( S ' Y T > d Y s ' 
n n 

Ceci montre d'après l'unicité des solutions de l'équation ( 3 ) 
que les processus Y n et Y ^ sont indistinguables, ce qui 

n 
nous donne l'égalité 
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où W est un mouvement brownien défini sur (Q, ,P) par 

W = W t + B" 1 (s,Y) (A g - E S[A gl) ds . 

Démonstration 
A 

Comme le processus W défini ici est, d'après le 

lemme précédent, le processus d'innovation correspondant à 
y Y ' 

( Y ' ) ) , l'équation écrite n'est pas autre chose que l'équation 

du filtrage obtenue pour le processus Y' . 

5 . 8 . Remarque 

L'équation de filtrage trouvée recouvre de nombreux 

cas. Cependant, si on ne dispose pas de données supplémentaires, 

elle ne permet pas le calcul des estimés [X^] ou []f o X^_] . 

En effet, pour le voir, considérons le cas simple étudié par 

Shyriaev [30] où le processus X est une variable aléatoire 

réelle X Q , Y et W sont des processus à valeurs réelles, 
avec A(s,u)) = A (s,Y) + X A. (s,Y) . On en déduit, avec les o o 1 
notations précédemment utilisées que l'on a : 

C = D = 0 , M = X , L.Cs,.) = 0 , G = 0 
O X s 

En prenant f tel que f o X Q = X q , on obtient 

l'équation de filtrage : 

E t [X ol = E°[X o] + /* B' 1 (s,Y) A 1 (s,Y) (E S [x*] -(E s[xJ) 2) d W g 

ou en écrivant 

W t = B" 1(s,Y) ds - /*(A Q(s,Y) + A 1(s,Y) E S [X q] ) ds 

on obtient : 

E tLX 0l= E°[Xol + /* B" 2(s,Y) A 1(s,Y) (E S[X 2]-(E S [xj)2) d Y g 

- ¡1 B _ 1(s,Y) A 1(s,Y)(E S[x 2]- (E^Xj) 2) (A Q ( s , Y) +A1 ( s ,Y)ES [X Q] )ds 

Il est clair que E^^X^) ne peut être calculé si on 
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ne connaît pas E [X !• 

Si on considère maintenant l'équation de filtrage avec f o X = X 
o 

t 2 t 3 le calcul de E [ X Q 3 dépend de la connaissance de E [ X Q ] et 

ainsi de suite. 

Dans C3Cf\ , Shyriaev considère une observation initiale Y Q 

Y 
et montre que si la distribution initiale ^ [ ^ 0 ^ x l ^ 0 ] e s _ t 

celle d'une loi normale N (m, Y) , alors la distribution de 
Y 

la loi conditionnelle P [ X Q ^ X | # 3 e s _ t a u s s i celle d'une loi 

normale de paramètres M± = E ^ X ^ ] et Y , Y = E T [ ( X - . m T ) 2 J , 

que l'on peut calculer. 

Ce résultat énoncé avec une démonstration sommaire 

est la généralisation de celui démontré par Liptzer et Shyriaev 

dans [3l]\ . 
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A N N E X E 

Démonstration d'un théorème de Liptzer et Shyriaev 

A .1. Données et hypothèses 

|a| Le signal X est une variable aléatoire réelle X , 

E [X o]= 0 et E [ ( * o ) 2 3 < 

|bj L'observation Y est un processus à trajectoires con

tinues, défini sur une base (fi, C-F^) 5 P ^ 0 < - t < ^ tel Q u e : 

Y t(u) = Yo(o)) + /*<A o(s,Y(üO) + XQ(o)) A1(s,Y(o))) + /* B(s,Y(u))) d W c 

Y q est une variable aléatoire de carré integrable , indépendante 

de W_£ pour tout t . 

|c] A Q,A^,B sont des processus définis dans (c,tô^),Py) 

avec 

E P Y E ' o A o ( s > x ) d s j 

pour tout t , et tout w A^ft,Y(a>)J est bornée. 

P Y [ o B ? ( s ' x ) d s < °°] = 1 

[dj W est un mouvement brownien défini sur (fi,(^) 5P), 

X q est indépendant de pour tout t . 

[e] i* désigne la tribu engendrée par les variables aléa

toires W s pour s^l , X q et Y q , complétée pour P. De façon 

analogue 3 ^ désigne la tribu engendrée par W s , s^t , X q et 

Y q et par la famille des ensembles de P-mesure nulle de $ , 

\f\ Pour tout x et tout t |B(t,x]| £ k > o 

Pour tout mouvement brownien W défini sur une base ( ̂ , (^) 

et tout temps d'arrêt T de la famille ' l'équation sto

chastique : 

( 3 ) Z t A T = fto^ B ( S ' Z T > d W s 

admet une solution forte unique. 



Remarque 

Ces données et hypothèses permettent d'appliquer le 

lemme 5.5. et le corollaire 5.7. de la partie II . Nous pourrons 

alors démontrer un théorème de Liptzer et Shyriaev £[30]> théorème 1 

Notons que l'hypothèse d'unicité forte, énoncée en 

\f\ ne figure pas dans l'énoncé du théorème 1 de . 

Enoncé du théorème 

Avec les hypothèses précédentes, si la distribution 

conditionnelle initiale P Tx $ u I ^ 1 est celle d'une loi nor-
l o 1 o J 

maie N(m,y) alors la distribution conditionnelle à posteriori 

P {] X q ^ u e s - t a u s s î celle d'une loi normale N(m^,y^) où 

m t = E [ X o | 3 ^ ] et y = E [ ( X Q - m t ) 2 | $ satisfont les équations 

A (t,Y) 
A.11. dm. = y -± |d Y. - (A (t,Y) + A. ( t, Y) m.) dt \ x m =m 

T T B*(t,Y) 1 r ""V 0 

d Y t 2 A l(t,Y) 
A.12. = ~ y+ - 9 • > Y . = Y 

dt T B^(t,Y) 0 

Les solutions de ces équations sont données par les formules : 

Y T t A (s,Y) 
A.13. m. = m + Y + K -k (d Y o - A (s,Y) ds ) 

t Y t o B 2 ( , s o 

A.14. y 
* + A.2 (s,Y) 

° B^(s,Y) 

Nous traiterons le cas où Y Q = o, le résultat général étant 

facilement obtenu à partir de ce cas particulier. 

A.2. Une formule de densité 

Avec les hypothèses faites, les propositions 2.2., 3.1. 
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et la remarque corollaire 3.4. , on peut trouver des processus 
'> A '\ Q 
A j A ^ j B définis sur (c , (o^) ,Pyf ) tels que : 

A (s,Y'(u))) = A (s,Y(w)) X ® P.p.s. 
о о 

A a (s,Y'U)) = A1(s,Y(co)) X ® P.p.s. 

В (s,Y'U)) = В (s,Y(o))) X ® P.p.s. 

où Y 1 est défini comme dans (partie II- paragraphe 5) par 

Y^( c d) = B" 1(s ,X)J^ce qui permet d'écrire : 
. (A (s,Y'(u>)) + X (со) A. (s ,Y f (a)))) 

(1) Y ' U ) = — - - - ± ds + w. (w) 
X ° B(s,Y'(u>)) 1 1 

Comme X q est indépendant de pour tout t , on peut écrire 

l'espace de base (ŒjJ^P) sous la forme : 

(R x QQ , 8 R ® <IÇ9 П <g> P Q) 
où est la tribu a{W , s<l} , X définit sur la 

s o jR 
distribution П , P est la restriction de P 

Soit a> £ П » o>= (a,a> ) et X (со) =a , W. (u>) = W. (u> ) , Y'(ш)=У! (a,w) 
о о t t o t t o 

(1) est alors équivalent à (2) 
л +. (A (s,Y'(a,a))) +a A Л s , Y' ( a , a> ) ) 

(2) Y!(a,a) ) = - ^ 1 — ds + W (a) ) i 
t ' О J О W , / NN t O 

B(s 5Y T(a,a) o)) 

On notera également et W les sous tribus de ^ 

associées canoniquement à et "36 , c'est-à-dire respectivement 

la tribu formée des ensembles de la forme U x Q OÙ U Ç 
о IK 

et la tribu formée des ensembles de la forme iR x G ou G 

Pour la loi e ® P , loi conditionnelle sur 3̂  connaissant a e R 
a  о 

on a la relation (2) presque sûrement, a étant cette fois ci un 
Y f 

nombre certain. On note К la restriction de cette loi à 
CL 

et on a К < < PAyY f . Soit P 1 f image de К par Y' dans 
a J Y » A a 

l'espace (c,(fec) . Alors k < ^ Y ! 
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ayant P Y 

1 L " B(s,x) 

On a (partie I - proposition-2.9.) , P Y T a << 3 , où $ désigne 

la mesure brownienne définie sur (c,Ç??) et : 
A A A A 

d P v t r i A (s,x)+aA,(s,x) . . A (s,x)+aA.(s,x) 0 

( 3 ) _ ï _ ( X)=exp - 2 - ^ î d ^ . - l / l p - 1 ) 2
d s 

d 3 L ° B(s,x) * S 1 o X B(s,x) 
Pyia.p.s. 

En utilisant l'expression de cette densité relativement 

à la mesure P> (I - proposition 2.9.), et ayant P v, << 3 on obtient 

aussi la relation (3) , P^.p-s. 
A 

D'autre part, en utilisant le processus d'innovation W 
,v ' 

associe au couple (Y',(5 t > ) on obtient : 
. A (s,Y'U)) + m (w) A,(s,Y'(a))) 

Yî(a,) = S — - - 2 ds + W (a)) 
T B(s,Y'(a))) T 

où m g est une version prévisible de l'espérance conditionnelle 

E |^X Q I J* s J . O n note m le processus prévisible défini dans 

par m^ o Y'((d) = m ^ u ) . Avec cette représentation 

de Y' on a (partie II, corollaire 3.2.) 
A A A A , \ 

r 1 A (s,x)+m(s,x) A.(s,x) . A A (s ,x) +m(s ,x)A.(s,x) 0 

x)=exp -2 _ 1 d y - \ —111 1 fd 

1 ° B(s,x) ^ s ^ ° B(s,x) ' 

dP Y, — — ( 
de 

P y,.p.s. 

Ayant P << P , on obtient alors l'expression de la densité Y / ° ï 

d P ^ T (x) = exp 
1 (a - m(s,x)) A.(s,x) 

<l s 7 7 3 i d 1 s B(s,x) 
1 1 (A (s,x) +a A.(s,x)) 2 - (A (s,x) + m(s,x) Â.(s,x)) 2 

± f1 — 2 : 1 2 1 ds 
2 ° A ? 

B z (s,x) 
P v f.p.s . . A (s,x)+m(s,x)A.(s ,x) « 

En écrivant M ! = / — ± ds' + U/T(x) 
3 t ° B (s,x) t 

r . A (s ,x) +a A. (s ,x) 9 "| 
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où v\/ o Y'C o j) = W_j_(o)) on obtient 

d P v t a f . (a-m(s,x)) A.(s,x) . 1 9 A.sC^x) 
d P Y ' L ° B (s,x) s 1 ° BZ(s,x) J 

P y,.p.s. 

Soit maintenant F £<rS^ 

P [ X q S u , Y'£ FJ = / P £ X Q .< u| Y' = xj d P y l (x) 

dP , et 

On en déduit : 

P [ X O , u| Y' = x f e c ] = E [ ^ 1 (x) d n ( a ) 

si n admet une densité par rapport à la mesure de Lebesgue on ob

tient : 
3P 

9u 3u L d t Y ' T 

ou relativement à l'espace (.û,9'iP) : 

9P fx $ u |j< 3P[X < ul r (u-m(s,u>)) Â.. (s ,Y* (10) ) 
I_J = o J . exp / T I d W 

9 u 9 u L ° S ( s , Y ' ( « » 2, . Aj(s,Y'U)) -, 
— t t / (u-m(s,a))) ds 

1 ° B^(s,Yf(oO) J 

En désignant encore par m g une version prévisible de E £ X Q | ^ 
^ Y T 2 Y 

compte tenu de l'égalité -T = lr t et de la relation : 

= /* B - ^ s . Y O ) d Y - /* V S » Y < » » + m ( s ' » > A ^ s . Y U ) )  
t o s o B(s,YU)) S 

on obtient : 
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3P [X < u \$ \] 3P [X < u] j- t (u-m(s,(o))A1(s,Y(u))) 
2 = 2 =. . exp / « (d Y 
3u 3u L ° Bz(s,Y(u>)) S 

1 T 9 A 2 ( s , Y U ) 
- (A (s,Y(u))+m(s,u) A. ( s , Y U ) ) ) ds) - ± / (u-m(s,a))) -i ds 

° 1 1 ° B'(S,Y(U>)) J 

A. 3. Démonstration du théorème 

p . . • 8 P C X o * u 3 1 r (u-m) 2 1 
En écrivant que —: = E X P Ô 

9u \f2Uy L *y J 

et en utilisant la formule obtenue en A.2., on obtient une relation 

de la forme Y 
= ^ exp | _ - M ( U ) J DU V2 n y 

où <̂ est un polynôme du second degré en u . Ceci montre que la 

distribution de E £ x q $ u | $ ̂  ] est celle d'une loi normale, 

de paramètres et Y t = E L ^ x
0 " m t ^ ^ ^ t ^ ' 

Nous allons maintenant obtenir m̂ _ et y^_ en suivant 

la méthode exposée par Shyriaev et Liptzer dans £3l] . 

On applique d'abord (comme dans 5.8. partie II) l'é

quation de filtrage avec f o X Q = X Q . Ce qui donne : 

A (s Y) 
m = m + /* 4 — [ e S [ X 2 ] - m 2 ] (dY^ - (A (s,Y)+m A (s,Y))ds) 

B (s,Y) 

en écrivant que y^_ = E l^qI^ ̂ J- m̂ _ on obtient sous forme dif

férentielle, l'équation A.11. 
A^t.Y) -, 

A. 11. d m. = y. -4 d Y + - - ( A ( t > Y > + m-h A 1(t,Y)) dtj 
1 1 * B^(t,Y) t ° t 1 

m = m o 
2 

Appliquons maintenant l'équation de filtrage à f [XJ]= X Q 

^ D O - ' o [x£] - E ^ ] . 
B (s,Y) 

[d Y g - (A Q(s,Y) + A 1(s,Y) m g ) ds] 

file:///f2Uy


- Hü -

Comme e S [ X q 1 " ^l*^] 1 7 1- = E t Xo ^ X

0 ~ m - 5 I 3̂  ̂  J o n obtient en 

écrivant que la distribution de E ^X^I'f^Jest normale et que 

E fx 2 (X -m ) | I Y 1 = 2m .y 
L O O S S * s s 

et 1'équation de filtrage s'écrit : 

Ef [ V > Y + m 2
 + 2 /* ^ 1 ^ - m s . Y s [ d Y g-(A Q( s , Y) ̂  s , Y)m s )ds ] 

d ( S j Y J 

et 

2 2 t V S > Y )

 r -i 
Y t = Y f rr/-m^2 -± m s . y s [ d V < A

G
 ( s > Y ) + A

±
 ( s > Y ) m

s
 ) d s J • 

B ( s , Y ) 

En écrivant A.11. sous forme intégrale, et en appli-
2 

quant la formule de Ito à F(m ) = m^ on obtient : 

ml = m ? + 'o 2 Y s m s T d Y s - (A o(s,Y) +A l (s,Y) m 8 ) ds] 

2 A 2(s,Y) 
+ / y —ô ds 

° S B^(s,Y) 
D'où l'équation A.12. écrite sous forme intégrale : 

T 2 A ; ( s , Y ) 
A.12. y = Y Y q -5 ds 

t ° S B^(s,Y) 
La résolution de A.12. est immédiate. On obtient 

A . m . >( 
+ A,(s,Y) 

1 + / X . -4 ds 
o ' B (s,Y) 

Résolution de A.11. 
A^(t,Y) 

On commence par résoudre d m.̂. = -y^ — 
B'(t,Y) 

m dt 

En portant la valeur de y^ obtenue en A. 14. on a : 

dm. 
m, 

t Aj(s,Y) 
dt où u. = / y. —0 ds 

* ° B 2(s,Y) 
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On en tire m 
t . A 2 (s,Y) 

° B^(s,Y) 

On aura maintenant une solution de (A.11.) en utilisant une 

méthode de type "variation de la constante" . 
A 

Soit m. = k . * 
X T

 + A; (s,Y) 
B 2(s,Y) 

où k est une quasi martingale de la forme : 

k t = k Q + a(s,to) d Y G + /* &(S,UJ) ds 

En appliquant la formule de Ito à la fonction F(x,y) = x.y pour 

x = k et y = X on obtient : 
t
 + A^(s,Y) 

° ET(s,Y) 

k. • y 
A 2(s,Y) 

±
 X B^(s,Y) 

dm = dk . s - s dt 
T X

 + A (s,Y) A;(s,Y) 
1 +y fQ — ds (1+y fQ -5 d s K 

B 2(s,Y) B ( s ' Y ) 

En comparant avec A.11. on tire : 
A (t,Y) 

Y • - k (dY - A (t,Y) dt) = o(t,ai) d Y. + p(t,u)) dt . On peut 
B (t,Y) T 

A1(t,Y(<o)) A (t,Y(u))) 
donc prendre a(t,tu) = y- — 9 e"t B(t,io) = ~ y - — 0 «A (t,Y(w)) 

B Z(t,YU)) B Z(t,Y ( a i ) ) ° 

d'où la solution 
t A 1(s,Y) 

k. = k + y -5 (d Y o - A (s,Y) ds) 
1 ° 0 B 2(s,Y) s 0 

et en prenant k Q = m 

Y t t A (s,Y) 
A.13. nu = m — + y + / —K (d Y - A (s,Y) ds) 

* Y * ° B 2(s,Y) s 0 

Comme A^(t,Y) est borné, il est clair que cette solution trouvée 

est la seule solution de A.11. 
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