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TOPOLOGIES LINEAIRES DU CORPS DES FRACTIONS
D'UN ANNEAU NOETHERIEN

par
Ahmed JEBLI

GENERALITES

Etant donné un anneau intdgre commutatif et unitaire A et K son corps
des fractions, nous donnons dans ce chapitre quelques propriétés éléméntaires
des topologies linéaires sur K considéré comme A-module. Rappelons qu‘une topo-
logie sur un module est dite linéaire si slle poss@de un systdme fondamental
de voisinages de 0 formé de sous modules.

Les valuations de K positives sur A définissent des topologies A-1i-
néaires sur K compatibles avec sa structure de corps, ces topologies nous seront

utiles par la suite, aussi donnons sn guelques propriétés :

Lemme 0.1. : [(3) Chapitre 6]: Pour que deur valuations d'un corpe définiseent
la méme topologie, il faut et il suffit qu'elles sotent dépendantes (Z.e. que

leure ammeaur soient comtenus dans un troisiéme anmeau de valuation du corps).

Lemme 0.2. : Deux topologiee d'un corps K défintes par deux valuatione ne sont
comparables que ei elles sont identiques, c'est-d-dire que si les deux valua-

tions sont dépendantes.

Cela résulte de Bourbaki, topologie générale, chapitre III, § 6,
exercice 22. En Qoici une démonstration directe : sgient v, v' deux valuations
de K, Av’ Av: leurs anneaux st rv. FV. les groupes de valeurs et supposons que
v définit une topologie plus fine que celle définie par v', cela veut dire
qu'il existe a € Av tel que aAV, C'Av' d'ol vix) > -v(a) pour tout x € Av'.

Si les valuations étaient indépendantes, il existerait pour vy € Pv et vy < -v(a)

un élément x' € K tel que :

vi(x') =0
vix') = vy



(théoréme d'approximation [3] .

x' serait dans AY' et vix') < -vi{a), d'ol contradiction.

Topologies définies par des idéaux :

Les idéaux non nuls de A forment un systdme fondamental de voisinages

de O pour une topologie d'anneau sur K. C'est la plus fine des topologies A-

linéaires non discrates sur K et compatibles avec sa structure d'annesau, on la

nots ‘t.ﬁ.

Lemme 0.3. : La topologie ?:;\ est compatible avec la structure de corps de K

1

(i.e. x —> x ' est continue), 8i et seulement s8i le radical de Jacobson de A

eat non nul.

En effet [1+IJ-1 < 1+I pour tout idéal I # (0) contenu dans Rad(A).
Il en résulte qu'd tout idéal premier p de A, on peut associer une topologie
A-linéaire de corps sur K, définie par les idéaux non nuls ds Ap, nous 1’ap-
pslerons topologie p-adique -z;. Nous nous attacherons par la suite & dster-
miner leé topo;ogies linéaires de K qui peuvent 8tre obtenues & l'aide de ces
topologies p-~adiques et des topologies définies par les valuations positives

sur A.

Le lemms précédent montre que lorsque Rad(A) ¥ {0), A est ouvert pour

la topologie de corps %‘7\. plus préclsément :

Lemme D.4. : Un ameau tntégre wnitaire A est ouvert pour wne topologie A-

linéaire de corpe sur K = Fr(A), ei et seulement si Rad(A) ¥ (0}, et dans.ae

cas, z"\ est la seule ayant cette propriété.

En effet : si T est une topologie A-linéaire de corps sur K pour
laquelle A est ouvert, tout idéal non nul de A est alors ouvert pour €, c’est-
a-dire que ‘!-;-sera moins fine que B, mais comme %7\ est aussi plus fine que

& ona ¥= 6‘; d'od Rad(A) # (0) en vertu du lemme précédent.



Remarque : En fait %, est la seule topologie A-linéaire d'anneau sur K pour

=

laguelle A est cuvert.

Corgllaire 0.5. : Si A est intégre semi-local, takest la borne supérieure des

topologies cﬁ; (m e Q : spectre maximal de A).

Cela résulte de 1'égalité A = A

Ap N DA (ol les m, sont 1les

i
. 1 n
idéaux maximaux de A) gui montre gue A est cuvert pour Sup ‘t; d'ol
meg
?;; = Sup 1;; par application du lemme précédent.
meQ

La topologie 2ZA : Lorsque Rad(A) = (0], 75; n'est pas une topologie de corps

sur K, mais elle peut étre remplacée par une topologie A-linéaire sur K, qui

est toujours compatible avec la structure de corps de K et qui jouera un réle

important dans notre étude.
Pour tout idéal non nul I de A, désignons par AI 1tanneau [1+I]-1A.

IAI est alors un idéal de AI contenu dans son radical de Jacobson.

 Proposition 0.5. : Quand I parcourt l'ensemble des idéaux mom nuls de A, les

sous A-modules IA; forment un systéme fondamental de voisinages de 0O pour une
topologie de corps qu sur K, Qui est la plus fine des topologies A-linéaires

non discrétes et compatibles avec la structure de corps de K.

Prauve :

- QSA est de fagon évidente une topologie d’anneau séparée.

- C'est une topologie de corps en vertu de l'inclusien [1+IAI)-1<: 1+IAI,
valable pour tout idéal non nul I de A.

- 51 M est un sous A-module non nul de K, voisinage de 0 pour une topolo-
gie A~linéaire de corps € sur K, il existe un autre voisinage de O pour G,
M’ tel que [1+M')-1<: 1+M. On vériflie alors immédiatement que I’AI, < M avee

I' =M NA, d'od Q;A est plus fine que T, et la derniére assertion est dé-

montrée.



Corollaire 0.7. : 8% dans A tout idéal est contenu seulement dans wn nombre

fini d'idéaux maximqux (par exemple si A est noethérien de dimension 1), alors

€A= Sup  T.-

me Q

Preuve : Compte tenu de la proposition précédente, il suffit de montrer que

ﬁl\ est moins fine que Sup %om : sodent I un idé€al non nul de A et Q{I) la
mef

famille finie des idéaux maximaux de A qui le contiennent. L’anneau AI est semi

local et ses localisés en ses 1déaux maximaux colncident avec les Am avec

m€Q(I). Mais ® = Sup € _ en vertu du corollaire 0.5, en particulier
A :
I mé€Q(1]
IAI est ouvert pour Sup <, donc ¥ est moins fine que cette derniére topo-
meqg O

logle.



CHAPITRE I

ANNEAUX NOETHERIENS DE DIMENSION 1

Nous étudions dans ce chapitre, ls cas des anneaux noethériens de
dimension 1 : si A est intégralement clos, c’est un anneau de Dedekind et une
étude simple des sous A-modules de K nous permet alors de montrer que toutes
les topologies A-linéaires de corps sur K sont bornes supérieures de familles
de topologies p-adique, dans le cas non intégralsment clos nous montrons gu'un
anneau noethérien posséde cette propriété, si et seulemeht si il est de dimen-

sion 1 localement analytiguement irréductible.

A - Anneaux de Dedekind :

Dans cette partie, A désignera un anneau de Dedekind et K son corps
des fractions : nous allons voir d'abord qu'il y a correspondance entre les
sous A-modules non nuls de K et certaines familles d'idéaux entiers de A.

Pour tout sous A-module M de K, désignons par a, 1'idéal M NA

= ay # (0) <= M # (0) - et {F; la famille des idéaux entiers ' de A tels que

a,,,v” c M.

Lemme A.1.1. : Pour tout sous A-module M # (0), nous avons 1’égalité :

U @ hH.

" =‘U'e {F; "

En effet : M est la réunion des idéaux fractionnaires qui y sont con-
tenus et qui contiennent am, un tel idéal est de la forme aM v:1 ot Yest un

idéal entier non nul de A.

Lemme A.1.2. : Le couple [aM. €#&] associé au sous module M vérifie les pro-

priétés suitvantes :

() tout idéal de CFM est étranger a @y



(i) i U e ® et Ve ¥, alors ¥ ¢ &,

(117) U:M est stable par intersection finte.

Preuve :

1)si1Ve 'ﬁ.” n'était pas étranger a am, il existerait un idéal premier p

contenant 4, et vV, et on aurait :
-1 -1
Gy P canv cnm
et a, pleca
d'od Ay p-1c ay. ce qui entraine p = A.
11) Résulte de l'implication Ve mm aM ‘(7’-1 c aM 1):1.

i1i1) Découle de 1'égalité Wn ”’)_1 -, ”"_1 valable pour tout couple

d'idéaux de A.

Proposition A.1.3. : Il y a correspondance biunivoque entre les sous A-modules

*

non nuls de K et les couples (a,F) wWrifiant les propriétés (1), (it), (iiZ)
du lemme précédent.

Démonstration : Compte tenu de ce qul précéde, il suffit de montrer que si

[u.(ﬁ] est un couple vérifiant les propriétés 1), ii), iii) précédentes, 1l
existe un et un seul sous module M tel que @ = aM et 4 ® T’M ¢ considérons un

tal couple, et posons U

~1
M 1)’.:_9‘-'“”'

alors :

a) M est un sous A-module de K en vertu de la propriété 1ii1) et de 1l'éga-~
1te a0 L9,

b) Tout idéal fractionnaire contenu dans M est contenu dans un idéal a\f1
(avec ¥ € ﬂ"). en effet : un idéal fractionnaire &tant un A-module de type fini,
chaque 61ément d'un systdme fini de générateurs asppartient & un idéel de 1la

forme 41’71 e ﬂ‘J). La propriété (iii) vérifiée par (a..Q") montre que l'idéal



fractionnaire est lui-mé8me contenu dans un idéal de la méme forme.
Si donc @' est un idéel entier contenu dans M, il existe ¥ e F tel que
a' ¢ a.\f" mis comme a et V sont étrangers, on a a' € a , ce qui veut dire
que a est ls plus grand idéal entier contenu dans M, 11 est donc é&gal 3 a.M.
c) De 1'égalité M= U ay’! ,
€

M
et du fait que ff et il{M vérifient les propriétés 1), ii), iii}, on déduit que

ﬂ‘)= fm. en effet : soit Ve ‘f alors il existe ¥ € f‘F‘M tel que
a”q c 0.1)"—1, d'od V' ¢ Vet par suite ¥ € fm On montre exactement de méme

que tout idéal de {F‘M appartient a f‘

Sur—-anneaux de A : Ce sont les anneaux intermédiaires entre A st K. Le couple

[aM. Q{MJ permet de retrouver un certain nombre de résultats connus sur les

sur-anneaux d'un anneau de Dedekind :

1 - Remarquons d'abord qu'un sous A-module noen nul M de K est un sous anneau
de K, si et seulement si 9‘{” est stable par multiplication : c'est évident

dans un sens et si M est un sous anneau, soient ¥, IY* ¢ f'M. alors il existe

U ¢ ¢

M tel que [a.M 1?-1) (aM V'_1) C am‘l7"-1. on en tire :

ay + aﬁ(’l’v'l_1c ay, + a L aM‘IJ”-1

ou

a, (@ V) wr) e aMt&"-1
mais comme @, et V¥ sont étrangers, on a : aM[U'ﬁ"]-1C ay ”"-1. d'od U c ¥

et par suite Y ¢ gfq (propriété (ii)).

2 - La famille 5{ associée & un sur-anneau de A st donc déterminée par les

idéaux premiers qu’elle contient.

Si S est une partie multiplicativement stable de A, nous aurens pour p € X ¢

pegf_1<===5p-1es_1A<==> A epis e pns+ae
S A



d'ol f -1 = {Yentiers tel que ' n S # @}, en particulier A_ = U 1}.1,
5 A (Y, pr=1

et plus généralement si Zf est une famille d’idéaux premiers, on a :

N a - (VU ¥y - U o
ped P ped “Wp-1 {w,p]=1
vpe S

~

d'aoll @

Théoréme A.1.4. [9] : Tout sur-anneau de A est une intersection de localisés

de A.

En effet, soit B un sur-anneau, alors :
= ”u() ”..1 = u = ng’ Ap
e %, {t&plﬂ p ¢ Ty
vp € %,

B

d’aprés 1'égalité précédente.

Théordme A.1.5. [9] : Tout sur-anneau de A est un anneau de fractions de A,

et et seulement 8i le groupe des classes de A est de torsion.
Ce théoréme résulte du lemme sulvant :

Lemme A.1.6. : Soit p € X~(0). L'anneau B = L,} p-m est w owmeau de fractions
m20

de A, 81 et seulement si p est d'ordre fini dans le groupe des classes de A.

Preauve :

1 - S1i B est de la forme S-1A, alors S rencontre p mals aucun autre idéal pre-
mier différent de P, d'old l'existence de s € S qui se factorise & l'aide de p

seul, i.e. il existe n > 0 tel que pn = (s).

2 - Réciproquement, s'il existe s et n tels que pn=(s).soit S = (1,5,52....3.

alors EfB = gf_1 = {p9%>0 d'oti B = S 'A en vertu de 1a proposition A.1.3.
S 'A

Nous pouvons maintenant donner la caractérisation des topologies A-~linéaires



suf K annoncée au début de ce chapitre :
soient € une topologie A-linéaire de corps sur K et M> un systéme fondamen-

tal de voisinages de 0 formé de sous modules :

Lemme A.1.7. : ST M € Mb aqlors {I‘JM contient "presque” tous les idéaux pre-

miers élevés & n'importe quelle puissance.

Preuve : Nous savons qu'il existe M'e 70 tel que a ,[1+a.m,J’1A Cc M d'ou,

pour tout a e dm.. il existe ‘l}a € '(FM tel que

a -1
1+a € am ,}a

ou
(a) f}a C (1+a) a, € (1+a)

Mais comme (a) et (1+a) sont étrangers, on doit avoir ?)é ¢ (1+a), ce gui impli-
gue (1+a) € fm d’'aprgs la propriété (ii) de iﬁm. D'autre part, pour tout pre-
mier P en divisant par &,, et tout n > o : aM' + pn = A, d'od 1l'existence

d'un a € 4, tel gque 1+a epn, par conséquent pn € 9'; Donc, sauf peut étre

Ml
les idéaux premiers de aM" tous les idéaux premiers appartiennent & Q‘M ainsi

gue toutes leurs puissances.

Lemme A.1.8. : ST M € ML , il existe wun idéal entier & et wne famille finte

’ . - 1
d'tdéaux premiers PyseensPy tels que M = a @y (Ap1 0n...N Aph].

Démonstration : Considérons les idéaux premiers (en nombre fini d'aprés le

lemme précédent) p1,...,ph pour lesquels il existe une plus grande puissance

n

finie pii appartenant a fm. Parmi les idéaux de :F‘M qui se décomposent a
n n

1

l'aide des Py seuls, 11 y en a un plus petit, c'est a = Py ....phh. Donc tout

Vv e .’.FM s'écrit
m m 0<m <n
— 1—

- p11....phh ¥ avec 1

Prap, = A 1=1,..0h



m,-n.
i1

h
ouencore V=a Y4 1y avec Y= 1 Pi

1=1

d’al '0-1 = a7 ‘[)"-1 c—1C a”? U'q car ‘(’-1 est entier

W  étant étranger aux p,, il est étranger & a donc

Tyt canyy a7 iy
et

“1as~1y _ -1 =1
ayla "' ) =a,a +a, ¥ Cn
car a4 € OvJM et V' aussi parce qu'il se décompose & l'aide d'idéaux premiers

distincts des Py et dont toutes les puilssances sont dans QfM, finalement

moa . U (ay TO

(?}’,pil=1
i=1,...,h
d'od
M= (a] a,) U 1 - gt a, [Ap n...NA )
(@ .p, =1 1 Pn
i=1,...,h

d'aprés la décomposition des Ap vue précédemment.

Théoréme A.1.8. : Toute topologie A-lindaire de corps sur K, séparée et non

discréte est borne supérieure d'une famille de topologies p-adiques (p € X).

Démonstration : Soit M un voisinage de O pour une topologie de corps 6 sur K

d'aprés le lemme précédent, nous avons :
-1

( ) M = A n L3 Y n A ]
“n Pa P
ce qui montre que chague Ap est ouvert pour 6.
i
Soient alors A = {p&X : A_ ouvert pour’f}l} et ¥, = Sup ,

P pEA
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il est cleir que ¥est plus fine que %, mais le lemme précédent nous dit aussi

A
que ‘ZZ est plus fine que ¥4, d'ot T = €.

A
On pourra se reporter 3 [7] pour le cas des annsaux principaux.
Cherchons maintenant & quelles conditions, la famille A est finie : nous aurons

besoin de la notion de topologie localement bornée :

Définition. [ﬁ, §6, Ex. 19] : Dans un annmeau topologique, wne partie B est dite
"bornée" si pour tout voisinage U de O, il existe un voisinage V de O tel que
VB CU (VB déstgne L'ensemble des produits v.b avec v &€ V, b € B). Une topo-

logie est dite "localement bornée', st elle admet wn voistnage borné de 0.

Soient toujours A de Dedekind et A un ensemble d'idéaux premiers # (0), posons @

€ = sup T
8758 Cp
A = /\ A

A pesr P

%;’: la topologie définie sur K par les idéaux non nuls de AA'

Proposition A.1.10. : Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) "Gi est localement bornée
b) A est fini
e) ‘ﬁz = ‘ﬁz

d) %€, est wne topologie de corps.

Preuve : Puisgue AA est aussl un anneau de Dedekind dont les idéaux premiers

A., i1 suffit de faire la démonstration lorsque

sont las (PA,) et [AA)pAA = v

aA’pea
A = SpechA = X.

Puisque le radical d’un anneau de Dedekind est différent de (0) si et

seulement si 1'anneau est semi local, le résultat de
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D'autre part, la borne supérieure d'une famille finie de topologies
localement bornées étant localement bornée b) == al) puisque les ‘% sont loca-~
lement bornées.

Montrons enfin que a) ==> b} :
) n

Supposons que A ne soit pas semi local, et socit U = () pii Ap un voisinage
i=1 i
de 0O pour ‘Cf;< Puisgue A n'est pas semi-local, il existe po € X distinct de

PpseeesPy 1 P, Ap‘3 est aussi un voisinage de O pour %,, montrons que Wu¢ P, Apo

pour tout voisinage de 0, W, ce qui prouvera que ‘C;( n'est pas localement bornée.

t m
Soit W = N qjj A, @
=1 3 Yy

€ X}, on distingusra deux cas :.

3

a) Si tous les QJ sont différents de po. il existe x et y tels que

P
X € 1=1pi cu et x*‘.}t’D
t nB
y ﬁ1% CW et yé¢p

d'ol x v € WU mais xy ¢,p0 Ap
o

8) Si 1'un des q, est égal a p . Soit ¢, = p_ par exemple. Posons :
3 5] 1 o

-2 ™M s
a =p p1 ....ps avec £ > m,
m, m m
1 2 t
LY
a po q2 -« & 'Iqt

il est clair que 4a C U et a*' € W d'ol aa’' € U. W, D'autre part, on a :

v, (aa’) = v, (@) + v (&'} = =f+m, <0 ,
1 PO P, 1
ce qui implique aa’ ¢ Py Ap , c'est-a-dire qu'il existe a € a, a’' € a' tels
o
que aa' % po Ap , la proposition est démontrée.
o
Remarques :

1) On peut aussi démontrer 1'implication c) == b) en utilisant le fait que si
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une topclogieylocalement bornée est borne supérieure d'une famille de topologies

qui sant localement bornées, alors elle est déja borne supérieure d'une sous

famille finie [1, §6, Ex. 20].

2) Certaines éguivalences de la proposition précédente restent valables pour un
anneau intégre qui est intersection d'anneaux de valuations indépendantes de son
corps des fractions. Plus précisément, soit A = ; f) Ai ol les Ai sont des an-
neaux de valuations vy de K = Fr(A) deux & deux in:2§endants. pour 1 & I soit
Tg la topologie définie par v,. q;; = .S:pquz et ?gi la topologie définie par
“les idéaux non nuls de A, Tf} est touj;urs plus fine que ﬁ;} :

Proposition A.1.11 : Les troie propriétés suivantes sont équivalentes :

Z) ﬁﬁ} est localement bormée
1t) 1 est fint

.o R
111) TI TI.

Preuve :

s
i) => {ii)} : Supposons que I soit infini et soit U = ) vi[ai), oli
i=1
{x € K : vitx] z_ai} , un voisinage de O pour ‘t}, i1 existe v appar-

vi(ai)
- . 3 §
tenant & la famille (Vixie]? différente de VgsearsVos soit AV 1tanneau de v,

c’est aussi un voisinage de 0 pour E;.
-t
Montrons que W.U ¢ A, quel que soit W = () vj'(BJ] : pour cela, on distingue
j=1

deux cas :

al v # v),ee.,v! ¢ alors le "théoréme d'approximation” appliqué aux

1 t
familles [v1....,v3,v] et (v;....,vé,v) assure l'existence de x,y € K tels que :

v,[{x) = a, vj(y] = 8j

vix) = -u viy) = =L+uy

oli £,u sont des éléments de PV groupe des valeurs de v avec £ > 0, on a évide-

ment x € U, y € W d'oll xy € U.W, mais xy ¢ A,
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b) Si v est égale & l'une des v!, soit v = vi par exemple, alars en

J

considérant les deux familles (v.v1,....vs} et (v,vé,...,vé). il existe x € K

et y € K tels que

vix) = =2 {v(y) =
vi(x) =a, vj[y) = Bj J = 2,000t

d'od xy € U.W, mais vixy] = 81-£ < 0 si on prend 81 < & , c'est-a-dire xy #.AV

quand 31 < 2 .

11) == iii) : Si I.est fini, on sait [2, Chap. 8], gue A est semi local
"donc Rad(A) # (0), d'oﬁ‘ﬁ} est une topologie de corps. D'autre part, A =f;:le Ay
est alors ouvert pour if&. d'od ZE = ﬁ% d'aprés le chapitre 0, lemme 0.4.

1ii) == i) : Evident puisqueqsi est localement bornée. Remarquons enfin
que«d& peut étre une topolgie de corps, méme si.I est infini comme le montre
1'exemple de 1'anneau Z{[X]] dont le radical de Jacobson est non nul.

Toutefols, si la famille (Vi]i.eI est de caractdre fini (f.e : V xe K, vi[x]=0
sauf pour un nombre fini de 1) et si A est de dimension 1 (ou si la trace de
1’idéal maximal de chaque Ai est un idéal maximal de A), alors Rad(A)Ff0 <>
est fini, en effet soient a#{0), a & Rad(A) et VyssesaVy les valuations telles
que viia) # 0. 8i I était infini, 11 existerait v eihﬁ}i.EI distinctes de
91,..5,vn d’od vla) = 0, c'est-a-dire a ép = m(Av] N A, st a ne serait pas dans
Rad{A) (dans les deux hypothéses]. m[AVJ est 1'idéal maximal de Av'

Avang de passer au cas dans lequel 1'anneau A est non intégralement clos, mon-

trons que le théoréme A.1.9 ceractérise les anneaux de Dedekind parmi certaines

classas d'anneaux intégralement clos (les anneaux de Krull et les anneaux "pres-

que de Dedekind”).

(1) 1

Proposition A.1.12 : Soient A wun ammeau de Krull, K = Fr(A) et X 'ensemble

de ses idéaux premiers de hautewr 1, les deux propriétés suivantes sont équi-

valentes ¢
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1) Toute topologie A-linéaire de corps non discréte est borne supérieure d'une

famille de topologies 2% (p € X[1]].

2) A est un arneau de Dedekind.

Preuve : Pour montrer que 1) = 2}, on va montrer que tout idéal premier # (0Q)

de A sst de hauteur 1 : soit q € Spec A, la topologis 2% est borne supérieure

(1)

d'une famille de topologies G; (p € X }J, et cette famille est finie puisquse

€ et les © sont localement bornées [1, § 6, Ex. 2@].» T = Sup T
q P T 4-1,...s Pi
et une valuation essentielle de l'anneau de Krull, Aq est définie par un

p € X(1) et 1% e@st moins finie gue %, d'ol

q
n, g
A A N . A
p p > p1 p1 ps ps
et ‘ [n1l (ns)
pD Py n...Np ,

s
les puissances symboliques d'id€aux premiers étant primaires, on voit en prenant
les radicaux, gue p est égal & 1'un des Py d'ol Aq n'‘a qu'un nombre fini de va-

luations essentielles, il est donc de valuation discréte d'ol h+(q) = 1.

Définition : Un ameau intégre A est dit 'presque de Dedekind", si pour tout
p € Spec A, Ap eat un ammeau de valuation discréte : wn tel anneau est de di-
menston 1 et pds nécessairement noethérien, voir [9, Appendi@] o 1l est dé~
montré qu'un ameau "presque Dedekind" est wn anneau de Dedekind, si et seule-

ment 81 tout idéal non nul est contenu seulement dans wun nombre fini d'idéawx

premiers.

Proposition A.1.13. Soit A un anmeau "presque Dedekind"”, K = Fr(A). 87 toute

topologie A-linéaire de corpe non discréte de K est borme supérieure d'une

famille de topologies ﬂ; {p € X), alors A est de Dedekind.

En effet : 1l'hypothese implique que z? est borne supérieurs d'une fa-

mille de topologies 5;,‘donc pour tout idéal non nul I de A, on a une inclusion
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n n

1 s
IAIDD‘i A n...nps A

Py p

S

n n
I> p11 Nee N pss {les P; étant maximaux)

et par conséquent, les idéaux premiers contenant I sont parmi les Py donc en
nombre fini, la propriété indiquée dans la définition nous dit alors que A est

de Dedekind.

Remarque : Un anneau "presque Dedekind” est de "Priifer”, et la proposition pré-

cédente nous montre que tous les anneaux de Prifer ne vérifient pas le théoréme
A.1.9. Nous n'avens pas réussit & caractériser ceux qui le satisfont, méme en

dimension 1.

B - Cas non intég;alement clos ¢

Dans toute cette partie, A désignera un anneau intégre noethérien

K son corps des fractions

X(1] l'ensemble de ses idéaux premiers de hauteur 1

>
#

Spec A,

e
]

Spectre maximal de A
1% : 1'ensemble des valuations essentielles de A' (cléture intégrale de A, qui
est toujours un anneau de Krull)
U}. 1'ensemble des valuations de K, positives sur A.
La question & laguelle nous répondons dans cette partie, est la suivante :

Quand A vérifie-t-il la propriété du théoreéme A.1.9. 7

Cette réciproque peut 8tre envisagée sous plusieurs formes, qui sont les sui-

vantes :

(P} Pour toute topologie A-linéaire de corps non discrete ¥ de K, il existe

X'e X tel que G= Sup ©
p €X' P

IP1J Pour toute topologie A-linéaire de corps non discrete ¥, il existe

X’CXH] tel que BT= Sup T

p e X' p
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{M) Pour toute topologie A-linéaire de corps T sur K, il existe Q' cf

telque €= Sup ¥
me Q'

(V) Pour toute topologie A-linéaire de corps & de K, il existe 19'c t%-

tel que €= sp T

ve % v
[\le] Méme propriété que (V) mals avec ' ¢ ‘l}"e.
Il v a des implicetions évidentes entre certaines de ces propriétés,

nous allons voir gu’elles sont en fait équivalentes en étudiant les deux pro-

priétés centrales (P) et {V), st caractérisons les anneaux qui les possedent.

Propriété (P) :

Lemme B.1.1. : 57 A vérifie (P) , alors tout amneau de valuation de K contenant

A est contenu dans un wunique anneau de valuation essentielle de A.

Preuve : Soient v une valuation de K, positive sur A, V son anneau et T;:/ sa
topologie, il existe A € X tel que 25:, = Sup %’b : pour tout pead , %‘:, est
plus fine que %‘I’D done %T/ est plus fine qus e’(.:cul.!xtes les topologies définies par
les valuations essentielles de Ap, donc égale a ces derniéres en vertu du

lemme 0.2, cela implique d’une part que {Ap)' est un anneau de valuation dis-

créte A;'), {ht{p')=1), et d'autre part gque A est réduit & un seul élément.

v et vp. sont alors dépendantes et comme vp, est discrate, on aV € AF;"

Corollaire B.1.2. : 8% A vérifie (P), alors tout idéal premier #(0) de A est

la trace d'wn idéal premier de hauteur 1 de A’.

Soient en effet p un idéal premier non nul de A et V un anneau de
valuation discréte de K dominant Ap (un tel anneau existe puisque A est noethé-
rien, voir [11]], le lemme précédent nous dit alors que V est nécessairement un

anneau de valuation essentielle de A, d'ol le corollaire.
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Remarque : Contrairement & ce gu'on pourrait croire, le fait que tout idéal
premier de A soit la trace d'un idéal premier de hauteur 1 de A', n'entraine
pas que A est de dimension 1, on trouve dans les EGA (IV 2e partie, page 101)

1'exemple d'un anneau local nocethérien intégre de dimension 2 qui satisfait &

la conclusion du corollaire précédent. Nous donnons, dans ce qui suit, une con-
dition pour gu’il en soit ainsi et qul est réalisée dans beaucoup de cas in-

téressants. Rappelons d'abord un lemme @

Lemme B.1.3. (EGA, IV, 1ére partie, proposition 23.2.7.1}) :

Soient A local noethérien intégre, K = Fr(A) et A' la cldture intégrale de A.
Alors A'! est un ameau de Krull et si (VA] est la famille de ses valuations
essentielles, 1l existe un sous ameau C de K, qui est wie A—algébre finie et
telle Que les (V)] goilent les clétures intégrales déé ameaux Cp ot (pA] est

\ A
la famille des idéaux premiers de hauteur 1 de 1l'ameau local C.

Considérons la propriété suivante : (EGA, IV, 1ére partie page 220, corollaire
23.2.89) :

(F} Pour tout anneau C tel que A € c < A' et tel que C soit une A-algébre finie
et tout idéal premier minimal ¢ de C, ¢ N A est minimal dans A.

Alors :

Proposition B.1.4. : Soit A noethérien intégre tel que tout idéal premier est

la trace d'un idéal premier de hauteur 1 de A’, alors si Ap vérifie (F) pour

tout p € Spec A, A est de dimension 1.

En effet : Soient p € Spec A et p' un idéal premier de hauteur 1 de
p' tel que Aé, domine Ap. Soit C une Ap-algébre finie du lemme précédent, Aé,

est la cldéture intégrale d'un C_ ob Py est un idéal premier de hauteur 1 de C.

Py

On a alors :
'A'NC = c
PP 0 5 T P
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i

‘W', NAINC. =p. C N A =(p C C InaA
(PAG N A, p,  Prp, M T Ry p, 7 "o, "

pAp n Cp =p N Ap et pA

b pA(\ A

A p

et comme Ap vérifie (F)}, pAp est de hauteur 1 dans Ap. d'ot 2(p)=1 et A est de

dimension A.

La propriété (F) est vérifiée si A est universellemsnt catenaire (EGA, IV, lérs

partie, page 221}.

Cette remarque étant faite, nous allons voir que (P} implique que dimA = 1 :

théoréme B.1.5. : Soient A noethérien intégre et K son corps des fractions, les

propriétés suivantes sont ééuivalentes :

1) Toute topologie A-linéaire de corps non discréte de K est borme supérieure
d'une famille de topologies p-adiques (p € X)

2) A est de dimension 1 et ses localisés sont analytiquement irréductibles.

Némonstration :

1) ==> 2} : Soient p € Spec A et p' un idéal premier de hauteur 1 de A’
au-dessus de p (corollaire B.1.2.), vp, la valuation essentielle qui lui sst

associée, d'’aprés (1), il existe 4 € Spec A telle que

1y = Sup <
v p
p' Py €A i

alors : pour tout pieA&. toutes les valuetions essentielles de Api définissent
des topologies moins fines, donc égales, & Tf; ' on en déduit que [Api)’ est
un anneau de valuation discréte égal a A;,, d‘gﬁ h(pi]=1‘et les Py sont iden-
tiques, en particulier Aé, domine Ap et Api, d*ou P=Py et htlpl=1. Par consé-
quent, A est de dimension 1.

Ceci &tant, soit & une topologie Ap~linéaire de corps, elle est borne

- supérieure d'une famille de topologies g-adigues G- Sup 452
ge
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d'ol si M est un voisinage de O pour 95,

n n

m::q11 Ay N oeu g s
1

(t% est définie par les (qu)n puisque A est de dimension 1), et

n n

MOA =M AAINAD q,‘1r\...r‘uzS

s
et puisque M N Ap est un idéal de~Ap, il est contenu dans pAp. et par suite
2] n

o) <z1n...nqsS

donc p est égal a 1'un des qi' Mais alors z?b sera moins fine que T d'od

L= ‘i‘gp puisgue ?,‘") est plus fine que %€ car celle-ci est Ap-linéaire :

en résumé, A est de dimension 1 et la propriété (P) se;localise (i.e. pour

p €Spec A, il y a uneiseule topologie Ap-linéaire de corps sur KJ), 1'implice~

tion 1) == 2]} va résulter de la proposition suivante :

Proposition B.1.6. : Sur A noéthérien 1intégre, K = Frl(A). Les propriétés suti-

vantes sont équivalentes :
1) Il extste une seule topologie A-linéaire de corps non discréte sur K.
2) A est local de dimension 1 de Mori wnibranche.

3) A est local de dimension 1 analytiquement irréductible.

Preuve :

1Y == 2) :.51 {1) est vérifiée, toutes les valuations essentielles de A
vont définir la méme topologie, elles sont donc ideﬁtiques et A’ est un anneéu
de valuation discrete, d’'ol A est local de dimension 1 unibranche et cohme Q:A
doit étre égal 2 %;,. A contiendra un idéal non nul de A' donc son conductsur
est #(0), c'est-a-dire que A’ est un A-module de type fini puisque A est noethé-

rien.

2) => 1) : A' sst un anneau de valuation discréte, A-module de type fini

Si M est un sous A-module de K, #K. MA' est un A'-module de type fini (car
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MA'#K) donc A-module de type fini d'ol M est aussi de type fini. Si maintenant
M est voisinage de O pour une topologie de corps € sur K, 11 existe a &€ A-(0)
tel que aM € A, donc A est ouvert pour € dor B-= ‘fA d'aprés 0.4., et 1'uni-

cité est établie.

2) <=> 3] : Résultat bien connu.

~

Remarque : 1) est éguivalente & 1l'existence d'une seule topologie A-linéaire

d'anneau sur K [(non discreéte).

Fin de la démonstration de B.1.5.

2) => 1) : Soient A de dimension 1 localement analytiquement irréductible,
% une topologie A-linéaire de corps sur K et M un voisinage de O pour ¥ : M
étant #K, il existe des idéaux premiers p tels que Mp # K, pour un tel idéal,
Mp est un Ap-module de type fini d'ocl Ap est ouvert pour Get €est plus fine
que q:;. Si on désigne par A l'ensemble des p tels que ¥ soit plus finie que
1%# alors € = Sup % car il existe I idéal non nul de A tel que I AI cM

p €A

et IA. est voisinage de 0O pour isA gui est la borne supérieure des 1%3 puisque

I
A est noethérien ds dimension 1 (corollaire 0.7.).

Corollaire B.1.7. : Soit A noethérien de dimension 1 localement analytiquement

irréductible, K = Fr(A). Une topologie A-lindaire de corps % non discréte de
est borne supériewre d'une famille finie de topologies p-adiques, si et seule-

ment 81 elle est localement bornée.

En effet : B = Sup B _ et les ﬁ; sont définies par des valuations
peEl
discrétes d'aprés le théoréme. On en déduit, comme dans le cas des anneaux de

Dedekind, que A est fini si et seulement si €€ est localement bornée, slle est

dans ce cas de la forme i?; ot I est un idéal non nul de A.
’ I
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Corollaire B.1.8. : SZ A est semi-local, alors il vérifie (P), si et seulement

si il est de Mori localement wnibranche et de dimension 1.
D’aprés [25], A est de Mori si et ssulement si ses localisés le sont.

Corollaire B.1.8. : 57 A est de Mori de dimension 1, alors il vérifie (P), si

A
et seulement 81 Ap est intégre pour tout p contenant le conducteur.

On sait en effet que Ap est intégralement clos pour tout p ne conte-

nant pas le conducteur,

Corollaire B.1.10. : 37 A est de dimension 1, alors il vérifie (P) si et seule-

ment si pour tout idéal non nul I, le complété de A pour la topologie I-adique

est localement intégre.

En effet : dans un sens c'est évident, i1 suffit de prendre I premier
et inversement (P} == ﬁ; intégre pour tout p > I, d'ol (A,I]} localement intégre
[Gréco-Salmon : topics in My-adic topologies, chapitre 1dﬂ.

A propos des topologies I-adique, nous avons la proposition suivante qui g&né-

ralise un résultat de Gréco [10 bis].

Proposition B.1.11. : Soient A wn anneau noethérien de dimemsion 1 intégre et

localement analytiquement irréductible, 1 wun idéal non nul de A, alors le com-

plété de A pour la topologie I-adique est intégre si et seulement si I est

primaire.
A A
Preuve : En effet, (A,I}) = I Ap d’aprés [5. propasition 1.2] produit d’an-

p>1
neauxlocaux, donc s'il est intégre, il est local et par suite I est primaire,

A
la réciproque résulte de ce que Ap est intégre pour tout p.

D’'aprés [531. le hensélisé d'un anneau local intégre est de Mori, si

et seulement si 1'anneau est de Mori unibranche, d'ol :
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Proposition B.1.12. : Un anneau local complet vérifie (P), si et seulement si

1l est de dimension 1.

Exeggles : d'anneaux vérifiant le théoréme B.1.5.

1) Les anneaux locaux complets de dimension 1, par exemple l'anneau des séries

formelles & une indéterminée T sur un corps, sans terme en T.

2) Un ordre d'un corps de nombres dont le conducteur n'est pas décomposé : un
tel anneau est noethérien de dimension 1 de Mori, il vérifie (P) en vertu de
B.1.8. Par exemple Z[Zi] et plus généralement si f est un entiler non décomposé

dans Q{Va), 1'anneau Z+fB vérifie (P) ol B est 1'anneau des entiers de Q(/;).

3) Soit A local noethérien intégre de dimension 1, K = Fr(A). Si A est japonais
{(par exemple s'il est de caractéristique GJ. alors l'algébre C définle dans
B.1.3 est un anneau de Mori de dimension 1 localement analytiquement irréduc-
tible. On en déduit qu'une topologie A-linéaire de corps non discréte sur K est
borne supérieure d'une famille de topologies définies par des valuations essen-

tielles, si et seulement si elle est C-linéaire.

4) Signalons gqu'un anneau vérifiant (P) n'est pas nécessairement de Mori, voir

1'exemple de [8] .

Propriété (V) : Montrons enfin que (V) et (P) sont équivalentes.

Le thébréme B.1.5. prouve gue (P) ==> W) = (1.

Théoréme B.1.13. : Soit A noethérien intégre, K = Fr(A). Les propriétés sui-

vantes sont équivalentes :

1) Pour toute topologie A-linéaire de corps non discréte %€ de K, il existe

V' c W telle quu E= Sup €

Y
ve ¥
2), A est de dimension 1 localement analytiquement irréductible.
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Preuve :

1) ==> 2) : Soit P un idéal premier non nul de A, alors il existe

¥ ¢ Y telle que ?f; = Sup ?fv, on peut supposer les v € ¥~ deux a
ve ¢’
deux indépendantes et en nombre fini puisgue be et les Qf; sont localement

bornées, socit ' = {V1""’Vn}'
Si v' est une valuation aessentielle de Ap, elle est dépendante de l'une des vy
car sinon : il existerait U1 idéal de Av .....Un idéal de AV tels que

1 n
un... n U, € A, puisque ‘E’v est moins fine que ‘Gp = Sup ‘E’V , et le "théo-

réme d’approximation” donnerait un €lément de K contenu dans U1£W e f)Un. et
non dans Av d'ol contradiction.

La topologie ﬁﬁb est donc l'une des ﬁﬁ;i , cela implique que les topologies dé-
finies par lss valuations essentielles de Ap sont en nombre fini, donc (Ap]'

n'a qu'un nombre fini de veluations essentielles, c’'est donc un anneau de Prifer
et comme 11 est de Krull, il est de valuation discrete d'oC Ht(pl=1 et dimA=1

et Ap est unibranche. Alors 1'égalité f;j = Vseup”' ‘%,’V implique que toute v € ¢’
est définie par un 1déal premier de A' au-dessus de p, et comme Ap est uni-

branche, on a g; = ﬁA yoe Ap contient un idéal non nul de (Ap). 11 est fina-
p

lement de Mori. Ce qui achéve la démonstration.



CHAPITRE Il

DIMENSION SUPERIEURE A 1

Nous cherchons dans ce chapitre les topologies linéaires de corps
sur K = Fr{A) gui sont bornes supérieures de familles de topologies définies
par des valuations essentielles de l'’anneau noethérien intégre A (supposé de
dimension quelconquel.

tine condition nécessaire pour qu'il en soit ainsi est que la topo-
logie considérée posséde un systéme fondamental de voisinages de O, M véri-
fiant la condition M = J:}} MA {tout M)} qui sont alors des A’'-modules

(voir [25] Appendix "modules complets®).

Comme A' ast un anneau de Krull, les sous A'-modules de K vérifiant

1'égalité précédente, gue nous appelerons "divisories”, s'étudient d’une ma-
nigére analogue 3 celle qui a été donnée dans le chapitre I pour les anneaux

de Dedekind :

A - Annsaux -de Krull

Dans cette partie A désignera un anneau de Krull, K = Fr(A) et

X (1) 1'ensemble de ses idéaux premiers de hauteur 1.

Lemme A.2.1. : Soit M wn sous A-module divisoriel de K, a, = MNA et ﬂﬁﬂ

:reM alors :

la famille des tdéaux entiers divisoriels U vérifiant Gy

(1) aM est un idéal divisoriel

2)m= U (a, : "

Yex,
M
En effet : la premiére assertion est évidente, pour la ssconde
remarquons que M est la réunion des idéaux fractionnaires divisoriels qui

y sont contenus et qui contisnnent am, un tel idéal a4 est de la forme :
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aM : 4 o Y} est un entier divisoriel car ay @ CAetsiVs= ay : @ on a

a=a,: ¥ puisque a,, a et Y sont divisoriels.

Lemme A.2.2. : Le couple (am, fm) associé au module divisoriel M vérifie
les propriétés suivantes :

(1) Pour tout ¥ e Eﬁ, 1'idéal U alM n'’est contenu dans aucun idéal

premier de hauteur 1

(2) st Ve‘.ﬁ, et We V' alors ¥e im

(3) JM est stable par intersection finie.

5% de plus A est noetherien, il y a correspondance biunivoque
entre les sous A-modules divisoriels de K et les couples (a, ff) vérifiant

1), 2), 3).

Preuve :

1) soit Ve ff’m. si U—M et {¥ étaient contenus dans un méme idéal premisr

de hauteur 1,p on aurait :

aM:pc.a ;¥ c M et d'autre part a4, : p<A

M M

r pca, ce qui implique p = A

Ay M

2) Résulte de 1'inclusion @, : v ca,: b

3) Soit V. ¥ ¢ ‘fm. N1’ est divisoriel et on a :
N

N
aM:(t}nv‘)=aM:v' +am:v cM=HM

(pour un sous A-module V de K, v désigne le module divisoriel associé,

CoN
l-B- V"' n 1 Vp]u
peEX

d'ot Yn 0'69‘;‘ .
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(.J

Si maintenant (a,J) est un couple formé d'un idéal entier divi-
soriel a et d'une famille f d'idéaux entiers divisoriels vérifiant 1), 2},
3), on voit par localisation que le module M = U‘E,JZF {@ : V¥) est divisoriel.
D'autre part 'f c fm et si A est noethérien, tout idéal entier a'¢ ™M est
contenu dans un a : VY (e f) car a4' posséde un systéme fini de générateurs
et F est stable par intersection finie, d'od a'%¥eca et a' (¥+ a)ca

on en tire z'ca d’apreés 1). Donc a4 est le plus grand idéal entier contenu
dans M d’ol a4 = a.M. Pour tout @' € '_‘F;l il existe, pour les m@mes raisons

de finitude, un Q}e@ tel que &y ¥ c @ U dod ¢ c ¢9' et ¥ € 9:;4

Finalement if.= ifm-

Exemples :

1-S8SipeX (”, A est un sous A-module divisoriel de K car (Ap]q = K
51 q € X (3. (p). 5‘}\ est formée des idéaux entiers divisoriels
rencontrant (A - pj. Enpe-Ffet : 81 a € ¢A A:ac Ap on en déduit

que @ n'est pas contenu dans p car sinon on aurait A : pcA : a €A

d'ol p(A : pYCp A NA = p

ce qui donne A : pc A et p= A,

Réciproquement si a ¢ p soit gea tel que vp[a) < 0 pour

x € A : aon aura vp(xa] > 0 d’'ou vp(x) > - vp(a] > 0 c'est-a-dire

Xx€A d'ol A: acA .
p P

2 - Plus généralement si S est une partie multiplicativement stable de A,

s A est un A-module divisoriel et a € ‘j")_,l si et seulement si a ¢ p
S A ,
pour p € X[1J tel que Vp soit nulle sur S : Cela résulte de 1'exemple

précédent et de 1'égalité 5_1 A= N A ol X“] désigne 1'ensemble

pex['l) p S
des idéaux premigrs de hauteur 1, tel Tque Sp soit nulle sur S.
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Proposition A.2.3. : Un anneau intermédiaire entre A et K est A-module

"divisoriel" si et seulement si 1l est intersection d’anneaux de valua-

tions essentielles de A.

Preuve :

1 - 11 est clair qu'une intersection d'anneaux de valuations essentielles

de A est un A-module divisoriel.

2 - Soit B un sur-anneau divisoriel de A, nous avons d'aprés le lemme A.Z2.1.

U (A : a)
aczsf3

B

et B = L.J (A : a)
adp

Yok &

D

1'exemple 1 précédent montre que B = (—j (A : Q) p
atp, péF
Vo ¢ o9

Corollaire A.2.4. : Tout transformé de Nagata de A est une intersection

. d'ameaux de valuations essentielles de A [Nagata, Memoirs of the College
of Sciences, Kyoto, 30, serie A, n° 1, 1956].
5t a est un idéal de A, la famille (an)n>0 vérifie bien les pro-

priétés 1), 2), 3) de A.2.2. .

Corollaire A.2.5. : Tout sur—anneau divisortel de A est un anneau de frac-

tions de A 87 et seulement 3i le groupe des classes de diviseurs de A est
de torsion (cf. CLABORN [6 bis]).

Ce corocllaire se démontre comme dans le cas des Dedekind en con-
sidérant le transformé de Nagata relatif & p € X(1}.

Cette étude ne permet pas de caractériser toutes les topologies

de corps sur K ayant un systéme fondamental de voisinages divisoriels de O

comme bornes supérieures de topologies p-adiques.
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Exemple : Soit A = ZI[T]] qui est un anneau de Krull de dimension 2

la topologie ﬂ; est une topologie de corps sur Fr(A) puisque Rad(A) # (0),
elle posséde un systéme fondamental de voisinages divisoriels de O (les
idéaux principaux) mais elle n'est pas borne supérieure de topologie

p-adique, p € X1 car A ne peut 8{re ouvert pour une tells topologie comme

le montre le lemme suivant :

Lemme A.2.6. : Un anneau de Krull est ouvert pour une borne supérieure

de topologies pradiques ( pexll ) si et seulement si il est de Dedekind

semi~local.

Preuve :

1 - Un anneau de Dedekind semi-local est bien ouvert pour la topologie

borne supérisure de toutes les topologies P-adiques.

2 - S1 A est un anneau de Krull ouvert pour une borne supérieure de to-

pologies p-adiques U:ex13, il contiendrait un sous A-module de la forme

n1 n

A N... s
1 P, n Pg Aps [pi ¥ pj

premiers de hauteur 1 de A car s'il y en avait un autre p # Py

p )l ;5 les Py sont alors les seuls idéaux

i=1,..,8 , le théoréme d'approximation donnerait un élément xe&K

tel que

n n
1 s ~
& s 8 U ' A
x&Pp, n N Py Ap et vp(x) < d'ol xé

s
finalement A est un anneau de Krull gui n'a gu'un nombre fini d'idéaux
premiers de hauteur 1 il est par conséquent de Dedekind semi local.

Nous avons cependant le théoréeme suivant :

Théorgme A.2.7. : Soit % une topologie de corps sur K possédant un systéme

fondamental de voisinages "divisoriels" de 0O, alors G est borne supérieure
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d'une famille de topologies p~adiques ( pex1) 8t et seulement si pour tout

voisinage divisoriel M de O, l'ensemble x1tm = gsupp(K/M) nxm est fint.
n, n
Démonstration : 1) Si M = P, Ap NnN...N pss Ap est un voisinage de O
1 s
(1)

pour une borne supérieure de topologies p-adique alors supp(K/M)nX = {91"'95}

car si Mp # K, p est égal a 1'un des Py puisque (Ap } = K dans le cas con-
ip
traire.
2) Réciproquement soit 4 une topologie de corps possédant
un systéme fondamental de voisinages divisoriels de 0, 40 et telle gue

(1)

X1(M) = supp(K/M)}NX soit fini pour tout M€ 5.

X1(M) est d'abord non vide puisque M est divisoriel et si
pe€ x1 {y}] Mp # K d'od € est plus fine que Q?p.
D'autre part on sait qu’il existe M*'€& 76 tel que
I'APCM {I' = M'NA)

d'od N (' a) e N

p£X1iM] I*'p pe€ X

gst un voisinage de O pour 1¥30n voit que M est ouvert pour une borne

= [}
1 Mp M et puisque cheque (I AI’]p
supérieure de «€p et ¥est moins fine donc égale & sup ‘t}’ ol p est

tel que Ap soit ouvert pour ¥ . On verra au chapitre 3 que les topologies

ertiniennes satisfont le théoréme précédent.

Nous allons retrouver ce résultat en déterminant explicitement
la topologie ‘f; associée & un sous A-module divisoriel M de K par une

méthode qui généralise celle de WARNER et HEINE (cf. [24] 3 the 2).

Pour tout sous A-module non nul M de K désignons, pour pexua

...
€M s'dl est

L")
borné inférieurement et -« autrement et M = {xeK : vp(x] > vp(M) Y p&€X

par vp(M], la borne inférieurs de 1'ensemble des (vp(x]]x
' (1
1,
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11 est facile de voir que M est divisoriel si et seulement si M = M.

B'autre part si (np) 4 est une famille d'entiers (ou -} négatifs

peEX
pour presque tous p alors il existe un module divisoriel tel que
v (M) = n_.
P P

Ceci dit soit M un sous A-module divisoriel de K, A(M) = /f\
peX (M)

Proposition A.2.8. : 15& est la topologie ayant un systéme fondamental de

voisinages de 0 formé des sous A-modules divisoriels U vérifiant :

a) X'y = x
b) 21 existe n > 0 tel que vp(U) = g2 " vp[M)) pour "presque tout
pex!(mn.

E(x) désigne l'entier vérifiant x < E(x} < x+1.

Démonstration :

1 - Montrons que les U définissent bien une topologie :
Soient U, U' deux tels sous-modules, il existe n, meMN st un ensemble
fini BCX1 (M) tels que :

n n

vy = B2 v ) et v ) = €277 v (M) pour pex'm - 8

Supposons m > n et soit :

vp(U’) si pe)(1 - B et vp(M) <0

n =
P max {vp(U). vp(U’) autrement les np sont négatifs pour

presque tout p et définissent donc un sous A-module divisoriel W de K

w={x€K|v“x)3np Vpeﬂ}

on a Weuny' car v (W) =n_ > Max {v (U), v (U")}
B p - p o}

1
et .X‘l (W) = X! (M) en vertu du fait que vp(MJv = ~o <=== pg X (M).

Nous avons donc bien une topologie pour laquelle M est ouvert.

b
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2.~ Cstta topologie est compatible avec la structure d'anneau de K, en

gffet :
Soit U vérifiant al}, b) et np la famille :

- g5i pé‘)(1 - X1(M]
n = E[Z’(nﬂJ vp[MJ) si pe)J(M) - Bet vp(M] < 0
Max {0, vp(OJ} autrement

Cette famille définit un sous A-module divisoriel W de K qui vérifie
X W) = X M et si X,y sont deux éléments de W nous avons v (xy] > v ()

pour tout pex d'al xyeU U c'est-a-dire W.WCl.

Reste & montrer que si xe€K - {0} il existe W' tel que xW'c U
il suffit de le faire si x =-% {ae A - (0)), comme précédemment W' sera

défini par les vp(W']

v (U} s1 v (8) <0 ousiv (U = -=»,
p p - p
spit n =
P v (U) + v (a) autrement.
p p
Le module divisoriel W' défini par np vérifie xW'Cc U, car si

aeWon a v (ax) = v (a. -;~) = vp(a) - vp(a) > vp[U]. Finalement nous avons

bien une topologie d'anngau sur K.

3 - Reste a voir que cette topologie 1§k est la moins fine pour laquelle M

est ouvert : soit €' une topologie linéaire d'anneau sur K pour laquelle M

est ouvert, et montrons qu'elle est plus fine que q?h.

Si U est un veoisinage divisoriel de O pour ﬁﬁq. ueNetB le
-n

sous-ensemble fini de X en dehors duquel nous avons vp[U) = E(2

v (W) - B2y
Soit € /1f (p P P ) A
peX (M)

v (M)).
p

P
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0, si pex1(M) - B
Alors v _(a) > -n
P v (u) - EC2 v (M), st peB.

Comme ' est unaA topologie d’anneau, il existe U' voisinage de O
pour ' tel que U'znc Mdoa 2" vp[x] > vp(l"l] Yxeu’
et vptx) >EER " vp(M)] pour tout pgx1(M) mais alors v (ax) > v (U} pour
tout pex1[U] d'ol axel = U c’est-a-dire aU'c U et U est ouvert pour B’

et par conséquent ' est plus fine que fM'

Proposition A.2.8. : Soit M wn sous A-module divigoriel de K, les deux

propriétés sutvantes eont équivalentes :

1) X1[M) est fint

2) {M = ‘2::\(”) = borne supérieure d'une famille de topologies p-adiques
(p €X1).
Preuve :
1 M)
1) == 2) Si X (M) est fini, A(M) = 1 A est un anneau
' peXx (M)
de Dedekind semi-local et d'aprés le chapitre I, <% = sup -
: ALM) peX1(M) P
[y = .
et ng sera moins fine que ‘i‘i;q car les t:[; le sont d'od ‘fm %‘;\(m

2) ==> 1} se fait comme dans la démonstration de A.2.7.

Remargue : %‘M peut &tre une topologie de corps sans que X1(M] soit
£ini, 11 suffit de prendre un idéal & de A tel que M = (1 + @) ' A ne
soit pas semi-local, ‘?fm est une topologie de corps mais X'(M) n'est pas
fini.

si €est une topologie de corps sur K ayant un systéme fondamental
M de voisinages divisoriels de 0, nous avons sup fm -8
et si supp[K/l"l]()X1 est fini pour tout Me #5, ch:qz:bfm sera une borne

supérieure de "5; d'aprés A.2.8. donc “ aussi et on retrouve ainsi A.2.7. .
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Signalons enfin une caractérisation des bornes supérieures de

familles finies de topologies p-adiques :

Théoréme A.2.10 : Soit & une topologie de corps sur K ayant un systéme

fondamental de voisinages divisoriels de 0. Alors <6 est borme supérieure
d'une famille finie de topologies p-adiques si et seulement si elle posséde

des éléments topologiquement nilpotents.

Preuve : Soit aeK - (0) topologiquement nilpotent

X1(aJ = {pex1 : vp(a] # 0} X1[D) est fini.

1
Soit peX - X1(aJ , M un voisinage divisoriel de 0 pour ¥ et
n
me€MN pour tout y, 1l existe n tel que 9-5 €M d'ol
y

vp(an] Z.Vp(M] + vp[ym) ou - m Vp[y).i vp(M)
si donc on prend y tel que vp(y] = 1 on trouve vp(M] < -m ¥m
c'est-a-dire vp(M] = ~ et;3¢x1(M], autrement dit on a X1[M)C)a[a).
d'od 1'qn tire que X1(M] gst fini et alors A.2.7. montre gue % est

borne supérieure de topologiesp-adigues avec ;:‘eX‘l M) CX’I {al, donc

nécessairement en nombre fini.

Remarque : Remarquons que contrairement au cas des anneaux de Dedekind,

preut étre localement borné sans qu'’elle soit borne supérieure de Qsp.
Il suffit 1a aussi de prendre un (1 + 43“1 A non semi-local et la topologie

de ses idéaux non nuls.

B - Cas non intégralement clos :

Soit A noethérien intégre non intégralement clos, A'  sa cléture

intégrale et X1 1'ensemble des idéaux premiers de hauteur 1 de A.
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1 .
Fixons peX . Alors ‘2;‘; posséde un systéme fondamental de voisina-
ges de O, tel M, vérifiant M = /r)1 M . Si on convient d’appeler module
ge X
"divisoriel” un sous A-module non nul de K vérifiant 1'égalité précédente,

on a :

Proposition B.2.1. : S7 towute topologie de corps sur K possédant un gystéme

fondamental de voisinages "divisoriels"” de O est borne supérieure de topo-
logies p-adiques (;xexj) alors A est analytiquement irréductible pour
q

tout gex. .

En effet : soit c;ex1. (Aq)' est un anneau de Dedekind semi-local,
q' est un idéal premier de (Aq)' la topologie g'-adique sera borne supérieure
d'une famille de topologies Q,‘F: (p ex1) soit ﬁq, = seug f:; on en déduit
gue tout p € A est &gal & q sutrement dit 1%, = ﬁ% 5'00 Aq est de Mori et

g’ est unique puisque si g" est un autre idéal premier de (Aq]' on aura

Pt
1%; = @Z, donc Aq est unibranche et finalemant (Aq) est intégre.

La réciproque de cette proposition n'est pas vraie comme le montre

le cas intégralement clos mais comme dans le dernier cas on peut montrer
que si Ap est intégre pour toutpex1 alors une topologie de corps sur K
possédant un systéme fondamental de vaoisinages "divisoriels” de 0 est borne
supérieure de topologies p-adiques (peﬂal si et seulement si pour un tel

voisinage M, supp(K/M) N X' est fini.

C - Extensions fiddélement plates et application aux annsaux de polynomes

et de séries formelles

Nous nous intéressons dans cette partie au cas des anneaux de

polyndmes (ou de séries formelles) et une généralisation.
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Si A est noethérien intégre, K = Fr(A} B un anneau de polyndmes
sur A en un nombre fini de variables et L = Fr(A), en général il n'y a pas
unicité de topologies de corps B-linéaire sur L et induisant sur K une to-
pologie donnée : par exemple si A est un anneau de valuation discréte A[f]
est un anneau de Krull de dimension 2, toute valuation v de K(T) positive
sur A[T] non équivalente é aucune valuation essentielle dé A[X] induit sur
K la topologis définie par la valuation de A ; en effet @f; ne peut induire
sur K la topologie discréte car dans le cas on aurait K[T]€=A(v) ¢ anneau
de v et v serait essentielle. Nous verrons qu'il y a unicité guand on se
restreint aux topologies ayant un systéme fondamental de voisinages divi-
soriels de O.

Concérnant les topologies induisant la topologie discrétae,

nous avons le :

Proposition C.2.1. : Soit A noethérien intégre, K = Fr(A) B = A[T]

L = Fr(B) et © wne topologie B-linéaire de corps eur L, alors 6 induit
sur K la topologie discréte si et seulement si elle est plus fine qu'une
topologie ‘tz ou ¢ est un tdéal premier de hauteur 1 de B tel que

g NA = (0).

Preuve :

1 - I1 est évident que si gNA = [D]'et % plus fine que Qz alors 5
induit sur K la topologie discréte
2 -~ Inversement : supposcns gue % induise sur K la topologie discrete
il existe donc M sous B-module de L, ouvert pour € tel que tLM()A = (0)
ot a, = MAA[T].

En prenant une décomposition primaife de . 1'intégrité de A

nous montre qu'il existe un idéal premier ¢ de A[f] contenant U et véri-
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fiantg N A = (0), un tel idéal est tel que Mg £ L et alors A[T]q est un
annsau de valuation discréte d’'od 1'on tire que 1'anneau Bq est ouvert
pour ¥ qui est donc plus fine que T;’q

Pour les topologies n'induisant pas sur K la topologie discréte,
nous allons déterminer alors celles qui sont bornes supérieures de familles

de topologies définies par des valuations essentiellss de A[ﬂ.

Cas ol A est de Dedekind :

Nous allons nous placer dans le cas plus général d'une extension

fidélement plate :

A étant de Dedekind de corps des fractions K, B un anneau de Krull

- A-fidélement plat et L = Fr(B). Pour tout p €Spec A, pB est un idéal
divisoriel de B et pB # B par fideéle platitude. En outre pour tout

premier de hauteur 1 de B, § N1 A est soit nul soit de hauteur 1 (condition
"PDE" de SAMUEL [ﬂ]) et tout idéal premier de hauteur 1 de A est la trace

d'un nombre fini seulement d'idéaux premiers de hauteur 1 de B.

Théoréme C.2.2. : Soit B une topologie B-linéaire de corps sur L n'indui-

sant pas sur K la topologie discréte, les deux propriéiés sutvantes sont
équivalentes :

(1) G est borne supérieure d'une famille de topologieg;q-adiques

(qex 8)

(2) € posséde un systéme fondamental de voisinages divisoriels de O.

Démonstration :

a - Il est clair que 1) == 2] puisque les topologies ¢-adiques ainsi que
leurs bornes supérieures possédent un systeéme fondamental de voisinages

divisoriels de O.
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b - Inversement : Supposons 2) vérifiée et soit M un voisinage divisoriel

de O.

Remarquons d'abord que M = ffa\ lﬂq puisque Mq =KsigfA = (0)
g €X' (B)
g nA # (0)

En effet, si pour un tel idéal ¢ on avait Mq £ K, Mq serait un Bq—module
de type fini et Aq serait ouvert pour 5 et q Aq aussi et 5 induirait sur
K la topologie discréte.

Soilt A l'ensemble des qerX1(B) tels que Bq soit ouvert pour T :

% est plus fine que sup g’q .
qea

Si maintenant M’ est au voisinage divisoriel de O pour ¥ vérifiant

a B M (ocda = M'N B} nous avons

M Ty, M

/M) (ay, Bam ] € M
q ex (B) 4
q NA#(0)

il s'agit de voir que dans cette intersection il n'y a gqu'un nombre fini
de localisatons différentes de L, pour cela nous distinguons plusieurs

cas :

i) si aM,

puisque B est un anneau de Krull.

¢ ¢ alors (aM,. Ba ) # L, ces q sont en nombre fini
M'

ii) si aM,<¢ q mais ¢ NA = ¢;NA pour un certain ¢; contenant Qy
comme les qi sont en nombre fini, ¢ appartiendra & 1'ensemble des idéaux
premiers de hauteur 1 de B au-dessus d'un qif7A, il n'y en a qu'un nombre

fini en vertu de la condition "PDE".

iii) sSi am,¢'q et ¢ NA# qi/\A pour tout 4 contenant aM, alors

Qs est étranger & ¢ puisque A étant de Dedekind ¢ N A est étranger

aux q;NA, soit donc me (1 + a,,}agq.

M’
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B_ étant un anneau de valuation discréte et 7 €q Bq on a

q
2
(Bq]ﬂ = | {localisation par rapport & la partie 1, w, 7 ,...) mais

comme TET + A on & aussi

Ml
a
1 [ w
(B)J_ C B . = (B = (a,,).) ,
g q q M'q
A s
d'od (a,, » B, ) = L.
M Qs q
On voit donc que les ¢ pour lesguels (a”,. Bq } £ L sont en
. Ml
nombre fini donc M est ouvert pour sup B, d'ol 1'identité de ces deux
ges ¢
topologies.

Corollaire C.2.3. : Etant domné p &« Speca les topologies de corps sur L

ayant un systéme fondamental de voisinages divisoriels de O et indutsant
la topologie p-adique sur K sont les bornes supérieures de familles de
topologies q-adiques avee ¢ NA = p. Il y a unicité 81 et seulement st
la valuation p-adique a un seul prolongement d L (positif sur B).

Pour établir ce corollairé il suffit de remarquer gue si QSQ

induit la topologie p-adigue sur K alors ¢ NA = p.

Remarque C.2.4. : L'équivalence du théoréme précédent n'est plus vraie si

<G induit sur'K la topologie discrete, comme on peut le voir en prenant

A = Z[[X]] et la topologie 7:;. quine peut alecrs 8tre borne supérieure

de topologies p-adigues {(cf. lemme A.2.6.)

Dans le cas particulier des polynSmes ou de séries formelles

nous avons le :

Théoréme C.2.5. : Soit A de Dedekind, K = Fr(A) et B = A[T] (ou A[[T]])

L = Fr(B) , alors 1l existe une et une seule topologie de corps sur L
possédant un systéme fondomental de voisinages B-divisoriels et induisant

sur K une topologie non discréte donnée.
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En effet : Scit 6 une topologie B-linéaire de corps sur L induisant sur K

une topologie €€’ non discréte : en vertu de A.1.9 ' = sup qu
peAcX'(A)
et Test égal & sup %, d'aprés C.2.2. .
qul q
AleX'(B)

Les ¢ € A' sont exactement les idéaux de hauteur 1 de B au-dessus des p€ A
donc égaux a pB, chaque pB étant minimal et le seul minimal de B au-dessus

de p.

Cas des anneaux de Krull :

Quand on suppose A anneau de Krull, de dimension > 1, 1'éguivalsnce

de C.2.2. et le théoréme C.2.5. ne sont plus vrais, plus précisément on & 1la :

Proposition C.2.6. : Soit A de Krull, K = Fr(A), B = A[X] et L = Fr(B).

S toute topologie de corps sur L possédant un systéme fondamental de voi-
sinages divisoriels de O et n'induisant pas sur K la topologie discréte est

borne supérieure de topologies q-adiques (g e x'(B)) alors A est de Dedekind.

aB
1+aB

) farment un systéme fondamental de voisinages
aeA-(0)

de 0 pour une topologie de corps sur L gqui n'induit pas la topologie dis-

Preuve : Las (

créte sur K puisque aBNA = (o), ils sont divisorisls car [1+aB]-1 est une
intersection d’anneaux de valuations essentielles de B (proposition A.2.3.).
Cette topologie n'est borne supérieure de topologies g-adiques

gque si A est de dimension 1. En effet 1'anneau [1+aB]—1 B serait ouvert

pour une bhorne supérieure de topologies g-adiques et par conséquent de
Dedekind semi-local, ce qui impliguerait gue deux idéaux premiers de B
contenant a {et ne coupant donc pas 1+aB) sont étrangers. En particulier
si Pys pzex1[A) tels que aep1f\p2 alors p1 B et Py B sont étrangers,
donc Py et P, aussi, la conclusion résulte du lemme suivant (probablement

déja connu) :
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Lemme C.2.7. : Un ammeau de Krull dans lequel deux idéaux premiers de hau-

teur 1 sont étrangers quand ils sont distincts est un anneau de Dedekind.
Une démonstration simple est la suivante : soit P idéal premier
de hauteur > 1, comme il contient un idéal premier de hauteur 1 1'hypothése
faite implique qu'il en contient un seul, soit p, : si @ < Spec A avec QcP
alors ou h{Q) = 1 ou p,c Q cela veut dire que po ApC N (idéaux premiers de
Ap). )
Comme Ap est de Krull il n'aura qu'un nombre fini d'idéaux premiers de
_‘héuteur 1 et est dontc de Dedekind et P serait de hauteur 1.

Cependant 1'examen de la démonstration de C.2.2. nous montre que

dans le cas des anneaux de Krull nous avons le résultat général suivant :

Proposition C.2.8. : Sotent A € B deuxr anneaux de Krull vérifiant la

eondition "PDE", alors wne topologie de corps sur F(B) possédant wn
systéme fondamental de voisinages divisoriels de 0O et induisant sur

K = Fr(A) une topologie p-adigue (ou une borme supérieure d'une famlle

finie de telles topologies) est borne supérieure de topologies G-adiques

(q € x"(B)).

Remarque C.2.8. : Dans les hypothéses de la proposition précédente, 1'exis-
tence d'une topologie "divisorielle” induisant 4§L‘5ur K éguivaut &

i(p} # 0 bu i est le morphisme D(A) — D(B).

Cas non intégralement clos :

Nous avons dans ce cas 1'analogue du théoréme B.1.5.

Théoréme C.2.8. : Soit A un anneau noethérien intégre, K son corps des

fractions B = A[T] et L = Fr(A), les deux conditions suivantes sont

équivalentes :



_42-.

1) Toute topologie de corps sur L possédant un systéme fondamental de
voisinages "divisoriels" de 0O est borne supérieure d'une famille de topo-

logtes définies par des valuations essentielles de B.
2) A est de dimension 1 et ses localisés sont analytiquement irréductibles.

"divisoriel” est pris ici au sens de B.2.1. .

Praeuve :

q ===ew=wmy 2 ¢ Si 1) est vraie la proposition C.2.6. montre que A' (cldture
intégrale de A) est un anneau de Dedekind d'ol dim A = 1.

Si p € Spec A pB est un idéal premier de hauteur 1 de B et ﬁng
n'induit pas sur K la topologie discréte elle est donc bornme supérieure

d'une famille de topologies définies par des valusations essentielles de B.

On en déduit comme précédemment que BpB est analytiguement irréductible

et comme BpB domine Ap. ce dernier sera aussi analytiquement irréductible.

2 semmmmw== 4 ; Les seuls idéaux premiers de hauteur 1 de B ayant une inter-
section non nulle avec A sont les pB. Donc si M est un voisinage "divisgriel”

de 0, pour une topologie de corps sur L, on aura M = fﬂ\ M _.
p € X(A) pB

La démonstration se fait alors comme dans le cas de Dedekind, en remarquant

que 1'hypothése sur Ap implique gue BpB est unibranche [8] d'une part et

que BpB = (Ap[T]]p Ap[T] .

Ap étant de Mori, Ap[T] 1'est aussi d'aprés [23] donc BpB est de Mori et

par suite analytiguement irréductible.

Remarque : Le théoréme précédent reste encore vrai si on prend B = A[[T]]

au lieu de A[T].
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