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HYPOELLIPTICITE DES OPERATEURS DIFFERENTIELS

DU Z2e ORDRE A COEFFICIENTS REELS

par

Claude ZUILY

On se propose de donner, dans cet sxposé, deux conditions néces-

saires et une condition suffisante d'hypoellipticité pour des opérateurs

différentiels d'ordre deux & coefficients réels. Les démonstrations détail-
lées des résultats annoncés feront 1l'objet d'une publication ultérieurs.
Fixons tout d'aebord quelquss notations.

Soient @ un ouvert de R et P = P(x; 9/9x) 1'opérateur différentiel

: SN
(1) P = a,,(x} —————m—— o+ b, (x)
1,529 1 ax, ox i

3

] i=1 9%

+ clx) x € Q

On notera P° 1la partie principale de P, Q la partie homogeéne d'ordre 1,
de sorte que P = pY Q + C.

On dirc que P est non totalement dégénéré, en abrégé NTO si

n
N Iaijfxoll + i§1 Ibi(xol| #0

S 1
v x0 € § Z
3=1

(31}

Pour J = 1,...,n, on notera p° 1'opérateur différentiel de symbole

.0 __9 0
pj(x,E) 3¢ P {x,E)
J
ol pO[x.El désigne la symbole de pC,

Enfin, Lie (PD[J). @) désignera 1'algebre de Lis engendrée par les champs

de vécteurs P°(1),.... PO[n), Q, c'est-a-dire le plus petit C”-module con-
‘tanant ces champs et stable par l'opération crochet :

[A,B] = AB - BA.
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I. CONDITIONS NECESSAIRES

(o]

Théoréme I.1 : Soit P = P~ + Q + C un opérateur différentisl d'ordre deux

dans Q ouvert de R". Supposons que les coefficients de P® soient analyti-
quss dans & valeurs réelles et que ceux de Q ainsi que € soient dans
d”(g,m). Alors si P est hypoelliptigue dans @ pour tout point xD € 9, 11
gxists un voisinage 19; de X une fonction ¢ analytique dans 1}; a va-

o} o
leurs réelles tels que :

(I.1) P{x,B) = ¢(x] Fix,0) + Qtx,D) + C(x) X & Qﬁ;
0

ol 6ﬂ5est un opérateur différantiel de symbole

= p n
a(x,gJ-ZaijtxJ £, 6520 Vxe{?;o VEEeER

o,, analytiques et réels dans %7;

o]

i3

La démonstration de ce théoréme utilise de fagon essentielle le théoréme

2.1 de [2] et le lemme 2.1 de [5].

Remargue. I.2 : Lorsque pO[x,EJ‘; 0 vV x & Q v EeaTRn, on prend ¢ = 1.

L'hypoellipticité de ces opérateurs a été étudiée dans [2]. [{] et [Q].
Mais comme le montre 1l'exemple de [3] et comme nous le verrons au para-
grabhe II,lil existe des opérateurs P hypoelliptigues dont le symbole prin-

cipal pO(x,EJ change de signe d’'un point x & un autre (tout en étant in-

dépendant de £).

Théoréme II1.3 : Scit P = PO + Q + C donné en (1). Supposons gue les coef-

ficients soient analytigues dans Q@ & valeurs réslles et que P solt NTD dans

o(j)

8 . Alors si P est hypoelliptique dans 2, Lie (P ,Q) est de rang n en

tout point de 2.
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Remarque II.4 : Ce théoréme a été démontré par M. Derridj dans le cas des

opérateurs P = Z X? + XO + U de L. Hormander Bﬂ. Ensuite 0.A. Oleinik et
E.V. Radkevitch ont généralisé le résultat de Derridj aux opérateurs a
forme caractéristique non négative [ﬁ] par une méthode analogue. Catte
méthode utilise une version due & E.C. Zachmanojlou [ﬁ] d’un lemms de

Frobenius analytique de T. Nagano.

Une partie de notre démonstration utilise aussi ce lemme ainsi que des
idées de [{l. Une autre partie en est différente et utilise un théoréme
du type Cauchy~Kovalewska, pour des opérateurs dits du type de Fuchs,
récemment démontré pear M.S. Baouendi et C. Goulacuic dans [0]. L'étude
compléte de la classe d'opérateurs introduite dans [Q]. du point de vue
de 1l'hypoellipticité, sera l'objet d’un prochain travail en collaboration

avec B, Helffer.

II. Condition suffisante

Nous donnons dans ce paragraphe, une classe d'opérateurs hypo-
glliptiques, dont le symbole principal a ur signe qui dépend du point x.
Soient @ un ouvert de R, T > 0. On note § = @ x] =7, T [et (x,t) le
point générique ce 9.

Soient X1 {x3 9/3%x) ,4re, Xr (x; 3/9x) des chewps de vecteurs dans Q a
coefficients Cm(ﬂ, R). On suppose
(H) Lie [X1’""’Xr] gst de reng n dans Q
On pose
d ]

P.
L8 9y . J 3 .
Aj(x.t. % t] aj[x,t] t {aj[x) i Xj {x;

d
507

ob o, #0 dans G, o, € C (9, R) 8 € c@, R) py€ I /{0}.
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Théoréme II.1 : Soit

3 3,
th(x:t;—é_; ’ '5Tt'] “j

r
AL+, S ¢ (q.c).
21 By Ay vy By» Y € (g.€)

i D~y

2
AT +
7 3 j

Supposons la condition (H) satisfaite, alors 1'opérateur

2

9 3
S e R y e e
L t < [X,t, 3 » 3[] (X;t] 0

at

gst hypoelliptique dans Q.

Remarque II.2 : Des résultats analogues & celui du théoréme II.1, essen-

tiellement lorsque Cﬁi=‘jk[x,t :-%;] est uniformément elliptique, se trou-

vent dans [3], [4]. [7].
Donnons pour terminer un exemple d'application du théoreme II.1.

Exemple : Soit a(x) € C (R, R) ; 1'opérateur

2 2
Lix,t ; %; .-%E] =~%E + (t-a(x)]k {a 8 5 * b 2-5 }~
X ot

(o a> 0, b2 0, k&€ IN) est hypoelliptique si et seulement si k # 1.
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