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SUR LES EQUATIONS PARABOLIQUES DEGENEREES
par

B. HELFFER

INTRODUCTICN.

On se propose de démontrer par une mithode de construction de
Parametrix des résultats d'hypoellipticité pour des opératsurs du type
parabolique. On utillise certaines technigues utilisées par F. Tréves.Dﬂﬂ=
T. Matsuzawa Eﬂ, Y. Kannail Eﬂ, et Y. Kato Eﬂ et cn généralise des

résultats de [5] et de [4].

I. ENONCE DU THZORZME ST ACPLICATICNS.

. . , n
Soit Q un cuvert relativement compact de @ {on peut toujours se

~

ramener a8 ce cas quand on étudie 1'hypeellipticité au voisinage d'un point],
I un intervalle cuvert de R (gu'on supposera dens la suite, égal & ]-1.+1[},

on considere 1’opérateur défini dans @ x I, par :

Zi=1
) o Yoa.ix.t, =)

F R
J=o

N . \ - . N n .
oll aj[x,t,E) (j=0,e..,2m) ect un polinime homogéne en e (R, d'ordre j &

1) L=

1%

1 2
®

CO | e
€y

coefficients dans D x 1),

Cn fait les hypothisas suivantas

H1| (cf. [8]). 11 exicte T dans I, Xk dans N (N=en:iers positifs ou nuls]

et une constante C tellesque : Pour tout t dans I et tout t’ dans I apparte-
nant a l'intervalle, joignant U & To’ pour toul x dans § et tout E dens R”,
on a :

@ Re | ey tosE) den s fet|F

H 2 I1 existe des consiantes 2 et 7 réelles positives et des constantes

C . telles que ¢

a,B,]
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Pour tout t dans I, tout x dans 2, tout £ dans R" tel que |E[=1, on a :

1-Clal+3)e -(]8|+i

a+f

B

]
X

(3) a2m-j

Qa

3E
pour (a,B) dans{Nn x N" vérifiant

laj+ |8] + 3 >0
(Jalegde + (]8]+3)T < 1

H3 8 et t doivent vérifier

2mk

m"(‘l""93<1

(4)

Théoréme 1. Sous les hypothéses (H1), (H2), (H3), 1'opérateur L défini par

(1) est hypoelliptique dans Q@ x I.

Donnons trois applications de ce théoréme :

Exemple 1. On considére dans Q x I (Q ouvert de(R) 1'opérateur
2
] ]
L = ﬁ' + a(X.t) 2
X

et on fait les hypothéses suivantes :

+ b{x,t) g% + clx,t)

(5) Re alx,t} > o dans @ x I
(6) Pour tout x dans 9, la fonction t —> Re alx,t) a seulement des
zéros d'ordre pair inférieur ou égal & 2% dans 1l'intervalle I.
(7} Pour tout (x,t) dans @ x I |Im alx,t)| < C Re alx,t)
3a 1/08-1
(8) I1 existe € > 0, tel que |B| + |Im (3;]' <C (Re a) 2 4%

Alors, L est hypoelliptigue dans Q x I.

Démonstration : Des hypothéses (5) et (B), on déduit que H1 est vérifiée avec

T0 a -1 gt k=28. On déduit en outre que :
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. £

(9) IRe (23] < C (Re &) 2
X -

(7), (8}, et (9) impliquent que {(H2) est vérifisée avec

1 1
6 =0, T -2-*'-@ €

(H3) est alors vérifisée.

Ce théoréme est une trés légére amélioration de celui de,Eﬂﬂ

Exemple 2 : On considére 1'opérateur

3 2
L = EE- + t alx,t) 5
X

+ bix,t) é% + cix,t)

et on fait les hypothéses suivantes :

(5)' = (5) (83)’

i}

(6] (73 = (7)

L/

8" |b| + |Im (¢ %S—)I C |t Re a] 2

)

Alors, L est hypoelliptique dans Q x I.

Démonstration : Utilisant les remarques faites dans la démonstration du

corollaire 1, on vérifie gue les hypothéses du théoréme 1 sont satisfaites

avec : 5
6 =20 T == , =0, k = 22 + 1
2 o

Exemple 3 : Donnons deux exemples pour des opérateurs d'ordre plus élevé :

3 2 4 84
3¢ * (t™ + x ) —7 est hypoelliptique dans @ x I
Ix
- 4
3 2 3 ,
tandis que —— + (t+x)}” —— ne 1l'est pas.
at 8x4

Avant de démontrer le théoreéme, nous ferons trois remarques :

Remarque 1. Soit tL 1’'opérateur transposé de L. Alors :

£ 3 2m

- _ 19 1 9

et les bj (j=0,...,2m) vérifient (H2) (on a posé b2m = a2mJ



II - 4

~

Remarque 2. Soit L le transformé de L par le difféomorphisme (x,t) —> (x,-t).

Alors -L vérifie les hypothéses (H1), (H2) et (H3).

Remargue 3. De la remarque 2, on déduit que 1'on peut, quitte & restreindre
Q et I, se ramener au cas TO=—1 ou TO=D, si 1'on veut montrer 1'hypoellipti-
cité de L au voisinage du point (x,0) (x € Q). Nous traiterons dans la suite

leecas T = 0.
o]

II. DEMONSTRATION DU THEOREME DANS LE CAS TO = 0.

Elle se fera en plusieurs étapes.

18re.tope-

‘43 - 0 1 3
Proposition 1. (cf. [é], Lﬂ}). Soit M Py plx,t, T Ox

polynbme en £ & coefficients dans cT(Q x ]-1,+1[j, un opérateur possédant la

}J, ot pl{x,t,E) est un

propriété suivante :
siuePrax]-1,10, ruec”@ x J-1,1D = veca x [B.1Dnc%@ x J-1,4])

Alors, MU € C (@ x ]-1,1[) = vec@ x ]-1.1]D

Idée de la démonstration.

pognpuspe g S aapuni i) pasgiedpcipugugmp

On va montrer que U(+0,x) = U(-0,x)

Soit ﬁ la distribution définie par

1 0
<U.¢> = J j + f f ) Ult,x) §lt,x) dt dx
v 0 r -1 r :
pour ¥ e D(a x 1-1.1D

n,
Posons v = u - u

Pour tout compact K dans @, il existe N(K), tel que
N
(10) vix,t}) = & v,IX)® S
j=o0

(i)

& pour x dans K
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Par ailleurs :

n
11) MU=MU+ Gt ® (U(+0,x) - U(-0,x))

On déduit de (10) et (11) gue vj[x] = 0 pour j=0,...,N et donc que
U(+0,x) = U(-0,xJ.
On démontre de proche en proche que les dérivées par rapport a t

et x se recollent pour t = 0.

En vertu de la remarque 2 et de la proposition 1, il suffira de

montrer dans notre cas que la propriété suivante est vérifiée :

P1juediax]-1,1D, wec’ax]-1,10) = vec®@ x [o,1[3|

La 1ére étape nous a permis de montrer que sous les hypothéses du

théoréme, 1la propriété P 1 entraine que L est hypoelliptique.

2eéme étape :

On montre maintenant comment la propriété P 1 se déduit de la

construction d'une suite de Parametrix pour le transposé de L.

2m

Considérons : P = -CL = g% + 'Z b2m—j {(x,t, %-g%)
j=0
Posons : U = {Q fo; x 1-1,1[ x [0,1]D
W=U-{{xyt,t") el, (x,t) = (y,t)}
= {lt,t") e Ix [0,1, t'< t}

On considére la propriété suivante pour 1'opérateur P :

P2 On peut construire deux suites de distributions sur U, Kj(x,y,t,t']

et Fj[x.y,t.t') telles que

F.(x,y,t,t') = O
(12) J v3>0 (xy.t.t')eu, t<t
Kj(x,y,t,t'] =0 '
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(13) P, (I K,(x,y,t,t')) = 8(x-y, t-t') + F_(x,y,t,t') pour u = 0,1...
Xt j=0 J u
(14) K, € ™ (W)
(15) Pour ¥ (y,t") é.C;-[YR; x 10,1}
<Kguf> L €C J-1.10 x @

(16) Pour $(x,t) € C:[]—’l,'l[x Q)

<K Gyt yiot) > e ([0, x )

J ,t

(17) YN>O, 3M tel que

Fu (x,y,t,t') e CN(U] pour u Z.M

On démontre assez facllement la propositien suivante, cf. [ﬁ]. Dﬂ.

Proposition 2. S1 1l'opérateur -tL vérifie la propriété P2, alors L vérifie

la propriété P1.

3eme étape : Construction formelle des suites Kj et F

L2 2-% 2% -3 32§ J

Les K, st Fj seront des noyaux-distributions associés & des opéra-

h|

teurs du type suivant : +

[kv] (x,t) = f I el X E Tk ix,E,t, 00 VIE, L) dE dt
. |
° R pour v e cota xJ0,1[) et x,tle @ x J-1,1[

Le noyau associé a K est alors défini par :

Kix,y,t,t') =

J el SXVE e tt) dE
n

1
N
(2r)'% =

Rappelons qu'on cherche une parametrix a droite de 1'opérateur

P = -tL. On cherche donc K tel que P[Ky] = v,

Par un calcul formel, nous avons :
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PKV=‘[ e X8 T, EL 1)

n t
R .
v I f el(x’
n

o R

de sorte qu’on doit résoudre :

2m
I b
j=o

(18) ROGE B8y ) =

K[X;E:t,t’] = 0

.[x,t,l
j i

-7

v(E.t) dE
2m
E>| 9 1 Ji '
[%E4-jzobj(X:t,E-ax-kgi](K(x,Ejt,t )

vig,t')) dE dt’

0

X + E}) K(x,E,t,t') = 0 dans Q xR" x ¢

3

1 t >0

pour t < t' ; t' >0 [X,EJ(:QXFRZ

On va trouver K de maniére approchée en procédant ainsi ; on

résoud d'abord :

—

d
L1 Ko N [Ef ¥ b2m
(19) Ko[x,E,t.t ]t=t'=1
KO(X.E.t.t } =0
On pose :
2m 1
L2 = 7 z T
j=o [0 )

o<§a|+j<?m

et on réscud par récurrence

b Kyer T Ky
(20) Kjag GBS )
Kjpq (x:8.5,87) = 0
On vérifie alors for
PLIK* Ky#enot KjJQ] (x,t) = v

(x,t,E3} K (x,E,t,t') = O dans Q x RY x L

€
t >0
pour t < t', (x,§) ¢ Q XfRz
a
3 b .
—d ol
s g%

n
dans @ xR, x T

g

=0 t2>0

pour t' > t, t' >0

e

mellement qu
+ ot

(x,t) + J J

n
9 R

gt <X:8 >L2 Ky viE,£r) oE dt’

1Y = ) n -4 I
On pose Fj[x,E,t,t ) =L, Kj(x,ﬁ,t,t ) dans @ xth xj 1,1[x [D,’l[, [_Fj_l

1’'opérateur associé et on note Fj[x,y,t,t'l le noyau-distribution associé a

1'opérateur.
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On a ainsi construit formellement les suites Kj et Fj ; 11 reste 3 montrer

que la propriété P2 est vérifiée.

4éme étape : Estimations sur les symboles Kj(x,i,t,t'], F.(x,E,t,t")

i2-3-2-2-F-% 2§31} j
Les expressions J e <Xy, & >K].(x,F,,t,t'] dg

R ‘

f el<x_y’€>Fj(x,£.t,t') dE

R0

doivent &tre considéréescomme des intégrales oscillantes [j], de sorte que
les propriétés de régularité gue nous devrons vérifier se déduiront de ma-

jorations sur les symboles Kj[x,E,t,t’J et F,(x,E,t,t') dépendant des para-

J

métres t et t', et sur les dériveées en (x,E,t,t') de ces symboles.

Précisons d'abord guelques notations :

(a) 82’6[9 xIRE) désigne la classe des symboles d'Hormander [1]

d'ordre m.

e n m
S =1 3
(b) (Q xiRE) L Ses
(c) Si A est un domaine de R, xR , , on désigne par eO(A,Sg 50 X(Rzl)

1’ensemble de tous les K{x,£,t,t') tels que

s

Kix,&,t,t') ¢ Sg s {(Q x!Rgl et est contipu par rapport & (t,t'J.
(d) eP(a, Sz 6(9 x[Rgl) désigne 1'ensemble des K(x,E,t,t') qui sont

n

dans e (A, 82 G(R xIREJ) ainsi que leurs dérivées par rapport a

1y

t,t' jusgu'2d 1'ordre p.

(e) eth, 87 ) = P o, )

)
LI

)
On peut alors énoncer la proposition suivante :

Proposition 3. Il existe n > 0, tel que pour tout € > 0, on a :
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2mp-nj)

KyOGE ') € e(Z,5 (0 x:Rg))fW M) P (1, S§+6

p2o '

pour j=0,1,...

_ 4 _ 2mk 8 _dmkT
avec p = 1 TSI ) YT
(21} IDE ", Ds Dg KO [1+lgl]—6l6]—2mp+p|a|-s I::i 0 (uniformément lorsqgue
' ot t > t)
pour 2m p < lal
p B o -8|g|-2mp+p|a)+n j-ef—>
(22} D% ¢v Oy O K (+]e]) .0
t>t

pour 0 < p < j

Des propriétés de Kj(x,i,t,t'), on déduit des propriétés analogues

pour F (x,E,t,t'}. On peut montrer que la proposition 3 implique que la pro-

J
prieté (P2) est vérifiée. Les propriétés (21) et (22) permettent de montrer

que K, {x.,y,t,t’) qui est pul pour t'> t, et défini par (20) pour t' < t,

3

est C° pour t=t' lorsque x # y.

Idée de 1la démonstration.

KD est donné par :

t
exp (- f b2m(x,s,5)ds] dans 0 xiRg x T
K O 6ot k) = &
0 pour t' > t
L

De 1’'hypothése (H1), on déduit que ]KO[ <Ce gl et i1

est alors facile de vérifier que Kofx,g,t,t') € (L, S_w[Q fogJJ.
3K

Lorsgue t > t', on a seulement |K0| < 1. On va estimer Fx Pour

montrer les techniques utilisées pour démontrer la proposition 3.
t
t
- Re
IaKol : ‘ame s s {' e b, ds
3 X 9 X t
tet 1-1 2t I' Re b, ds o
<C [Re b2m| ds. |g| et' ¢ grace a (H2)
]
t { Re bon ds
E_C(t-t']T IEIZET (f Re b2m ds) e t' m grace a Holder
tl
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t
<c M-t H e KT tJ (Re b, ) ds) e °
tt
' -
2er—§T ‘ 1+ 5 jt' e Pam g
<C |¢ (J Re b, ds) e grace a H1
t
K
2mT
K+1

< CIE'

Des calculs analogues pour les dérivées en x et g permettent de

montrer que § = 2mt k§1 et que p = 1-2nmeki1 . On obtient les majorations
pour-Kj par récurrence sur j en utilisant 1'expression Kj+1 en fonction
de K,.

J

Notons que 1'hypothése {(H3) n'est utilisée que pour démontrer que
FJ(x,y,t,t’] vérifie (17), elle correspond & 1'hypothése courante sur les

symboles g™

g8
Pour les autres propriétés, on utilise seuleﬁent 1> G‘E_Dbet
p>0 ¢ |

I1 semble gus 1l*hypotnése (H3) est trop restrictive, car eile es

exclut des opérateurs dont on sait qu’'il sont hypoelliptiques, par exemple

(cf. L. Hormander [0])

2 2

L = Ji—+ (x +y + t]2 Jir + o (y + th
ot 2 2
ax vy
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